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RESUME

Un ordonnanceur (Scheduler) est l'une des principales composantes des
systémes d'exploitation. Il est donc important de prouver I'optimalit¢ de nouveaux
algorithmes régissant son fonctionnement . Les démonstrations de L'O.P B.M
[HARO-PROUST 92] montrent les limites des mathématiques déterministes,

L'équité de L'O.P.B.M, bien que vérifie expérimentalement | reste un
probléme mathématiquement ouvert.
.a théorie des processus stochastiques de décision laisse entrevoir des
possibilités de modélisation interessantes.

Dans cette thése, on montre que le modéle peut &re formule comme un
probléme de Bandit en introduisant une structure de cout adequate. On presente
un alzonithme de détermination de la stratégic optimale  d'ordonnancement

mter-classes.



INTRODUCTION

On dit qu'on a affaire i un probléme d'ordonnancement lorsque - " on doil
programmer l'exécution d'une réalisation en attribuant des ressources aux liches
et en fixant leurs dates d'exécution ...}, Les (dches sont le dénommateur commun
des problemes d'ordonnancement | leur deéfinition n'est ni toujours inunédiate . ni
toujours triviale” *

On notera que ces problémes se rencontrent dans les domames divers

d'application notamment dans les systemes informatiques et dans les systemes de

roduction. Scule I''mportance relative de telle au telle conmrainte chanee alors
I B

( la préemption . laspect cyclygue....) mais pas la fagon de les aborder ni
Fensemble des outils nécessaires qur relevent de toute cvidence de Ta panaplic
des méthodes de résolution des problémes combinatolies. ¥

‘Une expe:‘tisaﬁu'z'zrdmmanccmem neécessite une prise de connaissance d'une
problématique  particuliere poor en fare ¢émerger les contraintes  dures,
fondamentales. Ceel suppose la comnaissance ‘dune typologie | des problémes
centraux et des outils teis que ceux présentés dans GO Th, A%*#
Yl LCARLIER, PAOHRETIENNE  Problomes d'ordonnancement | modilisation
complexité” algorithmes), Mavson éd . colfection Enudes et Rechereites en Informatique,
988, |
**) Voir par exemple: LRLAZEWICZ, F ECEER, G SCHAMIDT, ) WEGLARZ, Scheduling
in Computer and Manufacturiog Systems, Sprivger- Verlag, 1993,
***) Groupe d'Ordonnancement Théorgue et Appliqué . ( Pr LCHRETIENNE, C.HANEN,
AMUNIER: LITP Paris VI, Pr M-C PORTMANN  Mines/ CRIN Nancy, E. PINSON,
IMA/ CREAM Angers, Prs J. CARLIER & P VILLON, J-P. BOUFFLET UT € .
Compiégne | PrJ. ERSCHLER & P.LOPEZ: LA A S/ CNRS Toulowse, Pr C. PROTST ¢
B3/ LI Tours, C,PRINS: Mines Nantes) ...
GO Th A Les problémes d'ordorneicenient | RAIRO- RO Operairans Researcl vol. 27,

ne i, pp. 77-130, 1993
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Ils existent de multiples approches de résolution

- Par constructien progressive,

- [Par Voisinage,

- Par décompuosition,

- Par moditication des contramtes,

- Lides a I'mtelligence artilicielle
_.qui puisent dans les techniques de loptunisation combinatoire
( programmation mathématigue, dynamique, P.S.E., Théorie des graphes, ...
méthodes Tabou , Reécuit Sumulé, Réseaux neuromimétiques,  algorithimes
senetiques.........)

Les problémes ligs a l'ordonnancement des processus d'un systeme

multiprogrammeé  ont  suscité  de  nombreuses  études [ DEIMTED 1984
KRAKOWIAK 1987, PETERSON 1983 .cie.........].

Un algorithme d'ordonnancement réalise allocation des proceseurs libres
aux processus candidats de la file dattente , selon un critére donné qu
"optimise" 'ntilisation de la ressource.

L'ordonnancement préempti! est caractérisé par le fait que le processcur
exécute a tour instant le processus ayant la plus haute priorit¢ parmi ceux qui
attendent d'élre exécutés. Le service du processus candidat se poursurt jusqu'a la

I st et seulement 31l n'y a pas occurcnee d'un processus de plus haute prionite,

" Lex problemes dordonnancement” | (1993, (L0 ThA., RAIRC - RECHL Op o Operaions
Research, vol, w1, p. 77 a 130,

¥) Actes des pomrnees diéindes " Ordonncmceiment ef entrepi iaca, appdications coneretes ef
ettty penar le fatur VGl A J.',rf(mr.cm'qw Cpade SR A3, Toutowse, 313p., juin 1924,

22 Momnfacturing Schedutmg”, 1963 Coaférence Tnvitée, Actes e TRPA3 P AN
L0 INREA, Mons ¢ Belgigque), 32 g, 1993
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La priorité d'un processsus peul 8ire fixe ou évoluer de maniére dynamique
en fonetion de son historre ou de paramétres lixés par le concepleur, Un distimgue
diverses familles d'ordonnancament regroupant les algarithmes qui implémentent
des stratégies mixtes, telles que lorganisation en files multniveaux | CRISMAN
1965 1 , qui réalise une partition de l'ensemble des processus en atlente ou en
cours d'exécution. L' algorithme de choix du scheduler élit les processus de la file
non vide la plus prioritaire selon la discipling dite du tourniquet ou Round Robin
[ DEITEL 1984].

Dans cette thése ,on consideére plusieurs classes de processus qui s'exeécutent en

paralléle dans un systéme multiprogrammé monaprocesseur | ol |

e La priorit¢ de chaque processus évelue dynamiquement en fonetion de
parametres temporels mais en restanl bornce par deux réels positls,
o Chaque classe est une file d'attente de type MM/ | preemptive qui regroupe

un ensemble de processus de méme intervalle d'évolution de lewrs priorites.
Ces deux pomts caractérisent bien le Seheduler® QP B.M** introduit par
[Haro- Proust 1992] l(]l':'-};l]l'.ltjll a un trés grand nombre de prbccssus.

La structure de cofit est le gain moyen pur regu 4 i‘insiam de décision. Notre
probléme est d'oblenmir I'ordennancement optimal des processus qui maximise
l'esperance de la valeur actuclle du gam dans un honzon nling ¢t par swit
déterminer le domaine de variation de chacune des bornes associces a chaque
processus . Pour cela on on formule netre modéle comme un probléme de bandit
avee arrivées poissonnlennes

Plusieurs auteurs | L.E Schrage, G.P Klinov | etc.. | ont propos¢ | dans le cas
de minimisation de l'espérance des cofits de séjour.des stratégies oplinales, gui

sont caractérisées par ta priorite donnée par la discipiine de service.

(*) Voir chap 1
{(**) Voir chap.2



Quand le temps moyen de service est connu dans une file dattente non-
precmptive la discipling " le plus court (emps moyen de service - prenier servi ™

( S.E.P.T.F) est optimale. Quand le temps de service ¢st connu dans une hle
d'attente préemptive la discipline " le plus court temps de service restant - le
premier servi” ( S.R.P.T) est optimale

L'objectif est de montrer que la  problématique de lordonnancement dans un
systéme multiprogrammé monoprocesseur releve de celle des problemes de
bandit [GITTINS 79,89]. Ces dernicrs concement 'étude et la gestion de projets
indépendants . A un instant donné, on decide de travailler sur 'un de ces projets
, on regoit un gain et le prochain état du projet est déterminé par des probabilites
de transition. [GITTINS 79,89] a montré¢ que la stratégie  optimale
dordonmancement est obtenue en élisant le projet dont  l'indice dallocation
dynamique (DAL est le plus grand. 1l l'applique sur plusieurs exemples, ¥
compris dans le cas d'ordonnancement de processus. | Whittle 1980, 19581 1982 |
a obtenu l'expression intégrale de l'espérance de la valeur actuelle du gamn ¢t a
prouvé l'optimalité d'une stratégie qu'il propose dans le cas d'arrivées continues
et de non arrivées (systéme ferme).  Beaucoup d'applications du probleme de
bandit sont discutées dans [ T Hiravama 1987, 7 Rosberg 1985, P P Varaiya, Jc
Walrand et C Buvukkoc 1985]

Quand les distributions des durées de service au sein des différentes classes de
processus sont connues, fa stratépie optimale est obtenue par la régle d'mdice® .
Pour un critére avec actualisation [HARRISON 1975] a ¢tudi€ les files M/G/
non-préemptives. On montre que l'approche de ce dernier reste aussi valable pour

les files M/M/T préempuives (a source infinie}.

*) La régle d'indice consiste a choisir 1a classe qui a le plus grand mdice et a

I'miérieur de cette classe les processus sont €lus selon la disciphine FII'O,



Cette thése , aprés une bréve présentation des systémes d'exploitation dans le
chapitre 1, montre les avantages thcoriques que procure l'utilisation des
processus de décision définis dans le chapitre 2. [.a modélisation de I'0.P.B.M
est donnée dans le chapitre 3, et la construction de la stratégie vplimale dans le
chapitre 4. Enfin des critiques et des possibilités d'extenston de l'approche sont

données en conclusion.



CHAPITRE 1



1. GENERALITES SUR LES SYSTEMES D'EXPLOITATION

1.1 INTRODUCTION

Un ordinateur est constitue, essenticllerment , des périphérigques ¢t d'une unité
centrale (fig 1), Cette derniére est chargée, d partir des mformations lues par les
éléments d'entree, d'élaborer des résultats et de les transmettre aux élements de
sottie, elle se compose de la memowe centrale qur memortse les mlormatons
(données. tables, baremes, résultais, ), d'un processeur qui est charpé dimalyser

el d'exceuter les instructions enregistrées dans la mémoire centrale

wmie centrale

mémoire centrale

Processcunr

unilé de commande Eeriphém]uea

Fig 1 Schéma général d'un ordinateur

ainsi que de commander et de contréler les differents ¢léments de T'unité central e
¢t particlement des périphériques ¢t enfin d'une unité de commande des entrées
¢t sortics qui comimande, coordonne ct contréle les ¢changes d'infermations entre

Funité centrale et les umités périphérigues.
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Le systéme d'exploitation est un ensemble de programmes qui se chargent du

contdle of de la transmission des données entre les diférentes parties de
|

Fordinateur. Son role est done e gérer la machine ct de fourmr 4 Futihisateur les
moyens pour mettre en oeuvie ses applications . Pour mieux comprendre leurs
objectifs et leurs structure, donnens un bref aper¢u historique de leurs évolutions

Les premiéres machines (1946-1955) n'ont pas de memoire el n'exceutent
qu'un seul programme & la fois. Ecrit en langage machine, le seul que l'umité
centrale puisse exécuter directement, il doit étre chargé manuellement dans des
revistres, au départ bit par bit, en manocuvrant des interrupteurs (charger un
programme pouvait prendre plusieurs jours ), puis par I'ntermediaire de claviers
hexadécimaux et, plus tard, en utilisant des lecteurs de cartes ou de rubans
perforés. Puis l'exéeution est lancee, en plagant dans le compteur ordinal Fadresse
de la premiére instruction . Le programmeur peut suivre celle  oxécution par
l'allumage de boutons lumineux sur Ja console, d'ou 1l peut déduire la valeur de
certaing registres. En cas de comporfement anormal, il interrompt l'exécution et
consulte les contenus de la mémoire et des registres pour essayer d'en trouver la
cause e programmeur gere ui-méme ses opérations dentrée-sortie, un
intéressant travail gui l'oblige & connaitre les momdres dictails du dialogue avec
chaque type de périphériqus et & se recveler chaque fols quun nouveau
périphérique est introduit Herire el exceuter un programine cst alors une tache
fastidieuse, que l'on se hite dadoucit en fnsant réaliser aulomatiguement par un
programme ¢erit wne fois pour toutes, un certain nombre  d'opérations. Cest
ainsi que sont développés des charpeurs, des assembleurs et des éditeurs de liens,
les  fonctions niuljumnuquucs fes plus couranes  sont groupoes dans des
bibliotheques de programmes. Pour chaquc périphérique, un conducteur de
périphénque (device {lﬁvcr} est-a-dire un programme réalisant les opcrations
d'entrée-sortie sur e pé:ri;:rhériqam e fonction de quelques parameétres simples,

est éerit une fois pour tomtes ef peul | par la suite, étre utthsé par d'autres
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programmes. Plus tard sont développés les compilateurs, qui permettent d'utiliser
des langages évolués, plus puissants et considérablement plus concis que le

langage machine, pour l'écriture des programmes.

['apparition des transistors {1955-1965) modifie radicalement la situation .Au
licu d'une équipe qui fabrique et utilise son propre matéricl, des mdustriels
mettent en ceuvre la production et la commercialisation des machmes. Les
utilisateurs écrivent leurs programmes en forlran et en assembleur  Les
différentes dtapes de lexécution dun programme sont alors les suivantes, Les
utilisateurs doivent perforer des cartes et les apporter & un opérateur. A son tour,
celui-cl. si besoin est ,va cherchier les cartes d'un compilateur qu'il charge. Le
compilateur lit, comme donnée, le pragramme utilisateur el le transtorme en un
programme sous une forme intermédiaire, par exemple en langage dassemblage.
L'opérateur doit donc aller chercher le paquet de cartes correspondant
l'assembleur, le faire lire par le lecteur de cartes ct le faire  s'exceuter, avee,
comme donnée, le programme produit par le compilateur. L'assembleur produit a
son tour un programme en langage machine qui peut entin étre exécute. Un
probléme nait des erreurs, puisque le programmeur n'est pas sur place pour tenter
un diagnostic 4 chaud et qu'il est impossible a l'opérateur de le faire. Dans ce cas,
l'opérateur imprime I'image de la mémoire sur un listing ( dump}), qui est fourni
ultérieurement au programmeur. Méme exéculés par un opérateur professionnel,
les chargements successifs ralentissent le rythme des exécutions, avec pour
conséquence un temps d'otilisation de 'unité centrale  toujours faible, On tente
donc de diminuer et d'automatiser ces chargements Pour accélérer les opcralions

deux méthedes sont mtroduites:

a) Le traitement par lots (batch processing) consiste a regrouper ¢t a trailer a la

suite des travaux similaires. Ainsi, tous les programmes fortran sonl rassemblé.



dans un lot, tous les programmes cobo! dans un deuxiéine et ous les programmes
en langaye d'asscmblaze dans un troisieme

b) L'enchainement automatique des Iravaux est réalisé par un programme
spécial, appelé moniteur d'erichainement ou momiteur residient. Des cartes de type
spécial appelées cartes de contréle sont insérées au débul et a la fin de chaque
programme, ce qui permet au moniteur d'cnchainement de  distinguer les
différents programmes d'un méme lot
Le moniteur est I'ancétre des systémes d'exploitation. Une place privilégic lui st
réservée dans une pattie de la mémoire cenirale, qui se divise done en deux
sones: La zone moniteur ¢t Ja zone utilisateur. Avec le trailement par lots, la
différence énorme de vitesse de traitement, cntre les pérniphériques d'entrée-
sortie et l'umite centrale, se fait cncore plus manifeste. Par exemple un
programme de 250 cartes est lu en 50 secondes et assemblé en 2 secondes. Les
développements suivant tenten! de regagner ce temps perdu en Faisant sc
recouvrir la lecture du pmgranimu dun lot avee l'exéeution de programmes
précédents. Les périphériques dentrée-sortie sont  dotés de ctrcuits  leur
permettant de transférer des informations de maniere autonome, sans le secours
de l'unité centrale, |

| amivée des circuits intégrés (1965-1980), qui remplacent les transistors,

abaisse le coit de fabrication des ordinateurs. Les modéles évolucnt rapidement,
ce qui pose le probleme de leur con hpalihi!itc’. L'acquisition d'un nouveau materiel
nécessite parfois la rééeriture totale des  programmes d'exploitation. Clest
pourquoi  [BM lance, .a‘uec le @Hi‘ém& .[.}S,-*'Z-lﬁﬁ . Idée du systeme umque
s'adaptant a plosiears types de 111;-1ulljn+5:55;. Simultanément, lamvee des  disques
modifie complétement 1a situation. Le probléme des bandes magnétiques est que,
lorsque la téte de lecture-écriture est & une cxtrémii 3 d'une bande il faut un dela
important avant qu'elle ne puisse traiter une nformation a l'autre extrémile Au

contraire ,un disque est capable de déplacer sa téte de lecture-écriture fres



rapidement d'un secteur & l'avtre les disques jouent le role precedenmnent lenu
par des dérouleurs de bandes magnétiques, eh permettant de plus e
recouvrement de phase de calcul d'un programme avec des phases d'entrée-sortic
d'autres programmes, ce qui donne naissance au concept de multiprogrammation

Plusicurs proprammes sont chargés sur le disque ¢l en mémoire centrale.

Memoire centrale

systeme d'exploitation

programme n”1

programme n''2

| programme n“3

fig 2. Multiprogranmmation

L'unité centralc commence par exécuter 'un des progranunes, Deés que
celui-ci demande V'exécution d'vne opération d'entrée-sortie, Tunité centrale la
lance et commence l'exécution d'un autre programme, sans attendre 'achévement
de l'opération dentrée-sortie. Si aucun des programmes chargés en mémone
centrale mest prét a éue exéeutd, l'umté centrale en charge un a partin du disque
Les cxéeutions se poursurvent sur ce mode: chaque fois quune opcration
d'entrée-sortie est nécessaire, 'unité centrale la lance et passe l'exéeution d'un
autre  programme. Ainsi, l'uniteé centrale est-clle active de manicre quasi
permanente. La grande capacité de stockage du disque [t qu'il y a pratiquement
toujours un programme qui puisse étre exéeuté. Les passages d'un programme a
un autre sont provoques par des signaux d'interruption. Bien entendu, chaque fois
qu'un programme est inferrompu, les informations nécessawres 4 sa reprise
ultérieure doivent étre .c.auvegﬂrd:éﬂs. La multiprogramimation permet e¢nfin de
rétablir linteractivité entre lutilisateur ¢t Texdéeuwtion de son programme, par

lintermédiaire des systémes temps partagés, plusieurs utilisateurs fravaillent



14

simultanément, clacun avee son propre tenmnal, ¢t I'unité centrale cst attribuce
successivement a chacun d'eux, pendant une fraction de temps: la rapidite des
temps de réponse peut donner a l'utilisateur l'impression qu'il est seul a disposer
de l'ordinateur (Clest dans cet esprit qua &€ congu le sysieme Multics
(multipliplexed information and computing service). Bicn que ce systeme nc soit
pas répandu de fagon significative, ies idées qu'il a introduits ont eu une wfluence
considérable sur la conception des systémes d'exploitation ulténeurs.

La miniaturisation des circuits intégrés a permis la fabrication des mini-
ordinateurs, qui a commencé vers 1961 avee le DEC PDP-1. Le développement
des mini-ordinateurs de la famille PP est tout 4 faill caractéristique de la
troisicme génération et ¢'esl sur un PDP-7 que les premiéres versions du systeme
UNICS (UNIPLEXED INFORMATION AND COMPUTING SERVICL) ont
oté rééerites. ce systéme rebaptisé UNIX, a été rééent dans un nouveau langage
tvolué e C, el i'mp'lzmié sur de nombreux  ordinateurs (VAX, SMO0, SLIM,
etc.. ).

Enfin l'avénement des micro-ordinatcurs (1980-1994) fait de linformatique un
produit grand public., Ces ordinateurs personnels sont caractérisés par des
systemes  interactifs, dhmportantes i}cnsﬁihilil'és graphique el des logiciels
agréables pour les utilisateurs Le systéme MS-DOS de microsoft est utihsé sur
IBM PC ainsi que plusieurs machines ayant une unité cenirale INTEL 8085.
Parallélement s¢ développent les sysiémes multiprocesseurs et des réseaux
(ARPANET, SNA, TRANSPAC, ETHERNET. INTERNET), qui relient
plusieurs {}l‘dinat.t:ur::, ]331.'1'0is. E;’.r.agmphiquerhem éloignés. Tls son péres par des
systémes d‘exp]uitatiuné qui ont a résoudre des problemes tout a fait nedils,
résultant des délai d'acheminement non néglipeable des messages. [ls penmettent
une meilleur utilisation des ressources et offrent de trés grandes capacités de

calcul ¢t de stockage.
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1.2 O0BJECTIFS ET FONCTIONS ESSENTIELLES.

L'évolution historique met en lumiére deux objectifs fondamentaux du systeme

d'exploitation. D'une part, il construil, sur la machine physique telle quclle est
livide par le constructeur, une machine virtuclle plus facile d'emploi et plus
conviviale pour l'utilisateur. D'autre pait, il prend en charge la gestion complexe
des ressources de lordinateur (processeur, mémoire périphériques d'entreée
-sortie, etc.), en optimise l'utilisation et en pennet le partage cnire les

utilisaleurs.

ulilisateurs

O 0O
I
13

machine virtuelle

systéme d'exploitation

A+ p

TESS0OUNCes ‘L
g Q. B

malériel

fig 3: Objectifs d'un systeme d'exploitation

1.3 PROCESSUS

La notion , qui éclaire le fonctionnement des systémes multiprogramme est

celle de processus, ce lerme a éle mtroduil dans les annces OU, comume
abstraction de T'activité dun processcur. La raison en est simple @ Dans les
systémes multiprogrammé monoprocesseur, le processeur ne peut travailler que
pour un seul utilisateur a la fois. Pendant ce temps, les autres utilisateurs sont en
attente, non pour des raisons internes, mais uniquement parce que le processeur

est indivisible. Le probléeme est done dexprimer qu'un programme esl en cours



d'exécution, bien qu'an fait 1l ne progresse pas, dans T'attente du prnéé‘i&ﬂeﬁr. La
solution consiste a distinguer un programme de son exéeulion, que nous appelons
processus, et 4 introduire une notion d'gtat.

Un programme est une entité statique, associée a la suite des instructions qui le
composent. Un processus est une entité dynamigue associé a la suite des actions
réalisées par un programme, lors d'une exécution particuliére. Cetle suitc cst
indépendante du nombre de fois des instants ou le processus a été mis en atlente

du processeur.

1.3.1 ETAT D'UN PROCESSUS

L'état d'un processus permet d'exprimer si le processus cst réellement exéeute,
§il ¢st seulement prél a &tre excéeuté c'est-a-dire en atiente du processcur ou
encore s'il est en attente de ressource autre que le processeur ou dun €venement
extérieure (ferminaison d'une opération d'entrée-sortic par exeinple).

Nous distinguerons donc les états " en exéeution ", " prét ", ce qui sigmfiera en
attente du processeur, ou " en attente " , ce qui signifiera cn atlente dunc autre
ressource que le pmccsseﬁr. Ces freis éats ne sont, bien entendu, quune
premiére approximation, et on peut definir dautres, comme "extérieur" et
"terminé". Comme i! convient de distinguer un processus en atlente d'un
événement qui va se produire, d'un processus en attente d'un événcment qui ne se
produira jamais, nous introduirons I'état "bloqué" et nous utiliserons le terme de
blocage (deadlock) p{iﬂf décrire cette seconde situation. Un processus peut éire
mis temporairement en retrait par le gystéme: il est alors placé dans l'état
"suspendu”. Les systémes L’:';:xp[r_ai!atiﬂﬁ réels considérent gencralement plus
d'états que ceux qui viennent d'étre préa.z:més.

D'une part, ils distinguent les diﬁémntcs.c:zulses d'attente et, d'autra part l'attenie

en mémoire centrale el en mémoire secondaire.

LY
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affectées sont libérées, son bloe de controle est efface et il disparait des tables et

des listes.

* Metire en attente et réveller

Lorsqu'un processus a besoin de ressources autres que l'unité centrale . pour
poursuivie sa progression, et que ces ressources ne peuvent lui Stre affectées
dans l'immédiat, il est placé par le systéme d'exploitation dans I'état "en attente”
Lorsque, plus tard , le systéme dexploitation est en mesure de lui affecter les
ressonrces demandées. il réveille" le processus, ce qui a pour effet de l¢ fare
passer dans I'état "prét" , signifiant que le processus dispose de toutes les

ressources qui lui sont necessaires, sauf I'unit¢ centrale.

* Suspendre et reprendre

|.a suspension est une opération qui améne un processus dans 'étal "suspendu”,
ol sa progression est figée et ol il cesse done d'exceuter des actions. [T sagit d'un
retrait passager de ce processus, comparable a une forme plus sévere de mise en
attente. La suﬂpcl_lsian d'un processus provoque la sauvegarde de son contexte,
contenant toutes las informations nécessaires a sa reprise  ultérieure. Lorsque
cette reprise intervient, le processus repasse 4 I'état "prét” ou 4 I'état "en altente 7,
suivanl I'état on était intervenuc sa suspension. Lorsqu'il passe, encore plus tard,
4 l'état "en exécution”, il retrouve le contexle qui était le sien au moment de sa
suspension. Pour garantir une ccrtame équite entre les processus, le systeme
d'explottation dont gviter de laisser rop longtemps un processus dans 'état
"suspendu”.
Un processus, ayant fourni des résultats particls ef attendant des donnces de la
part d'autre processus, peut ére suspendu jusqu'a ce que ces données aient ctd

calculées. Ou bien, si le systéme d'exploitation a admis trop de processus et si
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ses performances sont de ce fail, réduiles de manicre mportante, il peut

suspendre certains,

* Changer de priorité

Changer la priorité d'un processus se fait frés simplement en modifiant
l'information correspondante dans son bloc de contrdle. Lorsqu'un algovitlime
d'ordonnancement utilise les priorités des processus comme parametres, Le
systéme par souci d'équite, doit augmenter périodiguement les priorilés des

processus qui ne sont pas choisis.

1.3.4 - PHASES DE CALCUL ET PHASE D'ENTREES-SORTIES.

L'exécution d'un programme s¢ décompose en une alternance de perodes on
l'unité centrale est utilisés et de périndes an s'accomplissent des opérations
d'entrée-sortie. Nous appellerons les premiéres des phases de caleul el les

secondes des phases d'entrée-gortie.

1.4. RESSOURCES

1.4.1 - DEFINITION

On appelle ressources les éléments qui contribuent & la progression des

processus. Certains relévent du matériel ; l'unité centrale ef les processeurs, la
mémoire centrale ¢t les mémoirss sccondaures |, bandes magnétgues ou disques,
les pérphériques d'entiée - sortie (lecteurs, écrans, claviers, imprimantes,

scanners, controleurs de disque ou de bande ), les bus et les réseaux, efe
Dautres sont de nature plus logicielle © les  programmes  dapplication
(compilateurs, assembleurs, éditeurs de texte, fablours, grapheurs, mbliotheques
de fonction) et les processus systéme (ordonnanceurs, distnbuteurs, chargaurs,

¢dileurs de Liens), ou des fichiers. Puisqu'un processus peut en appeler un aulre,

un processus est lul méme une ressource,
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14.2- CLASSES DE RESSOURCES

Nous appelons classe de ressource le couple constitu¢ d'une collection
d'éléments regroupés sous ur nom commun et de 'ensemble des opérations quc
I'on peut leur appliquer. Chaque éiément est une unité de la ressource considérée
ou, plus simplement , une ressource.

Toutes les unités d'une méme classe sont supposées indiscernables ; Lorsqu'un
processus fait la demande d'une tessowrce dune certaine classe, toute unité
disponible de cette classe lui convient. Lorsqu'une ressource peut &tre & nouveau
demandée aprés sa libération, elle est dite réutilisable. C'est le cas en particulier
des ressources maténelles. Au *:..m‘:lr:t:'rc: d'autre ressources sonl consommables |

c'est -a - dire qu'elle disparaissent aprés usage (inessages). Les ressources ont des
états internes qui peuvent ou non étre modifiés par leur utilisateur. Si I'état dune
ressource est susceptible d'étre modifie, il doit étre réinitialisé aprés chaque
libération et la ressource ne peut donc pas étre partagée par plusieurs processus

Le systeme d'exploitation doit contrdler l'utilisation des ressources dans une table

indiquant si la ressource est disponible ou non, ct si clle est allouée, a quel

processus. A chaque ressource est associée une file d'attente contenant les blocs
de contréle des processus qui l'attendent ( appelés queue d'exploitation).

Chaque fois gu'un nouveau nrocessus lail une demande de la ressource el que
celle derniére nest pasluiilisa'blﬁ , son bloc de contdle est ajouté a la file
d'attente, A

Dans certamns cas, on autr&ﬁse une opération supplémentaire sur certaines
ressources: la préemption. Lorsque la ressource est allouce ¢f quune demande
survient de la part d'un processus priorilaire, ceite resseurce peut ¢tre reurce au

processus en cours el attribuée au processus prioritaire. Naturellement létat de
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la ressource doit étre sauvegardé en cas de préemption, de sorte qu'elle puisse

ensuite étre rendue du premier Processus.

1.5 ORDONNANCEMENT

1.5.1 SCHEDULER:

SCHEDULER ol e

L

Dans un systéme multiprogrammeé monoprocesseur, |
processus systéme qui définit T'ordre dans lequel les processus préts acquicrent la
ressource unité centrale ot la durée pendant laquelle ils l'wtilisent. Ils s'agit d'une
fonction qui est a la base du concept de multiprogrammation, puisque ¢'cst cn
¢changeant trés rapidement les processus qui disposent de I'unit¢ centrale, que le
systéme d'exploitation parvient a lui conserver un taux d'utihsation cleve,
augmentant ainsi les performances globaies,

Le terme scheduler regox i.:n- fail un sens plus large pour désigner un processus
qui régit l'accés 4 des ressources teiles que : lensemble formé par plusieurs
processus dans un systéme multiprocesseur, la mémoire centrale, les

périphériques d'entree-sortie, ete.

1.5.2- FILES D'ATTENTE

Lorsque plusieurs processus demandent Fallocation d'une ressource qui nest
pas disponible, mais in{iiﬂpenm.h!c a leur progression, ces processus dorvent
attendre. Comme nous 'avons vu l._'-ll—-{jL'.‘aSSLIS.J le systeme d'exploitation garde trace
des demandes non satisfaites et des processus mis en attente, en gérant une file
d'attente. Lorsque la ressource redﬁ:vient disponible, le systéme d'exploiation
doit étre capable de st’:tt‘:ﬂ!ﬁwnnm' an des processus en attente et de la lur allecter.
Le chomx du processus dépend de l'algorithme d'ordonnancement et peut vaner

suivant les systémes,



1.3.3-TVPES DE SCHEDULERS.

Un scheduler est nécessaire chaque fois que le nombre de processus
demandeurs dune ressource dépasse la capacité daccés simultanés de celle
ressource. Ainsi trouve-t-on un seheduler 8 différents points ¢lés du systeme.

* Le scheduler a long terme (JOB SCHEDULER) détermine si un processus
utilisateur qui le demande peut effectivement entrer dans le systeme. Cette
décision dépend d'informations sur les performances du systéme & linstant
considéré. Par exemple, si les temps de répense deviennent élevés, parce qu'il y
a trop de processus présents dang le systéme, le scheduler a long terme peul
choisir de différer I'entrée de nouveaux arrivants. |

* 1 e scheduler de I'inité centrale {cpu scheduler) choisit dans la file d'atiente de
cette derniére le processas a qui serz allouge l'unité centrale.

Les fréquences d'appel de ces deux schedulers sont trés différentes. Le scheduler
de l'unité centrale est nécessairement activé au bout d'une période maximum qui
correspond a la durée de la phase de cateul du processus

précédent . Le pmuﬁs&ué a long terme est appelé beaucoup moins fréquennnent,
en fonction de l'arvivée de nouveaux utilisateurs,

Une fois le choix d'un prﬁccsans affectué, le scheduler de l'umité centrale appelle
Un  Processius systéxhc nommé le Dispatcher, dent le tdle est de donner

effectivement le contrdle de Munité centrale au processus choisi,

1.5.4 ALGORITHMES D'ORDONNANCEMENT.

Un algorithme d'ordonpancement chotsit, panmi les processus qui sont dans la
file d'attente d'une fesécﬂurtcz le pr{wh:aiis a qui sera attribuée celte ressource. Les
critéres de choix tendent nature lement & Futilisation fa meilleure nossible de la
ressource et, bien entenduy, différent suivant le type de ressource considere. Deux

cas sont particulierement rmporlants © cehu o la ressource est un processeur,
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unique (l'unité centrale ) ou non (syvstéme multiprocesseur) et celui o la
ressource st une unite de disque.

[ordonnancement  des  processus  d'wn systeme  multiprogramme  réalise
Fattribution des processus libres an processus candidats, Ce probléme o suscile
de nombicux travaux | KRAKOWIAK 87, PETERSON 83 | decrivent les plus
COnnus,

On peut distinguer les ordonnancements non préemptifs et préemptifs,

- Les ordonnancements non-préemptifs sont caractérisés par le fait qu'un
processus qui détient un processeur le monopolise jusqua ce quil le libére
volontairement ou lorsqu'il se termine Dans cette famille on impose souvent de
connailre le temps de service demande par un processus 3 activer, of ectie
connaissance  est  geneéralement 1mpossible. Différentes méthodes  ont 816
proposees, qui permettent de calculer une estimation de ce temps de service
Lilles conduisent & des seluttons diverses, mais la plus part lont miervemr

Phiestennre (e paassc) s systeaie pon et b peostiee e o mie gl e

son futur proche .

La stratégie HIGHEST- RESPONSE- RATIO- NEXT ( HRN), par exemple
mtroduite par [ BRINCH ITANSEN 71], établit une relation d'ordre total enire les
processus qui attendent de s'exécuter. Cette relation est définie en associant a
chaque processus un nombre réel appelé sa priorité C'est une lonetion du femps
de service 1 demandé par I¢ processus et du temps 1, pendant lequel ce processus
a attendu ce service. Sa priorité p est donnée par;

fa "'-".'.'
fy

p=

- Dans un ordonnancemeni préemptif, le processeur exéeute a tout instant le
processus le plus prioritaire parmi ceux qui atlendent de s'exécuter. Son service

se poursuit jusqu'a la fin si et seulement 8'il n'y a pas occurrence de processus de
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plus haute priorité. Trois siluations peuvent se présenter pour les processus dont
le service a ét¢ interrompu. Ce dernier est de nouveau pris en charge dés quiil n'y
a plus de processus plus prioritaire que hu:
_ avee une mémorisation du service déja acquis (preemptive-resume discipline),
le service reprend 14 od i a été mtermrompu.
- avec la méme durée de service dés le début (preemptive-repeat withoul
resampling)
- avec une nouvelle durée de service indépendante (preemptive-repeat with
resampling).
La priorité d'un processus peut - £tre fixe ou évoluer dynamiquement en fonction
de son histoire passée ou dz paramétres fixés par le concepleur. La encore, de
nombreux algorithmes de calcul ont €ié propos¢s,
Une famille particuliere d'ordonnancements regroupe les algorithmes  qui
implémentent des stratégics mixtes, Ainsi, par exemple, lorganisation en files
multiniveaux ( multileve! quenes ) réalise une parlition de l'ensemble des
processus qui attendent le service d'un processus ou qui s'exceutent. Chaque
classe est une file d'aitente qui regroupe un ensemble de processus de meme
priorité. La relation dordre est donc établie sur les files de processus . el non
plus sur les processus gux mimes { DEITEL84; PETERSON 87 |. L'algorithme
de choix du scheduler, c'zst-a-dire le distributeur de la ressource unité centrale,
ou dispatcher, €lit les pracessus de Ia file non vide la plus priortaire sclon la
disciphing dite du "tcn.mﬁquét'.' { l{.a}ﬁnd-l{ubin] ou RR.

Cette étude envisage une méthode d'ordonnancement préemptil par prioritc
dans un sysieme nmltiipmgrammé monoprocesseur. appelee O.F.B.M
( ordonnancement 4 prioriés hornées movenne ). { voir chap.3), la discipline
proposée prend en compte des puamétres temporels définis dans le passe total
ou récent, de chaque nrocessus, ct en cela elle ressemble a la discipline TIRN

dont clle s'inspire pour le mode de caleul des priorites. Mais elle definit des
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classes de processus en bornant leur priorité, ce qui permet de la doter |, par
exemple, des caractéristiques d'une gestion de files multiniveaux tout en étant
incomparablement plus simple a implémenter. 1l pose cependant un probleme |
Dans le cas d'un systéme a source fini, les démonstrations d'équité se basent sur
une hypothése principale | HARO- PROUST 92] " pendant un intervalle de
temps Az, le temps d'exécntion T d'un processus 7; (1< < n) est proportionnel a
sa priorité. Celte hypothése n'a pu étre vérilice par les mathémaligques
déterministes.

C'est pour cela que le sujet a été proposé, nous cherchons a déterminer si la

problématique des ordonnanceurs ( Schedulers) ne relevent pas de celle des

problémes de bandit.



CHAPITRE 2



2. PROCESSUS DE DECISION
2.1. PROCESSUS DE DECISION MARKOVIEN

2 1. 1. Imtroduction

Un systéme évolue dans le temps ¢ = 0, 1,2, ... Sou 10 {0, 12, ]

lespace des élats possibles du systéme. Aprés chaque observation, une dceision
¢st choisie dans un ensemble fini de décisions pernuse, 1)
Si le systéme est dans 1'état 7 & l'instant ¢ et la décision o est prise, alors deux
événements se produisent
(i) Un gain moyen 1 (i , @) cst immédiatement engendré, tel que [r(i,d) < K,
ou K est unc constante.
(ii) Le prochain état du systéme est déterming par la probabilit¢ de transition
P (d).
Si on note par X, I'état du systeme a l'instant ¢, el par d, la décision prise a

I'instant 7, I'hypothése (it) est équivalente a -
.!L}{JYJ-J_-I_ :j..l"IX{;.., dn,)ﬁ.d] Yl )['; = f., i-lr; = -fi‘r} = P“(ﬂ[}

Ainsi, les gains et les probabilités de transition sont fonction uniquement du
dernier état et de la décision anténzure.

Une stratégie pour un processus de décision Markovien est une regle
quelcongue qui permet de choisir wic décision, a chaque instant ¢, en [onelion de
I'mstore du systeme.

Une stratégic randomisée est une régle qui permet de choisir une décision o
avec une certame probabilite 12, o € 1.

Une stratégie est dite stationnaire si la décision prise 4 nstant £ dépend
seulement de l'état en cours el n'est pas randomisés,

La dormée d'une stratépiz stationnaire et d'une sequence d'ctats
(X, 1=0,1,2 ) engendre une chaine de Marlkuov de probabilité de transition

P P AN Ce qui justifie lappellation processus de décision Markovien
u 5 . [



Le taux d'actualisation étant o ¢ |0, 1],

Nous désignerons par ¥ (x), lespérance de la valeur actuelle du gain total
lorsqu'on par de l'étar x en adoptant la stratégic .

Formellement on a dong :

() = F Eu"r[X;,d,-)an=ﬂ} =0 (1)

_F=tl

Notons que (1) est bien définie, puisque les gains sont bornés et « << 1. ce

qui implique |V {x)| < KA1 - o)

2.1.2.. Eguations d'optimalité ¢t siveideie optimale :

[*osons
LY = Sup V(i) iz0
%
Une stratégie ¥ est dite ce-optimale si
Ve (1) = 110) nour tout 1> ()

Théoréme 1 [Ross 70]

La fonction ¥{.) véntie l'équation d'optimalité
i) = max | - (L d)+o 2 Puld)y I ﬂ—‘ =0 [2)
FR !

Preuve
" <" Spil T une stratégie arbitraire qui choisit la déeision o a l'instant 0

avec une probabilité £, & = D, alors :
.

Va)= T Pl 1, d)+ X Pild) W N
depd | J=h A
ou W () représente l'espérance de la valeur actueile do pain, lorsquion demarre
de I'état ;4 linstant 1 et qu'on adopic iz stratégie . Par suite, 1l s'ensuit que

W (D <o FY

el de plus



E Pd[r{f a’)+u"’ I"g(a’}l().r}ll

if e 1

¥ R max || i, r,rj+u.L f‘u(u] ifU}‘ (3)

el i

I

I’:n { f }

[

= max {r’{f, d+o Py
o )

puisque 1 est arbitraire, (3) imphque
Wiy = mgz-: {r{i, o)+ ?Fﬁ{d] !»"{,r'}} (4)
"= " Soit d, tel que
i, do)+ o %_‘,Pg(a'n) ) = nax ;Er{t', ) + o }; Pild) i»"[,r'}—l (5)
Soit 7t la stratégie qui choisit la décision d, a linstant 0 ; ct si le prochain
atat est /, alars considérons le processus a parhir de 'état y qui suit Ia strategie T,

tel que ¥y () 2 W) —¢ . 720, l’m conséquent
Koi) = ;{: do)+ o L Py{de) Va i)

Zl.'

= r I: ifu} rl.fl . ..;{quu i”’{_j’l — L

f=0
L Ty = - Ir F T ._1- - | -H- .
Puisque W) = ¥ (i), on 2 alog

V(i) = rli, da) | u, T‘ .n” A}V —ae
d'apres (2), on obtient

Ki) = max M, dypy+ a2 Pyldy) I-’U’}} — 1t H (€)

iy

d'oi pinsque £ est quelconque, dapres (1) et (o) on a le resultat,

Théaréme 2 [Ross 7 }

Sait fune qt::ﬂagk stationnaire, tefle que

s

=1l F=A4l

Hi, AN+ 2 )3 PLIAM ) = ‘max. g ﬂ[: A+ o Z Pl {';’}I =

alors
VAiy = Wiy pour tout 120

el par suite T est g-uptimle. ™
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IPreuve :
Soit B({7) l'ensemble des fonctions bornées sur L el 0 By} » B8()
Fopérateur défini par :

Pour toute stratégie stationnaire f et w e B(Y)

(Tywy () = rli S + D‘»E Pylf)] uiy) (7)
Lemme ; Pour & € B(£Y, et f une stralépie slationnaire on a
HII'LI}_D Tru= V5, avee J'; =1y, eipournzl 17 = IJ(II -
Preuve :
("’f ”) (1) = i, D] + flé Pyl (Frui)
= rl, AN]+ 0-2 Pylfii)] Lruj A o i{, Pl u(ﬁ.:}J

) o n
i - L - -y 2 = : 3 o
= i, i+ o Z PN AL AD] + o X 2 PylDIP LA ul)
_Ir="] J=1t k=0

(Tf- Hj représentc donc lespérance de la valeur actuelle du gain sur deux
périodes 4 venir en suivant la stratégie favec un gain final o« . Par réeurrence,
on peut voir facilement que 77 u représente 'espérance de la valeur actuclle du
gain sur n périodes 4 venir, en suivant la stratégic f, en terminant avee un gain
final " », Puisque ot < 1 et # bomé, on a le résultat.

Fin apphquant 'operateur 7, a '||,-? oit obtient

]

{T;.r'i*'}{u} = #{i, i)} + o Z PU'U(*"}] )

i=0 _
: I'Ilr';]?{ ‘{J"[ﬁ ]+ o ,%:P gl BIRAN) l{

= (i) dTaprés le théoréme 1

Par conséquent :

1= I



ce gui impligque gue

- Tr(iy 1y
=od gk
=
el par recurrence
nyY=1r nour tot
donc pour n —» o, 2t d'apres le Iunmc précédent I, — I

& Q.F.Lx

Proposition 3. | Ross 70§

V est M'unigque solution bomée de Téquation d'optimalite (1)

Preuve:

Supposons aue LDY, 1 2 ) est une fonetion bornde qin sibis bl

I'équation d'optimahité

(i) = max J:r{: NUET D Poledptiy |, =10
ef 5 :
pour un fixé sonl of Lel que

[y = r:\,l', r_ﬂ b et Ef.rkiﬂ 1y
;

par suite, puisque V satistait 'squation d'optimahité, nous avons

i - K= r‘(.r'ﬁ ;r’] P E f*,-J.{R;I L) -
- mn!;{r +ul, il f}f{fj|
S '“rf":ar} L) — iy
<y, P ) - W)
J

< o 2 Pyld) sup [T) - V)

- f_:";tx. SH |e’.-"{,f'} 5 -’*'ri_f”

!
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en mversant les réles de U et V on peul conclure que:

i — U < o sup [ K = U
.

par suile
[0y — U s sup V) = UG)|
;

el

sup |5 — U()| £ a sup 1) — U
i I

ce qui implique { puisque ¢ <1) que

Wi - U@ =o

sup

el d

2.2. PROCESSUS DE DECISION SEMI-MARKOVIEN

2.2 1. Définition

Un processus de décision semi-Markovien est caractérise par:
1/ Un espace des états @ ( supposé dénombrable ) muni de la - algebre y de
parties de @, qui contient tous les singletons de ©

2/ Un espace des actions A muni de la o- algebre & de parties de A, qui contient
tous les singletons de A, et l'on donne pour chagque x{e & ) un cnsemble
dactions C1(x) (€ £ ) possibles lorsqgue le systéme est dans I'état x.

3/ Une transition P de (® x A, y @ &) dans ( O,y )

4/ Une durée de transition t qui est une variable aléatoire de fonction de

répartition F.

5/ Une fonction de gain ¢ ( supposé boine ),
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Chaque fois que le systéme se trouve dans ['Clat x(€ @) 4 I'mstant t et que
‘action u(e £2(x)) est prise:

a/ Un gain e r{x.,u) (P=0) est engendré immeédiatement (on supposc que les
pains sont continuellement actualisés avec un taux dintérét 3 (=0), el qu' une
unité monétaire regue a linstant t a une valeur actuelle de e ™).

b/ L'état du systéme & linstant suivant sera dans (e x) avece la probabilité
P([/x,u).

¢/ Sachant qu'une transition de x vers v doit avoir heu . la durce de cetle
iransition T{eBorelien B), est twée au sort suivant la lol conditionnetle

F{B/x y.u).

Quant le systéme atteint I'éat v , une autre decision est prise, efe. .

Les fonctions §2(e), #(e, 1) ¢t P{Mfe. 1) sont x — mesurables el [F(13/e, @ _i) Csl
v2 mesurable.

Afin de s'assurcr gu'un nombre inlini de transitions ne surviennent pas dans un
intervalle de temps fini, 1a condition suivanie est souvent Imposec.

Condition A

33(> 0) et (= U) tels que: :

2 FO8. 0] jx oy Plyxw) > 6 (x € @ ue Qx))

i

ot 18, 0| représente Vintervalle onvert a diolte.

Sens
Cette condition signilie gue ta probabilit¢ que Mmtervatle de temps separant deux

dates de décisions, et par suite entre transitions, coul plus prande que & sl
toujours supeneaure €.
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Un processus de décision Markovien est un processus de  déeision

semi-Markovien tel que pour un certain ef>0), Fi{ch/x.yu)=1,7xy ctu,

Ainsi lintervalle de temps séparant deux dates de décisions consécutives prend
une valeur constante ¢, Sans perte de généralité, on supposera dans la suite que

c=1.

Une stratégic m, pour un processus de décision semi-Markovien, est unc régle
de décision (peut étre randomnsée), qui pour chague inslant de transition t,
specitie:

* La décision & appliquer & l'imstant { (comme fonction de t),

* L'état a l'mstant t

* L'ensemble des dates de décisions antéricures, les etats du processus et les
actions appliquées a ces instants,

Ainsi 'action a apphquer 2 I'instant t dépend entierement de Uhistoire antéricure
du processus, dans cette situation on dira qu'elle est détermince de maniere
scquentielle,

Une stratégie qui maximise lespérance de la valeur actuelie du gain dans un
horizon infini sur tout I'ensemble des stratégies, et pour tout ¢tat initial est dile
optimale.

Une stratégic non randomisée cst dite déterministe.

Une stratégie est dite stationnaire si elle n'inclut pas de dependance temporelic.
en d'autres termes, elle mrﬁspurui 4 12 méme décision g(x) chaque fois que le

systéme visite I'état x, ot g:@->A4. Dans ce cas on parlera de stratégie
stationnaire ¢ au lieu de m  (par abus de langage).

Elle est dite Markovienne si la décision prise a U'insiant | est ndépendante des

élats et des décisions aux instants de transitions antérieurs a L



2.2.2 Le Principe_d'optimalite
Beaucoup de travaux sur le controle stochastique sont basés sur le principe
d'optimalité. Donnons un exposé suceint,

Supposons que U*(s),t £s< ¢ est l'action optimale d'un probleme (P) avec angine
en s= 1 et X(t) donné . Considérons un sous probleme avee origine en s
1. >t alors: u¥(s), T: £8 <1 estaussi opiimale pour le probleme.

&

FIG 6 :Une illustration du principe d'optimalite.

La fonction u(t) est l'action optimale, fonction du temps . St u(t) est oplinale

artant de 1,elle est aussi optimale partant de 1,
P ] P

Le principe d'optimalit¢ nous permet daboutir a me équation de la
programmation dynamique dont la résolution permet de trouver l'action optimal.

Désignons par Z(t) le gain cumulé pendant limervalic [01] et x Tctat il
Pour une stratégic © donnée et un tax " mtéret i (> 0) on définit
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Vi(x) = E, _J:’ e PAZ(IVN(0) = :-:}

— I'espérance de la valeur actuelle du gan dans un horizon mfim

iorsqu'on part de I'état initial x et qu'on suit la stratégie n.

Soit V(x)= Sup V(x) la valeur oplimale en cas d'actualisation
D'apres le prncipe d'optimaliié de BELLMAN les équations fonctionnelles sont
vérifiéas

o, up+ 2 T.:‘-E" ) P [fx, ] Fly,difx, u)}

pEE

Vix)=Ma
{K} u-:—:f?frj

pour tout xe . dvec V.0 = R
Ces équations expriment Pidée intultive suivante:;
La valeur optimale, partant de xe ©, réalise l'optumum du gain immeédiat ajouté a

la valeur optimale, a partir du nouve! état qui suit.

Théoréeme 1 | S. Ross (1970)]

S1la condition A est remplie | ris , o) est bornee et £2(x) est finl Vx € &, alory
(1} 1l existc unc stratégic optimale qui est détermmiste.  stationnanme ¢l

Markowvienne.

(11) Soit 7t une stratégie stationnare [détermimste of Markovienne | ¢f soil '2{x)
I'espérance de la valeur actuelle du gain lorsqu'on part de 1'état x ¢t qu'on suit la

stratégie . Pour tout xe @ et ue L2(x) soil
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Vix)=1(x,u) + 2 _[ e ™ V(y) Plwfx,u] Fly,dt 7 x,u)

yED

sl Va(x) 2 W(x) pour tout xe @ et ue £Xx), alors n est optimale.

On sc limitcra aux stratégies détenmnistes, slalionnares ¢l Markoviennes.
Une telle siratégie est définie par une fonction g qui est y—mesurable sur ® telle
que gi(x) e £(x), Vx.

Prewuve:

méme principe que dans le cadre des processus de décision Markovien.

2.3. PROCESSUS DE BANDIT

2.3.1. Définition:

Un processus de bandit est un processus de décision semi-Markovien muiti

d'une straléme mwet vr e 8, on ajoule & "ensemble d'actions £{x) l'element 0.
L'action O gele le processus au sens cu P({x}p/x.0) - letrnx0) - 0¥y e ©,
A chaque mstant de décision, soit l'acton G ou laction donnée par moest

apphguée

2.3.2. Famille de processus de bandit.

LIng famille I de processus de bandit est dite 8 composantes alternatives s elle

forme un ensemble {B. 1= 1,..., n} de processus de bandits ayant tous le - méme

taux d'intérét f§ (= 0) telle que:

a/ La date 0 est une date de décision pour tous les processus (A cetle date 'action
0 est appliquée a toutes les composantes exeepté un scul processus noté
(B, disons),pour lequel toutes les actions peuvent lui &tre appliquées, dans ce cas

on dira que B, est actionné, et ce jusqua la prochaine date de déeision de B
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b/ A cet instant, un nouveau processus (not¢ B, B, peut étre B, ) sera déterming
pour étre actionné , tancis que les autres sont gelés jusqu'a la prochame dale de

décisionde B, ...

¢ L'espace des états de F est le produit de tous les espaces des élats des B, ,qui
la compose. Le gain est augmenté a chaque étape uniquement par le processus en

activite.

d/ L'ensemble des décisions a chague date de deécision est 'umon ,a l'exclusion de
I'action 0, de tous les ensembles de décisions de chaque compasante de . Amsi
sélectionnée l'action u de l'ensemble des décisions de la composante B, signific
que la composante B, est sélectionnée pour éire actiomue ¢l laction u est

apphquée a 3,

Ainsi a chaque étape les B, (i = 1,.., n) sont alternativement candidats 4 la
continuation, En l'absence de contiaintes de précédences restreignant lensemble
des processus de bandit qui peuvent étre choisis a chaque instant a la
continuation la famille F est dite simple et notée {FS).

Une stratégic pour une famille de processus de bandit a composantes
alternatives est un algorithme qui fait un choix & tout instant {, du processus de

bandit qui doit étre actionné.

[ 'espérance de la valeur actuelle du gain est done

1] x
E | 20 2 e PTtdppe /UG | et Tiyd e Kitf) est la jeme date de décision
=1 y=1

et la jéme action a I'instant T.()) respectivement pour 1¢ processus B
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LT est 1 oou O survant que le processus 3 est actionne ou gele a stant
I ] | = i Ea

TO).

Le probléme d'optimisation consiste & trouver une stratégie qui maximise le

revenu total moyen.

2.3.3. LA Notion de Job [Gittins 89

- On appelle JOB, un processus de bandit possédant un éfal particulier (note c)
appelé état d'achévement (complétion state). Ce modéle considere que les gains
ne sont versés uniquement qu'a la e du job,

- une famille de tels processus permet de modéliser le probleme bien connu
d'ordonnancement de plusieurs jobs sur une seule machime,

- Ordonnancer les jobs, signifie sé¢lectionner a chaque date de décision, et suivant

certains critéres, un job incomplet jusqu'a ce que tous les jobs solent lenninds.



CHAPITRE 3



3. MODELISATION DE L'O.2. 8. M

Dans ce chapitre, il est quastion de modéliser le tonctionnement de '0.P.B.M

sous forme d'un prebléme de Bandit . On verra qu'en introduisant une structure
de cofit appropricée , le probléme peut se ramener & celw de la mmimisation du
flow-time* pandere.

3.1- PRESENTATION.

Soit un flot poissonnien de processus qui sont en cours d'exécution a un nstand
donné sur un systéme monoprocesseur. La structure de données qui contréle
l'allocation du processeur aux processus est une histz umique appelée QUEUE
D'LEXPLOITATION. Eile ardonne totalement les processus préls a s'exceuter en
fonection de leur prienité. A tout instant | ¢'est le processus Te plus prioritare de |a
quene  dexploitation qui s'exéeute,  L'ordonpancement  considere est done
préemptil. Lorsque plusieurs pmc.c.s.sus en téte de h queue d'exploitation, ont la
méme priorité, la discipline adoptée est RR. Chacun  de ces processus regoit
alors 4 tour de réle un quantum de temps processeur (L a queue d'exploitaticn
est réalisée, par exemple, par une histe doublé qui chaine les descriptewrs des
processus préts a s'executer [HARQ. 93] Les descripteurs de la liste sont
ordommes selon les priorités deécroissantes des processus quiils deenvent. Le
processus le plus prioritaire esl en 18te de liste La priorité p, (1), a toul mstant (,
de tout processus T, de la file évolue entre deux réels positifs m, et M Elle est

donc caractérisée, par:

VI&VIz0:0=m <p{) =M, (L

Un processus dont la prioritc cst fixe ¢st done assoeie a des bornes égales. Onne
s'téresse pas ici a la facon dont sont établies les bornes m, et M, associées a

chacun des tde la file . Les condimons { 1) condusent & la dehmtion;

e teanpn de comgafeion dun peacessns die ol §oeegedeenie st i vend ddpered arentiis Vst o s
areivie dons fa classe §0 Lo somme de sous dex toanps Ao cosnpleiions de tons fex pracessuy dons 1 vestdune ext

appelée flow-time,



DEFINITION N° i

On appelle Ordonnancemeat par Priorites Bomees, ou O.P.B,  la stratégic

d'ordonnancement préemptif, par priorités, qui résulte des conditions (1).

3.1 1- EXEMPLES DE STRATEGINE REALISABLES PAR O.P.B.
Ce paragraphe montre cﬂmmcni on peut doter OPB des propriétés de quelques

stratégies particuliéres bien connues.

1°) Soient m~et M" deux réels positifs tels que m~ < M OPB devient un simple
ordonnancement par priorités dynamiques lorsque (¥i:m, =m et M, = M~ car
alors Wi:p; e [m ,M'].La pricrité de chaque processus €volue alors sclon

I'algonithme adapté.

27y L'ordonnancement est RR lorsque 71 :m, = M =p puisque les processus
ont tous la méme priorit¢ dans ce cas.

3°) Un ordonnancement par priorités slatiques, précptil ou non est obtenu
lorsque W1 : m; = M, = p,(0) non obligaioirement différent de p;(0) Jorsque i J.
Chaque processus dispose de sa propre prionté qui reste fixe Clest alors un

ordonnancement adanté aux systémes temps - réel.

4%y L'orduonnancement en files multiniveaux est obtenu de la fagon suivante Sol

' la relation définie sur I'ensemble des processus par:
Vi& V)R, 1) e (m o =m; & M; = M;).

Deux processus sont en relation par W s'tis ont le méme intervalle d'cvolution
de leur priorté % ¢st unc relation d'équivalence sur fensemble des processus.
Soit K le nombre de classes déquive suces. Les processus d'une classe
quelconque sont ordonnancés selon leur priovité A chaque classe k. esi associé

un intervalle [, = [y, My] pour ! <k =
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O.P.B implémente une stratégie equivalente a un ordonnancement en files

multiniveaux lorsque les (1), sont deux a deux disjoints,c'est-a-dire lorsque:
Yk, l=ksK &viyblshsK tk=2h= Ll - &)

Chaque classe modélise alors une file d'attente, mais l'ordonnancement d'une file
quelconque est réalisé selon les priorités des processus de cette classe, Dans un
classique ordonnancement en files multiniveaux, la stratégic dallocation du
processeur aux processus de chaque file est RR et le quantum ty de temps CPU
peut étre différent dme file & l'autre. 11 est d'autant plus faible que la priorite
associée aux processus de la fils est plus élevée. O P DB possede exactement ces
propriétés si on force une priorité fixe , commune 4 tous les processus d'une lile:
vk, 1 <k <K:mg=M;=p; Lattribution de quanta distincts aux diftcrentes
files est un probléme d'implémentaton. 1l est done indépendant de O.P 1B, ou de
quelque stratégie que ce soit dailleurs. Le concepteur reste libre d'mplémenter la
politique d'altribution de guanta qu'yt souhaite .

59) Pour un ordonnancement’ en files multiniveaux avec rebouclages wntroduite
par CTSS [CRISMAN 65 | et MULTICS, les processus doivent pouvoir changer
de file 4 mesure qu'ils utilisent le processeur | DEFTEL 84, KRAKOWIAK 87].
Ceei se réalise simplement en medifiant la prioriié p, dans le descrplewr du
processus el en récrganisant la queue d'exploitation.

Les différentes stratégies implémentables par OPB le sont done par une simple
adaptation des bornes associées, au besoin en forgant une valeur particuhere de
la priorité et, éventuellement la valeur du quantum Les pestionnares des files
dattente  ordonnées  selon fa prorité  des  processus, comme o quene
d'exploitation par cxemple, ne sont pas influgncés par unc modification de
stratégic. Amst, les algorithmes d'insertion et d'exiraction, par  exemple restent
mdépendants de la stratégie partreuhore reahsée par OPBL et cecr grace a une

implémentation trés solgnée des structures de données geérées par lordonnanceur,
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DEFINITION N° 2

On appelle Ordonnancement par Priorites Borees Moyennes, ou O P 13.M,

l'ordonnancement O B lorsque la priorite d'un processus est caleulée par (3),

3.2- MODELISATION,

Les pracessus sont répartis en K classes disjomtes de priontes:
Vk.l k=K & Vh ! shs K g, Mgl g, M=

Le Mot L, (1 £k = K}, des processus de classe kest potssonnien de parametre

Mo, (Ae=220).

i
Les flots L.,,..., L, sont mdépendants les uns des autres.

agn O

Soit F (1) la fonction de repartition du temps de service X des processus de

LR

classe k et yr (p} J-r:‘fi‘dﬂﬁ} sa (ransformée de Laplace Stieltjes (1.ST), pour
I
un [ (ixé on la note sunplement par vy pour k=1,......K.

Notre hypothése concernant la distribution du temps de service est que
F)=1-e Bt (p20) (1=k <K) (d)

Les processus de classe k sont plus prioritaire que les processus de classe h st ¢
seulement ;i k = h.

L'admission en service est parantie sur la base des prionités preemptive-resume.
{Jn suppose que le s¢jour d'un processus de classe k dans le systeme durant une

unité de temps est pénahsé par un cout by | 'Tachévement du serviee d'un

S

processus de classe k est rémunéré par un gain i
Les coiits et les gamns sont continucilement actualiscs avec un taux d'mterétd( =),
telle que une unité monétaire regue 4 Mastant {a une valeur actuelle de e

Soit n, le nombre de processus de classe K dans la Gle {en comptant également le

processus en cours de service)
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L'¢tat du systeme es représeaté par s={ n, ..., 1) et l'espace des éats sl

N= 4 §={0; =, NG By b, <ol

Pour un état s, I'ensemble des actions dispombles est A(s) -~ (o} W k:n =0},
ou laction k (={) correspond a l'affectation du processeur aux processus de
classe k. Par contre 'action G correspond 4 l'option d'oisiveté, elle s'applique a
I'enscinble des autres classes.

Formulons notre modele comme un processus de décision semi-Markovien.

Les dates de deécisions sonl I'nstant de préemption | U'instant de fin de serviee ou
I'Instant d'arrivee d'un nouvean processus dans le systeme vide.

Posons pour k =},

O =10, ..0,1,0,.....0) est le K™ vecteur unité et 8, =(0,.......0) est le

veeteur nul,

St un processus de classe k est exécuré et que durant son tratement, le vectear
arrivée des processus suivant des flots poissonniens est a— ( a, ,.....a, ) alors I'état
de la prochaine date de décision ost s — 8 +a s son scrvice est acheve ¢t sta
sinon ' |

Si tous le systeme est oisif el le processus qui ative est de classe i, alors le
prochain ctat est s+6;.

[.a structure de colt dans notre modele est le gam pur r, qu est nmmédiatement
recu a la date de décision quand 1in processus de classe k est choisi pour etre
traité. Pour simplifier les netatiens on poser, = 0,

Notons par:

V r (s) l'espérance de la valeur acruclle du sam dans un honzon mfini, lorsqu'on
démarre de I'état initial s et a stratéoe m est employée.

On définit les fonctions suivantes:
Q, (t) = le nombre de processus de classe k dans le systéme au temps t.

Aft) = le nombre de processus de classe k entrés dans la file survant un {lot
poissonnien de parameétre Ay entre les instants O et t, sans compter les processus

mitialement présents.
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D,(t) = le nombre de processus de classe k sortis de la file d'attente entre les
nstants (et t
D'aprés ces délinitions on a:

Qi) = QUO) + Aty - Di(1) pourtoutt>0 (5)
el D {t) < Qu(0) + Ag(t) pour lout t =0 (0)

Sous la stratégie w, 'espérance de la valeur actuelle du gain total dans un horizon

infini, en demarrant d'un état initial s, dans le probléme général  est dannee par
[ LS o LS €
Vi(s)= EHLL Tk _fu e PLdDi(t) - 2. mj_} e "*‘Qki\l}dl} (7)
k=1 k=l 7

Par une intégration par partic ,on obtient la relation

E [ ePQundt = AulD) dt

e PDO]; - B e MdDy 1 (®)

D'apres (6), le 3*™ terme dans la partie droite de (R) tend vers zéro et le second

terme vaul

3 R i e o T
B e P A SalzksK
[n substituant (8) dans (7)), on obtient

\‘E{ll& + l‘.li.;[i,'l'j e Dy, 1}—‘ —H (9)

R
ot H= 2 (hi/PUQL (0} + 2 /)
2=l



On transtorme le gain 1, a la fin d'un traitement et le cott de séjour h_au gam

immédiat r,* § la date de décision comme suit:
Iy *= I";-t—ll;-_f[_‘\: {I EREK} ':I'[]}

Dans le probléeme de bandit on se donne des gains purs, et las projets gelés ne
produisent aucun gain. Grace a cette transformation Yordonnancement des
processus qui minimise l'espérance du colt lincaire de séjour, est formulé
comme un probléme de bandit.

Done nous avons ¢

VK(S] s F";-LE C_.F'S']'fu;l.kl_“}:| - H

n=1
=W (3)—11 (1)

ou T(n) et K(n) (n=1,...) représentent la n*" date de déeision et la 0™ action 3
I'instant T(n) respectivement.

Puisque H est indépendante de wm.cn utilisant (1), le probleme général ct le
probléme de gain pur sont equivalents,

Par conscquent notre modele est vn probleme de bandil avec arrivées
polssonniennes et un nombre [im de classes.

Le probleme consiste done a détermier la stratégic optimale maximisant V ().



CHAPITRE 4
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4- CONSTRUCTION DE LA STRATEGIE OPTIMALE

Ce chapitre est consacré A la construction d' une stratégic optimale d'ordonnan-

cement de toutes les elasses de processus L pour ce faire on developpera une
expression pour la transformée de Laplace-Stieltjes de I pénode dactiviie
pénérée par une classe quelcongue, en s¢ basant essentiellement sur les resultals
classiques de la période d'activité pour un systéme M/M/1 a source miinie,
moyennant certaines approximations, puisque la discipline de service consideree
est supposée étre préemptive- resume , ensuite on donnera l'expression géneralc
de I'espérance de valeur actuclle du gain cumulé durant la periode d'activite citce
o1 desgus et enfin. en utilisant quelques resultas de la programmation dynamique
stochastique la condition suffisante d'optimalité de la stratcgic est donnée..

4.1- PERIODE D'ACTIVITE

Dans ce paragrahc, on rappelle comment est caleulée  la distribution de Ia

période d'activité dans le cas classique.

4.1.1- DEFINITION

Une période d'activité débute par l'arvivee dans le systéme vide d'un precessus
et stachéve lorsque pour la premiére fois le systeme redevient vide.

4.1.2- DISTRIBUTION
5

oit B la variable aléatoive représentant la durée de la periode dactivite dans un
gystame MYGT/T a l'état sty ionnare.

On cherche la distribution  H(yv) - P[B=y|.

Supposons (ue e processus 1) itialise la pérode dactivite | néeessite x s
de temps de traitement et que durant son exéeution iy a eu noarvivess e
piiséessos I Paon By
La distribution H(y) est independanie de Tordre de passage des processas dans la
station de service Cet ordre va éire modiiie de aeon a fare apparaitre des sous

periodes dactivités 1 dont le début d | et la fin £ sont analogues sux ¢poques d et f

de la périnde dactivite, Pour ce Latee, apres que P soit campletement exeent e
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processeur traitera P, et les processus qui arriveront durant son traitement
jusou'a ce que P, P, soient les seuls processus restant dans le systeme.
A ce point, de la méme maniére le processeur exceutera le processus Pyl les

3

processus qui arriveront durant son traitement jusquia ce que Iy B sorent les
sculs processus restant dans le systeme, Ce déroulement sera répete jusqu'a
Pexéeution finale de P, et les processus qui artiveront durant son  fraitement,
le systeme redevient vide et la péniode d'activité sachcve,
Soit D, le temps écoulé entre le debut d'excéention de P, et le debul d'exceution de
P =, et D, I'mtervalle de temps débutant avec Pexéeution de P et se
terminant avec la fin de la pénode dactivite. Soient X ct N les vaiables
aléatoires représentant respectivement L durce de traitement de 1) ¢t le nombre
d'arrvées durant son temps d'excention
On pose

Fix) = P[X= x| et P[N-n} = ;.,“'I—“,]I ine N} (nombre d'arrivées durant x ).
On constate que le nombre n de sous-peénodes dactiviteés est cgal aw nombie de
processus qui sont arrivés pendant le service de P, . Chayuc sous penode df; est
mittalisée par le service d'un scul processus, toul comme fa période db elle meme
et les services sont indépendants et identiquement distribués, 1l en est done de
méme des n sous - périodes df et de la période enticre dU Done D {1=1+ n)
sont des variables aléatoires mdépendantes, ayant toutes la méme distnbution de
la pértode dactivite T1(y).
Ainsi la distribution conditionnelle de la pénode dactivité sachant gue I
nécessite x unités de temps de taitement el quiit ¥ a eu noarrivees duranl son
exéeution, a la transformée de Laplace-Sticltjes suvante,

!_; LE--\.IIIX:R-‘N ="I— I'E_E Fdsb FEE L .|J.|| Ll_'q.: :\IL: .IIJI........L; 4|},|

Compte tenu de I'mdépendance des durées X et 1, ob pourra ¢erie:
E [c-mi;}{ =x,N = n]=Ele ™| _i._.;qc-:;!'1| l.....E[e :;I;,,j
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Les D, étant distribugs comme B ; x ¢tant une constante, il vient
Efe™" X=x,N=n] = e *[E(c *")|"
Posons

Ele™ = .[.T e ™ dH(v) ~ “Fids) la transformée de Laplace-Sticltjes de B

On a;
Efe] = W:(s) et par suite E[e™8/X = x,N = n] = ¢ [W¥i(s)]"

En levant la condition sur N | on a
- E[s~% X=x]= i E[e~7 X—x,N—n] Pr {N =n}
n=tk
Les anivées Glant poissonniénnes de paramctre A et n étant le nombre d'arrivees
durant x, on a dong
Efe */X =x] S e s (K)o

L= 1!
exp-fxls+ A — A (8)]

2- W(s) = E[e™"] = fj exp-{x[s+ h— AFa(s)] HdF(x

d'on l'équation fonctionnelle:

L|J|${S} e "I"}-‘“_‘-‘. £ l-‘“l;{.“i]_]

4.1.3. REMARQUE

Sionous analysons maintenant la période (d d'mactvie du processeuar, il est

trivial d'affirmer qu'elle est distribuée suivant la loi des arnives A exp{—2x) du
fait de la nature Markovienne méme du processus de ces arrivées et sa propriéle
d'étre sans mémoire Done sa transtormee de Laplace-Stieltjes est donnée par

Vits) = 55
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4.2- FONCTION DE GAIN ET INDICE

421-CAS ot h,=h,=.....=h =10

L'étal initial du systéme est noté par s=( 1.5, 1) € 5,s0it Byfs)=t ¢l
B (s)=le premier instant (peut €tre <) ol tous les processus de la classe la k,
sont complétement traités. Dans le langage des files dattente B (s) represente la
durée de la période d'activité initiale générée par la classe k.
En particulicr B, (s) represente lc premier mstant oi le processear devient hibre
On défit ;

mo(s) = Ele M =1 et m(s)= Ele ] (12 k£ K)

A présent soit;

U, () = l'esperance de la valeur actuelle du gain cumulé dans [0, 808}

On a dong
Vis) U (s) I ag(s) VD) (&)

ol 0 est un K-Vecteur i composantes toutes nulles,

Fixons k pour le moment (1< & < K), et developpons une EXPIESSIOn pour s}

LEMME I:
Pour 1< &< & lixéona
mi(s) = o). .o ol

&
o = By o WA B+ A =), Ai =20 o
=1

oy est 'unique solution dans (0,1) de T'equation
oy =P+ Al - o)l

dvec

A
W0y = DA 0 0 =001 £k = K



PREUVE:

Soit K {ixé pour le moment l< k= K
Appelons -
iy la transformée de Laplace-Sticlyes (v variable f)du temps requis pour vider
le systéme des processus des classes 1a k sachant que Pintervalle a débuté avec
le service dun processus de classe ) { 1=1,....k ).
Alors on a pour la discipling de service precmptive-tesume, PATEROIS e BT TL
(eq27,p.1154)

=B+ As(l-o)] (I=j=k=s K) (%)

ou ogest N'unique solution de F'equation fonctionnetle
oy = PP+ Ap(l — o)) (124 =K). (10)
avec
r(0) = (AN (O +. .+ (A A (0) (B = 0,1 <& < K) {11)

crepresente la transformée de Laplace-Stigltjes (a vartable B) de la distribution
pénérale de la période d'activité pour notre systéme MM (reduit a k classes. )

on peut vour facilement que:

B (12).
cl
Tg(5) = j;'[c—ih'.rl. :.qj
I‘I n
= LT widIB+ Au(l - eul)™ (13)
=1

Donc (13) peut éfre reeente comme sulit:
TS =0ty (15k=K) (14
Notre prochain objecht est de developper vme expression générale pour V (5.
Pour cela défimssons I'mdice d'une ¢lasse K ,comme suil;
C=U00, . O pgg, ) (1< k< K))
C'est en fai I'espéran{:é de ia valeur actuelle du gain total lorsqu'on démarre avee
une milinie de processus dans la classe Koot aucun processus dans les classes |

k-1



LEMME 2 Pourtoutk, 1 £k £ K, ona

k
Uw(s) = 2 [mia(s)—(s)]C, avee
i}
¢ ‘PI{BIHIJ’IUHJH*’HI_]— Wi(B)] et
C, =By + 2ty i )G — 1) (2<k=K)
1=

Les m; ef les o sont données au iemme 1 pour tous 1j et k.
PREUVE:

Considérons une classe k (1< k < K) quelcongue et supposons que I'état imtial
est 8' = (n,.....10_,9, Ny, .. N ). Posons Uy(s) = 0 par convention, on a alors

L(8) = Ug (8) + o1 (8)Cx (135)

Définissons T comme &tant le premier instant (peut ére =6 ) ol le nombre cumule
de processus traites dans la classe k deépasse le nombre cumule de processus
arrivés & la classe k de n, et le svstéme est vidé des processus de la classe |
jusqu'a la classe k-1. Il est clair que T a la méme distribution que B (s) et
‘espérance de la valeur actuelle du gain produit jusqu'a instant T est U, (s),

De plus puisque I'espérance de la valear actuelle do gam produit aprés Finstant T
ast C, . nous obtenons 'expression alternée

Uk(s"y = Ug(s) + m(s)C (16)
Fn eombinant (13) et (16} on obtient:
Uk(s) = U () + [me 3) —mu()IC - {1 £k <K) (17)

Par réecurrence on g done
k
Ui(s)= X [ i(8) = mi(s)IC: (1 <k <K) (18)
o

A present determunons les constantes O t1=1= K)

Soit k fixe (1£ k = K)et supposons que I'état minal du systeme est s= (o0 |
avee 1,0 Supposons que le processeur soil alfecte dabord vers la classe k
al'instant zéro et ensuite ladmission en service est garantie sur la base des
priomiés usuelles. St n= n~=.... n,_, 0, on se retrouve avee la discipline de
service usuelle; en d'antres termes ectte diseipling représente une legere deéviation
de la procédure normale.

Soit Y, =le temps de traitement mitial écould jusqu'a la premicre mierruption d'un
processus de classe k.

Soit Z, = min (X,. Y, ). o X, représente la durée de service d'un processus de
classe k.
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Posons Bi(s)=Z, et Bl(s) =le premier instant (peut &tre oo) apres Z, oo le
systéme est vidé des processus de la classe 1 jusaqu'a laclasse j, | =) =K,

T;(3) = E[r:-"m:{”q, 0=)=K et

U', (syL'espérance de la valeur actuelle du gain produit jusqu'a l'instant B', (s),
0 <) K
Daprés la propriété dabsence de mémoire de la lor exponenticlle Y, est
identiquement distribuge que X,

Z,=min (X, Y,)

= YkSiYk ‘_:Xk
s on

L8] J |
Py € X)) = f, POY 1 < x)dPEXG £%)
= [}, Bl dFy(x)
= I =)
done

Yavee ] — ()
X aveo v

;.":

k

Par suite
Tals) = WP et lJf, (B e O e

L utilisant les mémes arguments que ceux pour trauver (1) on peut voir que

’ Ogmils) &1 1k
Ti(s) = ' { 1)

mi(s) s1 k=p<k

En adoptant par convention la notation oy — ywi(f),0n peut prolonger (19}
comme suit

; lllkjﬂ:_i{ﬂ\} s O=)=k-1 _
mils) = mi{s) si k<j=K (20)



A présent, en procédant exactement comme dans (17 on cansivi deus
différentes expressions de U'is) dans le cas oun, - o
En effer, on peut vorr que
P = U0 s ela s s Ci (1 £ %K) (1)
Par reetrrence on eblient:
|
U= Ui+ 2 [al sy —mis]c (1 £i€k) (23

i

|
CIr on i
U8 )= Un(ay) B puisgue dapres 114y on a

Tolow) = ... = T | [OR) = | T[h[fflk}— CEy . | =<k =K

( 19} nous donne
ALY S, WHIRE A
at (22 donne aussi
U tan) = whed [Empe o, + 25 (g 2 20 L O = et (23)
=

Nais (18) donne aussi
Uktdg) = (1 = e dCp ] = k 2 1K) (2]}
Loy commbnmant (23 et 124 on obilient

pour k=1_ C,= vy (B)wo(u)ri/[1 —un(B)]

par contre pour k=>=1 on obtient la formule récursive:

k=1
CLZW};{[f}]lpk(p}_]rL + Z {”-LL.I I (IL,'}C,.-"U — kK |] [1 <k < [\}
=1
LIEMME 3.
.
VIOl = 2 (o, — 0 AP+ my)  avec
=1

wp=0cto, = Al —ay) (1 =k=ZK)

PRIFUVE:

Sous I'hypothése que le systeme est mtzlement vide, la transtormee de

Laplace-Stielyjes (1.ST) de la durée ou le premicr processus arrve esl

Ay /A + B, et de plus la probabilité que ce dernian soit de classe k est 2o/,

indépendamment de N'mstant d'arvivee. Notous par

U*(0)-l'espérance de la valeur actuelle du gain produit durant le premier cycele

d'aetivite

S
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Nous avons done

h ;
UHO) [AiAx + B2 CurAOUL(BY) (3
k-1

[
'
Lo

Puisque d'aprés (18) on a
i

Uf8i) = 2 iy (64) = 8]0, L (25) se réduital
1=

K B
U*(0) = {21 A2 [ (8x) — M8 JC Ak + )

(= i=1

K K
=2 1:2 AkTio1 (D) — E I".;-?:a(tik}](lif(h;; +B) (26)

1=1

Définissons wg =0 et oy = Al - wy), (! £k =K)

L

en utilisant lidentité oy = 2, (ha/Ni i (1 =k <K) (27)
i=)

on verific que:

K
Z }vb:ﬂj(ﬁk) = A -, (0=1=K)
k=1
Adnst (26) se rédut a
i
UT(0) =2 (w — 0= )C /AL +B)
il

A présent notons que la (LST) {a vanable B) de la peniode dactivite globale pow
notre systéme & priorité est justement o siclle est ¢gale a la (LST) de la penode
d'activité pour le systéme MIGL/| discuté précédemment). Ainsi la (LST) du eycle
d'activité est Aygog/(P+ Ag).Par suite,en utilisant les relations d'mdépendances
évidente entre les cveles d'achivité succéssifs on obtiend

VIO) ) Ak o+ )] U0)

1=t

= I{‘I'I. ey o I:i 'l.-"“i] + A I A AL lI”f{”]

I
= 2w, —w o YA ).
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Natons 'etat initial par s=(n,, ..., ny) et donnons l'expression générale de V(s] .

Posons

k
A=k 12k=K
i=1

k
et Wr(0) =2 (RifA h(0),0>0, IsksK
i—1

On définit o, comme l'unique solution positive de '¢quation
o = P[P+ Ax(i —ay)], (I €kEK)
et soit oo = i) (1£)=£K),
ik =y [P+ Al -], (1£),k<K))
mufs) =1 el (8} = bty (1€k £ K)
wp=0e¢ctw.=Al —ax) (1£k=K)
r.=rp+ I /p (1 2k =K)

On donne l'expression générale par
!\. -
V(s)=VH(s)k 2 (h/BHOW0) + A/
= |
od  V¥s)= Uk (s)r ma(s)V(0) (28)

Uk(s) = 2 |7 1(8) = med)C. e
Lol

VD)= 20 (o — oy OB o)
Lol

et les constantes ... C sont définies récursivements par les tormules

Cy =y (a7 1=y o

k-1

C, = wr(B i) + 25 (oo o )C A —agpe) (2k <

=1



4. 3-OPTIMALITE

Soit K¥, satisfaisant 1< K* £ K (le cas K* =0 est exclut pow le moment].

Supposons que les classes de processus sont numérotees arbitrarement on

definit la régle de décision

] Osing=.. = ng+=l
HS) =1 min (ko= sinon

¢t g est la stratépie déterministe, stationnaire ¢t Markovienne associée a b

Notre objectif de départ est de développer une condition suthsante pour la
[}-optimalité de g. Pour cela notons par V{.} I'espérance de la valeur actuelle du
gain associé a ¢,

Puisqu'on a transformé le probléme général a mm cas stmilare de gain pur, la
fonction V() n'est pas aftectée par les classes K*+1,..... K.

Amsi en se basant sur I'équation (28) on obhient;

V(5) = Upe(s) +mpa(s) Wi- (5 8)

b
ot Uke(s) = 2 [mii(s)— mils)|Cy (s€ S) (29)
k=1
-
el Wie(s) = 2 (g = wi JCR/(P + wg)
k=1

On utilisera le terme "période dactivite male” pour qualifier [e prenner instanl
{peut étre o) o le systeme est vide des processus de la classe | a la classe K®
Done me-is) represente la (LST) de la période dactvite mttiale (a variable [3),el
L.(s5) représente Tesperance de la valear acruelle du gamr produnt durant la
période dactivite initiale.  D'apres (29) 1) apparait done que W, est justeiment
V0.

A présent fixons k (1 £ k £ K), supposons que s=(n,......n ) oa =0, et que

le processeur soit d'abord attecté vers la elasse k . mas fa siratéple 2 est suivie

[

par la swmite.

Appclons W (s) Vesperamee de la valeur actuelle du gam total qui fur correspornd
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Soit Y, le temps de traitement imtial ¢coulé Jusqua la premicére interruption d'un
processus d'une classe k.
Soit Z, min { X, .Y, )ou X, represente la durdée de service d'un processus de
classc k ct B'..(s) dénote l¢ premier instant (peut étre +20) apres Z, ot le systéme
est vidé des processus de la classe 1 a K¥
Soit U:.(s} = |'espérance de la valeuar actuclle du gam produt jusqu'a 'instan
B'..(s), et définissons

mk-(s)=E[exp( BBk-(s))]
Il apparail donc que

Vids) = U/ ge(s)+ mp.(8) Wis (30)

de plus d'aprés I'équation (22) on a

e
Uk-(8) = yu(By wiuri *-E{Iﬂf-dﬂ}— ms)IC G

5 . Gpitils) 81 0<i<k—| -
Ol T (s) = mi(s) sik i< K : (372)

En combmant (29) avee (30),(31) et (32) on obtient les propositions sulvanles:

LEMME 1
Sl =k =K' s e §ctke A(s), alors

Vis)- Vus) = (1 =y O — By (g — X s r;k,)xi{.uj[[.‘, — )

\J":?_

LEMME 2;
SIK 2k =K, s ¢ Set ke Afs), alars ;

|
V(s)-Vis) = -y )C =yt vetuors— 2 (1 ta)midsie —Cop)-
v

—(1 — O (s e — W)
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A présent remarquons que (1 — o) > 0 pour tous 1 et fet que m(s) est non
croissante en 0, pour chaque ©et ) Ce gur va suvre est immcdiat dapres les
lemmes | et 2.

LEMME 3:
Supposonsque 1 =k <K, s e S, ke A(s)et Cy =.... 2 Cxe 2 Wk-, alors ;

V(s) = Vi(s) = VI(B) — Vi(8i).

Remarquons a présent que
ViBx)— Vi(B) =0 st 1k K™ (33)
Puisque l'admission du processeur aux processus de classe k est précisément

Faction donnée par la stratégie g dans F'état 5y,

Pour traiter le cas le plus compligué & savoir K™ < k <K, on subsutue s = oy
dans le lemme 2 et en rappelant que molo ) = - = mg-(0y) - 1, onubhent,
I

VB:) —Vi(B1) = (1 = ae- )W =y wre(augry =20 (e )G (34)
i

Délinissons maintenant les constantes importantes suivantes:
|-

L =|:'I.|J|_.-L|:|-_,:-}l|'1k|:|.lh}l';_ =3 (o — oG M —ega) (0 £j2k=K) (35)

it
Iin particulier,
Lo =PIy (udrg /(L —wy) pour tout k,

et ¢n comparant (33) avec (28) on voilt que

O =Z (1<k 2 K) (3],
D¢ mcme notons que (34 ) serédmt o
V(&) — V(b)) = (] —ote (Wi - Zirn ) si K" < k=K (37)

En combmant le lemme 3 avec (33) et (37), ona alors;
LEMME 4:

Supposons que | €k <K s e Setke A(s).
SICiz....zC2Wg- 2 max, [Zik ot ] (38)

alors  V(s)-V (s) = 0.



REMAROUE:

K
Puisque le flot (otal d'arrivée est poissonnien de paramétre Ag = 2 A,
1=1

on dédutt que 8
(AR 1-e K1) s s7=sty
F(t15.8.0) =9 0 sinon 1 =k=K

et done

= K :
Vuls) = L, c‘“{h (R A ) V(s + sﬁ}J..-ch--mm
k=1

K
=3 Vs 8AK FB) (s€8)

ke |
Notons que

Vis+8x) = V(s) siK* <k £ K ,on obtient alors;

(A +P)yVels) = ; Vs = 8+ (Ap — A VI(3) (39}
On peut voir facilement que:

(A +PIV(s) =P V(s) + 2 A VEs) + (Ag = Ag=)V(s)
En combimant cette Erqu‘assim_l avec (39) on obhient:

i
(A + P Vis) - Vo(s)] = PV(s) - L}._ V(s +38:) - V(s)] (40

LEMME 5.

Pour tous s= 5

k* -1
V(s)=C) - 2_-‘: I_|[5][{-:_|_C_|-L}_Htl'f‘:i}l'{:i«;' - W)
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PREUVE:

n ellet dapres (29) ona

5
V(s) = 2 [me1(8) - me(9)]Ch + i (8) Wk
k<
= mpSIC =m0 + o T80k~ TR (8)Ck- + - (8)W e

K |
=0 = 20 msHG = Ca) = mr-(sHCre — W),
j=1

COFD

LEMME 6:
S1Cyz ... =2Cge 2 Wge, alors Vis) est non-décromssante par rapport a
chaque composante de s, mais V(s+8, )-V(s) est non-croissante par rappoit &

: +*
chaque composante de s, pourtomt k =1, K~

Si I'hypothése du lemme 6 cst satisfaite, 1l est alors immediat que la fonction a
droite de (40) est non-décroissante par rapport a chaque composante de s et elle
est ainsi mimmisée (pour tout s € §) en posant s=0. Mais V{0) — V (0}, puisque
I'visivelé est I'action appliquée par ka stratépie g dans 'état zéro. Ainsi nous avons
LEMME 7

S1Ci 2. 20k 2 Wy, alors

Vis)-V,(8) =0  pourtout s S

Fn combmant les lemmes (4} et (7] avee le théoreme |, on obtient a condition
stdfisante d'optimaline de g

THEOREME 2:

Si{38) est satistaite (Ia derniere incépalite ¢tant automaliuement sahslinte s

K*=K),alors la stratégie g est ff-optimale.
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4.4- ALGORITHME

Nous allons présenter un algorithine a (K-+1) étapes pour ordonnancer les classes

de processus _sélectionner L classe de coupure K¥, et enlin ordonnancer les
processus a l'imiérieur de chaque classe. H autorise en aulre le coneepteur des
systemes d'exploitations de choisir de fagon opimale * les bornes my et My 11K

ETAPE (: Numeéroter les classes arbilrarement.

ETAPE 1: Pourtout k=1_... K caleuler r; = + /P

(a) pour tout k=1,....K calculer ctin =y = ys ().

(b) pour tout k—1,... K calculer Zyy = w3y w201 — i, ot
renumeéroter les classes tellesque Zp =max {2y, ..., 2 ¢

(c) exécuter a chaque mstant t le processus 1, ayant la plus grande

e i tH M+t Om
prionite donnée par la formule p, (t) = i Il U,

o met M, sont deux réels posibifs associes a la classe Lel que

-aq

my < M.
(d} poser C| = 711, Ay = &y et caleuler @y e 10, 1] satisfarsant
e =y (B A —a )]
ETAPE j: (2£1£K)
(a) peur tout k=}_. K ealenler o o =y [P+ A (1000

{b) pour tout k=}.._.. K, caleuler

i=l j
Zii = | welBy (i + 25 (o — ou)C Jf"{' -0 1),
i-1
et renuméroter les classes telles que 2 =max(7,, . Ly).
(¢) exécuter 4 chaque instant 1 le processus 1 avant la plus grande
EH =M L (U

priorite donnée par ia formule p(l) = I

ofi m. et M, sont deux réels positts tels que
s Mymysg = Mg 2 2mn £ My
(dyposer C, =7, A= Ao +4; el ealeuler oy = |0, 1]

satistaisant a, = (1782 2P+ Al — )
i i) i i
b=

e el en peeaott e o o o o steivgie oidense pap Padaoerfuae esteelleo g sieiniise e

Hove-tune pogiders



ETAPE K+1:
(a) si C, < 0 (ce qui entraine que ri, < 0 pour tout k poser K*— (1
(b} sinon, poser mgy = 0 et calculer
i = A —ag) (l£isk)

W. =3 (@i — o )CB+0) (1<j<K). (1)
1=1

Soit K* le plus petit indice |,1 £) <K, tel que W, > (5, siun tel

indice existe. Sinon poser K¥=K_
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S5--JUSTIFICATION DE L'ALGORITHME
Cn va montrer que la stratégie covstruite par Malgonthme satistai e critere
d'optimalité du theoréme de ROSS,

LEMAE S
Siles classes de processus sont numérotées par algonthime, alors

(= e 6T

PREUVE:
On suppose que 2 < k < K1 s'ensuit par la défimtion (35) de 7, que
(= -1 )C0 = (= Btkg-1 )k
= {23 o — o )0 (42)
(1= Yo = (1 = g M) = 2y )

Lgtape (k-1) de Faleorithine atteibue Ta (k=17 proonité de facon a sauslaire
Cri=Ze s 24 .pourtout =k, K. Amsi Cy | =7, ¢t done C =y
par (12,

LICVIME 9
Sila classe de coupure K* déterming par lalgorithime est supeneure o zéro,
alors Cye 2 Wi,

PREUVE:
pour le cas K#=1, on note simplement que;
W= o (.\|.-"U.‘:| Fagg <.
st < K7 = K_onous avens dapres Lo détimton (470 )
(B4 o dWe =(B+ o) YWy H{ogs o )k
cect inpligue que
(e MO W) (P + W iU W) U (13)
O dapres Fétape KL on a Cus 2 W-o et par conséquent Cp- = W ausst
e par (43,

THEOREMIE 3.
La stratepne construite par Palgontdone 251 optiniale.

PRETTE:

Falgorithme donne K+ =0 s1 et seulement sir* < 0 pour toute classe k. Dans ce
cas 1l est nnmédiat par le théorame 1 gue la stratégie correspondant 4 P'option
d'osivete perpetuelle (o la fonction de pam total est identiguement nalle) est
B—optimale.

Croand K*2=00 on sait d'aprés les lemmes 8 et 9 que notre stiatéeie satiskanl

2., 20 2 We (k)
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el d'apres l'8tape K+ | et le sens de K* on g
_ _ (13)
Wi = Crep = max [Zig-a | sit2 K<k
fot ey

en combinant {44) ¢t (45) on remarque que lalgorithme satisfait (38) et par suite
L stratépie ost - optumale par le théoreme 2,
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5- CONCLUSION

Cette étude montre sur T'exemple de la stratégie OPBM que la problématique
dn scheduler dans les systémes d'explotation pewd etre lommolée en termes de
processus e decmion stochastue | en pachicuhier les processus de Landal,
Cependant | une question reste encore mal élucidée b sagnt en particulier & du
probléme de I'équité qui n'a pas été nrouvé de maniére satisfaisante dans [HARO
& PROUST 92 . De plus, Falponthme progose atilse les resaltats classiues
pour 1o periode d'activite d'un systeme MAG/T avee souree infmie. Cependint il
est aisé de I'étendre | rout an moins pour le cas de deux classes, au cas plus

realiste d'une source hme,
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PROGHRAMME EAEMPPLE LD CRECU LN

PROGAAM
LUSES CRT;
TYME o lasso=racoid
Lovial | Loyescs v, it ool g |-
ezpis i te b
lst:raal;
ent ;
listecarray[ !, .21] o olasse-
VAR AD:liste;
alpha:array|0.. 30,0, .30 oF real:
Ziarraylb¥.. 20,0301 9f ol
symax, bela, ¥,e:real;
n,i,3,k,1,pos,clascoun: intager:
Cogbaux,gwiarrayl[ .. .20 of real;
wiarravio..an] of renl:
gqammaarray|[0..30° of real;
condifron:boolean;
Fep:char:
SR THIRE meennn
ANEY R
clesar;
PR T SN ) (LI 2 T
‘wribelchr(201]));
for i:=1 to 5L do
Writelochr {2065 )
v b bl e b (18708
gqubosy 12, 53]
write{chr(1286;,7"  Lai "
W bl " Symbo e Fravaloemrses | oapbaee 1
wreitelpnlche ( FAG )
gotoxy [ 12,4 )
wribel(chp{2omn) ).
for 1-=1 Loy B0 ol
write{chr{208));
wWwriteln(ochr{ 1883
goboxw( T2 ,5);
wribelchr{2ar)):
for =1 Lo 654 do
Wt bbelchr{2on )y
Wb abeInlahr [ 187 ),
fovg T:-00 by 0 oo
brergin
S I L I W S P8 o e A 1 O 1 1 G
QoLoxy (68, 116, wribkelchry 186) ) ;
el
Wi oilen:
gubory (12, 14 5
wiite [ ohir {2000
Fove: Tws 1 a0
Wi Ll chir 205 )
wiiteln{chel 13
goloaxy L 13, 8)

ey

X
Bk

Wl Led Y RENPMIENT L LLE L NI BN = T T
gotoxy{ 13,8 :
Wiribte! D DHETEFRMIMIGTE n ety

G LT EERECS PIE S B SR 105

w0 et BBl AN ) k TR S ol B e
qolosy 13,1270
Wb TGy - (R R S R T B B

oo



gotoxy{ 13,13
write('

writel ' (pf “(ﬂi}]? T-p1if =40l 1A’

gobozyl 12,1

i

L -

writﬂ[rkr{ﬁﬂ1}Ji

fFar 1:=1 Lo

A% o

Wi ltt—*[ﬂ‘r f 2050,

wiriteln{chr(
gotoxy (12,16
HliLE(ffrE A

1873 ):

i
B,

-

ARG CIRME |

ireal,

Wi el ! ]
wiibolchr{ 186 ;
gotoxy{ 12,17}
writelchr{?2000):
for i:=1 ko 55 do
Wi iLelchriZungl;
writeln(chr{188)):
EMl
FUMCTION PSIi{mu,betarreallreal;
BEGTH
Paltz=mu/{muibetal;
EML
FURMZTION PS12{f beta: real drronl;
BEGIM
FSIP: [/hetba:
CHly:
FUMCTLON puistx:real;n:intogaer)
VAR y:ireal:
BEGTIN
v geEgili
for i:=1 to n do
¥IT YRR
ol R - RSV,
M
FLMECT IOM Ra130mu, otaraeal diraal
HEGIN
Peld:rpuisimu/Cmaitelal onl;
ER
REGIH {corps do prageamme )
repeakt
T R S

fmearel ]
wri e |n;
wE ke Nl " le o
readlin{lk):
writelnl 'beta
raadlin{bata)l;
ST o B T ' I
for ;:=1 to k
alabteal i, j[1:=0;
Feve 3= e |
Feae =181 Lix
A s s
Faar 1221 ke ck
twzgin
teadlng o
wiiteln(’
wilht Al v dda

mbire de
'_".'-‘:'.}‘

1 ey
o

| ade
oo

b

Fscr;

PO

3 lasse

25

LA CLansl

"

1iF

Lar

LACE "}
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biegin

=0
e 1
el

wWroibe ol "dorrees e
readind tauxEd;
writelnl "dornes le
resud I Lauxt ),
writeln! "darnes e
readinigain g

wr ttelnl "dorner s
veardin{aout}

vt ke el D aboraer da
pespd Tl ddens s e )

Lot

oo

|_I 1

e

gatn' )

coatb ')

Lhepye

=

gainpr:=gairt{cout/heta);

wrileln( 'gainp:
case densibte of

war il L

Ta

readin(f];

alphal 1,071

1F1‘1e1:

YR B et
EAhTe

W', 'r': hegin

wiritelnl 'LA

Foadlnind;

alpaali,0]l:=P513( Lauxs, betal;

o ;
ETRTS I
wir (bt

vhpbn] L0,

Ali). st =alphali,o];

zli,11:=(alphali,0]xgainpr]/(1

P o 0 T - R KL I

i
itelin;

berad g

2lra
IMa o
pos
Tors

Ry

. e I I

1;

i:=2 Eo lu odo

af ali,1]rmax

Lhen

w1
wi 1l
it
N ATETR

ey im
1 - o e 3 (s O
pras s =1
ETTe

el "mAax-"  max i

cpini "possT  posls
[NEE TR |
bacp i
ji=2;
Hi1]o=a|posl

BEl1].dgt:=-a|pos] ., =t
For 1:=71 Eo pos

T d¢rpos
Edear negin

1

iy

il

BRI gJ:z=nl11;

RLaT. I
o et |
SR TN

Past 1 | e boela

ALT):=BLiT,

ATid.lev: =Bl i1,

rebed

RES P

Yl e

SOry jon

Pogatnpr 6:2)

Al

Lawxl" ),

Fauxs'];

alphal 1,2]:=P5T1{ tauxs betal;

e bor sl

PSI2{F, betal;

shecAl . Tatl;

SR IR IR

LOI 07 "ERLAMNG

IER I (o

alphal¥,0]};
ozl1.1]1:B:2);
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c[1]:=max,

gtaux[1]:=A[1].tauxk;

writeln{ "gtaux[1]=",ataux|[ 1] H:2);
writeln;

writeln( 'donner la precision e');
readini{e);

gammal[0]:=0,

casa A[1].densite of

'I‘E1 167:
begin _
gammal1]:=PSI1(betatA[1].ta xEx(1-gammal0]),betal;
it I
while abs{gammali]l-gamuali-1]1):e do
begin
gammal[0] :=gammal 1}];
Tis141;
gamma[i]::PSI1{be?a+A[1].tauxE*(1—gamma[U]J.beta};
end;
and:
'‘p',’d’:gammal[0]:=f/beta;
In!f"rT:
begin )
gamma[1]::PSIJ{beta+A[1].taugE*{1—gammaLﬁI],hﬁta};
b e HO _
while abs(gammalil-gammali—-11):e do
begin N
gammal 0] :=gammal 1 |,
jr=i+1:
gamma{i]:—PSIH{beLa+ALI].tauxE*{1—gammaLU]].hekﬂj;
; and;
end;
end,;
gammal1]:=gammal0]; r
writeln{ 'gammal[1]1=" ,gamma[(0]:6:2);
WEiteln( "eexkexskxkxsks*xfin de ‘a premiere DAF T KRR X KKK A '
readln;
clrscr;

[étape J}
for j:=2 to k do

begin
readln;
clrscr;
for i:=j to k do
begin
case A[1].densite of
L R -
in
bei]pha[i,j—1]::PSITfDeta+gLau%ij—1]*{I~ggmmaLj—1]},betaJ;
writeln{'alphal{®,:.,"',",i-1,"1= ",alphal?,] {1 =88]
end;
‘DT, 'dT
begin -
alphali,j=1]:=F312¢F,Deta};
wr?telnigalpha[',i,’,'Tj—I,‘]z * alphali,Jj=11:6:2);
end;
IR'I1II_.,I:
[ I .
bei;;ha[i,j 1]:=F513[beta+gtaux[j—1]ttj-gamma[j-I]}.betaj
writeln("alphal’,i,", .d-1,"1= 'yalphali,j-11:6:2);
end;

ent] ;

%1



s =0y
for 1:=1 to j—l
s —34{alnha[i
gldpgds (h[ﬁ]
wr1te1n{‘z[
ena:
max ;
pogS:
for 1:-j to k do
it ozl J)emax
then begin
max:=z[ i
pos:=1;
end;
writeln{ "'max="
writelin( ' pos=
if pos<sj
then begin
) B o
Blil
BL1]
fror
begin
Hinl:

=Z2l3,31;
=3

W %

=Af

fNez=n+1;
end
it jork
then
for
begin
Ald]
Al4].
end;
and;
clj]
gtaux[j]:

e 115 =

writeIn{ "gtaux=["..

v writeln:

writein{ donner

readlin(e):
gammali]:=

1st*ﬂ[1]‘gainpr}+5}f{1—a]pha[i,J

, max
WG 5 0

do
“l=alphali,]

T PR R

v il

L B

c=Alpos];
Afpos].
o= ho pos=

sk
i

i o
1 T T S

Al ot

1:=23 to k do

=B[li];
Tst:=RB[1]

1st:

!'| Ll
- -

case A[Jj].densite of

BT, e
begin
' gr=0;
far 1

=23

wh11e abs {(gammal i]

begin

gammal 1]

==
s:=s5+tAl 1] . tauxC*PSIi( befﬂ+giaux[J]}*E1
gamma[J]

Loy g do

r=sSgtauxlil:

S = R
5:=0;

for

s:=s+A[ 1]
gammal 1]

and ;
and

y

=1 e 3 do

r=s/gtaux]

Ik [1] s

!.]J:B:E};

—gtaux{j-1]+a{_].tauxE:
Joataux[il:6:2);

la precision e'):

—gamrAal i-1])re do

t=gammali];

1)

gammalo] ),

CcauxkE*PSI1((betatgtausljli*(1-

Al B

gammal 117,

2L

betal;

beta:



23

‘DY, 'd i begin
e
for 1:=1 to j do
s5:=s+A[1].tauxE¥PSI2(T,beta);
gammal[0] --s/ataux[3];

e
i L
Lazegin
5:=0;

For 1:=1 to J do
s:=s+A[1]). LauxE*PS13( (betatgltaux[ 3] }*(1-gamnal0]), bata),
gammalj]:=s/gtaux[j];

i
while abs (gammali]-gammali-1])e do
begin

gammall]:=gammal1];

izEi¥1:

S1E0;

for 1:=1 to J da

s cntAl 1] tausF#pRsIa({batatgtaux] 31 )* (1 cammal 1] ), beta)
gammal 1] :=s/glaux J];
end;
end;
end;
gammaljl:=gammali-17;
writeln('gammal',J," '1=",gammali-1]:5:2);
and
readln;
clrscr;
wiiteln;
writeln{'LE CLASSEMENT DONME :');
for i:=1 to k do
with A[i] do
begin
writeln;
writeln{'POUR LA CLASSE ",i4,7:71;
writeln({'le taux d’'’entrée est: ',tauxE:2:0);
writeln{’'le taux de service est: ",tauxs5:2:0),;
writeln('le gain est: ',gain:2:0);
writeln{'le cout est: ',cout:2:0);
writeln('la dens-te esl: ' densite});
end;
writeln;
writalni Texsrreeserdrfin de la deuxiéme partiekskrrEiriresss’ ),

readln;
clrscr;
[étape k+1)
if c[1]«0
Lhen bagin
clascoup:=0;
Wwriteln;
writeln({'la classe de coupure esh:',clascoup):
end
else begin
wlC0]:=0;
For j:=1 to k do
begin

wlil:—gtaux<[jl*{1 azsmmalal ).
writelIond'wi', 0, "]1=";wl3]:06:2);
and ;
writeln;
for j:=1 to k-1 do



begin
g:=0;
for i:=1 to j do
begin
s:=s+((wlil-wli-1])*c[il)/(betatw[i]];
awljl:=s;
end;
writeln{"gw[',3,'1=",gw[j]:6:2):
end;
writeln:
condition:—false;
Ji=1;
while (condition=false) and (j<=k-1) do
begin
. if awl[jlrclj+1]
then condition:-trus:
Jr=j+t;
end;
AT condition=true
than beagin
clascoup:=31-1;
writeln;
writeln{'la classe de coupure est:’,clascoup);
end
else beqgin
clascoup:=k:
wr i Leln;
writelin('la classe de coupure est:',clascoup):
ehd;
aend:
writeln:
writeln( 'voulez-vaous recommencer 2(y/n)'):
readlnirep);
until rep ink'N','n"];
END. [fin du programme}
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Lo Symbole Transformée Laplace
EXPOMENTIELLE E S ks
DETERMINISTE D e
ERLANG{M) E (p/prs] )"
Cox2 C TR WAE-S3VR BE
(pe/lstp2)-pr/iatl ) ra
[ EAMSTORMEL L LaltbAacLh ﬁ

le nombre de classes aal!
3

beta =7

i

FPOUR LA CLASSE 1
donner le taux d'entrées tauxE

2

donner le taux de service hauxi
0.h

donner le gain

10 -

donner le cout

0

donner la densite
F

gainpr = 10.00
alphal1,0]= 0.33
z[1,1]= 5.00

PUOUE LA CLASSE 2
donner le taux d'entrée tauxkE

1

donner le taux de service Lauxi
1

donner le gain

5

donner le cout

1

danner la densite
E

gainpr = EB.0Q0
alpnal2,0]= .50

z[2,1]= .00




FOUR LA CZLASSE 3
donnar le taux d'entree tauxk
3
donner le taux de service tauxs
2
donnar To gain
15
donner le cout
0
donner la densite
E
gainpr = 15.00
alphal3,0]= 0.6/
z[3,1]1= 30.00

max= 30,00
pos=3
gtaux[1]= 3.00

donner la precision e
.08
gammal1]= 0.68

ke REERERRXERTIn da Ta premigére partiekioiiokdrsksoriiok

L

alphal2,1]= 0.686

I[2,2]= —4.43
alphal[3,1]= 0.66

Z[3.2]1= T.87
max= T.87
pos=3

gtaux[2]= 4.00

dornar la precision e
0.058
gammal[2]= 0.&1

alphal[3,2]= 0.72
Z[3,3]= 16.73

max= 16.73

pos=3

gbaux[3]l= 45,00

donner la precision e
g.05
gammal3]= D.71

£ G



LE CLASSEMENT DONNE

POUR LA CLASSE 1:

le taux d'entrée est: 3
e taux de service sst: 2
1e gain est: 15

le coub est: O

la densite est: E

POUR LA CLASSE 2:

le Laux'd'entrée est: I
le taux de service est: 1
le gain est: &

le cout est: O

la densite est: E

FOUR LA CLASSE I:

le taux d'entree est: 2
le taux da serwvice est: 1
le gain est: 10

le cout ast: 0

la densite est: E

dkackkexkdakkxfin de la deuxiéme parbiexkkxkrkErEid s

wli1]l= 0.88
wl2]= 1.5k
w[3l= 1.75

gw[1]= 14.01
gw[2]= 16.08

la classe de coupure esht:d

voulaz—-vaous trecommencer 2(y/n)
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