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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles
abstraites considérées dans un espace de Banach.
Il existe plusieurs méthodes d’étude de ce type d’équations, parmi lesquelles, on s’intéresse
dans ce Mémoire a celle basée sur la théorie des semi-groupes analytiques et les puissances
fractionnaires d’opérateurs linéaires. On montre des résultats d’existence, d'unicité et de ré-

gularité des solutions de ces équations intégro-différentielles .

Mots clés : Equation intégro-différentielle abstraite, semi-groupe analytique, solution clas-

sique, solution locale, solution globale.




Abstract

In this work, we are interested in the study of a class of abstract integro-differential
equations considered in a Banach space. There are several methods of studying this type
of equations. Among which, we are interested in that based on the theory of analytic semi-
groups and the fractional powers of linear operators and we show results of existence, uni-

queness and regularity of the solutions of these integro-differential equations.

Keywords : Abstract integro-differential equation, analytic semigroup, classical solution,

local solution, global solution.




LJA&.LQM
il a5 jaadl Addialil] Alal il Y olaall (e A28 Ay ) gaige (o Jandl 20 S
L FL el g
Alliy o gaiga pad b K3l sda B clgin e cYladdl e gl 138 A il G o Bae s
cagngll i daall ) Sall A ol o gl g Aabdall el slall AL i e Al
- Aalialnl) Aulalall o alaadl 02a J glad Auallatll 4 ddslan o)

Ja e dae Ja o SIS Ua bl gy slatl oo e dloalit A0S Al sAoalidal) SilalS))




Notations

Notations générales

X : Espace de Banach.
||.||x : Norme de 'espace X.
Z(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires continus de I'espace X dans I’espace Y.

C*(Ja, b]) : L’ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables sur I'intervalle
Ja, b[.

C%[a,b]) : L’ensemble des fonctions de Hélder, continues sur 'intervalle [a, b], & expo-
sant 0, 6 €]0, 1].

A : Opérateur linéaire .

D(A) : Le domaine d'un opérateur linéaire A.

A~!: L’inverse d'un opérateur linéaire A.

A® : Opérateur linéaire a exposant fractionnaire a.

G(A) : Graphe d'un opérateur linéaire A.

(A — XI)~! : La résolvante d’un opérateur linéaire A.

p(A) : L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A.

H™(Q) = {ue L*Q), tel que D% € L*(2), Va € NV |a| < m}.
H(Q2) = {u e H™(Q), tel que upq = 0}.

Wmr(Q) = {u € LP(Q), tel que D*u € LP(Q), Va € NV |a| <m}.
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INTRODUCTION

La plupart des modeles mathématiques construits a partir des problemes de Phy-
sique, d’'Ingénierie ou de Biologie, sont mieux traités lorsqu’ils sont présentés sous la forme
des équations intégrales ou intégro-différentielles. Actuellement, ces équations sont devenues
d’une importance considérable en Analyse Mathématique.

D’une maniére tres simple, une équation différentielle lie des fonctions inconnues, leurs déri-
vées et leurs variables indépendantes. Une équation intégrale contient des fonctions inconnues
sous une intégrale. Le terme équation intégro différentielle est utilisé dans le cas ou I'équa-
tion contient une fonction inconnue avec ses dérivées et quand une fonction inconnue ou ses

dérivées ou les deux apparaissent sous une intégrale.

Vers la fin du 19 iéme siecle, une nouvelle théorie de V. Volterra (1860-1940) sur les
équations intégrales et intégo-différentielles a contribué d’une maniere cruciale au dévelop-
pement de I'analyse fonctionnelle, dont il est considéré comme I'un des fondateurs de cette
branche tres importante des Mathématiques.

Cette époque a été marquée, aussi, par 'apparition de la théorie de Fredholm (1866-1927)
concernant ’étude d'un type général d’équations, I'approche de Fredholm s’est basée sur

I’extension, en dimension infinie, de I’étude des systéemes de dimension finie.

Ce travail est consacré a ’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abs-

traites non linéaires considérées dans un espace de Banach. Le terme "abstraites" signifie que
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Introduction

ces équations sont a coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés) dans un espace
de Banach.
Ce Mémoire, représente une synthese des résultats obtenus dans 'article de D. Bahu-

guna [1], intitulé :
"Integrodifferential equations with analytic semigroups"

En utilisant une approche basée sur la théorie des semi-groupes et les hypotheses F' et
Fy, énoncées ci-dessous, nous établissons des résultats essentiels d’existence, d’unicité et de
régularité des solutions de ce type équations. Plus précisément, on se propose d’étudier, dans

un espace de Banach X, I’équation intégro-différentielle suivante :

du(t) _
— o T Au(t) = f(tu(t) + K(u)(t), t > to, (0.1)
u(to) = uo,

ou

K(u)(t) = | “a(t — $)g(s, uls))ds. 0.2)

to

Les hypotheses fondamentales de ce travail sont :
Hypotheése F : Soit U un ensemble ouvert de [0, 00) x X,. Pour chaque (¢,z) € U, il existe
un ensemble V' C U voisinage de(t, x), et deux constantes L > 0,0 < 6 < 1 tels que

£ (s ) = f(s2,0)[| < Lllsy = s2]” + [Ju — v]la], (0.3)

pour tous (s1,u), (s2,v) € V. Ici X,, pour 0 < a < 1, désigne l'espace de Banach D(A?%)

muni de la norme ||ul|, = ||A%u||.

Hypothése Fy : Soit U un ensemble ouvert de [0,00) x X,. Pour chaque (t,z) € U, il

existe un ensemble V' C U voisinage de (t,z) et une constante Ly tels que

1f(s,u) = f(s,0)[| < Lollu = vlla, (0.4)

pour tous (s,u),(s,v) € V.
L’équation (0.1) représente une formulation abstraite de certaines classes d’équations
intégro-différentielles paraboliques. Ces types d’équations modélisent les phénomenes phy-

siques impliquant certains types d’effets de mémoire. Par exemple, Nohel [17] a considéré
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une équation de Volterra non linéaire du type (0.1), dans laquelle g(¢, u(t)) = Bu(t), on —B
est un opérateur dissipatif non linéaire. Pour plus de détails sur ces formulations et les tech-
niques correspondantes utilisées pour étudier de tels problémes, nous renvoyons le lecteur a
Bahuguna et Pani [3], Barbu [4, 5, 6], Crandall, Londen et Nohel [8].

Heard et Rankin [11] ont considéré 1'équation intégro-différentielle suivante dans un

espace de Banach X :

du(t)
dt

U(to) = Ug-

+ A(t)u(t) = f(t,u)) + [ alt — s)g(s,u(s))ds, to <t <T (0.5)

ou l'opérateur linéaire —A(t) pour chaque t > 0 est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique dans X, 'application non linéaire g, définie sur 'ensemble [0, 00) x D(A(0))
a valeurs dans X, est telle que g(¢,.) une fonction lipschitzienne sur le domaine D(A(0)) de
I'opérateur A(0) dans X par rapport a la norme du graphe de A(0). L’application non linéaire
f, définie sur [0, 00) x X, a valeurs dans X, satisfait la condition :

il existe des constantes L > 0,0 <n,7<1let 0 < a <1, telles que :

1t 2) = f(s,9)ll < Lt = s|" + [z = y[]2], (0.6)

pour tous (t,z), (t,y) € [0,00) x X,.
Webb [24] a également considéré (0.5) et a supposé que f de R x X; dans X, et pour

chaque t € R, il existe une constante positive C(t) telle que :

1t 2) = it y)lla < C@)llz = ylh- (0.7)

pour tous x,y € X;.
Le résultat d’existence est prouvé en résolvant d’abord de maniere unique 1’équation intégro-

différentielle suivante :

du;t(t) + A(t)uy(t) = f(t,0(t) + J alt — s)g(s,uu(s))ds, to <t <T, 0.3)
uv(tO) = Ug,

ou v(t) est choisi parmi un sous-ensemble fermé, borné et convexe S d’'un espace de Banach
approprié. L’existence d’un unique u(t) est établie en prouvant que l'application K (v) = w,

est une contraction stricte de S dans S. Ceci est possible grace a I’hypothese de régularité
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supplémentaire (0.7) sur f. Comme Heard et Rankin [11] ont supposé une condition plus

faible (0.6), ils nécessitent une estimation du type suivant sur K :
1 (v1) = K(v2)llowx) < Cllor = valle x,) + € (0.9)

et ils utilisent le théoreme du point fixe de Schauder pour établir I'existence des solutions.

Lorsque (0.6) est remplacé par I'hypothese plus forte (0.3), énoncée ci-dessous. Les méthodes
utilisées par Heard et Rankin [11] n’impliquent pas que la solution est unique sauf dans le cas
ol X est un espace de Hilbert. De plus, la fonction non linéaire g est supposée étre définie
de [ty,T) x W dans X ou W est un sous-ensemble ouvert de X et satisfait la condition de

Lipschitz locale :

lg(t,z) = g(s,y)|| < bollx —yl| (0.10)

pour tout t,s € [to, T) et z,y € Bi(yo;7) ={z € X1 : ||z —wol| <7}

Ce mémoire comporte quatre chapitres et est organisé comme suit :

> Le premier chapitre contient des rappeles des notions de base d’analyse fonctionnelle :
espace de Banach, espace de Hilbert, espace de Holder, les opérateurs linéaires, les semi-
groupes d’opérateurs linéaires et les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires.
> Le deuxiéme chapitre contient un survol sur les équations intégrales et les équations
intégro-différentielles, ainsi que leurs différentes propriétés,
> Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles
abstraites non linéaires. Il est constitué de deux parties principales :

La premiére partie concerne ’étude d’existence locale et de régularité des solutions inté-
grales (Mild) et classiques . Le résultat essentiel de ce chapitre est représenté par le théoreme

suivant :

Théoréme 0.1. Supposons que l'opérateur —A engendre un semi-groupe analytique {S(t) }+>0
avec ||S(t)|| < M,t >0 et que 0 € p(A). Si les applications f et g vérifient I’hypothése Fy et
que le noyau a satisfait (H), alors le probléme (0.1) a une solution classique locale unique

pour tout ug € X,.

Dans la deuxiéme partie nous nous intéressons a L’étude de 'existence globale des

solutions classiques. On montre la résultat principal suivent :

Théoréme 0.2. Soit 0 € D(A) et —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
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tique {S(t) }i>0, satisfaisant
IS@I < M,

pourt < ty. Soit f,q : [ty,0) X X, — X deux fonctions vérifiant I’hypothése F et a le noyau
satisfaisant (H). S’il existe des fonctions continues non décroissantes ki et ko de [tg, 00)

dans [0,00), telles que

1F &) < k(@) (1 + [|2lla) pour t > o,z € Xa, 011)
et |lg(t; 2)|| < k() (1 + [|lzla) pour t > o, € Xa,

alors le probleme aux valeurs initiales (0.1) admet une solution classique unique u sur l’in-

tervalle [tg, 00) pour tout ug € X,.

> Le quatrieme chapitre est une application de ce qu’on a traité dans les chapitres

précédents, sous forme d’exemple de probleme concrets en EDP parabolique dans 'espace
considéré.

Ce travail se termine avec une conclusion générale et les références bibliographiques

relatives a I’ensemble des travaux présentés ici.
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CHAPITRE

PRELIMINAIRES

Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons des concepts de base qui serviront dans les chapitres
suivants. En particulier, nous rappellons les notions des opérateurs linéaires et des semi-

groupes opérateurs linéaires bornés ainsi que leurs différentes propriétés.

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel X normé et complet.
Autrement dit : 'espace X est muni d’une norme ||.|x et toute suite de Cauchy d’éléments

de X est convergente dans l'espace X pour la norme ||.||x.

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2. On appelle espace de Hilbert X, tout espace de Banach X dont la norme
provient d’un produit scalaire (.,.) sur X (c’est-a-dire : |z||x = /(z,z),Vo € X.

15
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1.1.3 Espace de Holder

On rappelle que l’espace de Banach C([0,1]; X) désigne l’espace des fonctions continues

sur lintervalle [0,1], d valeurs dans Uespace X, muni de la norme :

1Flleqonx) = max [[f ()] x-

Définition 1.3. On appelle espace de Hélder a exposant 0 €0, 1[, l’espace de Banach noté
C%([0,1]; X) et défini par :

W)= {f: 015X [ [flg= sup FOZTEN )

t,5€[0,1],t£s |t — 5]’
Cet espace est muni de la norme || f | co(o0.1.x) = |lflcqo;x) + [flo, ou plus précisément, de
la norme :
1£(@) = f(s)ll

X)) = t
Illeoomo = max I @®)llx + sup  “=5—

1.2 Les opérateurs linéaires

1.2.1 Opérateur linéaire borné

Définition 1.4. Soient X etY deux espaces de Banach.
Dire que A est un opérateur linéaire sur X, signife que A est une application linéaire définie

sur un sous-espace vectoriel D(A) C X, appelé domaine de l'opérateur A.

Définition 1.5. Soient X etY deux espaces de Banach et A : D(A) C X — Y un opérateur
linéaire. Dire que 'opérateur A est borné, signifie qu’il existe une constante C' > 0, telle que
[Aully < Cllullx, Yu € D(A).

Sinon, A est dit opérateur linéaire non borné.

Remarque 1.1. Lorsque D(A) = X, alors l'opérateur linéaire borné A est continu.

Cect nous conduit au résultat suivant :

Théoreme 1.1. Soient X etY deux espaces de Banach.
Un opérateur linéaire A défini sur D(A) = X, d valeurs dansY est continu si, et seulement

s’il est borné.

16
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Remarque 1.2. On note par £(X;Y) lespace des opérateurs linéaires continus sur X d

valeurs dans Y. On le munit de la norme définie par :

[Allzceyy = sup [ Aully.
weX,ul <1

1.2.2 Opérateur linéaire inversible
Soit X etY deux espaces de Banach et A € L(X,Y).

Définition 1.6. On dit que Uopérateur A est inversible s’il existe opérateur linéaire B €
Z(X,)Y), tel que Ao B=1y et BoA=1Ix, oulx (resp.Iy) est l'opérateur identité de
X (resp. de'Y).

Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle opérateur inverse de A ou plus
simplement inverse de A et on le note B = A~1.

Cas particulier Si X =Y et X est de dimension finie et A € £(X, X), alors Uinversibilité
de A aura plusieurs aspects équivalents.

Plus précisément, rappelons le résultat tmportant suivant :
Théoreme 1.2. Si dim X < 0o, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.

2. A est injectif.

3. A est surjectif.

4. A admet un inverse a droite (i.e. il existe B € L(X,X) tel que Ao B = 1Ix)

5. A admet un inverse d gauche (i.e. il existe C € L(X,X) tel que Co A= 1Ix).

Théoréme 1.3. Soient X et Y deux espaces de Banach. Si l'opérateur A est linéaire,

continu et bijectif de X dansY , alors lopérateur linéaire A~ est continu de Y dans X.

Preuve 1.1. (voir H. Brezis [7], p. 18-19)

1.2.3 Opérateur linéaire fermé

Définition 1.7. Soit X un espace de Banach. On appelle graphe d’un opérateur linéaire
(A, D(A)) le sous-espace de X x X, défini par

G(A) ={(z,Az) 1z € D(A)} C X x X.
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Définition 1.8. Soient X etY deux espaces de Banach et A: D(A) C X — Y un opérateur
linéaire. On dit que l'opérateur A est fermé si son graphe G(A) est un ensemble fermé dans
X xY.

Proposition 1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : D(A) C X — Y un
opérateur linéaire. On dit que ['opérateur A est fermé si, et seulement si, il existe une suite
(Un)nen d’éléments de D(A), telle que u,, — u dans X et Au, — v dans Y, alors u € D(A)
etv=Au .

Proposition 1.2. L’opérateur linéaire fermé A est continu sur son domaine D(A) muni de

la norme du graphe
[ullpay = llullx + [[Au]ly-
Ainsi, on obtient un espace de Banach (D(A);||.||pca))-

Théoréme 1.4. Soient X etY deuz espaces de Banach et A: D(A) C X — Y un opérateur

linéaire. Si l'opérateur A est fermé et admet un inverse A~' alors A™' est fermé.
Preuve 1.2. (voir H. Tanabe [23]).

Proposition 1.3. Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur
linéaire. Soit I = [a,b] C R un intervalle de R et uw : I — D(A) une fonction telle que
u(t) € D(A) et les fonctions t — u(t) et t — Au(t) soient intégrables sur I (i.e. : les
intégrales [Pu(t)dt et [° Au(t)dt sont convergentes), alors [Pu(t)dt € D(A) et la relation

suivante est vérifiée :

b b
A / w(t)dt = / Au(t)dt.
Preuve 1.3. (voir H. Tanabe [23]).

Proposition 1.4. Soit Y un intervalle ouvert de R, I = [a,b] C R et f une fonction continue

0
deY x I dans K, tels que la dérivée partielle 0f existe et est continue sur'Y x I. Soient u
x

et v deuz applications dérivables de X dans I, alors l'application définie par ¢ : X — K et
Ve e X, p(x) = f”((;”)) f(z,t)dt est dérivable sur X et sa dérivée ¢ est définie par

u

Vo € X, ¢ (z) = /(()) gi(:v,t)dt + (@) f(z, 0(2)) — o (@) f(z, u(x)).

Preuve 1.4. (voir H. Tanabe [23]).

Notre travail nécessite une autre notion importante :
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1.2.4 Opérateur maximal dissipatif

Définition 1.9. Un opérateur linéaire (A, D(A)), dans un espace de Banach X, est dissipatif
s1
Vo € D(A),VA >0, ||Ax — Az|| > ||z]|.

Définition 1.10. Un opérateur linéaire(A, D(A)), dans un espace de Banach X, est mazimal

dissipatif si
e A est dissipatif,
e Vfe X,VA>0,3x € D(A) tel que \x — Az = f.
Dans le cas ot 'espace X est de Hilbert, on a la définition suivante :

Définition 1.11. Un opérateur linéaire (A, D(A)), est dissipatif si, et seulement si
Vo € D(A), (Az,z) <0.
Si X est un espace de Hilbert complexe, alors la condition précédente sera remplacée par

Vo € D(A), Re(Azx,z) <O0.

1.2.5 Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Définition 1.12. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.

1. On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble noté p(A) et défini par :

p(A) ={N € C,A\ — A: D(A) — X est bijectif et (\[ — A)™' € L(X)}.

2. On appelle spectre de A, l'ensemble o(A) = C\p(A).

3. Pour \ € p(A) , Uopérateur linéaire borné R(\, A) = (\[—A)~! est appelé la résolvante

de l'opérateur A au point X.

1.2.6 Opérateur adjoint, opérateur auto-adjoint

Définition 1.13. Soit X un espace vectoriel normé. On appelle forme linéaire continue sur

X, tout opérateur linéaire continu f: X — Y ouY =R ou C. Six € X alors la valeur de
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x prise par f est notée (x, f).

L’espace des formes linéaires continues sur X est appelé dual de X et on le note X*.

Définition 1.14. On dit qu’un opérateur linéaire (A, D(A)) est a domaine dense si
D(A) = X.

Définition 1.15. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et A: D(A) C X =Y un

opérateur linéaire a domaine dense dans X. Considérons l’ensemble
D*={feY"/(Azx, ) = (x,¢) o p € X*} C V™.

L’opérateur A* défini par D(A*) = D* CY d valeurs dans X* et tel que
A*f = ¢ est appellé 'adjoint de A.

Ainsi, on a la relation fondamentale qui lie les opérateurs A et A* :
(Az, f) = (2, A"f),Vx € D(A),Vf € D(A").

Théoréme 1.5. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et A: D(A) C X — Y un

opérateur linéaire a domaine dense dansX, alors l'opérateur adjoint A* est fermé.
Preuve 1.5. (voir H. Brezis [7]).

Définition 1.16. Soit X un espace de Hilbert et A € £(X) . L'opérateur linéaire A est
auto-adjoint si A = A* | en d’autres termes : (Ax,y) = (z, Ay),Vz,y € X.

1.3 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale de Lebesque pour les fonctions a

valeurs dans un espace de Banach.

Mesurabilité et fonctions simples

Définition 1.17. (Fonction simple)
Une fonction u : Q@ — X est dite simple (ou étagée), si elle est mesurable et s’il existe

un nombre fini d’ensembles Lebesque-mesurables B C A de mesure finie, deur a deux

li=1,n

disjoints tels que, u prenne une valeur constante b; € X sur chaque B; pour i =1,....,n et

u s’annule sur B, =/ U?:_f B;. Il revient au méme de dire que u = > ; b;xp,, ou X, est
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la fonction caractéristique de l’ensemble B; C € et b, = 0. On note S(£2, X') lensemble des

fonctions simples de ) dans X.
Proposition 1.5. L’ensemble de fonctions simples S(Q, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.18. (fonction fortement mesurable)
Une fonction u : @ — X est dite fortement mesurable s’il existe une suite (uy,)nen de S(£2, X)
telle que :

lim ||u,(z) — u(z)||x =0, pour p.p. v € Q.

n—00

Proposition 1.6.

1. L’ensemble des fonctions fortement mesurables est un espace vectoriel.

2. Siu:Q— X est fortement mesurable alors la fonction
Jullx : Q@ = R,z [lu(z)]|x

est aussi fortement mesurable.

Définition 1.19. (Fonction Bochner-intégrable) Une fonction u : Q — X est dite Bochner-
intégrable s’il existe une suite (un)nen de S(2, X) telle que u,(x) — u(x) pour p.p. x € Q
etfq ||un(z) — u(x)||xde — 0. On note l’ensemble des fonctions Bochner-intégrables de €
dans X par L1 (Q, X). Une suite (un)nen possédant les propriétés citées dans la définition

ci-dessus est dite suite approximante pour u.

Proposition 1.7.

1. Une fonction u : Q0 — X est Bochner-intégrable ssi u est fortement mesurable et

/Q u(@)|xda < oo.

2. LY, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.20. Siu € £ (Q, X) , on définit

/Qu(:t)daj = lim [ wu,(z)dz,

n—oo JO

0t (Up)nen est une suite arbitraire de S(Q, X) approximante pour u. La valeur [qu(x)dx

s’appelle l'intégrale de Bochner de la fonction u.
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Remarque 1.3. Lorsque A C Q est Lebesgue -mesurable et u € £LY(Q, X) , on définit

/Au(x)dx:/ﬂu(x)XAdx.

Proposition 1.8. 1. Siue ZY (0, X), ona:
d </ dr.
| [ u@)dzlx < [ Ju(@)]xde

2. L’intégrale de Bochner [ : £ (Q,X) — X est une application linéaire.

3. Si A et B sont deux ensembles Lebesque-mesurables disjoints de €1 | alors pour tout
ue LX), ona

/AuBu(x)dx:/Au(x)dx_‘_/Bu@ﬁw-

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

La théorie des semi-groupes dévellopée dans les années 40, permet de résoudre une grande
classe des équations aux dérivées partielles (EDP). Cette théorie joue un role trés important
dans ’étude des probléemes d’évolution dans le cadre abstrait. Un de ses ingrédients essentiels

est la notion d’opérateurs linéaires non bornés.

1.4.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.21. Soit X un espace de Banach. La famille d’opérateurs linéaires bornés

{T'(t)}+>0 est dite semi-groupe, si les deuz conditions suivantes sont vérifiées :
1. T(0) =1, (ou I désigne l'opérateur identité).
2. T(t+s)=T()T(s),Vt,s > 0.

3. Si de plus, la condition suivante est satisfaite :

lim T'(t)r = z,Vo € X,

t—0t

alors la famille d’opérateurs {T'(t)}i>o est dite semi-groupe fortement continu ou

Co-semi-groupe.
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Théoréme 1.6. Soit {T(t)}1>0 un Cy semi-groupe, alors il existe deux constantes M > 1
et w >0, telles que
1T () || px) < Me®t, vt > 0.

En particulier, Si M =1 et w =0, alors {T(t)}+>0 est un Cy-semi-groupe de contraction.

Définition 1.22. Un semi-groupe {T'(t)}:+>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit

uniformément continu sur X si :

lim [|T'(t) = I|[rx) = 0.

t—0t

Voici une autre notion de base en théorie des semi-groupes :

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.23. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0, tout

opérateur linéaire A défini par

T(t)r —x

D(A) = {z € X, lim; o+ existe}

m’fﬂ”,w € D(A).

Az = lim;_,o+
On dit aussi que l'opérateur A engendre le Cy-semi-groupe {T'(t) }+>0.

Exemple 1.1. X = BUC([0, +o0[) : désigne l’espace des fonction définies, uniformément

continues et bornées sur l'intervalle [0, +00]. 'espace X est muni de la norme de convergence

uniforme [|¢]lcc = SUDsefo,+oof [H(E)]

On définit les opérateurs {T(t) }1>0 par :
T()$(x) = 8(t + 2), 2 € [0, +00f, 6 € X.

Alors

1. {T(t) }1>0 est un Cy semi-groupe de contraction de L(X).

En effet, on a (X, |.||«) est un espace de Banach.

a.Montrons que ¥t > 0,T(t) est linéaire et continu (borné).

(i) Lopérateur T(t) est linéaire, pour tout t > 0 (facile a faire.
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(ii) T'(t) est borné (continu), pour toutt >0 :
Soit p € X, on a

IT(t)¢llx = sup [T(t)p(x)] = sup [o(t+ z)|.
2€[0,+00] z€[0,+o00[

On utilise le changement de variable t + x = a« = « € [t,+00]. D’ou

IT()¢llx = sup [o(t+ )

z€]0,00[

< sup [|¢(a)| = [ollx

Alors AM =1 > 0 telle que ||T(t)o||x < 1||¢]x-

Dot || T(t)||. 2@ < 1. Donc T(t) est borné , ¥Vt > 0.

b. Montrons que {T'(t)}+>0 est un semi-groupe fortement continu de £ (x)
Soit p € X,t >0

> On a T(0)p(x) = ¢(0+ ) = ¢p(x) = Ip(x), Donc T(0) = Idx.

> Soitt,s > 0,0 € X | alors

T(t+ s)p(x)

ot +s+x)=T(t)d(y)

T(t)¢(s + )
T()(T(s)¢(x)).

Car T(s)p(x) = ¢(s+x), par definition de T(s)p(x) = ¢(s+ z).
Doil T(t +5)6(x) = (T()T(5))6 ().
Ainsi T(t+s) =T(t)oT(s) =T ()T (s). Donc {T(t)}i>0 est un semi-groupe de L (x).

c.Montrons que Uapplication t — T(t)p, est continue Vo € X, Vt > 0.
1l suffit de montrer que

lim | T(6)6 = T(0)6]lx = 0,%6 € X.
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On a

lim |86 — 6llx = lim ( sup [T (H)o(x) — 6(x))).

t—0t t=0% 1[0, 4-00]

=0.

Par conséquent {T'(t)}1>0 est un Cy semi-groupe de £ (x). De plus, on a |[|[T(t)|| 2@ < 1,
alors le Cy semi-groupe {T(t)}i>0 est de contraction .

D’autre part, la définition du générateur infinitésimal d’un semi-groupe, permet de détermi-
ner le générateur infinitésimal A du semi-groupe {T'(t)}4>0, défini par

A:DA)CcX — X O Ap=¢'.

Nous présentons, ici, quelques propriétés importantes des semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés (voir Pazy [18]).

Proposition 1.9. Soient {T'(t)}i>0 un Cy semi-groupe sur X et A son générateur infinité-
simal. Si x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a ’égalité :

T(t)Azx = AT(t)x,Vt > 0.

Preuve. Soit x € D(A). Alors pour toutt >0, on a :

T _
T(t)Ax =T(t) lim )z =z
h—0t h
_ lim T(h)T(t)x —T(t)x
h—0+ h

Donc T(t)x € D(A) et T(t)Az = AT (t)x, ¥Vt > 0

Proposition 1.10. Soient {T(t)}1>0 et A son générateur infinitésimal. Alors lapplication :
te€0,00) — T(t)x € X,

est dérivable sur l'intervalle [0,00), pour tout x € D(A) et on a :

;iT(t):c =T(t)Ax = AT (t)xz,Vt > 0.

Proposition 1.11. Soit {T'(t)}+>0 un Co-semi-groupe sur X. Alors, pour tout v € X et
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t>0, ona
t+h
lim E/ s)xds = T(t)x.

h—0t

pour tous x € X ett > 0.

Preuve. L’égalité de [’énoncé résulte de I’évaluation :

/ (t)ads — T(t)z|| = | / T(t))ads|

< sup ||T(s)z —T(t))xl,
s€[t,t+h]

et de la continuité de l'application [0,00) 2t — T(t)xr € X.

Proposition 1.12. Soient {T'(t)},t > 0 un Cy-semi-groupe sur X et A son générateur

infinitésimal. St x € X, alors :
t
/ T(s)zds € D(A),
0

et on a l’égalité :
A/ s)xds =T(t)x — z,Vt > 0.

Preuve. Soient x € X et h >0 . Alors :

T(h;L_I/tT( Yzds = 1/t (s—l—h):):ds—}ll/tT(S)de

0 0

t+h Jed 1 tT p
h/ u)x U_E/o (s)xds
t+h 1 rh 1 gt
/ w)rdu — —/ T(u)xdu — —/ T(u)xdu
" h h Jo

t+h
h/ w)zdu — —/ w)zdu.

Par passage a la limite pour h — 07 et compte tenu de la proposition précédente, mnous

obtenons :

A/ s)xds =T (t)x —T(0)x =T (t)x — z,¥Vt > 0

et
/ "T(s)xds € D(A).

Théoreme 1.7. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

uniformément continu sur X si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Proposition 1.13. Soient {T'(t)}i>0 et {S(t)}i>0 deux Cy-semi-groupes sur X, dont les

26



Semi-groupes d’opérateurs linéaires

générateurs infinitésimauzr sont notés A et B respectivement. Si A = B, alors
T(t) = S(t),Vt > 0.

Pour conclure cette section, nous donnons un diagramme qui représente la relation entre un

semi-groupe, son générateur infinitésimal et la résolvante du générateur infinitésimal.

[ Le semi-groupe d'opérateurs ISU]};E“ J

Ax = 1imM R, (A)=["e"S()dt,Re > 0.
-0 D
R,(A)=(AI - )"
[ (A, D(A)) ]__L > [ R,._{A]:(M—A}"J
Le générateur infinitésimal de f.‘:i{r}}r.zu .4:1—{3,-_{A}}" La résolvante du générateur

Figurel. Diagramme : semi-groupe et son générateur.
On a aussi ces théorémes essentiels en théorie des semi-groupes :

Théoréme 1.8. (Théoréme de Hille-Yosida ) Un opérateur linéaire A est le généra-
teur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction {T(t)}1>o0 si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Uopérateur A est fermé et D(A) = X.

(i7) p(A) D {\ € C/ReX > w}, ot p(A) désigne l'ensemble résolvant de A et

1
(A= X)) < e _ o bpour ReX > w.

Une généralisation du théoreme de Hille-Yosida est donnée dans le :

Théoréme 1.9. (Théoréme de Phillips-Miyadera-Feller)

Un opérateur linéaire A vérifie les deux conditions suivantes :

(i) A est fermé et D(A) = X.

(i) il existe deux nombres M > 1 et w > 0, tels que l’ensemble résolvant de A,

p(A) D{N e C/ReX > w} et [(A=X)"| < = pour Re\ >w,n=1,2, ...

M
(ReA—w)

27



Quelques semi-groupes particuliers

si, et seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0, tels que
IT()||Lx) < Me**, ¥t > 0.

Théoréme 1.10. (Théoréme de Lumer-Phillips)
Supposons que A est un opérateur linéaire a domaine dense dans un espace de Banach X
avec D(A) et R(A) dans X. Si Uopérateur A est dissipatif et il existe un Ao > 0 tel que

R(MI — A) = X, alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction

{T'(t) }>0-

1.4.3 Semi-groupes particuliers

Semi-groupes différentiable

Définition 1.24.

o Un Cy-semi-groupe {T(t) }1>0 sur un espace de Banach X est dit différentiable pourt > t,
si pour tout x € X , lapplication t — T (t)x est différentiable pour t > t.

o {T'(t)}+>0 est dit différentiable, s’il est différentiable pourt > 0.

Proposition 1.14. Soit {T'(t)};>0 un Co-semi-groupe différentiable pour t > ty et de géné-
rateur infinitésimal A. Alors :

(i) Pour tout n € N* et tout t > nty, T(t) : X — D(A") et T™(t) = A"T(t) est un
opérateur linéaire borné.

(i) Pour tout n € N* et tout t > nty, lapplication t — T™ D (t) est continue pour la

topologie uniforme des opérateurs.

Preuve 1.6. (voir Pazy [18], p. 52).

Semi-groupe analytique

Dans cette section nous étudions la possibilité d’étendre le domaine du paramétre t des
semi-groupes {T'(t) }+>0 a des régions du plan complexe contenant 'intervalle [0, 0o[ , appelées

angles autour de la demi-droite réelle positive, notées :

A={z€C:0, <argz < 0,0, <0< b}
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Im

ta

Re

0,

Figure 2 : Secteur autour la demi-droite réelle positive.

Définition 1.25. Soit A un secteur dans C. On appelle semi-groupe analytique la famille

d’opérateurs linéaires bornés {T'(z),z € Q} satisfaisant les conditions suivantes :
1. T(z1 + 20) = T(21)T(22) pour tous z1z2 € /.
2. T(0) =1, ou I désigne l'opérateur identité.
3. Pour chaque z € X,lim, .o T(z)r =z ou z € A.
4. La fonction z — T(z) est analytique dans /.
On rappelle aussi le théoréme trés important :

Théoréme 1.11. Soit {T'(t)}i>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Sup-

posons que 0 € p(A), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. {T(t)}1>0 peut s’étendre a un semi-groupe analytique dans un secteur
A={zeC=|argz| <}
et |T(t)|| est uniformément bornée sur chaque sous-secteur fermé Ag de As tel que
Ay ={z€C,|argz| < ¢ < d}.

2. 1l existe une constante C' > 0, telle que pour chaque o > 0,7 # 0

(A (o +io) < <

I
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3. Il existe 0 <0 < 5 et M >0, tels que
p(A) DD = [\ e C/larg \| <g+5}u{0},

et
M

1A =Nz < o

pour A € XA #0 .

4. {T(t)}1>0 est diffiérentiable pour t > 0 et il existe une constante C' > 0, telle que
C
IATOl.20x0) < -9t > 0.

Preuve 1.7. (voir Pazy [18], p. 60-61).

Théoreme 1.12. Soit A le générateur inffinitésimal d’un semi-groupe analytique. Si B est
un opérateur linéaire borné, alors opérateur linéaire A + B est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique.
Preuve 1.8. (voir Pazy [18], p. 81 ).

Dans notre travail une autre notion sera utilisée, c’est celle des :

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé a domaine dense,

vérifiant Uhypothése (H) suivante :

(i) p(A) DE={AeC J0<w < Jarg\| <7} UU,U est un voisinage de 0,

.. M
(7) (A=) Hx) < m, pour A € .

Notons que si 0 < w < /2, alors l'opérateur —A est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe analytique.
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1.5.1 Puissances fractionnaires négatives d’opérateurs linéaires

Définition 1.26. Soit A un opérateur linéaire vérifiant ’hypothése (H) : Pour o > 0, on

définit les puissances fractionnaires négatives de lopérateur linéaire A par

1
A= — [ N*A-=X)"td),
271 Ya
0l Yo est la courbe contenue dans p(A) et allant de coe™™ d coe® avec w < 0 < 7, en évitant

l'axe des réels négatifs et 'origine de telle facon a ce que \™% soit positif.

Siaa=n €N, alors d’apres le Théoréme des résidus ,
_ 1 _ 1
A n:i,/ A(A — )L,
21 Sy,

ot ., est une courbe fermée entourant l’origine.

Si0<a<1, alors
_ sinma

A0 = /°° A"U(A — AI)"1d.
0

™

1.5.2 Puissances fractionnaires positives d’opérateus linéaires

Définition 1.27. Soit A un opérateur linéaire vérifiant ’hypothése (H) avec w < 3. Alors

pour chaque o > 0 , on définit les puissances fractionnaires positives de ['opérateur A, par

A=) pour o > 0,
Ao (A=) p

1 pour a = 0.
Voici quelques propriétés de ces opérateurs :

Théoreme 1.13. Soit A% l'opérateur linéaire défini précédemment, alors :
(i)A® est un opérateur linéaire fermé d domaine dense (D(A®) = X).

(1) Si 0 < a < B, alors D(AP) C D(A%).

(iii) AP = A2AP = AP A, pour tout o > 0 et 3 > 0.

Preuve 1.9. (Voir Tanabe [23], p. 35).
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1.6 Théoremes du point fixe fondamentaux

Ici, nous présentons les théorémes classiques du point fixe, les plus connus : le théoréme
de Banach, le théoréme de Brouwer et le théoréme de Schauder. Ces théorémes sont tres
importants pour montrer l'existence des solutions numériques pour les équations intégro-

différentielles non linéaires.

1.6.1 Le théoréme du Banach

Le théoréeme du Banach donne [’existence et ['unicité d’un point fixe pour une contraction

sur un espace métrique complet.

Définition 1.28. (Opérateur contractant) Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace
de Banach E. On dit que A est un opérateur contractant s’il existe une constante positive

0 < k<1, telle que
[Aur = Auz|| < Efluy — us] (1.1)

pour tous ui,us € E.

Théoréme 1.14. (Banach,1922)
Soit A un opérateur contractant défini dans un espace métrique complet E a valeurs dans

E. Alors I’équation
Au=u (1.2)

admet une solution unique dans E. Une telle solution est dite point fixe de ['opérateur A.

Preuve. ( Voir [9]) Montrons d’abord l'unicité du point fize.
Raisonnons par 'absurde et supposant qu’il existe deuz points fixes u et v telles que Au = u
et Av = v, alors |ju —v|| = ||[Au — Av|| < k||lu —v]| et (1 —k)||lu—v]| <0. D’ou

, ce qui tmplique u = v.

u—o|| =0

Pour montrer existence, nous allons construire un processus itératif. Soit la donnée d’un

élément initial uy et d’une suite récurrente (uy)n>0 définie par

Upy1 = Aup,n=0,1,2,....
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Théoremes du point fixe fondamentaux

On doit montrer d’abord que cette suite est de Cauchy et que sa limite est une solution de
Uéquation (1.2). L’existence de la limite découle du fait que dans un espace de Banach toute

suite de Cauchy est convergente. Notons que
[tnsr = unll = [[Aun — Aun || < Kfjun — una.
D’ou
st = tnll < Flltn = ten ] < K2t 1 — ool < oo < K"t — ]

En général, si n > m

tn — U || = || (U — Un—1) + (Un—1 — Up—2) + ... + (Unmg1 — Un)]|
< Wn = et || + -1 — tpol] + oo 4 (U1 — Un|

S (k?n_l —+ k’n_2 + ...+ km)Hul — UOH

km
1-k

< (K7 K™ ) — o] = [l — w-

Donc

nm%i_rgoo [t — || = 0.

Par conséquent, la suite (u,) est de Cauchy, notons sa limite par u. Il reste a montrer que

u est une solution de l’équation (1.2). Comme l'opérateur A est continu, nous avons

Au=A( lim u,)= lim Au,= lim u, =u.
n—-+00 n—-+o0o n—-+o00

1.6.2 Le théoréme de Brouwer

Le théoréme du point fize de Brouwer donne l’ezistence d’un point fixe (mais pas nécessaire-

ment 'unicité) pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension

finie.

Théoréme 1.15. (Brouwer, 1910))
Toute application continue T de la boule unité fermée B, C R dans lui méme admet au

moins un point fize.

Preuve 1.10. (Voir[10])
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1.6.3 Le théoréme de Schauder

Le Théoréme du point fize de Schauder prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour
montrer ’existence d’un point fize pour une fonction continue sur un convexe compact dans

un espace de Banach de dimension infinie.

Théoréme 1.16. (Schauder)
Soient X un espace de Banach et E C X un ensemble non vide, convexe et compact. Alors

toute application continue T : E — E possede au moins un point fize.

Preuve 1.11. (Voir [10]).
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CHAPITRE

GENERALITES SUR LES EQUATIONS
INTEGRALES ET LES EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES

Introduction

Ce chapitre est constitué de deux parties principales. Dans la premiére partie, nous
allons présenter une notion tres importante qui est celle des équations intégrales et leurs
différentes propriétés. La seconde partie concerne une autre notion d’une grande importance,

il s’agit des équations intégro-différentielles et leurs propriétés variées.

2.1 Equations intégrales

Définition 2.1. (Equation intégrale) Soit E est un ensemble fermé, borné et mesurable,

d’un espace euclidien. et X un espace de fonctions définies de E dans K (R ou C), A € R
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Equations intégrales

On appelle équation intégrale une équation qui s’écrit sous la forme :
p € X;Ve e E;\p(x /Kwy, ))dy + g(z) (2.1)

otu p est une fonction inconnue, g est une fonction donnée et K désigne le noyau. On note :
K(z,y, o(y)) = K(z,y)-(y).

2.1.1 Classification des équations intégrales

1l existe des différents types d’équations intégrales qu’on peut classer par leurs caractéristiques

en cing types suivants :

1/Le domaine d’intégration : Les équations intégrales dans lesquelles le domaine d’inté-

gration varie avec la variable indépendante dans [’équation sont dites de type Volterra

Az)p( +/ (x,t,0(t))dt,

ceux dont le domaine d’intégration est fixé sont dites de type Fredholm
Az)p( )+ / (x,t, p(x))dt.

2/De premiére (deuxiéme) espéce : SiV z € U, A\(z) =0, alors l’équation intégrale est
de premiere espéece.

> On a les équations de Fredholm et Volterra de premiere espéce suivantes :

g(z) = /ab K(x,t,p(x))dt, a<x <b

et
g(x) = /x K(x,t,o(x))dt, a <z <b.

> Les équations de Fredholm et de Volterra de seconde espéce :

Ap(x) — /bK(ac,t,gp(:z:))dt =g(x), a <z <bA#0,

a

et

T

Ao(z) — / K(z,t,p(x))dt = g(x), a <z <bA#0.

a
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Equations intégrales

3/Linéarité : L’équation peut étre classée comme étant une équation intégrale linéaire ou
bien une équation intégrale non linéaire, si le noyau K est linéaire par rapport a la

troisieme variable, i.e :
K(l’, S, Q0($>> = KO(x7 5)90(‘r)

Sinon, elle est dite non linéaire.

> une équation intégrale de Fredholm non linéaire de deuziéme espéce :

Ap(x) — /bK(a:,t,go(x))dt =g(x), a<z<b AN#0O.

a

4/ Homogene (non homogeéne) Une équation intégrale est homogeéne, si :
Ve e U, g(x) =0 sur [a,b].

Sinon, elle est dite non homogeénes.

Exemple L’équation intégrale
1
() — / K(z,t)p(t)dt =0, 0 <z <1,
0

est linéaire homogéne de Fredholm de deuxieme espéce.

> Léquation intégrale

/I K(x,t)p(t)dt = g(z), a <z <b,

-1
est linéaire non homogene de Volterra de premiere espece.

5/Singuliére par rapport a xz; : L’adjectif singuliére est employé d’une part, quand l’in-
tégration est impropre, dautre part si ['une des bornes d’intégration ou les deux sont
infinies ou si le noyau K ou l'ensemble V', sont non bornés dans la direction z;,
évidement, une équation intégrale peut étre singulicre dans les deux sens.

> Exemple d’une équation intégrale singulicre de Cauchy de la forme :

Au(x) + b /1 u(?) dt + /_11 K(z,t) u(x)dt = g(x).

mJa1t—=x

ou A et b sont deux constantes réelles,K et g sont deux fonctions connues.
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Un autre exemple d’équation intégrale singuliere est l’équation de la forme :

(p<x)_/0$(;{(?)adt:f(x)’ 0<a<l 0<z<1,

qui est une équation intégrale de Volterra faiblement singuliére de deuxiéme espéce.

On peut aussi considérer |’équation intégrale d’Abel de deuxiéme espéce qui a la forme

suivante :
= f(z),a <z <b.

b u(t)
u(x) —/a ﬁdt—

2.1.2 Relation entre les équations différentielles ordinaires et les

équations intégrales

1l existe a une relation fondamentale entre les équations intégrales et les équations différen-

tielles ordinaires (EDO). Soit ’équation différentielle de la forme :

d™u d"tu
a—— +ap (J?)W

don + -+ an(x)u = G(x),

telle que les fonctions ay,as, ..., a, sont définies et continues sur l'intervalle [a,b],

u(a) = lo,u'(a) = 4y, . .. ,u("_l)(a) =l 1.

L’équation (2.2) peut étre réduite d une équation intégrale de Volterra du second espéce

o@)+ [ Kz p(t)at = g(a).

Pour obtenir cette équation intégrale, on utilise la transformation

d™u

Az = p(z).

D’o1, par intégration de a a x, il résulte

Les intégrales successives sont

d"2u T rx2
W - / / (p(xl)dxlde + gnfl(x - CL) + &172,

(2.2)
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Equations intégrales

2

T —a
dxn dzn—3 _/ / / p(z1)dridradrs + £, 1< 5 ) + lps(x —a) + 3,

et en procédant de la méme maniéere, on obtient

/j /:n /(7J9En1.../j2 o(xy)dxy ... dx, = (n—ll)! /:@_t)nlgo(t)dt.

On peut écrire léquation différentielle comme suit :

p(x) + [ K(z,t)p(t)dt = g(x),

o . o t)kil
K(x,t) = ;ak(x)m
et
9(2) = G (@)l r01(2) (=) opr + by sts (@) — . [y a)n: +o oy (2—a)+lo)an ().

Lemme 2.1. Pour toute fonction ¢, on a

2 12 (t)dtds = [ (x — p(t)dt. (2.3)

Preuve. Soit f(s) = [ (t)dt, alors

// £)dtdt = /xf(s)ds:/jl.f(s)ds

/ s.f'(s)ds, (intgration par parties)

=uaf(z (a) /

sp(s
= x/ t)dt — 0 — / to(t) / (x —t)p(t)dt.
Exemple 2.1. : Soit l’équation différentielle
u +au +u=0,

avec les conditions initiales
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POSONS

alors

u —/ t)dt + u'(0), doncu-/om(x—t)@(t)dt—i-l.

En remplacant dans [’équation différentielle donnée, il vient
+/ zo(t dt+/ (x —t)p(t)dt+1=0

donc
o) = —1— /0 "(21 — B (t)dt.

Exemple 2.2. : L’équation intégrale linéaire de Volterra
s 1 T2
u(z) = a° — 5 sin(x) +/ (x* — t)u(t)dt
0

est équivalente, apres les transformations suivantes :

Zlh::(x) =32% — ;cos(w) + (2% — z)u(x) + 22 /Oz u(t)dt,

C;;(x) = 6z + ;sin(as) + (4r — Du(z) + (2* - x);h;(x) + 2/096 u(t)dt,
d3u 1 du 9 d*u du
%(a:) =6+ 5 cos(z) + 4u(x) + (4o — 1)da:( z)+ (2° —x)— o () + (2x — 1)%(36) + 2u(z).

a l’équation différentielle linéaire d’ordre 3 au point ¢ = 0 avec les conditions initiales

d3u 9 d*u du 1
Tl ) — (0 — 0) S (@) — (60— 2) (@) — u(r) = 6+ cos(x).

du 1 d?u

u(0) =0, %(0) = Ty %( )=

2.1.3 Exemples sur les équations intégrales

e Transformée de Fourier et son inverse Pour tout t €] — 0o, +00[, on a

1 .
J23 tru(t)dt = ulz),

ﬁ_

! JoZ emtrg(t)dt = g(x).

Nor
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Equations intégrales

> Ce sont des équations intégrales linéaires singuliéres de premicre espéce.
e Equations d’Abel

[

(tr — 57
avec p > 0,0 < a < 1 et K une fonction réqulicre.
> Cette équation est de type Volterra linéaire non homogéne singuliére de premiére espéce.

e Equations de Volterra linéaires Pour tout © € [a, b],
[T K(z, t)u(t)dt = g(x), (de premiére espéce),
uw(z) = [ K(x, tyu(t)dt + g(z), (du deuziéme espéce).
e Equations de Fredholm linéaires Pour tout z € [a,b],
JPK (2, tyu(t)dt = g(x), (de premiére espéce),

u(x) = N [P K (z,t)u(t)dt + g(z), (du deuziéme espéce).
e Equation Wiener-Hopf, (linéaire, de deuxiéme espéce, non homogéne, singu-
liére)

Au(x) = g(z) + /OOO K(z —t)u(t)dt,z € [0, 00l

2.1.4 Méthodes de résolution des équations intégrales (E.I)

Méthodes directes

On consideére le probléeme de Cauchy de second ordre suivant :

u'(x) = f(z,u(x)),0 <z <1
(PV1)
u(0) = ug, v (1) = uy,

Uintégration des deux cotés de I’équation différentielle de 0 a x, donne

u'(x) = uy + /Oz f(t,u(t))dt,0 <z <1.
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En intégrant une seconde fois
w(x) = ugy + ugr + /Om /OS f(t, u(t))dtds.
En utilisant la relation (2.3) , on obtient
u(x) = ug + uyr + /Ox(x —t)f(t,u(t))dt,0 <x <1,

c’est une équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce.

Exemple 2.3. On considére le probléme suivant :

u'(x) = f(z,u(x)),0 <z <1
(PV2)
u(0) = ug, v (1) = u;.
De la méme maniéere, on intégre les deux cotés de 0 a x, on obtient
u'(x) = c+/ ft,u(t))dt,0 <z <1
0

En intégrant de 0 a z, il vient

w(x) =ug+cx + [y (x—t)f(t,u(t))dt,0 <z <1

(2.4)

Pour déterminer la constante ¢, on prend x = 1 et on utilise la condition U(1) = Uy, d’ou

c=1u —uy— /01(1 —t)f(t,u(t))dt.

Ainsi, l’équation (2.4) devient

u(x) = up + (ug — up)r + /Ol(x —t)f(t,u(t))dt — x/ol(l —t)f(t,u(t))dt
— up + (11 — )z + /01 H1— 2)F(t, u(t))dt — /01 (1 — ) F(t, u(t))dt,

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

() = o + (w1 — o)z — /O1 k(2 ) (£, u(t))dt
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avec

Equations a4 noyau séparable

On considére [’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce a noyau séparable de la

forme :

(@) = g(x) + A / "kl Oult)dt

telle que
k(z,t) =) ai(x)Bi(t)
i=1
En posant ,
en=[ Bm(ut)dt, m=1,...n
on obtient
u(z) = g(z) + A > cmam(x) (2.5)

m=1

ot les ¢,, sont des constantes a déterminer. Pour ce faire, nous multiplions les deux cotés de

Uéquation (2.5) par B;(x) puis intégrons de a a b, d’ou

/ Bi(z)u(z)dz —/ Bi(x)g(x)dx + )\mzijl Cm /ab Bi(z)ay, (x)dzx. (2.6)

En utilisant les notations suivantes

/ 62 d37 —gza/ ﬁz O‘Z( )dm = Qjm,

I’équation (2.6) devient

i — A Z AimCm = Gint = 1,....m (2.7)

m=1
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qui est un systeme d’équations linéaires a n inconnues de la forme
(I —X)c=yg (2.8)

ot I est la matrice identité d’ordre n, A est la matrice (ay,). ¢ et f sont des matrices

colonnes. Le déterminant D(\) du systéme algébrique (2.7) est

1— )\&11 —)\alg —)\CLln
—)\agl 1— )\a/22 —)\aln
D(A) = (2.9)
—>\an1 —)\ang .o 1= )\@nn

C’est un polynome de degré au plus n, il joue un role important dans l’existence de la solution
du systéme, et par conséquent de l’équation intégrale en question. Plus précisément, pour
toutes les valeurs de A dont le déterminant D(\) # 0, le systéme algébrique (2.8) et donc
également [’équation intégrale correspondante admettent une solution unique. D’autre part,
pour les valeurs de A dont D(X\) = 0, le systéme algébrique avec son équation intégrale, ou

bien ils n’admettent aucune solution ou bien ils ont un nombre infini de solutions.

Exemple 2.4. Résoudre [’équation intégrale suivante :
o(x) =14\ [y o(t)dt. (2.10)
1l est clair que la solution de cette équation sécrit sous la forme

o) =1+ Ac, (2.11)

c= [ o(t)dt (2.12)

En intégrant les deux cotés de léquation (2.12)de 0 a 1, on obtient (1 — X\)c = 1. Donc, si
A # 1, la solution de l’équation (2.11) est donnée par
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Approximations successives

La méthode des approrimation succesives, également appelés méthode de L’itération de picard
[19].

D’abord, il faut rappeler que la plus part des méthodes itératives sont fondées sur le méme
principe, qui est la recherche d’un point fixe. Cependant, elles se différent dans la complexité
des algorithmes proposés qui devraient étres réalisés de sorte qu’ils soient consistants avec
la difficulté rencontrée souvent lors du calcul des itérés. La méthode des approximations
successives consiste a calculer explicitement a chaque étape k, l'itéré ¢ a l'aide de la suite

itérative définie par :
or1 = g(x) + )\/k:(x, t)pr(t)dt,

Vutiliser dans Uétape k + 1 pour le calcul de l'itéré ppq .

Exemple 2.5.
o) =z [ (&= tpt)ar

On choisit po(z) = 0, ceci donne p1(x)= x et

pale) = [ (@~ (00t
— /0 (@ — t)tdt

[xt2 t3]x
v
2 37"
T

et

6
2t 3t
_36’—37[2 —ﬁ]oJr[g—%]o
x2 I4 ZE3 .T5
. 1‘3 1’5
ST
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En continuant ce processus, le n="™¢ téré :
3 5 2n+1
x x x
e Y ) [ —
on 31 "5l SR Y

2.2 Equations intégro-différentielles

Définition 2.2. Une équation intégro-différentielle (E.I1.D.) est une équation composée de
deux opérations intégrales et différentielles qui impliquent la fonction inconnue .

> La forme générale d’une équations intégro-différentielle non linéaire d’ordre n est :

(@) = Fr,0(x), ) [ K(,t,0(0)de).

Avec

et les conditions initiales :

gp(a) = 607 90()(&) = 617 ) w(n—l)(a) = ﬁn—l-

Ot
e v, o, ..., go("_l) : sont des fonctions inconnues.
e K : estle noyau de léquation intégro-différentielle.
e [ : est une fonction donnée.

o () : est un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien de dimension fini.

e )\ . est un parametre numérique.

La forme d’une équation intégro-différentielle linéaire (E.1.D) d’ordre n est

uslp) =\ [ K(e,0L(p) + g(),

ou
m

us(i0) = éaxw@(@ et Li(o) = 5,00 (1).

i=0

ai(x), Bi(z) et g(x) sont des fonctions données et 0 <i<mn, 0<j<m).
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2.2.1 Classification des équations intégro-différentielles

La classification des équations intégro-différentielle (E.I.D) est basée sur leurs caractéris-

tiques, on a :

1-Types des équations intégro-différentielles : On distingue trois types de d’équation
intégro-différentielles :
a )E‘quation intégro-différentielle de Fredholm
L’équation intégro-différentielle est dite de Fredholm, si les limites de ['intégrations

sont fixées. Elle s’écrit sous la forme :
b
o™ () = g(z) + A / K (2, t)p(t)dt. (2.13)

ot ™ indique la nieme dérivée de p(x).

Exemple 2.6.
9 1
¢'(x) =4— 37 +/ 2xp(t)dt,
0
et ' P
O'x)+ ¢ (x) =2 — sn21x —/O (3xt)p(t)dt.

b )E‘quation intégro-différentielle de Volterra
L’équation intégro-différentielle est dite de Volterra, si Si l’'une des bornes d’intégration

est variable. Elle s’écrit sous la forme :
o™ () = g(x) + A /O K (x,t)p(t)dt. (2.14)

ot o™ indique la niéme dérivée de o(x)
Exemple 2.7.
u(r) =expr — —I—/ 2zu(t)dt,
0
ou

¢"(z) + ¢'(x) =1 — cos® v + /Ow t(t)dt.

c )Equation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm
Si les deux opérateurs de l'intégration de Fredholm et Volterra coinsident, lors I’équation

intégro-différentielle est dite de de Volterra- Fredholm. Elle prend l'une des deux formes
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sutvantes :
T b
o (@) = g(@) + M [ K (o tp@)dt+ 2 [ K (et

a a

et

gp(”)(x) =g(z) + )\/OT/QG(x,t,y,z, oy, 2))dydz, (z,t) € Qx[0,T],

ou f et G sont des fonctions analytiques sur 0 x [0,T] et Q est un sous-ensemble

fermé de R",n=1,2,3.

Exemple 2.8.

x

¢'(t) = 20222 + 2% — / (x — t)(t)dt + /0 o(tyt,

0
et L
¢’(t7x)=1+t—/0 /0 (s — t)dtds.

2-Linéarité, homogénéité des équations intégro-différentielles : On a
e Linéarité d’une (E.I1.D.) Si on prend K(x,t,u(t)) = k(x,t)u(t), alors

I’équation intégro-différentielle devient linéaire :

i Aj(x)u(j)(x) =\ /D K(z,t) Z Bi(t)u(i) (t)dt + g(x),

m
=0

e [’équation suivante

W (@) = F(a, ¢(w), M fp K (a1, 6(8))dt), (2.15)

avec

et les conditions initiales :

u(e) = Bo,u’(a) = B, ..., U(nfl)(Oé) = Bn-1,

telles que B;,1 = 0,...,n — 1 sont des nombres donnés et u est la fonctions inconnue,

est une équation intégro-différentielle non linéaire.

e Homogénéité des équations intégro-différentielles : Si g(x) dans l’équa-
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tion intégro-différentielle de Volterra ou de Fredholmou de Volterra-Fredholm

de deuxiéme espece est nulle, alors l’équaton intégro-différentielle est dite homogeéne,

i A; (m)u(j) () =X [ K(z,t) i Bi(t)u(i) (t)dt,

sinon, elle est dite non homogene.
> Ay (@) = A [ K(e,0)Y Bi(t)u (t)dt + g(x),
=0 D =0

3-Espéce d’une équation intégro-différentielle : Une équation intégro-différentielle
est dite de premiere espéece si la partie différentielle est nulle :
o) =2 [ K03 Bl @,
i=0
sinon elle est dite de deuzieme espéce.
ioAj(x)u‘”(x) =\ /D K(z,t) iBi(t)u(i)(t)dt + g(2).
= -

)

4-Singularité des équations intégro-différentielles : Une équation intégro-différentielle

est dite singuliere dans ['un des cas suivants :

e L’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.

e Le noyau est non borné sur l’intervalle d’intégration.
5-Type du Noyau : On distingue plusieurs types de noyaux :

e Noyau symétrique (Hermitien) Un noyau K(x,t) est dit Hermitien, s’il est

de la forme :

K(z,t) = K(t, z),

Dans le cas réel, ce noyau est dit symétrique si
K(z,t) = K(t,x).

e Noyau dégénéré (séparable) Un noyau K(x,t) est dit dégénéré, s’il est de la

forme :
n

K(ZL’, t) = Zgi<x> hi<t)7

i=1
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ot les fonctions g; et hy sont supposées continues et linéairement indépendantes

dans le carré a < z,t <b .

e Noyau de Cauchy Un noyau K(x,t) est dit noyau de Cauchy s’il est de la

forme
H(z,t)

rx—1

K(x,t) = ,a<uw, t<b,

ou H(xz,t) est une fonction différentiable avec H(z,t) # 0 . Une équation intégro-
différentielle définie avec ce noyau est appelée équation intégro-différentielle sin-

guliere avec noyau de Cauchy.

e Noyau d’Abel Un noyau K(x,t) est dit noyau d’Abel sil est de la forme

H(z,t)

jz =t

K(x,t) = O<a<l,a<uzt<b,
ot « est donnée et H(x,t) est une fonction bornée avec H(x,t) # 0. Une équation
intégro-différentielle définie avec ce noyau est dite équation intégro-différentielle

faiblement singuliere.

e Noyau de convolution Un noyau K(z,t) est dit noyau de convolution, s’il est
de la forme K(x,t) = K(xz —t).

Remarque 2.1.
L’ordre d’une équation intégro-différentielle est 'ordre de la plus haute dérivée qui apparait

dans Dopérateur différentiel.

Remarque 2.2.
On doit noter qu’une équation de Fredholm peut étre réduite en une équation de Volterra, il

suffit de prendre le noyau K(z,t) =0, pour x < t.

Remarque 2.3.

e Si la fonction inconnue dépend d’une seule variable indépendante, l'équation intégro-
différentielle est dite ordinaire.

e Si la fonction inconnue dépend de deux ou plusieurs variables indépendantes, I’équation

intégro-différentielle est dite partielle.
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2.2.2 Conversion d’une équation intégro-différentielle de Volterra

en une équation intégrale de Volterra

Dans cette partie nous allons convertir léquation intégro-différentielle de Volterra en une

équation intégrale de Volterra équivalente, a condition, que le noyau soit un noyau de diffé-

rence défini par k(x,t) = k(xz —t), Nous illustrons trois formules :

/ox /ox u(t)dt = /Ox(fﬂ — tyu(t)dt

/om /o /ox“(t)dt - 21, /Ox(x — t)?u(t)dt

/Om.../oxu(t)dt: (n_ll)!/ox(x—t)n_IU(t)dt

Pour donner un apercu claire de cette méthode, nous donnons l’ezemple suivant :

Exemple 2.9. (Résoudre l’équation intégro-différentielle de Volterra suivante)

IQ 1 T
")=2——"+= /
u'(x) 3 T3/, u(t)dt,

avec la condition initiale
u(0) = 0.

x> 1 s e
—9p— 4=
u(x) =2z 3 +3/0 /o u(t)dt,

u(x) = 2x — % + ; /Ox(ac — t)u(t)dt.

2.2.3 Conversion d’un probléme aux valeurs initiales en une équa-

tion intégro-différentielle de type de Volterra

On considére le probléme auz valeurs initiales du second ordre de la forme (Voir [14]) :

U"(z) + p(x)U'(x) + q(2)U(x) = f().
avec les conditions initiales

U(0) = a, U'(0) = 5,

(2.16)

(2.17)
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ou « et B sont des constantes. Les fonctions p et q sont des fonctions analytiques et f est

continue. On pose

U'(x) = y(x),

(2.18)

ot y(z) est une fonction continue sur le domaine de discussion. Une premiére intégration de

0 a x donne
U'(x) - U'(0) = [ y(tyat,
0
donc

U'(x) = [y y(t)dt + 5.

Par une seconde intégration de O a x, on obtient

Ulz) — U(0) = /O ’ /0 " y(t)dtdzy + Ba.

U@) = [ (@ =yt + z +a.

En substituant (2.18), (2.19) et (2.20) dans léquation (2.16), on obtient

T

y(w) +p(@)] [ y(Odt + 0+ @) [ (@ = Oy(t)dtdey + b + o] = f(a).

0

Cette équation peut s’écrire sous la forme d’une équation intégrale de Volterra.

y(x) = g(z) — Jo K(z,t)y(t)dt,
K(w,t) = p(x) + q(2)(z = 1)

et
g(x) = f(x) — [Bq(x)r + a + q(x)Bp(w)]

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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En différenciant léquation intégrale de Volterra (2.21), on obtient une équation intégro-

différentielle de Volterra de la forme

W' o, x)u(z) = ¢ (x) — & 2D,
(@) + K, o)ula) = o (2) — [ 28y, (2.22)
u(0) = ¢(0).

Remarque 2.4. I est possible aussi de convertir un problem aux limites en une équation
intégro-différentielle de Fredholm. Il suffit de suivre la méme méthode précédente et de mettre

les conditions aux limites a la place des conditions initiales.

2.2.4 Méthodes de résolution des équations intégro-différentielles
(E.I.D)

La résolution analytique des équations intégro-difféerentielles est difficile. Ceci a motivé ces
dernieres années, 'apparition de plusieurs méthodes numériques pour les résoudre. On cite,
par exzemple : la méthode des Polynomes de Legendre [22], la méthode d’interpolation de

Lagrange [23],...etc.
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CHAPITRE

ETUDE DE QUELQUES EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES
ABSTRAITES

Introduction

Ce chapitre est consacré a l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abs-
traites. On entend, ici, par équations intégro-différentielles abstraites (en abrégé EIDA), des
équations intégro-différentielles da coefficients opérateurs linéaires (en général mnon bornés)
dans un espace de Banach.
L objectif de ce chapitre est de présenter une synthése des résultats obtenus dans ’article de

D. Bahuguna [1], intitulé :
"Integrodifferential equations with analytic semigroups."

Par une approche basée sur la théorie des semi-groupes analytiques et les puissances frac-

tionnaires d’opérateurs linéaires. Plus précisément, on se propose d’étudier, dans un espace
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Etude de quelques équations intégro-différentielles abstraites

de Banach X, ’équation intégro-différentielle suivante :

du(t) _ u u
o T Au(t) = f(tu(®) + Ku)(®), t> to (3.1)

U(to) = Ug.

Ou

K(u)(t) = /t a(t — s)g(s,u(s))ds. (3.2)

to

Nous supposons que l'opérateur —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique {S(t) }i>0 dans lespace X et que ||S(t)|| < M, pourt>0. et 0€ p(—A). ou p(—A)
désigne ’ensemble résolvant de —A.

Soit J lintervalle fermé de [to,T), to <T < oo.

Les hypothéses fondamentales de ce travail sont :

Hypothése F : Soit U un ensemble ouvert de [0,00) X X,. Pour chaque (t,x) € U, il existe
un ensemble V' C U wvoisinage de(t,x), et deux constantes L > 0,0 < 0 < 1 tels que

1f (s ) = f(s2,0)[| < Lllsy = s2]” + [Ju = v]la], (3-3)

pour tous (s1,u),(s2,v) € V. Ici X, pour 0 < o < 1, désigne l’espace de Banach D(A%)
muni de la norme ||ul|o = || A%u]|.
Hypothése Fy : Soit U un ensemble ouvert de [0,00) X X,. Pour chaque (t,z) € U, il

existe un ensemble V' C U wvoisinage de (t,z) et une constante Lqg tels que

1/ (s, u) = f(s,0)[| < Lollu = vlfa- (3.4)

pour tous (s,u),(s,v) € V.
Les solutions étudiées dans ce chapitre, sont définies par :

Définition 3.1. Une solution intégrale (mild en anglais) de (3.1) sur J, est une fonction

continue u définie de J — X satisfaisant l’équation intégrale suivante
t
u(t) = S(t —to)uo + / [f(s,u(s)) + K(u)(s)dslds, t € J.
to

Définition 3.2. On dit que (3.1) admet une solution intégrale (mild) locale, s’il existe un
To,0 < Ty < T et une fonction continue u définie de Jy = [to, To] — X telle que u soit une
solution intégrale (mild) de (3.1) sur Jo.
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Existence et unicité d’une solution Mild locale

Définition 3.3. Une solution classique de (3.1) sur J, est une fonction v € C(J,X) N
CY(J/{te}, X) vérifiant (3.1)sur J.

Définition 3.4. Une solution classique locale de (3.1) sur J est une fonction vérifiant : il
existe un Ty, tg < To < T, et une fonction u définie de Jo = [to, To] — X telle que u soit une

solution classique de (3.1) sur Jy.

3.1 Existence locale des solutions

3.1.1 Existence et unicité d’une solution intégrale (mild) locale

Comme indiqué précédemment, on peut supposer sans perte de généralité que le semi-
groupe analytique engendré par —A est borné et que —A est inversible. De plus, nous sup-
posons que 0 < T < oo pour établir I’existence locale de la solution. Avec ces simplifications

on a le résultat essentiel suivant.

Théoréme 3.1. Supposons que l'opérateur—A engendre le semi-groupe analytique {S(t) }1>0
avec ||S(t)|| < M,t > 0 et que 0 € p(A). Si les fonctions [ et g vérifient 'hypothése Fy et
que la fonction d valeurs réelles a est intégrable sur J, alors le probléme (3.1) a une unique

solution local intérgrale (Mild) pour tout ug € X,.

Preuve. On fize un point (ty,uy) dans louvert U de [0,00) x X, et on choisit t], > to et

d > 0 tel que (3.4) avec une constante Ly > 0 pour les fonctions f et g sur l’ensemble
V={(t,z) € Usto <t < t, ||z — uplla < I} (3.5)

On a By = supy, <<y, 1/ (&, uo)|| et By = SUPy,<t<t/ g (¢, uo)ll-
Choisissons t, > tg tel que

1
I|S(t —to) — 1| A%u0|| < 55, pour to <t <ty (3.6)
et
0 1
tl - to < mln{t'l - to, [50071(1 - a){(L05 + Bl) + (IT(L()5 + Bg)}_l]m} (37)

ou C, est une constante positive dépendant de o satisfaisant

|A*S(t)|| < Cot™, pour t >ty (3.8)
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Existence et unicité d’une solution Mild locale

et

ar = /OT la(s)ds|. (3.9)

Soit Y = C([to, t1]; X) muni de la norme ||y|ly = sup;,<;<;, [ly(t)[|. AlorsY est un espace de

Banach. On définit une application sur'Y par Fy =1 ou gy est donnée par

g(t) = S(t —to) A% + t: A®S(t —s)[f(s,A™y(s)) + ) a(s —7)g(t, A~ %y(T))dr|ds.

to

Maintenant, pour tout y € Y, Fy(ty) = A%uq et pourty < s <t <ty, ona

Fy(t) — Fy(s) = S(t — to)A%uo + | A“S(t — 8)[F(s, A=y(s))

+ t: a(s — 7)g(r, A%(7))dr]ds
= St = 1) A"y — [ A°S(s — D)[f (7. A y(r))
* /t: a(t —n)g(n, A~%y(n))dn]dr.

Donc

Py(t) = Fy(s) = [S(t — to) = S(s = o)} A%uo
+ [ ars=nlf(r Ay @) + [ alr = n)gln A y(m)dnlar
+/ AS(t — 7)[f(r, A~ +/ a(T =1 ~*y(n))dndr
- " A%S(s — 7)[f(7, ACy(7) +/t0 a(r = n)g(n, A~y(n))dn)dr.

Alors

Fy(t) — Fy(s) = [S(t — to) — S(s — t0)] A%ug
+ [ AS( = 1)l A(s)
+ /t OT a(t —n)g(n, A~y(n)dn)]dr
+ [T AS(E 1) — S(s — D (r. Ay(r)

to
-

+ [ alr —n)g(n, A~ %y(n))dn)dr.

to

Il découle de Uhypothése Fy sur les fonctions f et g, de (3.8) et (3.9) que F': Y — Y.
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Soit S l'ensemble fermé et borné non vide défini par :
S={y €Y 1yt = A%, |ly(t) — A%uol| < 6} (3.10)
Alors pour y € S, on a

IFu(6) = Aol = [1S(¢ ~ to) Ao + [ A°S(t = 5)[ (5, A™"0(5))

s

+ \ a(s —1)g(r, A=%y(7))dr]ds

A%y + /tt AOS(t— 8)[F(s,u0) + /t a(s — 7)g(r, uo)dr]ds)

+ [T AS( — 5)[f (s, u0) + /t a(s — 7)g(r, ug)dr]ds]|.

Donc
IFy() = A%l < (S(t ~ ts) — DA
+ [ 14780 = )5 A7() ~ (5. u0)ds
+ [ 1478 = 9N Tats = llglr. A () — gls. u0) |drds
+ [ 1478 (= 915, uo) s

+ / 4t = )| [ lals = Dlllg(r. o) |drlds

De linégalité (3.8), on a

/t: |A“S(t — s)||ds < C, /tj(t _ oeds
< - (t—s)l_a)

11—«

! (3.11)

to

< OQ(1 —a) Mt —to) ™™
En utilisant les deux derniéres inégalités (3.6) et (3.9), tel que :
« 1 -1
|Fy(t) — A%upl| < 55 + Cu(1 —a)

[(LollA~y(s) — uol| + B1) + ar(Lol| A~y () — uoll + B2)](t — to)'~* (3.12)

1
< 0+ Co(1 — @) M [(Lod + By) + ap(Lod + Ba)](ts — to)' .
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De (3.7), il vient
[Fy(t) — A%uo|| < 6. (3.13)

Ainsi, on obtient F' : S — S. Montrons maintenant que F' est une contraction stricte de S
qui assurera [’existence d’une fonction continue unique vérifiant I’équation (3.4).

Soient y et z dans S, alors

1746 = F(0] = l3(t) - 2(0)]
—S(t o) A%u + [ A% (2 = 5)[F(5, A(5)

s

+ [ a(s—71)g(r, A y(1))dr|ds

to

- S(t = to)A%ug — [ A°S(t = 5)[F(5, A7) (3.14)
+ t: a(s —1)g(1, A=%z(7))dr]ds.||

< [ 1478 (= $) 175, Aw(s) = £ (5. A5() s

t s
+ [ 1428 =9I lals = 7)lllg(r. A y(r) |drlds.
En utilisant Uhypothése Fy sur f et g et (3.8), (3.9), on obtient

t
[Fy(t) — Fz(t)]] < Lol Ay — A% /t [A*S(E — s)]|ds

t
+apLo||[ A%y — A=%2|| /t 1A®S(t — s)|ds.

1
En multipliant par 0 et = avec :

J

ly—zlly = [A7™(y = 2)|l, yet z€Y.
Donc

[Fy(t) = Fz(t)]] < Lo(1 — ar)Ca(l — ) (tr — o) [ly — 2lly

6Lo(1 —ar)Co(l =) (t1 —to) *|ly — z|lv

IN
S| =] =

6L + B1 + ar(Lod + B2)]Ca(1 — a) " (1 — to) |y — 2|y

IA
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En utilisant (3.7) dans la derniére inégalité , il vient
1
1Ey(t) = P20l < Slly — =]y (3.15)

Ainsi F' est une application de contraction stricte de S dans S et donc par le principe de
contraction de Banach il existe un unique point fize yde F dans S, c’est-a-dire qu’il existe

un unique y € S tel que

(3.16)

o
Ned

|
<

|
<

— S(t—to)uo + [ S(t— $)[f(s,u(s)) + k(u)(s))ds

to

Donc u est une unique solution locale intégrale (Mild) de (3.1).

3.1.2 Régularité des solutions intégrales (mild)

Dans cette section nous établissons la régularité des solutions intégrales de (3.1). Encore
une fois, notons J la fermeture de lintervalle [ty,T), to < T < oo. En plus des hypothéses

mentionnées dans les sections précédentes, nous supposons que la fonction a :

(H) 1l existe des constantes Cy > 0 et 0 < < 1 telles que
la(t) — a(s)| < Colt — s|°

pour tout t,s € J.

Théoréme 3.2. Supposons que —A engendre le semi-groupe analytique S(t) tel que ||S(t)]| <
M pourt > 0, et 0 € p(—A). De plus, supposons que les fonctions [ et g satisfont I’hy-
pothése F' et que la fonction a satisfait I’hypothése (H). Alors le probléme (3.1) admet une

unique solution classique locale pour chaque uy € X,.

Preuve 3.1. D’aprés théoréeme 3.1, il existe Ty, to < Ty < T et une fonction u tel que u soit

une unique solution Mild de (3.1) sur Jy = [to, Ty) donnée par

u(t) = s(t —to)ug + t S(t—s)[f(s,u(s)) + k(u)(s)]ds, t inJy (3.17)

to
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o

Soit
v(t) = A%u(t).

Puis

U(t) = S(t — to)Ao‘uo

t

+ [ S(t—9)[f(s,A %(s)) + ) a(s —7)g(r, A=%(7))dr]ds.

to to

Pour simplifier, nous posons :

ft) = f(t, A0 (1)), §(t) = g(t, A0 (t))
Alors (3.19) peut étre réécrit comme

U(t) = S(t - to)AaUO

+ [ S =$)F(s)+ [ als — 7)i(r)dr)ds.

to to

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Comme u(t) est continue sur Jy et que les fonctions f et g vérifient ’hypothése F | il

s’ensuit que f et g sont continues, donc bornées sur Jy.
Soit

N1 = supyey, | ()| et No = sup,e, [|(1)]]-

(3.22)

Nous montrons que [ et g sont localement Holderiennes continues sur Jy. Pour cela, nous

montrons d’abord que v(t) est localement Holderienne continue sur Jy. Du théoréme 2.6.13

de Pazy [18], il résulte que pour tout 0 < B <1—a et tout 0 <h <1, ona

I(S(h) = DA*S(t = 5)|| < Cah®|A™7S(t — 5
< ChP(t — 5)—(a+6)
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Ensuite, On a

[v(t+h) —v()| =[St + h —to) A%
+ o S(t+h— s)[f(s) - ) a(s — 7)g(T)dr]ds.

— St(()t — 1) A% ’
5t~ 5)1F(s) + [ als — Pgir)arlds.|
< I(S(R)S(t = 5) = S(t — ) A%
+/|| DAS(t = )[1F() + [ als = 7)g(r)dr]ds

+/ 48t + b = )1F(s) + [ als = r)g(r)arlids.

to

Alors
[o(t +h) = o) < [[(S(h) = 1)S(t = 5)A%uol|
+/ (S(h) = DA*S(t = )[1F() + [ als = 7)a(r)dr]ds
+/ 1478+ h = )[1F() + [ als = r)a(r)arlids.
D’ou

[(S(h) — 1)S(t — to) A%uq|| < C(t — to)~@PhP < My KA.
Ou M dépend de t et lorsque t diminue jusqu’d ty. aussi,

H( (h) = D)A*S(t = )|l f (s +/ a(s —7)g(r)dr||ds

= [Nl + CLTONQT()]hﬁc ( — S) (a+6) dS

to

< M,hP.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Ou My est indépendant de t. Aussi, nous avons

t+h - s
|4 =9I F(s) + [ als = )a(r)dr]ds

t+h
< [Nl + aTONZTO]Ca/ (t + h — 8)7ad5
t

3.27
h1—) ( )

< [Ny + ar, N2 To)C, 1~ 4

< M3hP.

Ou M; est aussi indépendant de t. Des estimations de (3.25)-(3.26)-(3.27) , il s’ensuit qu’il

existe une constante C telle que pour tout t > ty, on a
[o(t) —v(s)]l < et — s]° (3.28)

pour tout ty < ty,s < Tp.
Maintenant, U’hypothése F avec (3.28) impliquent qu’il existent des constants Cy,C3 >
0et0<7,n<1, telles que pour tout to <ty <t,s <1y, On a

1F(t) = F(s)]) < Colt — 5] (3.29)

1) — 3(s)]| < Clt — s (3.30)
Soit

w(t) = F(t) + | alt - 7)g(r)dr. (3.31)

Montrons maintenant que la fonction h est localement continue de Holder sur Jy. Pour s <t,

on a

I(e) = h(s) = 170 + [ ale = n)gr)dr = F) — [ ats = n)g(ryar]

=17 + [ att = )a(r)ar + [*alt — 7)(r)ar (3.32)
= f(s) = [ als = n)a(r)dr
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() = h(s)ll = [1F(2) = f(s)ll + /to la(t = 7) = a(s = 7)[llg(7)||d7

t
+ [ latt = )ll3(r)llar (3.3
S CQ’t — S|’Y —|— NQCOTO|t — S"B —|— NQGTO (2To)1iﬁ‘t — S’ﬁ
< Cylt — s,

pour certaines constantes Cy > 0 et 0 < 6 < 1. Considérons le probléme a valeur initiale

sutvant :
dv(t)
+ Av(t) = h(t),t > tg,
T A0 = b1 > 1y )
U(to) = Up.

D’aprés le corollaire 4.5.3 de Pazy [18], (3.34) admet une solution unique v € C*((to, To]; X)

donnée par
v(t) = S(t — to)uo + J, S(t — s)h(s)ds. (3.35)

Pour t > tg, chaque terme du membre de droite appartient a D(A) et donc appartient a
D(A®) . En appliquant A® auz deux membres de (3.35) et en utilisant l'unicité de v(t), on
obtient A%v(t) = u(t). Donc u est la solution classique de (3.1) sur Jy.

3.2 Existence globale des solutions classiques

Pour établir Uezistence globale des solutions classiques de (3.1), nous avons besoin du lemme

sutvant.

Lemme 3.3. Soit ¢(t,s) > 0 continue sur 0 < s <t < T < oo. S’il y a des constantes

positives A, B et « telles que
t
$(t,s) < A+ B / (t — 0)*L¢(ar, 8)do, (3.36)
pour 0 < s <t <T , alors il existe une constante C' telle que

o(t,s) < C.

64



Existence globale des solutions classiques

Preuve. Pour 0 <s<t<T, Ona [t —7)* (1 —s)’~ldr.

Par le changement de variable

T = T:j alors T —t,x — 1 etT— s, — 0 et dr = (t — s)dx.
On a X
t
/ (t — 7)1 — 5)tdr = (t — 5)*TP! / (1—7)* 2P .
s 0
telle que
! S1pe I'(a)L'(8)
— 1 a—1_. ld —
B, B) /0 (1—7)""z T Tt d)
Donc

[(a)0(5)

ot ) (3.37)

t
[ (=7t = sty = (1= )t
ce qui est vrai pour tout o, B > 0. En intégrant (3.36) (n-1) fois ,en utilisant (3.37) et en
remplagcant t — s par T, on obtient : (voir Pazy [18], p. 159)
! BT* . BI(a))* ft
7 t—o)" ot o)do. 3.38
S (Y ey L = o ott.0)do (3.38)

J

o(t,s) < A

Soit n assez grand pour que na > 1 . On majore (t — )" =% par T"*~1 pour obtenir :
P(t,s) < O+ Cy [L (0, s)do. (3.39)
L application de ’inégalité de Gronwall conduit a
B(t,s) < Cre®?t=9) < CreT < C, (3.40)

ou C7 , Cy sont indépendant de s alors l'inégalité est vérifiée pour
0<s<t<T. Ceci compléte la preuve du lemme. Le théoréme suivant concerne l’existence

globale de solutions classiques du probléeme (3.1).

Théoréme 3.4. Soit 0 € D(A) et soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique S(t) satisfaisant
1S@] < M.

pour t < to. Soit f,g : [to,00) x X, — X satisfait U’hypothése F et soit la fonction a

satisfait (H). S’il existe des fonctions continues non décroissantes ki et ko de [tg,00) dans
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[0, 00) telles que

1t 2)|| < k() (A + [lzla) pour t > 1,2 € Xo

(3.41)
lg(t, 2)[| < k2(t)(1 + [|z[|a) pour t > to, x € X,

auzx valeurs initiales (3.1) admet une unique solution classique u sur [ty,00) pour tout ug €
Xa.

Preuve 3.2. Du Théoreme 3.2, il existe un Ty, tg < Ty et une solution classique unique u
sur J(] = [to,Tg]. Si

lu@)la < C (3.42)

pour t € Jy pour une constante positive C, alors la solution u(t) peut étre poursuivie plus
loin a droite de Ty. 1l suffit donc de prouver que si une solution classique u de (3.1) eziste
sur [to, T],to < T < o0 alors ||u(t)|| est borné car t — T . Puisque u(t) est une solution

classique, c’est aussi une solution intégrale (Mild solution ). Par conséquent nous avons

t t (3.43)
+ [ S(t—3s)[f(s,u(s))+ | a(t —7)g(T,u(T))dr]|ds

to to

En utilisant le fait que S(t) commute avec A et que
1S < M.

JA°S (1)) < Cut

pour t > to dans (3.43) , aprés application de A* et prise des normes des deux cotés, on

obtient

[u(@)lla < M[[A%uo|

t t (3.44)
+Co [ (=) s u(s)) + [ alt = 7)g(r u(r))dr|ds
Pour le dernier terme de (3.44), nous avons l'estimation
Jip 0t = 7)g(r,u(7))dr < arks(T) fiy (1 + [[u(7)[|a)d7. (3.45)
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alors ,

(1) o < M| A% -
+Calla(D) + arka(D) [ (¢ = ) [+ u@la+ [ 1+ u(r)ladrlds.

Aprés une légére modification dans (3.46), il résulte

[u(@)la < M[[A%uo|

-«
+ Ca(l+ D)ki(T) + arks(T)] T — (3.47)
t s
[ =7 o + [ um)lladrlds.
L’estimation en (3.47) est du type
[u(®)]la < Cy
(3.48)

o [t + [ Ju(r)lladrids.

pour certaines constantes positives C et Cy dépendant de o et T seulement . En intégrant
(3.48) sur (to,t) , on obtient

[ Tu@)lade < ci7

- . (3.49)
+Co [ €= Muls)lla+ [ llulr)lladrldsde.
to Jto to
En changeant l'ordre d’intégration dans (3.49), on obtient
t
[ ©)lade < i
to (350)

[ [ €= sy lluts)la+ [ u(r)lladrldeds.
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On rééerit (3.50) sous la forme

[ @) lade < ci7

e /tt /:(5 = 8) 7 dg[[lu(s)lla + /t lu(7)[ladr]ds (3.51)

C,T
<OT+ 4 2

/t:(t —5)"||u(s)]|a + /t: | w(7)]|adT]ds.

(3.51) est de la forme

[ @)t < 4

. . (3.52)
+@Lﬁ—wwwﬂmaéwmmmw.

pour certaines constantes positives Cs et Cy, dépendant de o et T seulement. En ajoutant
(3.48) et (3.52), on a

Ju®lla+ [ lul©)llade < Cs
4Gy [ (0= luts) o + [ u(o)lladrds.

t
to

(3.53)

pour certaines constantes positives Cy et Cg, dépendant uniquement de o et T'. En appliquant

le lemme 3.3 a (3.53), on conclut que
lu@®)] < C,

sur [to, T]. Ceci achéve la preuve du théoréme.
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CHAPITRE

4

PARABOLIQUE

EXEMPLE D’APPLICATION EN EDP

Nous passons maintenant a 'application des résultats obtenus a une EDP parabolique.

Pour cela, nous utiliserons les notations suivants :
x = (21,2, ...,x,) un élément de l’espace R™.

Pour un multi-indice o = (o, g, ..., o), on définit

n
la| = Z Q.
i=1

et

a a1 .00 «a _
= ad? . at pour v = (x1, X9, ..., Tp).

On rappelle aussi les notions suivantes : Dx = 0/0xy, et D = (Dy, Do, ..., Dy,) et

D = ppipge..pon — OO O

0t 0252 Qo

ol a,(x) est une fonction d valeurs réelles ou complexes définie sur Q2 pour chaque multi-
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indice «.
Soit Q un ouvert dans R"™ avec frontiére 0X2. Rappelons que C™(S)) est l’ensemble de toutes
les fonctions m fois continiment différentiables sur Qd valeur réelles (ou parfois comlexes ).

Pour uw e C™(2) et 1 < p < oo nous définissons la norme :

[ullmp = ([ 3 |D*ulrdr)>

la<m

4.1 Application

4.1.1 Equation parabolique dans l’espace de Hilbert L2

Soit  C R™ un domaine borné a frontiere lisse 0S2. Considérons l'opérateur différentiel

d’ordre 2m ,

A(z,D) = > aq(z)D*. (4.1)

|a|<2m

ot les coefficients a,(x) sont des fonctions a valeurs complexes définies sur ) pour chaque

multi-indice o la partie principale A'(xz, D) de A(x, D) est l'opérateur

A(z,D)= > an(z)D*

|a|=2m
On a aussi la définition importante suivante :

Définition 4.1. (voir Pazy [18], p. 209).

L’opérateur A(x, D) est fortement elliptique s’il existe une constante ¢ > 0, telle que
Re(=1)"A'(z,€) > c|¢]*™. pour tous x € Q et £ € R™. (4.2)

On suppose que A(x, D) est fortement elliptique, c’est-a-dire qu’il existe une constante

c >0, telle que

> aa(2)§ = clgPm. (4.3)

|a|=2m
Pour les opérateurs fortement elliptiques, nous avons [’estimation suivante :

Théoréeme 4.1. (Inégalité de Garding)
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Si A(x, D) est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m, alors il existe des constantes

co >0 et Mg >0, telles que pour chaque v € H*™ N HY* nous avons
Re(Au,u)o > collull7,2 = Mollullf. (4.4)

Preuve 4.1. (voir Pazy [18], p. 209).
Considérons l’équation intégro-différentielle parabolique

Ou(x,t)
ot

+ A(z, D)u(z,t) = f(z,t,u(z,t), Du(z,t),..., D*™ tu(z,t))
+ t a(t — s)g(z, s,u(x,s), Du(x, s), .., D*™‘u(x, s))ds, (4.5)

to

ZL‘EQ, t > 1o,

avec les conditions :

u(z,ty) = up(x), x €9,

u(z,t) =0, xe€Qtety,T),to<T < o0.

On suppose que les fonctions f et g sont continument différentiables pour toutes leurs va-
riables, sauf éventuellement en x.

L’équation intégro-différentielle parabolique (4.5) peut étre reformulée en une équation inté-
grodifférentielle abstraite dans l’espace H = L*(Q).

Nous avons :

M U = U ta — S S,u(s))as
o AU = Ftu(®) + | a(t = 5)G(s,u(s))ds,t > to, (4.6)
u(to)ZUm

ou l'opérateur A : D(A) C H — H est défini par :
D(A) = H*™n H}",

et Au = A(z,D)u + M pour v € D(A),\ > 0 et F,G : [to,T) x D(A) — H sont les

opérateurs de Nemyckii donnés par :

F(t,u)(x) = f(x, t,u(z,t), Du(z,t), ..., D> u(z,t)), (4.7)
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G(t,u)(z) = g(z, t,u(z,t), Du(x,t), ..., D> tu(x,t)). (4.8)

Théoréme 4.2. Soit A(x, D), fortement elliptique d’ordre 2m . Pour chaque \ vérifiant
ReX\ > X\ et pour chaque f € L*(Q) il existe un élément unique v € H*™(Q2) N HI(Q)
satisfaisant [’équation

Az, D)u+ \u = f.

Pour un opérateur fortement elliptique donné A(x, D) sur un domaine borné Q0 C R"™, nous

associons un opérateur linéaire A dans l’espace hilbert
H = L*9).

Preuve 4.2. (voir Pazy [18], p. 211).
Cela se fait comme suit :

Définition 4.2. (voir Pazy [18], p. 211).

Soit A(x, D) = ¥ |aj<om @)D un opérateur fortement elliptique sur l’ensemble S et
D(A) = H*™(Q) N H (). Pour chaque

u € D(A), Uopérateur A est défini par

Au = A(z, D)u.

Avec cette définition , nous avons :

Théoréme 4.3. Soit H = L*(Q) et A L’opérateur défini ci-dessus . Pour chaque \ sa-
tisfaisant ReX > Ao, Uopérateur —Ay, = —(A 4+ M) est le générateur infinitésimal d’un

Co—semi-groupe de contraction sur H = L*((2).
Preuve 4.3. (voir Pazy [18], p. 211).
En fait,nous avons :

Théoréme 4.4. Si A(x, D) est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m, alors [’opé-
rateur —A (donné par la définition 4.2) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique d’opérateurs sur H = L*().
Preuve 4.4. (voir Pazy [18], p. 211).

Nous avons aussi le corollaire essentiel suivant :
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Corollaire 4.1. Soit A le générateur infinitésimal de semi-groupe analytique {T'(t)}1>o. Si
la fonction f € LY(0,T : X) est de Hélder locallement continue sur l'intervalle 10, T, alors

pour chaque x € X le probleme a valeur initiale a une solution unique w.
Preuve 4.5. (voir Pazy [18], p. 113).

Corollaire 4.2. Soit A(x, D) un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m dans le domaine
borné Q C R™ et soit f(t,x) € L*(Q) pour chaque t >0 .
Si

/Q f(t,2) — f(s,2)de < K|t — s|? (4.9)

alors, pour chaque valeur initiale ug(z) € L*(2), le probleme (4.6) admet une solution unique
u(t, ) € CY(]0, 00[); H*™(2) N HI(Q).

1l s’ensuit que l'opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur
l’espace H. De plus, on peut vérifier que L’hypothése F est satisfaite par F' et G. Sous des
hypothéses convenables sur le noyau a, le théoréme 3.2 assure l’existence d’une solution clas-
sique globale unique de (4.6) pour p = 2, ce qui garantit Uezistence d’une solution classique

globale unique de (4.5).

Remarque 4.1. Notons que, dans cet exemple on peut aussi considérer les coefficients

ao(T) = a, constants et les résultat obtenus ici restent vérifiés.

4.1.2 Equation parabolique dans I’espace de Banach L?

Soit 0 un domaine borné avec une frontiere lisse dans R™. Dans la section précédent nous
avons considéré des semi-groupes définis sur 'espace de Hilbert L*(Q). Il est souvent utile
pour remplacer lespace de Hilbert L?(Q) par l’espace de Banach LP(QQ). Ceci est généralement
important si l'on souhaite obtenir des résultats optimaux de régularité des solutions.

Soit 1 < p < 0o et 2 un domaine de R" avec une frontiére lisse 0S). On considere l’opérateur

différentiel forte ment elliptique dans 2

A(z,D) = Y an(z)D". (4.10)

la]<2m

Pour 1 < p < oo nous associons a l'opérateur A(x, D), Uopérateur A, ,dans LP(§2) défini par

D(A,) = W™ (Q) N W™ (Q),
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et
A, = A(z,D)u, pour u € D(A,).

(voir définition (7.3.3) , Pazy [18], p.213 ). On a aussi le théoréme essentiel suivant :

Théoréme 4.5. Soit 1 < p < oo et A(x, D) un opération fortement elliptique d’ordre 2m
sur 'ensemble ) de R", avec frontiére lisse 0N2. Si A, est un opérateur associé a A par

défintion (3.3), alors —A est le générateur infinitésimale d’un semi-groupe analytique sur

LP(Q).
Preuve 4.6. (voir Pazy [18], p.214 ).

Nous avons vu dans le théoréme 4.5 que —A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur LP(Y). Par conséquent —(A, + \I) générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique qui est inversible.

Dans la suite, nous supposons que cela a été fait et supposons donc directement que A,

lui-méme est inversible. Voici un autre théoréme dont on aura besoin :

Théoréme 4.6. Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m sur €2 avec frontiére

lisse en R™. Il existe une constante C' > 0, telle que
[tll2mp < CUlA]lop + llullop) (4.11)

pour chaque u € W2™(Q) N Wy"*(Q).

Nous supposons maintenant que A est inversible dans LP(Y), il s’ensuit que C|lullo, <

| Apullop, pour certaines constantes C' > 0. Donc nous avons

lull2mp < CllApullop, pour uwe D(A,). (4.12)
Soit

F(t,u)(z) = f(t,z,u, Du, D*u, ..., D*" 'u). (4.13)

G(t,u)(z) = g(t,x,u, Du, D*u, ..., D*™ ). (4.14)

ot D7 représente toute dérivée d’ordre j-iéme. Supposons que f est une fonction continue
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aussi différentiable pour toutes ses variables et considérons le probléme a valeur initiale :

du

+ Au = F(t,u),
e " (t,) (4.15)
u(0) = up.

Théoréme 4.7. Soit ) C R" un domaine borné a frontiére lisse OX) et A, 'oérateur défini

ci-dessus. S10 < a < 1 alors :

X, C WhUQ) pour k — " < oma— ﬁ, q>p. (4.16)
q p
X, C C"(Q) pour 0 < v < 2ma — L (4.17)
p

Preuve 4.7. (voir Pazy [18], p.243 ).

Du théoréme 4.7, si 1 — ﬁ < a < 1 et p est assez grand, alors X, C 027”_1((_2). Cela

implique que

1E(t,uw) = F(s,0)llop < C(t = s| + [[u = v[o,) (4.18)

IG(E, A %) — G(s, A0)[lop < C(Jt = s + [[u = vllo,) (4.19)

Par conséquent, Si p est assez grand, Les conditions du théoréme 3.2 sont vérifiés. Nous

avons

Théoréme 4.8. Soit @ C R" un domaine borné a frontiére lisse 0 et A, l'opérateur défini
ci-dessus. Soit F(t,u) et G(t,u) définies par (4.14) ot f et g sont des fonctions continues
différentiable pour toutes leurs variables.

Si p > n alors pour chaque uy € W?™?(Q) N Wy"P(Q2), le probleme a valeur initiale (4.15)

admet une solution globale unique.
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CONCLUSION CGENERALE

Dans ce mémoire, aprés avoir présenté un survol sur les équations intégrales et les équations
intégro-différentielles, ainsi que leurs différentes propriétés, nous nous sommes intéressés
a ’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abstraites mon linéaires considérées
dans un espace de Banach. Plus précisément, ce travail, représente une synthese des résultats

obtenus dans larticle de D. Bahuguna [1], intitulé :
"'INTEGRODIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ANALYTIC SEMIGROUPS',

En utilisant une méthode basée sur la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires et les
puissances fractionnaires d’opérateurs, sous certaines hypotheses, mous avons montré des
résultats d’existence, d’unicité et de réqularité des solutions classiques de ce type d’équations.

Les résultats abstraits obtenus ont été appliqués a une EDP parabolique.
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