Mathématiques & Applications 19

Francois Robert s

Spriger




Table des Matiéres

Prologue

I Généralités
0 En Guise-d’Introduction : Arthur, Béatrice et Clotilde

1 Itérations sur un Ensemble Fini
1.1 Généralités
1.2 Exemples

e

1.3 Puissances successives de F

Réseaux d’automates : Dynamique de Base
2.1 Le modele réseau d’automates

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

23




Table des Matiéres

II Boite a QOutils

3 Un Outil Métrique
3.1 La distance vectorielle booléenne d
3.2 Des inégalités de base
3.3 Premieéres Applications
3.4 Compléments : opérateurs série-paralléle
3.5 Autres outils métriques possibles

3.6 Conclusions

Théorémes de Perron-Frobenius et Stein-Rosenberg Booléens
4.1 Eléments propres d’'une matrice booléenne
4.2 Théoréme de Perron-Frobenius booléen

43 Théoremes de Stein-Rosenberg booléens

44 Conclusions

" N

III Applications

5 Contraction Booléenne et Convergence Globale
5.1 Contraction booléenne
5.2 Théoréme de point fixe
5.3 Exemples
5.4 Mode série : Itération de Gauss-Seidel pour un opérateur contractant
5.5 Exemples
5.6 Comparaison des modes opératoires pour un opérateur contractant
5.7 Exemples
5.8 Complément : Gauss-Seidelisations successives

5.9 Complément : diagramme contraction-simplicité




Table des Matiéres

5.10 Conclusions W 111

Comparaison de Modes Opératoires

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Comparaison des modes opératoires série et parallele

Extension & la comparaison de deux modes opératoires série-paralléle
Exemples

Conclusions

Dérivée Discrete et Convergence Locale

7.1
7.2
7.3
74

7.5
7.6
7.7
7.8

Dérivée discréete

Application : opérateur affine sur (Z/2)"

Application. Caractérisation de la convergence locale dans le voisinage pre-
mier d’un point fixe

Interprétation en termes de réseaux d’automates
Gauss-Seidel
Dérivation d’un produit de composition

Conclusions

Dérivée Discréte d’un Produit de Composition

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5

Un probléme de dérivation discrete

Formules de dérivation d’un produit de composition
Application a la notion de cycle attractif
Interprétation en termes de réseaux d’automates

Conclusions

Attraction Locale dans le Voisinage Premier ou Second d’un Point Fixe

9.1

Définitions, rappels




Table des Matiéres

9.2 Attraction dans V;(€)

9.3 Attraction dane WG(E):iuse ¢ il v T ien SIS SRR T e R >

9.4 Forte attraction dans V2(§)
9.5 Cas d’un opérateur affine sur (Z/2)"

9.6 Conclusions

Attraction dans un Voisinage Massif d’un Point Fixe
10.1 Voisinage massif d'un élément du n-cube {o,1}"
10.2 Caractérisation de la notion de voisinage massif

10.3 Application : convergence locale dans un voisinage massif

10.4 Conclusions

Attraction Locale pour ’Opérateur Série

11.1 Cadre continu : R"

11.2 Cadre discret : {0,1}"

11.3 Une majoration utile de G'(§)

11.4 Exemples

11.5 Retour au probléme posé : un résultat technique
11.6 Exemples

11.7 Point fixe attractif en mode parallele et série
11.8 Application & 'attractivité globale

11.9 Remarques finales

Réseaux d’Automates & Seuils et Applications
12.1 Automates & seuil

12.2 Interprétation géométrique dans R"

12.3 Cas particulier : Fonctions majorité

12.4 Réseaux d’automates a seuils




Table des Matiéres

12.5 Deux formulations équivalentes pour des réseaux & seuils

12.6 Dynamiques paralléle et série d'un réseau a seuils symétrique . .
12.7 Exemples

12.8 Modele de Hopfield (réalisation d’une mémoire associative)

12.9 Exemple

12.10 Conclusions

13 Itérations Chaotiques Discrétes et Réseaux d’Automates
13.1 Itérations discrétes asynchrones
13.2 Itérations discretes chaotiques
13.3 Remarques importantes
13.4 Analyse de I’évolution d’une itération chaotique discrete
13.5 Comportement local d’une itération chaotique A partir de la dérivée . . . . 246
13.6 Résultats spécifiques sur les matrices booléennes
13.7 Convergence locale d’une itération chaotique discrete
13.8 Convergence globale d’une itération chaotique discrete
13.9 Additif .«

13.10 Conclusions

14 En Guise de Conclusion : Arthur, Béatrice et Clotilde revisités

IV Sujets de Problemes

Bibliographie

Les Chapitres 2 & 7 et 10 constituent une version frangaise, revue et complétée, des
Chapitres correspondants de “Discrete Iterations”, Springer-Verlag, 1986, référence [26].




La Société de Mathématiques Appliquées et Industrielles (SMAI), fondée en 1983, s'est
fixé comme objectif la promotion des mathématiques appliquées. Dans cet esprit, la SMAlg
créé une collection d’ouvrages Mathématiques & Applications, dont voici un nouveau numéro.

Le but de cette collection est d’éditer des textes de niveau 38me cycle universitaire ou de
derniére année d'école d'ingénieurs. Les lecteurs concernés sont donc des étudiants, mais
également des chercheurs et ingénieurs qui veulent s'initier aux méthodes et aux résultats des
mathématiques apTquuées. Certains ouvrages auront ainsi une vocation purement pédagogique
alors que d'autres pourront constituer des textes de référence.

La principale source des manuscrits réside dans les trés nombreux cours qui sont enseignés en
France, compte tenu de la varieté des Diplémes d’Etudes Approfondies (D.E.A.), des Diplémes
d'Etudes Supérieures Spécialisées (D.E.S.S.) ou des options de mathématiques appliquées dans
les écoles d'ingénieurs. Mais ce n’est pas |'unique source: certains textes pourront avoir une
avutre origine. 3

Parmi les sujets que la collection souhaite abarder, figurent les sujets suivants: -
Analyse numérique — Analyse stochastique — Probabilités appliquées — Equations aux dérivées
rtielles ~ Automatique ~ Optimisafion ~ Recherche opérationelle — Statistique et analyse des
J::nées - Modélisation (en mécanique, en économie...) - Infographie et Traitement d'images -
Codage et cryptographie ~ Calcul formel - Calcul paralléle... -

Frangois Robert v
Les Systémes Dynamiques Discrets

Un sysfél;ie dynamique discret {rjéseuu d'automates, automate cellulaire...)
est un ensemble fini d’éléments, prenant chacun un nombre fini d’états,
et évoluant, dans un femps discret, par inferactions mutuelles.

# :
- Ce livre est consacré a |'analyse de la mique temporelle de
tels systémes. Grace & des outils de méfrique discréte, on établit des résultats
de. convergence globale (contraction booléenne), convergence locale vers un
~ point fixe ou vers un cycle, et ceci pour différents modes opératoires
[paralléle, série, série-paralléle, chaotique).

Le contenu de ce livre, ol chaque résultat est illustré par un ou plusieurs exemples
incluant de nombreux diagrammes, a été enseigné aux Universités de
Grenoble et de Kaiserslautern. Il veut intéresser aussi bien des étudiants, ingénieurs;
chercheurs en Mathématiques Appliquées que des Informaticiens connexionnistes,
des Automaticiens et des Physiciens.




