Pierre Burg

CAPES EXTERNE
AGREGATION INTERNE
MATHEMATIQUES

Alébre t

géometrie
CAPES et Agrégation

¢ Conforme au nouveau programme
e Cours complet
e Plus de 200 exercices corriges

Vuibert ‘




Table des matiéres

Avant-propos

1 Nombres complexes

1.1 Corps des nombres complexes . ..........
1.1.1  Représentation géométrique. . . . .. ... ..

1.2  [Interprétation géﬂmétrique :

1.3 Ruacines carrées dans C .

14 Equation de degré 2 . .

1.5 Factorisation des pulyuum&s dm EE'

1.6 Exponentielle d'un complexe . . .
16.1 Propriétés de 'argument . . . . . .
Hacines n-iemes |

L8 (Géomeétrie et complexes
181  Similitude

1.8  Exercices . . .

L.10 Corrigé des exercices .. ........

Structures algébriques nsuelles
2.1 Groupes
2.2 Sous-groupe . T .
221  Sous-groupe d'un gmu;:e ﬁm :
2.3 Morphisme de groupes . - szl i
23.1 Noyau et image d'un ||mr|1hJ!-mF r|¢= ET!':IIIPFR A
24 Sous-groupe engendré par une partie
24.1 Théoréme fondamental |
242  Groupe monogene
243  Ordre d'un &ément
Groupe symétrique
251  Signature
Anneau
26.1  Propriétés de caleul dans un anneau
26.2 Formule du bindme . . .
263  Eléments inversibles . . .
264  Diviseurs de zéro . .

2.0.5




TABLE DES MATIERES

Morphisme d'anneaux . . . . T i
Idéal d'un annean commutatif 47
28.1  Divisibilité dans un annean commutatif intégre . 49
282 Arithmétiquede Zrevisitée . . . . .. ... .......... BD
283 Relation de Bézout P .
Corps 51
Sous-corps - 51

210 Anneau (E/nZ, +, x) 52
2.10.1 Théoréme d"Euler
2.10.2 Théoréme chinois

2.11 Algebre . .

212 Exercices . . ... ..

2.13 Carrigé des exercices

Arithmétique dans I'ensemble des entiers relatifs
3.1 Anneaun Z e I N W
3.1.1  Sous-groupes additifs de Z . .
3.2 Divisibilité dans Z
3.2.1
3.2.2
3.3 [déal
34 Divisibilité . . ... ...
3.4.1 Divisibilité dans Z
3.5
4.5.1  Compatibilité de la congruence avec les opérations . .
352 Groupe additif Z/nZ
3.53 Produit dans Z/nZ
PGCD et PPCM .
361 Plus grand commun divisear dans N . . . . . ... ... ..
3.6.2 Entiers premiers entre eux
36.3 Equation diophantienne ax +bhy=c ..
J.6.4  Plus petit commun multiple dans N
3.6.5  Plus grand commun diviseur de plusieurs entiers .
Nombres premiers . . . . . . .
| Le corps (Z/pZ, +, x)
4.7.2  Petit théoréme de Fermat
3.7.3 Théoréme de Wilson
4.7.4  Décomposition primaire
3.8 Exercices . . .
3.9 Corrigé des exercices

Polyndmes
4.1 Définitions et structures
4.2  Degré d'un polynome
4.3 Composition de polynomes
4.4  Divisibilité dans K, [X]
4.4.1 Division enclidienne




VI

5 Espace vectoriel : généralités
3.1

2.1.1  Sous-espace vectoriel

3.1.2  Sous-espace engendré

Application linéaire

9.2.1  Structure de L(E, F)

Noyau et image | | s

Somme directe . . , . . ,

2.4.1  Sous-espaces supplémentaires
Anmnean des endomorphismes

5.53.1 Itérés d'un endomorphisme
Endomorphismes remarquables . . .
5.6.1 Homothétie vectorielle

9.6.2  Projection vectorielle

3.6.3 Projecteur iy

5.684  Symétrie vectorielle

+.6.5  Affinité vectorielle . . . S
53.66  Somme directe et projecteurs . . .
Exercices

2.7
5.8
Espace vectoriel en dimension finie
6.1  Famille génératrice

6.2 Famille libre
6.3 DBase
6.4 Dimension
6.5
b
6.6.1
6.6.2  Théoréme d'isomorphisme

TABLE DES MATTHRES

199
189
. 200
. 203
205

6.6.3  Application : interpolation de Lagrange . , . . . .

7 Formule de Grassmann

6.8 Dimension de £(E, F)

6.9  Formes linéaires .
6.9.1 Hyperplan . . . i —
6.9.2  Equation cartésienne d'un hyperplan .
6.9.3 Dualité en dimension finie . .
6.9.4 Base duale S
6.9.5 Intersection d’hyperplans . .
6.9.6  Base antéduale . ;

Géométrie affine
6.10 Structure affine dun espace vectoriel

6.10.1 Translation . .
6.11 Sous-espace afine d'un espace vectoriel . . ., .

6.11.1  Droites et plans affines de R*. n=20ou8§ ..

6.11.2 Parallélisme




TABLE DES MATIERES

6.12 Barycentre e gL P L o o DU -
5.12.1 ﬁmcint!vitéduhﬂrvrmuu.,...............-.‘_-"E-H
6.12.2 Convexité ek 270

I R SRS 15 v 1% e v ST s e v o R e s e 20T

6.14 e

6.15 Corrige 279

Matrice 203
7.1 Rappels et notations ' ree vele S
7.1.1 Matrice rectangle y T -
7.1.2  Somme de matrices et produit par un m..alune e aabre wre D
7.13 Produitdematrices . . . .. ... ....coueiuuwunwo.. 204
7.14 Matrice carree . . . . P S 1
7.1.5  Matrices carrées .rqrmétrlquesﬂﬂnhs#metr:qur«- o ol B a ey ineTe. iR
RN e s s, e e LR e STt e Y, Wt var s 1200
ngdunemmnce...........,,..,......... .+ 300
ook . TS O BRI . . s e e R R S Tl e e e
Matrices carrées inversibles . . . TSR] AT Py S TR SR R . 11
7.4.1  Caractérisation de I’inwrslbilité A e e K e s o O
T T e A e e IR Rt £ < [~ et SURR Y G L) DR 1 .
Représentations matricielles ¢ qrarema e A GRNG
7.6.1  Matrice d’'un vectenr . . . . prpl ool JEW . 306
7.6.2  Matrice d'une application llllE'.ﬂ.l['L o T Lt SNE ALY 1/
7.6.3 Application linéaire associée A une matrice | . 309
Matrice de changement de base . . . . e et AL - TR
7.7.1  Aetion du changement de l:-a.m- sur un vecteur . . . . 310
7.7.2  Action du changement de base sur une application Imeuuu_ . 3H
SRt RO ., . SR T e Sl v - e R
T T T e P R O T e L T USSR SRR  § -
Opétations SUEDEDERIFNR & & 0w Loiin il sials sl dite vy i » o BB
P L R R T A e e O e S S S s SR - |
7.10.2 Dilatations e« s« L6
7.1083 Matricedepermutation . . .. ................. 317
Systﬁnﬁdéquntiulmliuc'—ahm................. L. i, 318
7.11.1 Résolutiom . . . . . M M =y DAY
T.11.2 Tral:luchunmamciellf et cae . LD
G100 KISHOt-DrabIe’ & & e vl d i S 5 e e e o E2D
7114 S;Fstémedeﬂrﬂ.mer...._.....-,..,.........’!21
S e RN S e e S R e I ST R S R < -
7.13 Corrigé -I:]EH EXETCices AT RS .

Déterminant 339

8.1 Applications multilinéaires . 539

8.2 Déterminant de n vecteurs . . . . ... 34;
8.2.1 Relation de Chasles

8.4 Déterminant d'un endomorphisme

B4 Déterminant d'une matrice carrée . ., .




TADLE DES MATICHES

Déterminant d'une matrice par blocs
Développement d'un déterminant
Vecteurs linfairement indépendants
Rang d'une matrice
Systemes lindaires . . . . .. . ... ..
#8.9.1 Systémes de Cr:u.r[l{-'r -,
8.9.2 Formules de Cramer
8.9.3 Cas général

%10 Orientation d'un espace vectoriel réel

#2.11 Produit mixte

8.12 Produit vectoriel

8,13 Exercices

8.14 Corrigd des exercices

Réduction des endomorphismes

9.1  Sous-ecspaces vectoriels stahles |
9.1.1 Application aux matrices
Polynime d'endomorphisme
8.3.1 Cas des sous-espaces stahles
Polynome minimal . . :
Lemme de décomposition des novaux RN
.41  Application aux équations différentielles . . . . . . ... ...
Eléments propres d'un endomorphisme
Polynéme caractéristique T
9.6.1 Polyndme caractéristique et valeurs pmprf_-ﬂ
9.6.2  Ordre de multiplicité
Théoréme de Hamilton-Cayley . .
Valeurs propres et polynfme minimal
Endomorphismes diagonalisables
9.8.1 Applications de la diagonalisation
9.9.2 Projecteurs spectraux
9.9.3 Polyndme anmulateur et diagonalisation . .
0.9.4 Dingonalisation simultanée . |, |
Trigonalisation
9.10.1 Trigonalisation mmultun-zt
Sous-espaces caractéristigues |
9.11.1 Décomposition de Dunford

9.12 Exercices

9.13 Corrigé des exercices

Formes bilinéaires symétriques — Géométrie euclidienne
10.1 Définitions

10.1.1  Inégalité de Cauchy-Schwarz

10.1.2  Inégalité de Minkowski
10.2 Norme issue d'un produit scalaire

10.2.1 Egalités de pulnn.na.'rlnn ;

10.2.2




TABLE NER MATIEREE

10.3

10.4 Vecteur unitaire

10.5 Orthogonalité
10.5.1 Théoréme de Pythagore
10.5.2 Procédé d'orthonormalisation de thmldt,
10.5.3 Partie orthogonale . . .
10.5.4 Sous-espaces orthogonaux .
Hyperplan d'un espace euclidien . . . . .. ... ...
10.6.1 Equation d'un hyperplan
Représentation d'une forme lindaire . . . .
Projection orthogonale . . . . - ~sr e
10.5.1 Projection nrthngnnn]ﬂ SUr un h}rprrrll:m ok sy
10.8.2 Inégalité de Bessel . : S =
10.8.3 Ep;alne de Fnr&cml—BmsLl

109 Propriétés des projecteurs nﬂhngnnam:

10.10 Symeétrie orthogonale

10,11 Endomorphismes orthogonaux . . . . . .
10.11.1 Matrices orthogonales . .

10,12 Endomorphisme symétrique

10.13 Réduction des endomorphismes symétriques

10.14 Norme d'un endomorphisme symétrique . . . .

10.15 Forme bilinéaire et endomorphisme symétrigue . .

10.15.1 Matrice d'une forme bilinéaire symétrique . . . . . . .. ...

Espace euclidien orienté
10.16 Rappels : espace vectoriel orienté
10.16.1 Orientation d'un h:.r]}erplan
10.17 Produit mixte . . ... . : :
10.18 Angle dans F euclidien orienté de dlmensluu 2, [Lud[r dL UtE'I i
10.18.1 Angle orienté du plan orienté .
10.18.2 Etude de O(2)
10.19 Angle dans E euclidien orienté d:- dlmensmn 3, -;-tudr- dﬂ [}[3:
10.19.1 Produit vectoriel . . . .
10.19.2 Double produit vectoriel :
10.19.3 Orientation dans E euclidien de d;mensm::n 3 a.ngi-,
10.19.4 Orientation associéedunplan Peta P+ . .. ... ... .. t
10.19.5 Interprétation géométrique du produit vectoriel
10.19.6 Produit mixte et volume
10.19.7 Etude de O(E)
10.19.8 Etude pratique d'une rotation
10.20 Exercices . . .
10.21 Corrigé des exercices

Index




Pierre Burg

Algebre et géométrie

CAPES et Agrégation

Louvrage présente tout le i .
au CAPES externe et a I’Agrégaﬂnn interne de mathemahques avec un

tet | tra .
Il permet aux candidats de maitriser le programme d'algébre et de géométrie
commun aux deux concours et de s'entrainer aux épreuves.

. Nombres complexes 7. Matrice
. structures algébriques usuelles B. Déterminant

. Arithmetique dans l'ensemble 9. Réduction des endomorphismes

des entiers relatifs 10. Formes bilinéaires symétriques

. Polyndmes - Fractions rationnelles Géomeétrie euclidienne
. Espace vectoriel : généralités Espace euclidien orienté

6. Espace vectoriel en dimension finie Index
Géomeétrie affine

Agregé de mathématiques, professeur hors classe, Pierre Burg a été membre du jury du CAPES et
du CAPESA durant de nombreuses années, Colleur en classes préparatoires MP et MP*, il intervient
egalement au CNED dans la préparation du CAPES de mathématiques.

ISBN 978-2-311-00500-4

U —

9'7823117005004




