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Résumé

Notre travail consiste a étudier I'effet de I'imperfection thermique et
Calorifique d’un fluide en régime supersonique sur les parametres thermodynamiques
et géométriques d’un écoulement supersonique et sur la fonction de Prandtl Mayer.

Pour la premiére étape, on a étudié et déterminé les parametres
thermodynamique, géométriques pour les rapports de pression, de la température,
masse Volumiques et le rapport des sections a fin de généraliser le modéle gaz

parfait.
Pour la deuxieme étape on a développer une nouvelle forme de la fonction de
Prandtl Mayer (détente supersonique) sur la base d’ajouter l'effet des imperfections

Thermique et calorifique sur cette forme.

On a trouvé plusieurs résultats et nous les avons comparés avec le modelé
GP et on a calculé aussi l'erreur entre notre modelé et les modeles gaz parfait et HT

Comme une comparaison.

Mots clés : Ecoulement Supersonique, Gaz Réel, Rapports Thermodynamiques et

Géométriques, Fonction de Condensation, Gaz Calorifiquement Imparfait, Gaz
thermiquement Imparfait, Quadrature de Simpson, Fonction de Prandtl Meyer, Méthode

des Caractéristiques, Erreur Relative.




Abstract

Our work is to study the effect of thermal imperfection and Calorific of a
supersonic fluid on thermodynamic parameters and geometric supersonic flow and

the function of Prandtl Mayer.

For the first stage, thermodynamic parameters were studied and determined
and geometric for the pressure ratios, the temperature, mass Volumetric, section

report to generalize the perfect gas model.

For the second stage we have to develop a new form of the function of
Prandtl Mayer (supersonic relaxation) on the basis of adding the effect of

imperfections Thermal and calorific on this form.

We found several results and we compared them with the GP model and we
also calculated the error between our modeled and the models perfect gas and HT

Like a comparison.

Key words: supersonic Flow, Real Gas, Thermodynamic and Geometric Ratios,

Condensation Function, Calorifically Imperfect Gas, Thermally Imperfect Gas,
Simpson's Quadrature, Prandtl Meyer Function, Characteristic Method, Relative

Error.
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INTRODUCTION GENERALE

L’étude de la nature des gaz constitue une introduction idéale a la thermo-
physique. Cette étude, poursuivie dans les deux premiers chapitres, présente trois
aspects nettement caractéristiques. Le premier se borne a la mise en ordre des
résultats expérimentaux obtenus a partir de I'étude du monde qui nous entoure, en
d’autres termes du monde macroscopique, afin d’aboutir a des conclusions
générales ou lois. Le deuxiéme nous amene a I'élaboration d’'un modele pour les
molécules, ce qui revient a une étude du monde sub-microscopique ou moléculaire.
Finalement, ces deux points de vue se rassemblent pour conduire a une
interprétation faisant fournir un apercu sur le développement des équations d’état
pour le calcul des propriétés thermodynamiques des gaz.

Une large variété de problemes dans I'écoulement compressible a été résolue
sur I'hypothese que l'air se comporte comme gaz parfait. Cette hypothése est
justifiée, fourni la pression et la température ambiante d'intérét est petit et proche
atmosphérique. Cependant, que quand de l'air est soumis aux changements de I'état
aux pressions et aux températures loin enlevé d'atmosphérique, il cesse de se
conformer a la loi simple de gaz et présente d'autres propriétés non caractéristiques
d'un gaz parfait. En conséquence, des procédés d'écoulement dans lequel aerent
sous réserve de ces conditions extrémes peut étre prévu s'écarter du comportement
de gaz parfait. il est connu que qu'un tel écoulement sera produit dans des
souffleries hypersoniques et par le vol d'avions aux vitesses anémométriques
supersoniques élevées, par conséquent, la nature et I'ampleur de ce lievre de départ

deviennent des considérations importantes en aérodynamique.

La fonction de Prandtl Meyer joue un role trés important dans le calcul des
écoulements supersoniques. Si on veut concevoir une tuyére supersonique donnant
un écoulement uniforme et paralléle a la section de sortie, il est nécessaire de
connaitre I'angle de détente initiale au col qu'il faut donner pour avoir le nombre de

Mach de sortie voulu.




Le premier chapitre fournit un apergu sur le développement des équations d’état

pour le calcul des propriétés thermodynamiques des gaz.

Dans le deuxiéme chapitre, des équations d'écoulement sont obtenues a
I'aide de I'équation d'état de Berthelot. Cette équation, plutdt que Van der Waals', est
utilisée pour que des évaluations légerement meilleures des effets de force

intermoléculaire puissent étre obtenues.

Dans le troisieme chapitre on a étudié l'effet de la pression génératrice sur la
fonction de Prandtl Meyer. Le travail consiste essentiellement a développer des
nouvelles relations et des expressions concernant I'écoulement supersonique en

utilisant les hypothéses d'équation d'état des Berthelot.

Dans le quatriéeme chapitre, on procéde a la présentation des divers résultats
obtenus par un programme de calcul élaboré en exploitant les différentes équations
trouvées par notre modele dans les chapitres précédents et de les comparer avec les
résultats obtenus par le modéle du gaz parfait GP et le modéle haute température
HT.

On a fait une simulation numériqgue avec le logiciel ansys fluent, pour
comparer et valider les résultats avec le CFD, qui été basé sur les équations de
Navier stocks.

Finalement, on a fait une conclusion et quelque perspectives et travaux de

future.



Chapitre 1

Généralités sur les gaz
reels



1.1. Introduction:

L’étude de la nature des gaz constitue une introduction idéale a la thermo-
physique. Cette étude, poursuivie dans les deux premiers chapitres, présente trois
aspects nettement caractéristiques. Le premier se borne a la mise en ordre des
résultats expérimentaux obtenus a partir de I'étude du monde qui nous entoure, en
d'autres termes du monde macroscopique, afin d’aboutir a des conclusions
générales ou lois. Le deuxieme nous améne a l'élaboration d’'un modeéle pour les
molécules, ce qui revient a une étude du monde sub-microscopique ou moléculaire.
Finalement, ces deux points de vue se rassemblent pour conduire a une
interprétation faisant fournir un apercu sur le développement des équations d’état

pour le calcul des propriétés thermodynamiques des gaz.

Rarement les aspects expérimentaux et théoriques d’'une étude n’ont été aussi
nettement séparés qu’ils le sont ici. Néanmoins, nous trouvons une bonne illustration
de la fagcon dont ces deux aspects d’un probleme scientifique vont de pair, pour
conduire a une interprétation plus profonde du monde qui nous entoure. Cependant,
la plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont antérieurs aux interprétations
théoriques du chapitre suivant. Pour mémoire, rappelons que lintervention de
I'hypothése moléculaire pour la matiere est née avec le dix-neuvieme siécle et devint

convenablement élaborée a la fin de ce méme siécle.

Signalons que certains travaux expérimentaux marquants des époques
antérieures au dix-neuvieme siécle, non guidés de maniere appréciable par une

guelconque théorie existante alors, furent vraiment empiriques.

Ce chapitre fournit un apergu sur le développement des équations d’état pour
le calcul des propriétés thermodynamiques des gaz. En commengant par I'équation
d’état des gaz parfaits, ses applications et ces limites puis les premiéres
modélisations des équations d’état semi-empirique des gaz réels datant du 19éme
siecle et leurs développement pendent le 20émesiécle, le lecteur est invité a suivre
les grandes lignes du développement de ces équations en insistant sur les
changements des approches moléculaires (notion de covolume et des forces

d’attraction intermoléculaires ) entre le modéle des gaz parfaits, et les modéles des




gaz réels. Ainsi que lI'impact sur le calcul des fonctions thermodynamiques tel
que I'énergie interne, I'entropie et I'enthalpie. On procédera aussi dans ce chapitre
spécifiguement a l'étude (détermination des coefficients de covolume et de
I'attraction moléculaire a partir du point critique) et I'application du modéle de

Berthelot pour les gaz réels.

1.1. Lesgazréels:

Le modele du gaz parfait décrit les gaz réels lorsque leur pression est faible,
c’est-a-dire lorsque leur densité, n/ v, est petite. Dans de telles conditions, les
molécules constitutives du gaz interagissent peu entre elles. En fait, le modele du

gaz parfait suppose qu’il n’y a aucune interaction entre les molécules.

Dans ce cas, la différence entre un gaz réel et un gaz parfait c’est I'aptitude du gaz
réel a se comprimé, ce phénoméne de compressibilité est di a I'effet des forces
d’attraction intermoléculaire et a I'effet de covolume [3], alors, on peut tenir compte

de ces interactions afin d’obtenir une meilleure équation d’état.

Des molécules proches I'une de I'autre ne peuvent s’interpénétrer et exercent
donc l'une sur l'autre une action répulsive. Au contraire, des molécules éloignées

exercent I'une sur I'autre une faible force d’attraction.
Cette interaction peut étre décrite par le potentiel de van der Waals.

Pour des molécules prises au sein du gaz, les interactions avec les autres
molécules ont une moyenne nulle. Pour celles proches des parois, en revanche,
I'attraction exercée par les molécules du gaz n’est pas compenseée. Il en résulte une
force tendant a ramener ces molécules vers lintérieur du gaz, équivalente a une

pression supplémentaire, p;, dite pression interne.

Le volume accessible aux molécules est celui du récipient, diminué de celui
occupé par les autres molécules. Le volume qu’occupent les autres molécules est

appelé covolume et noté nb.

1.2.1 Le covolume :

Si on se référe a I'équation des gaz parfaits on remarquera que pour une

température constante le volume tant vers zéro si la pression tant vers l'infinie.



T =cte = limv =0 (1.1

p—0
Mais la répulsion entre les molécules d’'un gaz impose un volume minimal
appelé le covolume. Rendant compte ainsi de I'impossibilité de réduire a zéro le

volume réellement occupé par la matiere.

|deal Real
Low Pressure High Pressure

Yolume of gas is “olume of gas is
negligible significant

Figure 1.1 : Représentation de I'effet de covolume

1.2.2. Les forces d’attraction intermoléculaires :

Dans un fluide non parfait les interactions entre molécules ne sont pas nulles.
Au sein du fluide, une molécule est soumise a une force résultante nulle puisqu'elle
est entourée de facon isotrope par les molécules voisines; ceci n'est plus vrai quand
la molécule s'approche de la paroi car les molécules voisines n'occupent plus que le
demi-espace interne et la molécule est freinée. La pression résultante, conséquence

des chocs contre la paroi, en est diminuée [1].

v

UL

Figure 1.2 : Représentation des forces intermoléculaires

Si une molécule est loin de la paroi, la distribution de ces forces d'attraction

est isotrope et leur résultante est nulle. Si une molécule est contre la paroi, la



résultante, f, de ces forces est orientée vers lintérieur du gaz pour maintenir les

molécules. Ce qui cause une diminution de la pression au voisinage des parois.

1.2.3 Equation d’Etat des gaz réels :

Les fluides réels regroupent les liquides ainsi que les gaz aux pressions
suffisamment élevées pour que leur comportement s’écarte notablement de celui du
gaz parfait. La différence essentielle entre les fluides réels et le gaz parfait est que
I'on ne peut plus négliger les interactions entre les particules du fluide.

Concernant ces interactions, on retiendra seulement :
e qu’elles sont généralement attractives a grande distance.

e qu’elles sont répulsives a courte distance (les particules ne s’interpénétrent

pas).
La relation entre la pression P et le volume V pour un gaz parfait :

ou PV =0Cste

V= 1 ou V

(1.2)

L’équation (1.2) introduit deux corrections dans la loi des gaz parfaits :

1. Les molécules ont un volume non nul et incompressible (volume exclu).

2. Il existe des forces d’attraction entre les molécules.

Introduisant les valeurs corrigées du volume et de la pression dans I'équation

des gaz parfaits, van der Waals aboutit a I'équation :
(p+p,)(v—nb)=nRT (1.3)

La pression interne est fonction croissante de la densité du gaz. Une analyse
détaillée montre que :

1.4)
Les valeurs de a et b varient selon la nature du gaz étudié.

1.2.4. Equation générale :




La théorie cinétique des gaz ameéne a remplacer I'équation caractéristique des
gaz parfaits P v = RT Par une équation générale (P+r)(v—b)=RT
(1.5)

Avec :
7. Excés de pression du a l'attraction mutuelle des particules (pression intérieure).
La pression au sein de fluide est supérieure a la pression au voisinage de la paroi
(tient compte des forces intermoléculaires).
b : le covolume, c’est le volume minimum que peut occuper I'unité de masse du gaz
considéré (tient compte du volume propre des molécules environ 4 fois)

1.2.5 Equation de BERTHELOT:

Elle s’écrit:
o
(P+TVZJ(V—b)=RT (1.6)
Ou bien :
RT a
P(T,v)= - = 1.7
(T.v) (v-b) TV’ (.7)
pRT ap’
P(T.p)= - 1.8
Avec: a=3 PCVCZTC , b:\%C et R:gpfrvc

1.2.6 Equation de Berthelot Modifiée :

L’équation finale de la pression en fonction de la température et de la masse

volumique sous la forme :

PRT

P(T.p)= {1{(9{;;;: ][1‘ 6TT52 m

(1.9)




1.3 Les coordonnées du point critigue- équations réduites :

Pour T>T,, P diminue quand V augmente. Pour une valeur de P, correspond
une seule valeur de V qui est le volume réellement occupé par le gaz a cette

température et a cette pression.

Pour T<T,, les isothermes présentent un minimum E et un maximum F.

A une valeur de P, peuvent correspondre 3 valeurs de volumes (3 racines). A
mesure de laccroissement de la température, les 3 racines se confondent
fournissant un point d’inflexion sur l'isotherme correspondante ou la tangente est
paralléle a I'axe des abscisses. Ce point est caractérisé par une pression critique Pc,

une température critique Tc et un volume critique Vc.

Physiquement seules les branches BG et AH représentent des états stables
du fluide.

BG c’est I'état gazeux et AH c’est I'état liquide.

lig

/ Liq + gaz \ .- .\\“H-C‘

v

E ( min)

Figure 1.3 : représentation graphique de I'état du fluide pour le cas d’'un gaz réel



Les états d’équilibres du fluide représentés par des portions AE et BF de
I'isotherme sont des états d’équilibre métastables.
AE : correspond au retard de la vaporisation.
BF : correspond au retard de la condensation.

La portion d’isotherme EMF n’est pas observable car elle est relative a des

états instables. P et V évoluent dans le méme sens.

1.3.1 Application pour I'équation de BERTHELOT:

Elle s’écrit:

(P+Ta'2j(v—b):RT

v
(1.10)
Ou bien :

RT a
P(T,v)= -
(T.v) (v-b) Tv

(1.11)

Calculons les coordonnées du point critique C (PC, VC, TC) en fonction de (a, b etr).

RT a
L’équation caractéristique: P(T,v)= —
a a (Tv) (v=b) TV
RT, a
En point critique C : P, = C—— 1.12
p q c (VC —b) TCVCQ ( )
. oP RT, 2a
Tangente horizontaleenC:| — | =0= 5= 3 (1.13)
N )i (Vc_b) T, V,
2
Point inflexion en C: 0 F: =0= RT, 7= 3a 7 (1.14)
N (V,-b) TV
Divisons I'’équation (1.13) par I'équation (1.14), on obtient:
(Vc—b)=§Vc:> V,=3b (1.15)

Remplagons I'équation (1.15) dans I'équation (1.14), on obtient:



(1.16)

r-8a
27 Rb

Remplacons les équations (1.15) et (1.16) dans I'équation (1.11), on obtient:
(1.17)

P, :Lz
27b

1.3.2 Calcul les constants a, b et R:

EnC,ona:

V.=3b

P =
° 27b?

Ici nous avons trois équations a trois inconnues, la solution de ce systeme

donne :
2
a =3PV, T,
VC
9 3
(1.18)
n_8RV.
| 3 T,
Les caractéristiques critiques de l'air sont : Tc=132,6 K, Pc=37,7 10°Pa,
Vc=0.1173 L.

1.3.3 Equation réduite :
En remplacant les constantes a, b et R dans I'équation de BERTHLOT :

On obtient :
(2.19)

2
P —3PCV02TC v-Ye |_8py T
TV 3



Divisons par Pc et V¢, ¢a donne :

P V®T vV 1) 8T
— 43— -2 = — (1.20)
P VT JV. 3) 3T,
L’équation réduite de BERTHELOT sous la forme:
1 1) 8
w+3 2(¢——j:—0 (1.22)
X 3) 3

Cependant, a la suite d’expériences, BERTHELOT a trouvé une meilleure
représentation des résultats expérimentaux pour les gaz réels en dehors du point

critique, par I'’équation modifiée suivante :

16 1 1) 32
i l8 2[¢__j:§_9 (1.22)
3 0p 4) 9

L’équation (1.22) s’appelle Equation réduite modifiée de BERTHELOT, Avec
cette équation, les constantes a, b et R, auront pour valeurs dans I'équation de
BERTHELOT :

a=®pyor
3

o Ve

N

R =

4
2RV,
9 T,

Il est a rappeler que I'’équation réduite modifiée de BERTHELOT, a I'encontre
de celle de VAN DER WAALS, n’est pas applicable au point critique et en son
voisinage. Par ailleurs, I'équation réduite de BERTHELOT est plus précise que celle
de VAN DER WAALS. Elles servira en particulier pour les calculs des correction a
apporter aux grandeurs thermodynamiques des gaz parfaits.

1.4 Facteur de compressibilité:

L’équation d’état des gaz réels peut également étre utilisée sous la forme trés

générale P .V =Z.R . T, Z est appelé coefficient ou facteur de compressibilité.



a
L’équation de Berthelot : (P+T sz(v—b):RT
P+-2 |V-b)=RT=PV-Pb+ 2 20 _py (1.23)
TV V. TV
PV =1+ Pb _ a2 + azb 5 (1.24)
RT RT RT°V RT®V
Finalement :
Pb a ab
Z =1 — 1.25
+RT RT2V+RT2V2 ( )

1.5 Choix de I'équation d'état

Les différentes lois d'état ont été exposées. Il convient maintenant de choisir

laquelle nous allons utiliser dans notre modele.

Le tableau 1.1 représente une comparaison entre les valeurs expérimentales
de lair et les résultats numériques obtenu par des séries de tests pour chaque
éguation du gaz réel. Si on accepte une erreur inférieure a 5 %, ce qui est le cas
généralement pour les applications aérodynamiques, on peut étudier un écoulement
supersonique en utilisant les d’'un gaz réels, si la température T et la pression P
bien déterminées. Les conditions nécessaires pour obtenir une erreur inférieure a 5

% présentées dans le tableau suivant :

Tableau 1.1 : comparaison entre les valeurs expérimentales de l'air et les

résultats numériques pour chaque équation du gaz réel.

1 Bar 10 Bar 100 Bar
Van der Waals v T>1325K T> 300 K
Berthelot v v v

Dieterici T>170K T>230 K T>440 K



Redlich Kwong v T>170K T>270K

Beattie-Bridgeman v T>170 K T>298 K
Clausius T>201K T> 489 K Toujours > 5%

Wohl v T>186 K T> 300 K

Berthelot modifiée v T>166 K T>274 K

Les équations empiriques et semi-empiriques dites non analytiques sont
généralement plus précises mais nécessitent de connaitre un grand nombre de

constantes qui peuvent étre difficiles a obtenir dans la littérature.

Ainsi, notre choix se porte sur I'équation d'état analytigue de Berthelot
requiére un nombre de parameétres limité et peuvent étre résolue de maniere
analytique tout en conduisant & une bonne estimation du comportement des gaz.
L’équation d'état de Berthelot ne nécessite que deux coefficients, a et b, disponibles

dans la littérature [14].

1.6. Validation du choix de I'’équation de Berthelot

Nous venons de choisir la loi d'état de Berthelot pour son faible nombre de
coefficient et sa simplicité. Il convient donc de s'assurer de la validité des résultats
gue donne cette loi, et aussi de vérifier les différences par rapport a la loi des gaz
parfaits pour le gaz retenu pour cette validation qui est dans notre étude l'air. On
compare, sur le Tableau 1.2, la masse volumique de l'air calculée avec la loi des gaz
parfaits et la loi de Berthelot, aux valeurs expérimentales d'une base de données
[11], sur le Tableau 1.3. On remarque que pour ces températures et ces pressions,
les gaz ne se comportent pas du tout comme des gaz parfait, et que la loi de
Berthelot donne des valeurs plus correctes de la masse volumique, I'analyse de ces
résultats sera bien détailler dans le quatrieme chapitre. La loi de Berthelot est donc

utilisable et justifiée



Tableau 1.2 : Valeurs numériques de la masse volumique p par le modéle de

Berthelot pour des différentes pressions.

P=1 (atm) P=10 (atm) P=100 (atm)
- p(lm’) | p(glm®) |Erreur | p(glm’) | p(glm’) |Erreur| p(glm’) p(y/m’) | Erreur
GP | Berthelot| % GP Berthelot | % GP Berthelot | %
298.1511.18413| 1.18262 | 0.127 |11.84131|11.69331 | 1.250 |118.41314|105.10024 |11.243
500 |0.70609| 0.70554 | 0.078 | 7.06097 | 7.00792 | 0.751 | 70.60975 | 65.64144 | 7.036
1000 |0.35304| 0.35291 | 0.039 | 3.53048 | 3.51714 | 0.378 | 35.30487 | 34.01631 | 3.650
1500 |0.23536| 0.23530 | 0.025 | 2.35365 | 2.34772 | 0.252 | 23.53658 | 22.95672 | 2.464
2000 |0.17652| 0.17644 | 0.042 | 1.76524 | 1.76190 | 0.189 | 17.65243 | 17.32422 | 1.859
2500 |0.14121| 0.14114 | 0.049 | 1.41219 | 1.41004 | 0.152 | 14.12195 | 13.91110 | 1.493
3000 |0.11768| 0.11764 | 0.028 | 1.17682 | 1.17532 | 0.128 | 11.76829 | 11.62150 | 1.247

Tableau 1.3 : Valeurs expérimentales de la masse volumique p pour des différentes

pressions et températures

La pression P (bar)

La température T (K)

masse volumique p(g/m’)

1
1
10
10
10
10
100
100
100
100

500
1000
200
300
500
1000
200
300
500
1000

0.696
0.348
17.835
11.643
6.944
3.471
213.950
116.945
66.934
33.613




1.7. Conclusion :

Dans le but de développer les relations des rapports thermodynamiques et
géométriques nécessaires, et d’étudier 'écoulement supersonique isentropique pour
un gaz réel (cas de I'air) en utilisant 'équation de Berthelot qui introduit les effets de
taille moléculaire et de la force intermoléculaire. Cette équation, plutét que les autres
équations d’états, est utilisée pour que des évaluations légéerement meilleures des
effets de force intermoléculaire puissent étre obtenues. Cette derniére sera utilisé
pour développer un nouveau modele mathématique pour déterminer les relations

thermodynamiques et géométriques dans le chapitre suivant.



Chapitre 2

L’effet d’imperfection
thermique et
calorifique sur un
ecoulement
supersonique



2.1. Introduction:

Une large variété de problemes dans I'écoulement compressible a été
résolue sur I'hypotheése que I'air se comporte comme gaz parfait. Cette hypothése est
justifiée, fourni la pression et la température ambiante d'intérét est petit et proche
atmosphérique. Cependant, que quand de l'air est soumis aux changements de I'état
aux pressions et aux températures loin enlevé d'atmosphérique, il cesse de se
conformer a la loi simple de gaz et présente d'autres propriétés non caractéristiques
d'un gaz parfait. En conséquence, des procédés d'écoulement dans lequel aerent
sous réserve de ces conditions extrémes peut étre prévu s'écarter du comportement
de gaz parfait. il est connu que qu'un tel écoulement sera produit dans des
souffleries hypersoniques et par le vol davions aux vitesses anémométriques
supersoniques élevées, par conséquent, la nature et 'ampleur de ce lievre de départ

deviennent des considérations importantes en aérodynamique.

Les théories et les expériences classiques ont prouvé que des trois propriétés de gaz
réel, d'abord il pour montrer des caractéristiques a la différence de ceux d'un gaz
parfait. Ces propriétés peuvent étre classifiées en tant qu'imperfections thermiques et
calorigues. Les imperfections thermiques sous forme de forces intermoléculaires et
de taille moléculaire sont sensiblement manifestes a de basses températures et a
pressions. Les changements des capacités de chaleur deviennent une imperfection
calorigue importante relativement a températures élevées. Des circonstances dans
lesquelles les effets de la dissociation moléculaire ou de l'excitation électronique
deviennent importants (les températures sensiblement au-dessus de 3550 K)
peuvent étre négligées pour le présent. Pour autant que des gaz en équilibre soient
concernés, il est habituellement suffisant d'expliquer la force intermoléculaire et les
effets de taille moléculaires avec des limites additionnelles dans I'équation d'état. De
méme, des changements des capacités de chaleur des molécules peuvent étre
expliqués avec une fonction de la température dans les expressions dans les

chaleurs spécifiques.



Dans ce chapitre, des équations d'écoulement sont obtenues a l'aide de I'équation
d'état de Berthelot. Cette équation, plutdt que Van der Waals', est utilisée pour que
des évaluations Iégerement meilleures des effets de force intermoléculaire puissent
étre obtenues. On le suppose que des imperfections calorigues peuvent étre

expliquées dans les expressions des chaleurs spécifiques.

2.2. Hypotheses de base

e ['air se comporte comme un gaz diatomique qui a :

- une constante universelle du gaz R=8.3145 J/(mol.K).

-une température caractéristique de vibration 8 =3056 K.

-une masse molaire m=28.96 g/mol.

e Les parameétres de stagnation (pression et température génératrices)
obéissent a la loi des gaz réels, en exploitant I'équation de Berthelot qui
introduit les effets de taille moléculaire (covolume) et de la force
intermoléculaire.

e L’expansion (la détente) de l'air a lieu de maniére uniforme sans choc ni
discontinuités.

e Les effets de transfert thermique par conduction, convexion ou rayonnement
sont négligeables.

¢ Le fluide (air) est thermiqguement et calorifiquement imparfait.

Toute hypothése supplémentaire sera dictée -si c’est nécessaire-durant les
prochaines analyses. Bien qu’l semble avoir eu beaucoup de suppositions
simplificatrices, celles-ci sont toutes raisonnables et on peut s’attendre qu’elles

refletent le véritable comportement de notre domaine d’étude assez précisément.

2.3. Configuration des équations :

Dans le but de développer les relations des rapports thermodynamiques et
geomeétriques nécessaires, et d’étudier I'écoulement supersonique isentropique pour
un gaz réel (cas de I'air) en utilisant I'équation de Berthelot qui introduit les effets de

taille moléculaire et de la force intermoléculaire.

L’équation de Berthelot elle s’écrit:



[P+Ta—2](v—b):RT (2.1)

v
Ou bien :
RT a
P(T,V)= - :
Connaissons:  v-1
P
__pRT  ap’
P(T,p)——(l_pb) = (2.3)

Avec: ad= 3 PchZTc et b= V?C

Avec : b est la constante de taille moléculaire.
a est la constante des forces intermoléculaire.
Pc, Vc : sont la pression et le volume critique.

2.3.1. L’équation de la conservation d’énergie :

L’équation d’énergie pour un écoulement adiabatique est [10] :

dH +VvdV =0 (2.4)
D'autre part: dH =C, dT +(h+v)dP 5)
dH (@) m(ﬁj dp 2.6)
ar ), oP J;
Avec
(EJ =h+V 2.7)
oP );

ov
Ejp (2.8)

Alors j =V —T(ﬂ] (2.9)
P ). ot ).
(@) () (e, ()
ona (aTl'[aPl'(avl . :(aTl(avj (aTj (2:10)
oP ). Lov ),



(a_Pj :_(ﬂj _[ﬁ_Pj (2.11)
ot ).~ \ar ) \av ),

)
(‘3") __ AT, (2.12)

™),

L’équation de Berthelot: P = RT__ a2
(v-b) Tv
(B)- P (B) ALz
YT R ) Ay
—RTA*(v=b)+av(v-b)’
:(ﬂ) - ( )2 Lep) (2.13)
aT Je 2aT(v-b )’ —RT%?
H Vv 3a(v-b) —RT?v%
(ij :V_T(G_j - ( )2 2 (2.14)
oP T oT P za(V—b) _RTAA
H 3a V—b Z_RTZVZb
Posons: C:(a_j ~ C-v ( )2 : o1
oP T Za(v_b) _RTA2
Connaissons: Vzl (2.16)
Yol

Remplacgons I'équation (2.16) dans I'équation (2.15) on obtient:

o 3ab’p®-6abp-RT?*b+3a
2ab’p®—4abp*+2ap—RT?

(2.17)

2.3.2. Détermination la différentielle dP en fonction de dp lorsque la température T

sera_constante :

La relation (2.6) s’écrit :dH =C, dT +CdP (2.18)
Avec: C, =(8—H} ,et C= (G_HJ
aT ), oP );
2
p_ PRT ap




La différentielle dP en fonction de dp lorsque la température T est constante donne :

2 2
dP:d( PRT  ap ] i( PRT  ap ] dp
( T =cts ( T=cte

1-pb) T ) “apl(1-pb) T
RT2-2ap(1-pb )’
dP = ap( Zp) dp (2.19)
T(1-pb)

Remplacgons I'équation (2.19) dans I'’équation (2.18), on obtient:

RT2-2ap(1-pb)’
dHCPdT+CdPdeT+{C.£ ap(l-p )Hdp

T(1-pb)’
Cr

Alors:

CTa_’p)_C'[RTZ—Zap(l—Zpb )ZJ_(sabzpz—sabpz-Fszmsaj 2.20

T(1-pb) 2T pb-Th?p* -T

Donc:

dH =C,(T,p) dT +C, (T, p)dp (2.21)
L’identification entre les relations (2.4) et (2.21) donne:

VdV =—dH =-C, (T, p) dT -C, (T, p)dp (2.22)

2.3.3. Détermination la différentielle dp/p :

Connaissons que la célérité du son : C =(3—P] (2.23)
p S=cte
VdV +C§d—p=o (2.24)
Yo
2dp
[-Co(T,p) dT—CT(I',p)dp]+CS7=O (2.25)
Alors:
P Cs Cs

2.3.4. Détermination du nombre de Mach :

Dans le but de déterminer la fonction du nombre de Mach il est nécessaire de trouver
la vitesse de I'écoulement ainsi la célérité du son. Ces deux quantités peuvent étre

trouvées en utilisant 'équation d’énergie pour un écoulement adiabatique [10] :



du+d (pv)+Vdv= (a“] d(1j+(a“j dT+d(pj+VdV:0 (2.27)
N \p at P

2.3.5. Calcul de la vitesse :

Substituant les équations de Berthelot, dans I'équation (2.27) et on intégre
de I'état génératrice a un état statique (température et la masse volumique donné on

trouve:

Vdv= (a“] d[lj (a“J a7 - d(pj (2.28)
ov). \p oT ), yo)

Avec :d (ij = —(d—’f]
P P

[vdv= j 84, jch Id[p] (2.29)

PoTo £0To Po.To

Finalement la fonction de vitesse sera :

VA(T,p)=2 C, (TO—T)+RH 19 - 10 +4a£’0 &}+[&—£] (2.30)
® (;] %) T T P P
1-e 1-e
2.3.5.1. Détermination de la célérité du son
azzd(ﬂj:[@] +(@] dar (2.31)
yo, op), \oT pdp
[@J - RT__2ap (2.32)
op ), (1 bp)2 T
Et on a
ar _1ifa, RT (2.33)
dp ¢, (T p(l-bp)

L’expression résultante de la célérité du son est :



2
| a R
e ]
127 (1
(T, p)=—V__28p, p(-bp) _ (2.34)
by T

2.3.5.2. Le nombre de Mach :

M2(T, p) =2 1—e[T°

... (2.35)

Si on considéere que @, b, et a sont nuls ; on obtient 'équation suivante :

Sy

Dans ce cas, le rapport des températures devient :

1 -1
T _[14 7w 22 (2.37)
T, 2

Ces relations (2.36) et (2.37) sont les équations qui caractérisent exactement le
nombre de mach (cas de détente), et le rapport des températures pour un gaz
parfait [8] et [12].



Donc 'équation (2.35) pour un gaz réel, représente la forme générale du nombre de

Mach (calorifiquement et thermiquement imparfait).

2.3.6. La chaleur spécifigue a volume constantec, (T , p)

¢,(T.p)=c,

1+(yg -1

[

0

T

o7

2ap

|

(4

1- e(T

sz T RT?

(2.38)

On remarque clairement que la chaleur spécifique a volume constante est

indépendante de l'effet de covolume b, et que les paramétres qui linfluent sont

seulement les forces d’attraction intermoléculaires et le comportement vibratoire.

Si c’est deux paramétres sont nulles il est aussi clair qu’en revenant a I'état d’un gaz

thermiquement et calorifiguement parfait c’est-a-dire

Cv (T 1p) =Cv(gp)

Si les forces d’attraction intermoléculaires sont nulles (a=0) ¢a va nous revenir au

cas d'un gaz thermiquement parfait mais calorifiquement imparfait ou la chaleur

spécifique a volume constante ne dépend que de la température et le paramétre de

comportement vibratoire 6[17] et [18](ce qu’on appelle le modéle HT ou bien gaz

parfait a haute température) :

¢, (T.p)= Cu(gp) 1+(7(gp) -

1-eT

(7) (—J

4

eT

2.3.7. La chaleur spécifique a pression constante ¢, (T , p)

(2.39)

La chaleur spécifique a pression constante est par définition donnée par la relation

suivante [5]:

Cp(T,P)_CV(T,P)—(aTJ

5
ar J,

ov

On rappelle I'équation de Berthelot en termes de volume :

(2.40)



“v-b TV
D'ou :
N 2 .3
(@j ___RT 2+2233=_ RTp 2+2ap (2.41)
NJ)r (v-b)" Tv (1-bp)” T
0 2_b’0+ ap

Vigpy ~1 [9 e 2ap 1-bp 2RT?
c.(T,p)=c 1+ —==—1 = + 1+ 8 (2.42)

p( p) p(gp) Y T2 ) g 2 " RT2 1 _ Za/Z

—e (1-bp)’ RT

Si on considere queé, b, et a sont nuls; en revenant a l'état d'un gaz

thermiquement et calorifiquement parfait :

Co (T P) =Cpgp)
Si on néglige l'effet de l'imperfection des gaz réel (b et a nuls) on obtient une
relation qui représente le cas d’'un gaz thermiquement parfait mais calorifiquement

imparfait:

(2.43)

_ 7/(913)_1 0
Cp(r’p)_cp(gp) 1+ T2

Ou la chaleur spécifique a pression constante ne dépend que de la température et le

Y (gp)

parametre de comportement vibratoire @[17] (modéle gaz parfait a haute

température).

2.4 Rapport des chaleurs spécifiques y

Notre domaine d’étude est limité dans le régime supersonique pour un nombre de

Mach M e [1.0,6.0] .Le rapport des chaleurs spécifiques donne la relation suivante:

¢, (T, p)
p) =27 2.44
y(T,p) ) (2.44)



e sz@ T e
7(T'p):7(gp) 0 (2.45)
0 e’ 2ap
1+(7(gp) _1) -I-z) 0 2 RTZ
()
Cas de l'air : y,=1.402,R=287.0 [J/Kg K], c, :il’ a=117.2666 [Pas. m6]
I

b=1.07334.10"2 [m3] . 6=3056 K

2.5 Calcul numérigue des rapports thermodynamiques :

Pour calculer les rapports il faut d’abord trouver les paramétres thermodynamiques

d’état dans une section donnée (T ,P,p), et les deviser par les parametres
générateurs (T,,p,,P,) respectivement. La détermination des paramétres (T ,P,p)

sera possible en résolvant le systéeme d’équation algébrique non linéaire formé par

ces équations :



M?—
B 1 ap
(7a )(1—bp RTZJ 1 2ap
(1-bp)* RT?
9
oY el 2ap
1+(7/gp_1) [Tj oN\2 | RT?2
)
pRT  ap®
- R
P b)) T
....... (2.46)

Ces trois équations composent un systeme d’équation fortement non linéaire ou la
solution analytique est impossible a trouver. Les phénoménes non linéaires sont
extrémement courants en pratique. lls sont sans doute plus fréquents que les
phénomenes linéaires. Dans ce cas, nous examinons les systemes non linéaires et
nous montrons comment les résoudre a l'aide d'une suite de problemes linéaires,

auxquels on peut appliquer diverses techniques.

bY

Le probleme consiste a trouver le vecteur [T ,p,P]vérifiant les 3 équations non
linéaires suivantes:
fe(T,0,P)=0
fu(T,p,P)=0 (2.47)
fe(T,0,P)=0
Ouf., f, et fysont des fonctions de trois variables que nous supposons

différentiableset réferent respectivement aux équations (2.46).



Contrairement aux systémes linéaires, il n'y a pas de condition simple associée aux
systemes non linéaires qui permette d'assurer I'existence et l'unicité de la solution.
Le plus souvent, il existe plusieurs solutions possibles et seul le contexte indique

lagquelle est la bonne [6].

Les méthodes de résolution des systémes non linéaires sont nombreuses.
Notamment, nous ne présentons que la méthode la plus importante et la plus utilisée

en pratique, soit la méthode de Newton [6] et [9].

2.5.1. La méthode de Newton :

L'application de cette méthode a un systeme de deux équations non linéaires est
suffisante pour illustrer le cas général [9].

Considérons donc le systéeme:

{fE(T’p):O
fu.p)=0

Soit[Ti ' O ] une approximation initiale de la solution de ce systeme.

Cette approximation initiale, est cruciale et doit toujours étre choisie avec soin. Le
but de ce qui suit est de déterminer les pas[dT,dp] a [Ti O, ]de telle sorte que:

{fE(ri+dT’pi+dp):O

£ (T +dT, p+dp)=0 (2.48)

Pour déterminer[dT,dp] il suffit maintenant de faire un développement de Taylor en
deux variables pour chacune des deux fonctions [9]:
of of
0=fc (T, o) +— (T, p)dT +—=(T;, p)dp+...
or op

of of (2.49)
0= fy (T, p)+ (T, p)dT + (T, p)d p +...
oT op

Dans les relations précédentes, les pointillés désignent des termes d'ordre supérieur

ou égal a deux et faisant intervenir les dérivées partielles d'ordre correspondant.

Pour déterminer [dT,d p] il suffit de négliger les termes d'ordre supérieur et d'écrire:



o, of

— \Un dT —£ i d :_f i' i

8T (TI IDI) + ap (T| pl) ID E(T' p')

‘ ” (2.50)
S T )T + S (T, p)dp = (T )

1%

Ou encore sous forme matricielle :

of ofe
a—T(Tini) E(Ti’pi) [dTJ (fE(Ti’pi)}
d - (2.51)
o

6f_M 8f_M fu (T, 0)
oT ) 2p )

Ce systeme linéaire s'écrit, également sous une forme plus compacte [6] et [16]:

‘](ri’pi)AE:_ﬁ(Ti’pi) (2.52)

Ou J(T,, p,)désigne la matrice des dérivées partielles ou matrice jacobienne évaluée
au point(T,,0.), ou Ak est le vecteur des corrections relatives & chaque variable(AlZ

:[AT,Ap]) et ou —IQ'('I'i , p,) est le vecteur résidu évalué en(T,, p,) . Le déterminant de

la matrice jacobienne est appelé le jacobien.

Le jacobien doit bien entendu étre différent de O pour que la matrice jacobienne soit
T, =T.+AT

2.53
Pia=pi+Ap (2:59)

inversible. On pose ensuite: {

Qui est la nouvelle approximation de la solution du systéme non linéaire. On
cherchera par la suite a corriger(Ti+l,,1)i +1) d'une nouvelle quantité Ak , et ce jusqu'a

la convergence. Pour en arriver a I'algorithme général suivant :

2.5.2. Algorithme de la méthode de Newton appliquée aux systemes

1. Etant donné ¢, un critére d'arrét.

2. Etant donné N, le nombre maximal d'itérations.
3. Etant donnék =[T;, p] une approximation initiale de la solution du
systéme

4. Résoudre le systéme linéaire: J(T,, o)Ak =—R[T, , o] et poser:



{TM =T. + AT
Pa=pitAp

5. Sil, -Tia|+|e —pal<e et HF‘;[Ti ) ]HS&‘

. convergence atteinte
- écrire la solution
. arrét
6. i recois i+1 et retour a I'étape 4
7. Si le nombre maximal d'itérations N est atteint:
+ convergence non atteinte en N itérations.

« arrét.

2.5.3. Le choix de la solution initial :

La convergence de la méthode de Newton dépend directement de I'approximation
initial (T, p,) de la solution [9], un mauvais choix de (T,, p, ) causera une divergence,

pour cela on va initialiser la solution en utilisant les paramétres thermodynamiques

d’'un gaz parfait par la suite on verra si ce choix est justifié.

Notre étude est focalisé sur la détente isentropique unidimensionnelle, 'écoulement
dans ce cas est considéré comme supersonique (1<M<6). On va varier le nombre de

mach définie dans I'équation f,, dans ce domaine est pour chaque valeur de M on

calcule les parametres initiaux (celles du gaz parfait) on appliquant les lois
suivantes [8] et [13]:

7o

-1
1 T
. -1 . -1 oL - -1 w1
L Zeme| Ao gz 0 Bl e Ty ) (2.54)
T, 2 2, 2 0 2

2.6 Erreur entre le modele du gaz réel et les modeles GP et HT :

Pour faire une comparaison entre ce modele et les modéles du gaz parfait ou haute
température, on rappelle les relations thermodynamiques isentropiques d’un gaz
parfait ou bien les relations thermodynamiques correspond le modéle haute
température, le tableau 2.1 illustre ces relations.

Tableau 2.1 : les équations thermodynamiques des modéles GP et HT.

Rapports Gaz thermiquement et Gaz thermiquement parfait et




calorifiquement Parfait GP
y=1.402

M : variable Principale

calorifiguement Imparfait HT
y= variable

T : variable Principale

Température Tl
0

Masse Volumique

P

Po

. P
Pression —
0

Section A
A

m
APy,

Débit

Vitesse du son a

Enthalpie H

Nombre de Mach M

Vitesse v
aO

1 -1
|: - 2:|
2

Résolution de I'équation / T :

M?(T)-a?(T)—2H(T)=0

Pour les gaz parfaits GP:

v= 1.402

CP=1001.28932 J/(Kg K)

Pour les gaz a haute température HT:

Co(T)=a,+T(a,+T(a;+T(a,+T(as +T(as +T(a, +T (a; +T (a, +T (a,))))))))

(2.55)

Les coefficients ai (i=1, 2... 10) sont présentées dans le tableau suivant:

Tableau 2.2 : Les coefficients polynémiaux du Cp.



I ai [ aj
1 1001.1058 6 3.067736 10
2 4.0661289 102 7 -1.3509355 10™"°
3 | -6.3376997 10™ 8 3.472262 10
4 2.7474759 10°° 9 -4.8467531 10%
5 | -4.0338459 107° 10 2.8411878 10’
y(T)= % (2.56)

2.6.1. Erreur du modeéle gaz parfait :

Le modele mathématique d’un gaz parfait est développé sur la base de CP la
chaleur spécifique et le rapport y constantes, ce qui donne des résultats acceptables
pour des faibles températures et pressions. Selon cette étude, nous pouvons
remarquer une différence sur les résultats donnés entre le modéle du gaz parfait et
notre modele. L'erreur donnée par le modele PG par rapport a notre modele RG
(gaz réel) peut étre calculé pour chaque parametre. Donc, pour chaque valeur (Po,

To, M), I'erreur de € peut étre évaluée par la relation suivante:

Parameterpg (Ry, To, M)

e %) =|1- x100
Parameter Parameter (P, To. M) (2.57)

pour l'application aérodynamique, I'erreur doit étre inférieure a 5%.

2.6.2. Erreur du modeéle haute température :

Les résultats obtenus par le modéle a haute température HT, sont valables a sous
I'hnypothese de l'imperfection calorique du gaz, c.-a-d., les chaleurs spécifiques Cp et
Cy varient avec la température, et qui donne une erreur considérable a haute
pression, par contre, notre modéle RG basé sur les hypotheses de un gaz
thermiquement et calorifiguement imparfait, donc, des nouvelles expressions d'un
gaz réel sont développées, variée avec la température et la masse volumique,
corrigent le modéle HT, surtout a haute pression et donne une erreur considérable a
haute pression. Alors, pour chaque valeur (P, To, M), l'erreur de € peut étre évaluée

par la relation suivante:



Parameter 7 (P, Tg,M)

e %) =|1- x100
Parameter Parameter (P, To. M) (2.58)

2.7. Conclusion :

Dans ce chapitre, on présente dune maniere détaillée les relations
thermodynamiques et géométriques lorsque l'on tient compte de la pression
génératrice, nous présentons aussi la technique numérique de newton pour résoudre
un systéme d’équation non linéaire formé par trois équations. Ces paramétres
thermodynamiques et géométriques sera employées pour élaborer et développer
une nouvelle forme de la fonction de Prandtl Meyer.



Chapitre 3

Developpement d’une
nouvelle forme de la
fonction de
PRANTDL MEYER




La fonction de Prandtl Meyer joue un réle tres important dans le calcul des
écoulements supersoniques. Les théories et les expériences classiques ont prouvé
que les propriétés d’un gaz réel, d'abord il pour montrer des caractéristiques a la
différence de ceux d'un gaz parfait. Ces propriétés peuvent étre classifiées en tant
gu'imperfections thermiques et caloriques. Les imperfections thermiques sous forme
de forces intermoléculaires et de taille moléculaire sont sensiblement manifestes a
de basses températures et a pressions. Les changements des capacités de chaleur
deviennent une imperfection calorique importante relativement a températures

élevées.

Dans ce chapitre on va étudier I'effet de la pression génératrice sur la fonction de
Prandtl Meyer, Le travail consiste essentiellement a développer des nouvelles
relations et des expressions concernant I'écoulement supersonique en utilisant les
hypothéses d'équation d'état des Berthelot qui explique des effets de taille
moléculaire et de force intermoléculaire, et que des changements des capacités de
chaleur. Des expressions sont développées pour analyser des écoulements
supersoniques pour un gaz calorifiquement et thermiquement imparfait. Et pour
développer une nouvelle forme de la fonction de Prandtl Meyer basée sur ces

hypothéses.

Les résultats obtenus d’un écoulement supersoniques des gaz parfait sont valables
sous la base de hypothése d’'un gaz calorifiquement et thermiquement parfait c’est a
dire, les chaleurs spécifiques CP et CV sont constantes et ne dépendent pas de la
température, basé sur l'utilisation de I'équation d’état d’un gaz parfait, et les résultats
obtenus par le modéle haute température sont valables sous la base de hypothése
d’'un gaz calorifiquement imparfait, c’est a dire, les chaleurs spécifiques CP et CV
sont variables avec la température, mais notre modéle basé sur '’hypothéses d’un
gaz caloriquement et thermiquement imparfait, c’est-a-dire, des nouvelles
expressions sont développé, variées avec la température et la masse volumique, et

basées sur I'hypothése d’'un gaz réel.

Les résultats obtenus par le modéle a haute température HT, sont valables a sous
I'hypothese de I'imperfection calorique du gaz, c.-a-d., les chaleurs spécifiques Cp et
Cy varient avec la température, et qui donne une erreur considérable a haute

pression, par contre, notre modéle RG basé sur les hypothéses de un gaz



thermiquement et calorifiguement imparfait, donc, des nouvelles expressions d'un
gaz réel sont développées, variée avec la température et la masse volumique,

corrigent le modele HT, surtout & haute pression.

L’application est pour l'air dans le domaine supersonique, inférieure au seuil de
dissociation des molécules, qui sera applicable si le nombre de Mach reste inférieur

a 6.00 environ.

3.2. Détente de Prandtl-Meyer :

La détente de Prandtl-Meyer est un écoulement supersonique d’un fluide (I'air pour
notre cas) sur une plague plane terminée par une rampe déviée vers le bas comme
I'indique la figure 3.1 [20].

La déviation de cet écoulement génere des ondes de détentes (lignes de Mach) qui
ont pour effet l'augmentation du nombre de Mach et la diminution des

caractéristiques du fluide (masse volumique, pression et température).

Dans le cas ou la déviation de la rampe est vers le haut les ondes générées sont des
ondes de compression et les effets obtenus sont contraires a ceux mentionnés
précédemment [20]. L'importance de ces écoulements apparait dans ['étude

aérodynamique autour des profils.

Coin d*expansisn

Figure3.1 : Schéma de la détente de Prandtl-Meyer

3.3. Le modele GP (calorifiguement et thermiguement parfait) :




Les résultats obtenus d’'un écoulement supersoniques d’un gaz parfait présentés
dans les références [4] et [22] sont valables sous la base de I'hypothese d’'un gaz

calorifiquement et thermiquement parfait, c’est a dire, les chaleurs spécifiquesC, et
C, sont constantes et ne dépendent pas de la température, qui n’est pas valable dans

le cas réel lorsque la température et la pression croient.
Pour faire une comparaison entre les cas GRet GP, on rappel la fonction de Prandtl
Meyer donnée par la théorie d’'un gaz parfait [4] et [22]:

(M) = 1arctg{7/+i(M2—l)}2 —arctg(Mz—l)g (3.1)

La fonction de Prandtl-Meyer (3.1) est reliée explicitement avec le nombre Mach, qui
est la variable principale pour le gaz parfait, au contraire pour le modele HT, ou la
variable principale est la température T et notre modéle GR, ou on a deux variables

principales qui sont la température T et la masse volumique p.

3.4. Le modeéle HT (calorifiguement imparfait et thermiquement parfait) :

Le modéle des gaz parfait a haute température (dite HT) est concentré sur une
hypothése qui dite que lorsque la température génératrice To de la chambre de
combustion, d’un gaz parfait augmente, la chaleur spécifique C, et le rapport y ne
restent plus constants et commencent a varier avec la température To. Le gaz reste

parfait, sauf qu’il sera nommé en plus gaz calorifiquement imparfait [21].

La fonction de Prandtl Meyer pour ce modeéle est donnée par [19]:

T Co(T) ;
L= ;[(ZG(I')\/ZGU)/a (I')—l] dT (3.2)
Avec :
2G(T)=V? (3.3)

Donc la substitution de I'’équation (3.3) dans I'équation (3.2) donne :

v= Tj(c (T)Wzlaz(r)—lj dT (3.4)

T

S

Mais :V?/a’(T)=M?



Alors la fonction de Prandtl Meyer pour le modéle HT est définie comme :

T.
b= ;_C;g N VR (3.5)
Ts

3.5. Détermination de la fonction de Prandtl Mevyer pour un GR :

On cherche a trouver une expression générale pour cette fonction en exploitant
I'équation d’état de Berthelot qui porte des corrections importante par l'intervention
des termes de covolume et la force d’attraction intermoléculaire sans oublier I'effet

de vibration qui rend le gaz calorifiquement imparfait.

La nouvelle forme de la fonction de Prandtl Meyer sera le cas général et les autres
expressions de cette fonction pour le modele de gaz parfait (GP) et le modéle des
gaz parfait a haute température (HT) deviennent des cas particuliers de notre modéle
(GR).

3.5.1. Formulations mathématiques :

La déviation d’un écoulement supersonique peut engendrer une expansion ou une
compression. Lorsque lintensité du choc AP/P tend vers zéro, fournissent I'outil
nécessaire a I'étude de ce phénoméne [4]. En effet, 'onde de choc oblique devient
une onde de Mach. La vitesse normale a 'onde est la vitesse du son. Une petite
déviation d’écoulement (dv) en aval de I'onde est liée a une différence de vitesse

(dV) par la relation suivante [2], [8] et [13] on a :
du=—cotg(y)o\|/—v (3.6)

U : Représente 'angle de mach

dv : Représente une déflexion élémentaire [4].

Notons que l'angledvest considéré positif quand I'écoulement s’éloigne de la
direction normale a I'onde (onde de compression) et négatif quand I'écoulement
rapproche de la direction normale a 'onde (onde de détente) selon les conventions

de la dynamique des fluides.

En insérant la relation entre I'angle de Mach u et le nombre de Mach M [13] dans

I'équation (3.6), on obtient:



du=x/M2—1(i/—V (3.7)

Tel que : v est définie comme étant la fonction de Prandtl Meyer.

Pour traiter le cas d’'un angle fini v, il faut intégrer la relation ci-dessus, ce qui

\Y
suppose que I'on puisse exprimer dTen fonction de dM et de M.

Connaissons :
-de:ﬁo\'/_v (3.8)
D’aprés la relation (2.26), on peut écrire :
vdv =—C§d7p (3.9)

Divisons la relation (3.9) par V> on obtient :

2
vav __Cidp dv__ 1dp (3.10)
\Y, Ve p \Y M® p

Remplacgons I'équation (3.10) dans I'équation (3.8) on obtient:

1 do
—dog=——YyM?2-1| =£ 3.11
M? (pj G4

Remplacgons I'équation (2.28) dans I'équation (3.11) on obtient:

—do= ;,/Mza,p)—l(MdT +mdp) (3.12)

M2, p) Ci(T.p) Ci(T.p)
MZU:P)—]- MZU:P)_]-
do=| YR 72 o ¢ oy lar | YR 2 o 7 oy ld 3.13

Alors :
La valeur de la fonction de Prandtl Meyer a un état quelconque supersonique donné
par (T, P, p, M,) est :

dv=-d@ (3.14)



Substituant la relation entre I'état critique (*) (T.,p.,P,M.=1u.=0)et un

état supersonique (T,p,P,M,v) et on integre :
Jdu=u—u* =v

Finalement la fonction de Prandtl Meyer sera :

o.p)= | [—W.cp(ﬁm} aT+ | [—“M(T’p)l.cm,p)} b (316)

2
(T.p) n oL V@A) .
Ou bien:
U(T,p):_[ For (T, p)|p dT +J‘ Fo, (T, p)‘T dp (3.17)
Avec :
MZ(T’P)_l
Fo, (T, p)= YL P72 i,
or (T, p) Vo(T.p) T, p)

(3.18)

Fo, (T, p)= —WQ(T,,D) (3.19)

On remarque clairement que la fonction de Prandtl-Meyer est reliée

directement avec la température et la masse volumique.

Aussi il faut noter que cette fonction de Prandtl Meyer est strictement positive parce

gue notre étude est consacrée spécialement a une détente supersonique ou les

parametres supersoniques (T, p) sont toujours inférieurs aux parametres critiques du

col(T., p.).

3.5.2. Détermination la fonction de Prandtl Meyer d’'un gaz parfait a partir de la

nouvelle fonction :




Dans le but de déterminer et confirmer que la relation de Prandtl Meyer pour un gaz
parfait donnée par I'équation (3.1), est un cas particulier de I'équation (3.16) qu’on a
trouvée en exploitant notre modéle, il faut éliminer les paramétres d’imperfection
thermique de gaz (b et a) dans I'équation d’état de Berthelot, ainsi le paramétre
d’imperfection calorifigue qui est la température caractérise le comportement

vibratoire des molécules ().

Pour montrer que I'équation (3.1) est identique avec I'équation (3.16) si on remplace
les parametres (b, aetf) par des zéros, il est mieux de comparer ces deux équation
en forme différentielle afin de simplifier un peu les calculs.

L’équation (3.1) sous forme différentielle s’écrit [20]:

2_
do = M_ll am (3.20)
1+7=2m2 M

Le nombre de Mach est défini comme étant le rapport de la vitesse par rapport a la

célérité du son :

\Y
M=— (3.22)
a
La dérivée logarithmique de I'équation (3.21) nous donne :
dM dvV da
- - == (3.22)
M V a
da :
On souhaite maintenant d’exprimer e en fonction de dM et M :
On utilise la relation qui donne la célérité du son pour un gaz parfait [7] :
a=4/yRT (3.23)

Tant que R et 7 sont considérés constantes dans le cas d’'un gaz parfait, alors on
peut utiliser la célérité du son génératrice et écrire :

2
8._2 _RT_T (3.24)
8" yRT, T
En exprimant le rapport de température en fonction de nombre de Mach pour un gaz

parfait [13] on trouve :

2 _ -1
% =(1+y—1|v|2} (3.25)



Posons pour simplifier la démarche :
f(M):(l+yT_lM2j

Alors I'équation (3.25) s’écrit :
a__ 1
3, f(M)
La dérivée logarithmique de I'équation (3.26) nous permet d’écrire :
da_ 1f'(M)

22 M gm (3.27)
a 2 f(M)

(3.26)

Remplacant f(M) et ¢ca dérivée par ces valeurs on obtient :

da_ 1 (»-YM (3.28)

La substitution de I'équation (3.28) dans I'’équation (3.22) donne :

M _dv 1 (7-DM

o el (3.29)
(1+72_ sz

On peut encore écrire :

2(1+7/_M2j—(7/—1)M2
dv _dMm 2 _dm 1 (3.30)

v M 2(1+72_1M2j M (1+72_1M2j

Si on remplace 'équation (3.29) et I'équation (3.30) dans I'’équation (3.20) on trouve :

2 ~1)M?
o= ML [Lh&d_V] (331)

. dv o . .
Si on prend v comme facteur commun et simplifie encore I'équation (3.31):

2
do=| IM*-1 (1+(7—1>“" Jd_V:\/rz_ld_V (3.32)
1.7\ 2 \Y \Y

2



L’équation de conservation de I'énergie sous forme différentielle [4] s’écrit:

C.dT +VdV =0
dv C.dT
Alors : — =2 (3.33)
V Vv

Substituant I'équation (3.33) dans I'équation (3.32), ¢ca donne :

du:—%»\/Mz—l
T
u:ijTJM2—1 (3.34)
Vv

Cette équation représente la fonction de Prandtl Meyer pour un gaz parfait.il est tres
visible gu’elle est identique a I'équation (3.16) qui indique I'équation de notre modéle
en considérant que (a=b=6=0), dela on peut assurer que I'équation de Prandtl
Meyer donnée pour le modéle gaz parfait est un cas particulier de la fonction trouvée
par I'exploitation de I'équation d’état de Berthelot qui garantit 'imperfection thermique

des gaz d’'une part, et I'existence de I'effet vibratoire des molécules de I'autre part.

3.5.3. Détermination la fonction de Prandtl Meyer d’'un a haute température a partir

de la nouvelle fonction :

Si on cherche a comparer cette équation (3.5) avec I'équation (3.16) qui exprime la
fonction de Prandtl Meyer avec notre modéle, il faut juste remplacer les valeurs qui
caractérisent l'imperfection du gaz (le covolume et les forces d’attraction
intermoléculaires) par des valeurs nulles dans les termes constituant I'équation
(3.16) tel que I'équation (2.35) du nombre de Mach, I'équation (2.30) de la vitesse,
I'équation (2.42) de C,(T, p) et I'équation (2.20) qui exprime le C. (T, p), cela nous

donne :
T«
u:j9ﬂ2i24M2—1 (3.35)
Y

Cette équation (3.35) est identique avec I'équation (3.5) ce qui permet de conclure
gue la fonction de Prandtl Meyer déterminée par le modele HT est un cas particulier

de I'équation trouvée dans notre modeéle GR.



3.6. Les Procédures du calcul numérique :

3.6.1. Détermination la masse volumigue génératrice pg:

Apres de fixer les valeurs de la pression et la température génératrices, il faut
calculer la masse volumique génératrice po, cette derniére calculée numériquement
a partir de I'équation de Berthelot par la méthode de dichotomie, on peut choisir
facilement un intervalle [p1, p2] contenant la masse volumique po et qui doit vérifier
la condition F (p1) F (p2 ) < 0 . On peut prendre p;=0 Kg/m® et p,= p; + pas. Une fois
gue cet intervalle est déterminé, on peut calculer po avec une précision € et un pas
tres petit. La valeur po obtenue dépend de la précision € et du pas. Le nombre
d’itérations correspondant a la précision & nécessaire pour déterminer la masse

volumique génératrice po est donné par :

K=—t Log(@jﬂ (3.36)
0.6931 £

Sie=10" et le pas=10", le nombre d'itérations K ne peut excéder 41 itérations.

3.6.2. Détermination les rapports thermodynamigues:

Avant de déterminer les rapports thermodynamiques, On calcule

numeériquement en premier lieu, les parameétres de I'état statique T,P,p , avec un

nombre de Mach M connu, ces parametres statigue peuvent étre trouvées on
résoudre le systéme d’équation algébrique non linéaire formé par les équations
(2.46), le calcul se fait en utilisant I'algorithme de newton avec une dérivation
numérique de ces équations, une fois par rapport a la température, et deuxieme fois

par rapport a la masse volumique, en mettant les parameétres statique T,P,p du

cas d'un gaz parfait comme un vecteur initial pour le démarrage du calcul,
concernant notre algorithme, la dérivation se fait avec un pas=10 ,et le calcul se fait
avec une précision €=10%, et le nombre ditérations K ne peut excéder 100

itérations.

Une fois que ces parametres statiques sont déterminés, le calcul de rapports
thermodynamiques se fait avec une précision €=10"° en divisant ces paramétres

statiques par nos parameétres génératrices pour trouver le rapport des températures



T/To, le rapport des pressions P/Py, le rapport des masses volumiques p/po, et le
rapport des vitesses du son alag, par le remplacement dans I'équation (2.34) les

paramétres de |'état génératrice T1,,R,, p, pour trouver la celérité du son génératrice

ao , et les paramétres de I'état statique T,P,p pour trouver la célérité du son a .

3.6.3. Détermination les rapports critiques au col :

L’état générateur est donné par le nombre de Mach nul (M=0). Alors, les
parametres critiques (T*, P* p* et a*) correspondant a la température Ty et la masse
volumique po, et au nombre de Mach M=1 (ce qui est le cas du col) peuvent étre
déterminés. Si on remplace M=1 dans la relation (2.34), et on résoudre le systeme
d’équation algébrique non linéaire formé par les équations (2.46),par la méthode de

Newton, en mettant les parametres critiques T_,P,p, du cas d’'un gaz parfait comme

un vecteur initial pour le démarrage du calcul, concernant la méthode utilisé
(méthode de newton), la dérivation se fait numériquement d’équations (2.46)une fois
par rapport a la température, et deuxiéme fois par rapport a la masse volumique,
avec un pas=10" et le calcul se fait avec une précision =108, et le nombre

d’itérations K ne peut excéder 100 itérations.

3.6.4 Procédure de calcul par la méthode de Simpson:

La détermination de la valeur de Prandtl Meyer vs correspondant au nombre
de Mach Ms (T=Ts) et (p=ps) demande les intégrations numériques des fonctions F,r
(T, p) et Fy, (T, p) dans les intervalles [Ts, T*] et [ps, p*]. Notons ici que les
intégrations dépendent des parameétres T, et Po. Dans les figures 3.3 et 3.5, on a
présenté la variation de ces fonctions pour voir une idée sur la forme exacte avant de
prendre décision sur le choix de la quadrature d’intégration. On peut conclure que les
quadratures d’intégrations a pas constant demandent une discrétisation trés élevée
pour avoir une bonne précision vu la variation tres rapide de la fonction Fyr (T, p) aux
extrémités de lintervalle. Le tracage des fonctions est choisi pour T¢=2000 K et
MS=6.00 (extréme supersonique) pour une bonne présentation aux extrémités. La
fonction F,r (T, p) présente une dérivée tres grande au voisinage de la température
T* et infini @ T=T* et moins au voisinage de Ts. Mais pour la deuxieme fonction F,
(T, p) une simple intégrale avec pas constant comme Trapéze ou Simpson a pas

constant donne un meilleur résultat.



Une condensation des nceuds est alors indispensable et nécessaire aux
voisinages des températures T* et Ts. Le but de cette condensation est de calculer la
valeur de I'intégrale avec une précision élevée dans un temps réduit en minimisant le
nombre de nceuds de la quadrature. La quadrature d’intégration choisie est celle de
Simpson [7] et [14] pour le calcul numérique de l'intégrale donnée par (3.17). La
forme de condensation optée dans notre calcul est présentée par la relation (3.37).

Aprés avoir obtenu s, on peut facilement déterminer la distribution des valeurs de T

par:
h[b,.(1-z
S, =b,.2,+(1-by). [1_ e tgnh&)z )J} (3.37)
Avec:
i—1 .
Zi:m 1<i<N (3.38)
T_TS —
1) (3.39)

La fonction f(s) de la relation (3.39) est arbitraire. Pour notre calcul, on opte la

forme f(s)=s. Alors, la distribution des nceuds se fait de la maniére suivante:

T, =S .(T, - Ts ) +Ts (3.40)

Si on prend des valeurs de b; proche de zéro (exemple b;=0.1) et b,=2.0, on
peut condenser les noeuds vers l'extrémité gauche Ts de lintervalle. Pour des
valeurs de b; proche de 2.0 (exemple b;=1.9) et b,=2.0, on peut condenser les
nceuds vers l'extrémité droite T*. La fonction de condensation (3.37) permet

uniquement de condenser les nceuds vers une seule extrémité gauche ou droite.
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Figure 3.2 : Présentation de la condensation des noeuds

Comme notre fonction présente une variation trés rapide aux deux extrémités,
il est nécessaire de condenser les noceuds vers les deux aux mémes temps. |l est
alors nécessaire de diviser l'intervalle d’intégration [Ts, T*] en deux parties, (égales

par exemple) [Ts, Tu] et [Tm, T*] telle que:

(2.41)

Pour lintervalle [Ts, Ty] gauche, on prend by proche de zéro (exemple b;=0,1)
et b,=2.00 et pour l'intervalle [Ty , T*] de droite, on doit prendre des valeurs de bl
proche de 2.00 (exemple b1=1.9) et b,=2.00 pour condenser respectivement les
nceuds vers l'extrémité gauche Ts et droite T* pour chaque intervalle. On divise
encore le nombre N en deux parties. Alors, la subdivision de lintervalle [Ts, T*]

possede la forme présentée sur la figure 2.
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Figure 3.3. Variation de la fonction Fy7 (T, p) dans [Ts, T+].
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Figure 3.4 : Condensation des nceuds vers les deux extrémités de [lintervalle [Ts,
T+].
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Figure 3.5. Variation de la fonction Fy, (T, p)) dans [os , p-].

Aprés la détermination de la fonction de condensations, on peut déterminer la

distribution des températures et des masses volumiques par:

T, =5.(To - To ) +Tg

P =3 -(PD _PG)+PG

La valeur de vs correspondant au Ts et ps peut étre obtenue par la sommation
d’intégration de la fonction F,(T, p) dans l'intervalle [Ts,T*] et d’intégration de la
fonction Fvp(T, p) dans lintervalle [ps, p*], en utilisant la quadrature de Simpson

avec condensation des nceuds vers les deux extrémités.

Enfin si on veut déterminer l'influence des paramétres générateurs, spécialement la
pression génératrice, sur la fonction de Prandtl Meyer, pour l'air en exploitant
I'équation d’état de Berthelot il suffit de tracer cette fonction pour différentes valeurs

des parametres générateurs et de la comparer avec les modeles de gaz parfait et



haute température afin de les corriger par notre modele qui est le plus proche d’'un

cas d’écoulement supersonique réel.

3.6.5. Effet de la quadrature sur la convergence du probléme :

L’exemple choisi est pour Tp=2000 K et MS=6.00. Cet exemple demande
une quadrature d’ordre élevée par rapport au autre triple (To, po €t Ms) pour méme
précision voulue (le cas le plus défavorable). Le résultat donné par la quadrature est
toujours inférieur a la solution exacte, c'est-a-dire que la convergence de la solution
aura lieu d’une fagon monotone.

Le contr6le de fixation des chiffres décimaux exactes conduit a dire que, pour avoir la
précision €=10-6, on a besoin de la quadrature de Gauss Legendre d’ordre 32 pour
avoir le résultat. Alors, quelque soit le triple (To, po et Ms), on peut utiliser la
quadrature d’ordre n=32 au maximum pour avoir la méme précision €. A titre
information, pour avoir une précision €=10° pour le méme exemple, les quadratures
de rectangle, de trapeze et de Simpson a pas constant ou variable demande un

nombre de points minimum présenté dans le tableau 3.2 suivant:

Tableau 3.1 : Efficacité des quadratures sur le résultat pour une précision e=10°

Quadrature Rectangle  Trapeze Simpson Simpson Gauss
A Pas A Pas Legendre
constant Variable
Minimum Nombre 274.827 162.914 8.637 3734 32

de points pour avoir
une précision e=10°

On peut avoir la méme précision ¢ en utilisant la quadrature de rectangle, de trapéeze
ou Simpson avec un nombre de points inférieure a celui indiqué dans le tableau 3.1,
si on utilise la condensation des noeuds vers les deux extrémités de lintervalle
d’intégration [Ts, T*] comme présente la référence [9], Dans ce cas, la quadrature de
Simpson demande 8.637 points, et la quadrature de trapéze demande 162.914
points. On peut méme obtenir des valeurs inférieures a celles indiquées, si on choisi

d’autres paramétres de la fonction de condensation (3.37)



3.7. Conclusion :

Ce chapitre présente le développement et I'élaboration de la forme générale
de la fonction de Prandtl Meyer pour un gaz réel qui sera valable pour tous les cas
haute et basse température ou de pression, cette derniére calculée par l'intégration
de deux complexes fonctions, Les formes de cette fonction pour les modéles gaz
parfaits et des gaz parfaits a haute température (dite calorifiquement imparfait)

seront des cas particuliers de notre forme générale.

Chapitre 4



Résultats et
commentaires

Dans ce chapitre, on procéde a la présentation des divers résultats obtenus
par un programme de calcul élaboré en exploitant les différentes équations trouvées
par notre modéle dans les chapitres précédents et de les comparer avec les résultats
obtenus par le modéle du gaz parfait GP et la modele haute température HT.

On a préféré la présentation des figures pour tous les régimes générateurs
possibles, c’est a dire pour les quatre cas suivant:

e basse température et basse pression.

e basse température et haute pression.

e Haute température et haute pression.

e Température et pression modeérees.
La gamme de température choisie est de 220 K (au-dessus de la température de
liquéfaction) jusqu’a 3000 K (au-dessous du seuil de dissociation moléculaire), et la
gamme de pression sélectionnée est de 1 Bar jusqu’a 100 bar pour tous les résultats
sauf la fonction de Prandtl Meyer ou on augmente la pression jusqu’au 550 bar afin

de bien établir I'effet de la pression sur cette fonction.



4.1. Résultats pour les caractéristiques d’un gaz réel :

La figure 4.1 représente la variation de la masse volumique génératrice po en
fonction de la température génératrice To. On remarque une diminution de la masse
volumique lorsque Ty, augmente et on remarque aussi une augmentation de la
masse volumique lorsque Py augmente. Ce qui monter les effets de la taille

moléculaire (b) et de la force intermoléculaire (a) liées par I'équation de Berthelot.

3,50 0]
] "Re P,=10B RO
P,=1Bar PG . | , = 10 Bar +PG
2,80+ -
(a) Expérimentale 0] (b) Expérimentale
—~ 245+ .
™
Eo5]
(=2
N
<01
=)
(o8
154
10+
5]
L L L I
o0 360 6(;0 9(30 12‘00 15‘00 12;00 21‘00 24‘00 27‘00 3000 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature T (K) Temperature T (K)

Pg=100Bar |—® RG
300 —— PG

(c) Expérimentale

-
300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
Temperature T,(K)

Figure 4.1 : Variation de la masse volumique génératrice po

La figure 4.2 représente la variation de l'erreur relative donnée par la masse
volumique génératrice po du modele gaz réelle au modéle gaz parfait en fonction de
la température génératrice To. On remarque que I'erreur dépend des valeurs de Ty et
Po et elle augmente lorsque Py augmente et lorsque la température augmente
'erreur diminue. Cette variation montre les effets de taille moléculaire (b) et de la

force intermoléculaire (a) dans I'équation de Berthelot.
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Figure 4.2 : Variation de I'erreur relative de po en fonction de Tg

La figure 4.3 représente la variation du facteur de compressibilité Z en fonction de la
température génératrice To. On remarque que lorsque la pression Py pour une
température T donnée le facteur de compressibilité Z augmente et on remarque
aussi que lorsque la température génératrice pour une pression P donnée augmente
le facteur de compressibilité Z diminue. On peut conclure que notre modele (modele
de Berthelot), soit proche au modele du gaz parfait (Z= 1) lorsque la pression est
trés faible.
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Figure 4.3 : Variation de facteur de compressibilité en fonction de Ty pour quelque

valeur de pression Py

La figure 4.4 représente la variation des chaleurs spécifigues Cp en fonction de la
température pour les modeles HT, GP et RG. Lorsque la température T, augmente,
on remarque que les deux modeles HT et RG augmentent et prennent la méme
allure jusqu’a 1300 K .On remarque aussi que le Cp et reste constante pour le
modele PG. Ce qui montre les effets de taille moléculaire de la force intermoléculaire

et la température caractéristique de vibration.
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Figure 4.4 : Variation de la chaleur spécifique Cp en fonction de Ty pour
différentes Pg
La figure 4.5 représente la variation du rapport des chaleurs spécifiques y en
fonction de la température jusqu’a 3000 K. pour les modeles HT, GP et RG. Le
graphe a Haute Température est présenté en utilisant le polynéme d’interpolation.
On remarque qu’a basse température les deux modelés HT et GP suivent la méme
allure. Mais le modéle RG varier avec la pression Po. Ce qui montre les effets de
taille moléculaire (b) de la force intermoléculaire (a) et la température caractéristique

de vibration.
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Figure 4.5 : Variation du rapport des chaleurs spécifiques y en fonction de T, pour
guelques valeurs de la pression Py
La figure 4.6 représente la variation du coefficient Cr dépond le modele RG en
fonction de la température T, jusqu’a 3000 K. On remarque que le coefficient Ct lié
linéairement avec la température To. On remarque aussi que lorsque la pression

génératrice Py augmente le coefficient C augmente.
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Figure 4.6 : Variation du coefficient C. en fonction de T, pour quelque valeur

de Pg
La figure 4.7 représente la variation de la vitesse du son a en fonction de la
température jusqu’a 3000 K pour les modeles HT, GP et RG. On remarque que
lorsque la température Ty augmente la vitesse du son augmente pour toutes les
modeles et on remarque aussi que de la vitesse du son de le modele RG dépond a
la température Ty et la pression Py, Ce qui montre les effets de taille moléculaire (b)

de la force intermoléculaire (a) et la température caractéristique de vibration.
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Figure 4.7 : La célérité du son en fonction de la température génératrice To

pour quelques valeurs de pression Pg

4.2. Résultats pour les paramétres critigues (au col) :

La figure 4.8 représente la variation des rapports de température critiques T+ /Tg en
fonction de la température génératrice To pour les modéles HT, GP et RG. On
remarque que lorsque la température génératrice To augmente les rapports de
température critiqgues T+ /To augmente. Ce qui montre les effets de taille moléculaire

de la force intermoléculaire et la température caractéristique de vibration.
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Figure 4.8 : Rapport des températures critiques en fonction de Ty pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.9 représente la variation des rapports de la masse volumique critiques
p+ /po en fonction de la température génératrice T, pour les modeles HT, GP et RG.
On remarque que lorsque la température génératrice To augmente les rapports de la
masse volumique critiques p+ /pg diminués. Ce qui montre l'effet de la pression

génératrice Posur les paramétres critiques de I'écoulement
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Figure 4.9 : Rapport des massas volumique critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.10 représente la variation des rapports de la pression critiques P« /Pg
en fonction de la température génératrice To pour les modeles HT, GP et RG. On
remarque que lorsque la température génératrice To augmente les rapports de la
pression critiques P /Py augmentes. Ce qui montre 'effet de la pression génératrice

Po sur les parameétres critiques de I'écoulement
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Figure 4.10 : Rapport des pressions critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.11 représente la variation des rapports de la vitesse du son critiques
a-/ap en fonction de la température génératrice Ty, pour les modéles HT, GP et RG.
On remarque que lorsque la température génératrice To augmente les rapports de la
vitesse du son critiques a- /ap augmentes aussi. Ce qui montre I'effet de la pression

génératrice Py sur les parametres critiques de I'écoulement.
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Figure 4.11 : Rapport des vitesses du son critiques en fonction de T, pour quelques

valeurs de la pression Py

La figure 4.12 représente la variation du débit massique critique non dimensionnel
en fonction de la température génératrice To pour les modéles HT, GP et RG. On
remarque que laugmentation de la température génératrice To pour déférents
modeles entraine une augmentation des débits massiques critiques. Ce qui montre

I'effet de la pression génératrice P, sur les paramétres critiques de I'écoulement
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Figure 4.12 : Rapport de débit massique critique en fonction de Ty pour quelques

valeurs de la pression Py

4.3. Résultats pour les parameétres supersoniques :

La figure 4.13 représente la variation du rapport de température T/To en fonction du
nombre de Mach pour les modéeles HT, GP et RG. On remarque que I'augmentation
du nombre de Mach pour déférents modeéles entraine une diminution des rapports de
température. Sur notre figure le courbe du modele GP indique que le gaz parfait va

refroidi I'écoulement par rapport au comportement thermodynamique réel du gaz.
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Figure 4.13 : Variation de rapport des températures en fonction du nombre de Mach

La figure 4.14 représente la variation du rapport de la masse volumique p/po en
fonction du nombre de Mach pour les modéles HT, GP et RG on remarque que
'augmentation du nombre de Mach entraine une diminution des rapports de la
masse volumique.



3 P =1 Bar GP \ - GP
05 o —e— HT 1000 K 057 P,=10 Bar —e—HT 1000K
. (a) —o— HT 2000 K \ —e— HT 2000 K
\ —e— HT 3000 K 3 —e— HT 3000 K
0,4 RG 1000 K 04 \ (b) GR 1000 K
“ —e—RG 2000 K —e—GR 2000 K
RG 3000 K 2 GR 3000 K
0,3 03
° °
< £
(=% (=%
0,2 0,2
0,1 0,1
0,0 b 2 0,0 N N N % &
1 5 6 1 2 3 4 5 6
Nombre de Mach M,
& GP
L —
05 \ P,=50 Bar —e— HT 1000 K
“\ © —e— HT 2000 K
\\ —e— HT 3000 K
0,4 \ GR 1000 K
—— GR 2000 K
GR 3000 K
0,3
°
<
Q
0,2
0,1
0,0 H Il 1 f T

Nombre de Mach M,
Figure 4.14 : Variation de rapport des densités en fonction du nombre de Mach

La figure 4.15 représente la variation du rapport de la pression P/Py en
fonction du nombre de Mach pour les modéles HT, GP et RG. On remarque que
'augmentation du nombre de Mach pour déférents modéles entraine une diminution
des rapports de la pression.
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Figure 4.15 : Variation de rapport de pressions en fonction du nombre de Mach

La figure 4.16 représente la variation du rapport de la vitesse du son alag

fonction du nombre de Mach pour les modéles HT, GP et RG on remarque que

en

'augmentation du nombre de Mach pour déférents modéles entraine une diminution

des rapports de la vitesse du son. Ce qui montre I'effet de la pression génératrice

Po.
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Figure 4.16 : Variation de rapport des célérités du son en fonction du nombre de

Mach.



La figure 4.17 représente la variation des rapports critiques des sections A/A- en

fonction du nombre de Mach et pour les modeles HT, GP et RG. On remarque que

'augmentation du nombre de Mach entraine une augmentation

des rapports

critiques des sections A/A- ce qui montre I'effet de la pression génératrice Py,
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Figure 4.17 : Variation de rapport des sections en fonction du nombre de Mach

La figure 4.18 représente la correction du nombre de Mach du modele du gaz parfait

GP par le nombre de Mach du modéle des gaz réels en fonction du nombre de Mach

de sortie, du modele GP comparé au modéle RG.

On remarque clairement que la variation du nombre de Mach dépend de Py,

To. Si Tp et Po augmentent, le nombre de Mach du modéle des gaz réels diminue.

D’apres ces résultats on tire que le nombre de Mach pour un gaz réel ne peut jamais

atteindre le nombre de Mach du gaz parfait
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4.4. Résultats sur I'erreur pour les paramétres supersoniques :

La figure 4.19 représente la variation de I'erreur relative en pourcentage des
rapports de température T/To en fonction du nombre de Mach du modele GP
comparé au modele RG.

On remarque clairement que I'erreur dépend des valeurs de Py, Ty et Mg et
elle augmente si Ty et Po augmentent.
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Figure 4.19 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des températures en
fonction de nombre de Mach

La figure 4.20 représente la variation de

I'erreur relative en pourcentage des

rapports de masse volumique p/pg en fonction du nombre de Mach du modeéele GP

comparé au modele RG.

On remarque clairement que I'erreur dépend des valeurs de Py, Ty et Ms et

elle augmente si To augmente.
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Figure 4.20 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des masses
volumiques en fonction de nombre de Mach

La figure 4.21 représente la variation de [I'erreur relative en pourcentage des

rapports de pression P/Py en fonction du nombre de Mach du modéle GP comparé

au modeéle RG.

On remarque clairement que I'erreur dépend des valeurs de Py, Ty et Ms et

elle augmente si Ty et Po augmentent.
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Figure 4.21 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport de pression en
fonction de nombre de Mach

La figure 4.22 représente

6

la variation de l'erreur relative en pourcentage des

rapports de vitesse du son al/ap en fonction du nombre de Mach du modéle GP

comparé au modele RG.

On remarque clairement que l'erreur dépend des valeurs de Py, Ty et Mg et

elle augmente si To augmente.
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Figure 4.22 : Variation de I'erreur relative donnée par le rapport des célérités du
son en fonction de nombre de Mach

La figure 4.23 représente la variation de [Ierreur relative en pourcentage des
rapports critiques des sections A/A- en fonction du nombre de Mach, du modele GP

comparé au modele RG.

On remarque clairement que I'erreur dépend des valeurs de Py, Ty et Ms et
elle augmente si Tp augmente.
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Figure 4.23 : Variation de 'erreur relative donnée par le rapport des sections en
fonction de nombre de Mach

4.5. Résultats sur la fonction de Prandtl Mever :

La figure 4.24 représente la variation de la fonction de Prandtl Meyer v en fonction du
nombre de Mach jusqu’a M=6.0 pour les modeles HT, GP et RG. On remarque que
si on prend en considération l'imperfection thermique et calorifique la pression
génératrice Py influe sur la grandeur de cette fonction. Cette variation montre les
effets de taille moléculaire (b) de la force intermoléculaire (a) et la température
caractéristique de vibration (6) et on peut dire que notre modeéle est thermiquement

et calorifique ment imparfait.
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Figure 4.24 : Variation de la fonction de Prandtl Meyer en fonction de nombre de
Mach pour quelques valeurs de la pression génératrice Py

La figure 4.25 représente la variation de la fonction de Prandtl Meyer v pour les

modeles HT, GP et RG. On remarque que l'augmentation de la température

génératrice Ty pour déférents modéles entraine une augmentation de la valeur de

v, ce qui montre I'effet de la pression génératrice Pg sur la fonction de Prandtl Meyer.
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Figure 4.25 : Variation de la fonction de Prandtl Meyer v en fonction de la

température génératrice pour quelques valeurs de pression génératrice Py
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4.6. Résultats sur I'erreur pour la fonction de Prandtl Meyer :

350C



La figure 4.26 représente la variation de [I'erreur relative en pourcentage de la
fonction de Prandtl Meyer v en fonction du nombre de Mach du modele GP comparé
au modéle RG.

On remarque clairement que l'erreur dépend des valeurs de Py, Tp et M, elle

augmente si To augmentent, et diminue si Py augmente.
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Figure 4.26 : Variation de l'erreur relative de la fonction de Prandtl Meyer v entre

les modéles GP et GR en fonction du nombre de Mach

La figure 4.27 représente la variation de I'erreur relative en pourcentage de la
fonction de Prandtl Meyer v en fonction du nombre de Mach du modele HT comparé
au modele RG. On remarque clairement que I'erreur dépend des valeurs de P, Ty et

M, elle augmente si P, augmentent, et diminue si To augmente.
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Figure 4.27 : Variation de l'erreur relative de la fonction de Prandtl Meyer v entre les

modeéles HT et RG en fonction du nombre de Mach

4.7. Résultats de la simulation numérique CFD :

Le maillage :

Figure 4.28 : La présentation du maillage raffiné du volume de contrdle.



La figure 4.29 représente I'histoire de convergence des résidus. Cette figure
montre que tous les résidus sont baisés d’au moins deux ordres de grandeurs et
restera stables quel que soit le nombre d’itération donc tous les résidus sont
convergeés.
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Figure 4.29 : La présentation de I'histoire de convergence.

La figure 4.30 représente le contour de la pression statique dans le volume
de contour étudie. On peut remarquer que la pression statique diminue a partir du
centre de détente (angle aigué), de 2.95.10* pascal jusqu'a 1.10* pascal, cette
variation due aux ondes de détente autour d’'un centre de détente supersonique.

May 27, 2008
FLUENT 6.3 (2d, dbns imp. lam)

Figure 4.30 : La présentation du contour de la pression statique.



La figure 4.31 represente le contour de I'amplitude de la vitesse dans le
volume de contour etudié. On peut remarquer que la vitesse augmente a partir du
centre de détente (angle aigué) selon les lignes de mach de 4.31.10%(m/s) jusqu’a
6.63.10%(m/s) , cette variation due aux ondes de detente autour d’un centre de
detente supersonique.

Contours of Velocity Magnitude
FLUENT

Figure 4.31 : La présentation du contour de I'amplitude de la vitesse.

La figure 4.32 represente le contour de nombre de mach dans le volume de
conteur etudié. On peut remarquer que le nombre de mach augmente a partir du
centre de detente (angle aigue), de 1.51 jusqu’a 2.25, cette variation due aux ondes
de detente autour d’un centre de detente supersonique.

Contours of Mach Number

FLUENT &.3

Figure 4.32 : La présentation du contour de nombre de mach.



La figure 4.33 represente le contour de la temperature statique dans le volume
de contour etudié. On peut remarquer que la temperature statique deminue a partir
du centre de de detente( angle aigué), de 2.83.10° K jusqu'a 2.16.10% K, cette
variation due aux ondes de detente autour d’un centre de detente supersonique.

Figure 4.33 : La présentation du contour de la température statique.

La figure 4.34 représente le contour de la densité dans le volume étudie. On
peut remarquer que la densité diminue a partir du centre de détente (angle aigué), de
2.95.10'(kg/m®) jusqu’a 1.05.10%(kg/m?®), cette variation due aux ondes de détente
autour d’un centre de détente supersonique.

Figure 4.34 : La présentation du contour de la masse volumique.

La figure 3.35 représente le contour de la vitesse du son dans le volume de
conteur étudie. On peut remarquer que la vitesse du son diminue a partir du centre



de détente (angle aigué), de 3.3.10% (m/s) jusqu’a 2.92.10%(m/s), cette variation due
aux ondes de détente autour d’'un centre de détente supersonique.

Figure 3.35 : La présentation du contour de la vitesse du son.

4.8. Comparaison entre M2 de GP et RG et les résultats du CFD :

M1=1.5; 6=20°
M2(GP) M2(RG) M2(CFD)
1(bar) 10(bar) 100(bar)
1000(K) | 2000(k) | 3000(k) | 1000(k) | 2000(k) | 3000(k) | 1000(K) | 2000(k) | 3000(k)
2.207 2.17 2.15 2.13 2.17 2.13 2.12 2.17 2.13 2.13 2.25

Tableaux 4.1 : Comparaison entre M2 de GP et de RG et les résultats du CFD

4.9. Conclusion :

On remarque que le nombre de mach pour le CFD est supérieur de ceux
obtenu par les autres méthodes GP et RG car le modéle CFD basé sur les équations
de Navier stocks (effet de la viscosité).




CONCLUSION

A partir de cette étude, on peut citer les points suivants :

Si on accepte une erreur inférieure a 5 %, ce qui est le cas généralement pour
les applications aérodynamiques, on peut étudier un écoulement supersonique en
utilisant les relations d’un gaz parfait, si la température génératrice Ty est inférieure a
1000 K pour n’importe quelle valeur du nombre de Mach, avec une pression
génératrice bien déterminée, ou lorsque le nombre de Mach soit inférieure a 2.00

pour n’importe quelle température génératrice jusqu’a 3000 K environ.

Le modéle GP est représenté par des relations explicites et simples et ne
demande pas un temps de calcul éleve, ce qui n'est pas le cas pour notre modeéle
RG, ou il est présenté par la résolution d’une équation algébrique non linéaire,
résolution d’un systeme d’équation algébrique non linéaire formé par trois équations,
et dérivation et intégration des fonctions analytiques complexes nécessitent un

temps de calcul élevé et programmation numérique.

Les variables principales pour notre modele RG est la température et la
masse volumique, la température pour le modele HT, et pour le modéele GP est le

nombre de Mach a cause d’une équation implicite non linéaire reliant T, p, et M.

On peut choisir d’autre substance au lieu de lair. Les relations restent
valables. Il faut déterminer les constantes des forces intermoléculaires et de taille

moléculaire, ainsi que la température caracteristique de vibration.

On peut obtenir les relations d’un gaz parfait a partir des relations du modéle
RG en annulant toutes les constantes des forces intermoléculaire ( a ) et de taille
moléculaire (b ), ainsi que la température caractéristique de vibration. Dans ce cas,

le modéle GP devient un cas particulier de notre modéle RG.

On peut, aussi obtenir les relations d’un haute température HT & partir des
relations du modele RG en annulant toutes les constantes des forces
intermoléculaire et de taille moléculaire .Dans ce cas, le modele HT devient un cas

particulier de notre modeéle RG.



A faibles pression, température et nombre de Mach, I'écart en résultats entre
les trois modéles est petit, ce qui donne la possibilité d’étudier un écoulement RG en
utilisant les relations GP. Par contre, lorsque T, et P, augmentent, la théorie GP
commence de donnée des résultats qui s’éloignent de fur et a mesure du cas réel,

d’ou la nécessité d’utilisation le modeéele RG.

Notre modéle RG valable pour niimporte quel domaine, surtout dans le
domaine haute pression et basse température ou bien pour une pression tres élevé
soit supérieure a 500 bar et pour n’importe quelle valeur de la température , dans
ces cas on trouve l'écart en résultats entre notre modele RG et les autres modeéles

HT et GP est grand (voir la figure 4.2), d’ou la nécessité d'utilisation le modéle RG.

Sans connaitre la thermodynamique des gaz on ne peut pas entamer le
probleme de calcul des parametres thermodynamiques a haute pression ainsi que la

fonction de Prandtl Meyer.

La fonction du Prandtl Meyer présentée par la relation (3.17) peut étre utilisé
comme une source de comparaison pour la validation des résultats numériques du
dimensionnement des diverses tuyeres supersoniques donnant un écoulement

uniforme et paralléle a la section de sortie par la méthode des caractéristiques.

On peut obtenir la fonction du Prandtl Meyer d’un gaz parfait a partir des
relations du modele RG en annulant toutes les constantes des forces
intermoléculaire et de taille moléculaire ,ainsi que la température caractéristique de

vibration. Dans ce cas, le modéle GP devient un cas particulier de notre modele RG.

On peut, aussi obtenir la fonction du Prandtl Meyer d'un gaz a haute
température HT a partir des relations du modéle RG en annulant toutes les
constantes des forces intermoléculaire et de taille moléculaire. Dans ce cas, le

modele HT devient un cas patrticulier de notre modele RG.

A faibles température, I'écart en résultats de la fonction du Prandtl Meyer
entre les modéeles GP et RG est petit, ce qui donne la possibilité d’étudier un
ecoulement RG en utilisant les relations GP. Surtout a haute pression. Par contre,
lorsque T, augmentent, la théorie GP commence de donnée des résultats qui
s’éloignent de fur et a mesure du cas réel, d'ou la nécessité d’utilisation le modele
RG.



On peut considérer que la conception a haute température est un modele a un
parametre, tandis que le modéle RG est considérer comme un modele a deux

parametres.

A faibles pression, I'écart en résultats de la fonction du Prandtl Meyer entre les
modeéles HT et RG est petit, ce qui donne la possibilité d’étudier un écoulement RG
en utilisant les relations HT. Surtout a haute température. Par contre, lorsque Py
augmentent, la théorie HT commence de donnée des résultats qui s’éloignent de fur

et a mesure du cas réel, d’'ou la nécessité d'utilisation le modele RG.

Notre fonction du Prandtl Meyer valable pour n'importe quel domaine, surtout
dans le domaine haute pression et basse température, dans ce cas on trouve l'écart
en résultats entre notre modéle RG et les autres modéles HT et GP est grand, d’ou

la nécessité d’utilisation le modele RG pour corriger les résultats.

A la fin de ce modeste travail, on suggéere quelques axes de recherches qui seront
considérés comme une continuité de notre travail.

On peut étudier l'effet du gaz de propulsion en choisissant I'une des gaz
suivants: N,, 0,, H,, CO, CO0,, NH3, CH4 et H,0 au lieu de l'air. Les relations restent
valables, Il faut déterminer les constante des forces intermoléculaire ( a ) et de taille

moléculaire ( b)), ainsi que la température caractéristique de vibration ©.

Développer un modéle RG qui prend en compte le phénomene d’onde de choc et

déterminer les conditions aprés le choc dans une tuyére supersonique

Développer une nouvelle méthode de la caractéristique basée sur la fonction de

Prandtl Meyer et faire la conception des tuyeres supersoniques.

Faire l'analyse physique et la simulation numérique des écoulements
compressibles internes comme les tuyeres propulsives supersoniques et externes

comme les profils d’aile supersoniques.
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