KADA ALLAB =

1 & 2¢ ANNEES D'UNIVERSITE

ECOLES SCIENTIFIQUES




AR

515-273-8 S

ELEMENTS
D"ANALYSE

Fonction d'une variable réelle

1° et 2° année d université
Ecoles scientifiques

REIMPRESSION 1993

g/

OFFICE DES PUBLICATIONS UNIVERSITAIRES
1, Place centrale de Ben-Aknoun (Alger)




Sommaire

I. — Eléments de la théorie des ensembles

1.1. Ensembles, opérations éléementaires

1.1.1. Parties d’'un ensemble
1.1.2. Rappel de logique

: Apb!ic'aritms
1.2.1. Définitions
1.2.2. Applications injective, surjective et bijective
1.2.3. Image directe et image réciproque d’une partie
. Relations dans un ensemble
1.3.1. Relation d'équivalence, ensemble quotient
1.3.2. Relation dordre
. Dénombrement

1.4.1. Ensembles finis
1.4.2. Arrangements
1.4.3. Permutations
1.4.4. Combinaisons

- Puissance des ensembles. Ensembles infinis
1.5.1. Puissance

Exercices (5) avec solutions

— Structures algébriques

Groupes
b1

I b2

a

d | 1 P N
I

P 1 I b b A
" e Ly

|




Sommaire

III. — Nombres réels. Nombres complexes

Introduction

3.1. Nombres réels
3.1.1. Définition axiomatique des nombres réels
3.1.2. Construction de R
3.1.3. Quelques propriétés fondamentales de R
3.1.4. Nombres algébriques. Nombres transcendants
3.1.5. Représentation décimale des nombres réels

3.2. Droite réelle acheveée
3.3. Corps des nombres complexes

Exercices (3) avec solutions

IV. — Suites numériques

4.1. Définitions

4.2. Suites convergentes

4.3. Théorémes sur les suites convergentes

4.4. Extension aux limites infinies

4.5. Suites adjacentes

4.6. Suites récurrentes

4.7. Suites de Cauchy

ol - Thordine de B ol Ao T e S a8 e 5 s s St o et A B e e L, o5 gt e e R S o
4.9. Généralisation de la notion de limite

Exercices (5) avec solutions

V. — Fonctions réelles d'une variable réelle

b el @B RN e P e e e U S N TSR e | N RS e SR o,

5.1.1. Fonction numérique, fonction réelle d’une variable reelle
5.1.2. Graphe d’une fonction réelle d’'une variable réelle

5.1.3. Fonctions paire, impaire, périodique

5.1.4. Fonctions bornées, fonctions monotones

5.1.5. Opérations algébriques sur les fonctions

. Limites d’une fonction
5.2.1. Définitions
5.2.2. Unicité de la limite
5.2.3. Limite a droite, limite a gauche
5.2.4. Cas ou x devient infini
5.2.5. Limite infinie
7T Tt R T e T e S bt ey S SR o gy S8 RS- PR N e e
5.3.1. Relation avec les limites de suites
5.3.2. Critére de Cauchy pour les fonctions
b O et tons S =leS S IRIEeS o 5 i g RSt S i T bt e e
. Limite supérieure, limite inférieure
. Comparaison des fonctions au voisinage d'un point. Notations de Landau
LT RO B el AU B i B e L R L T e T st o e
S E O RO oINS (5 0, S r ot o e s R e R o R nt s

R Vs L M T T e R e g e S IR e e s e »




Sommaire

V1. — Fonctions continues

6.1. Définitions

6.1.1. Fonctions continues en un point
6.1.2. Fonctions continues sur un intervalle
6.1.3. Continuité uniforme d’une fonction sur un intervalle

6.2. Opérations sur les fonctions continues

6.3. Théorémes sur les fonctions continues sur un intervalle fermé

6.4. Prolongement par continuité

6.5. Propriétés des fonctions monotones sur un intervalle

6.6. Théorémes du point fixe

6.7. Exemple : étude de léquation fonctionnelle f(x + y) = f(x) + f(¥)

Exercices (3) avec solutions

Vil. — Fonctions dérivables

7.1. Définitions, propriétés

. Dérivée d’'une fonction en un point

. Dérivée a droite, dérivée a gauche

. Interprétation géomeétrique

. Différentielle

. Dérivabilité et continuité

. Dérivée sur un intervalle. Fonction dérivée
.7. Opérations sur les fonctions dérivables

. Maximum, minimum

b
ot
—

Tl
=13
7.1.4
TS
7.1.6
{59 &
7.1.8

. Théoréme de Rolle

7.2.2. Théoréme des accroissements finis
7.2.3. Applications
7.2.4. Théoréme des accroissements finis généralisés

7.3. Formules de Taylor

7.3.1. Formules de Taylor
7.3.2. Application : recherche d’extrémum

7.4. Fonctions convexes
7.4.1. Définition
7.4.2. Dérivabilité des fonctions convexes
7.4.3. Continuité et convexité

Exercices (2) avec solutions

VIII. — Intégrale de Riemann

8.1. Définition de lintégrale de Riemann

8.1.1. Subdivisions
. Sommes de Darboux
.3. Fonctions intégrables. Intégrale de Riemann
. Théoréme de Darboux
. Sommes de Riemann
. Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

8.2. Propriétés de lintégrale de Riemann

8.2.1. Propriétés relatives a l'intervalle de l'intégration
8.2.2. Exemples des fonctions intégrables

8.2.3. Structure de I'ensemble des fonctions intégrables
8.2.4. Propriétés de l'intégrale exprimée ‘par des inégalités

8.3. Intégrales et primitives

8.3.1. Intégrale fonction de sa limite supérieure (inférieure). Primitives
8.3.2. Intégrale indéfinie . .




Sommuire

8.3.3. Formules de la moyenne 233
8.3.4. Procédés généraux d'intégration 238

Exercices (4) avec solutions 247

I1X. — Fonctions élémentaires 252

9.1. Fonction logarithme 252
9.1.1. Definition et propriétés de la fonction logarithme népérien 252
9.1.2. Graphe de la fonction Log 254
9.1.3. Deérivee logarithmique 255
i R S T TR e L T LT e e N e Rt i e s s ot 256

. Fonction exponentielle 258

9.2.1. Définition de la fonction exponentielle de base ¢ 258
9.2.2. Propriétés 259
9.2.3. Fonction exponentielle de base u (a > 0) 261

Fonction puissance 261

. Croissance comparée des fonctions logarithme, exponentielle et puissance 262

9.4.1. Fonctions logarithme et puissance 262
9.4.2. Fonctions exponentielle et puissance 263

& Fontelions: CirCUlaires  BeCrPEOHIES. = - trdno i oot B e s b v S DT e b 265

9.5.1. Fonction Arc sinus 265
9.5.2. Fonction Arc cosinus 267
9.5.3. Fonction Arc tangente 268

. Fonctions hyperboliques et leurs inverses - 270

9.6.1. Fonctions hyperboliques 270
9.6.2. Fonctions hyperboliques réciproques 272

9.7 Polvnoniesfonctions: rationtielles; g nat s itn viiasaaain s s e ok 274

Exercices (6) avec solutions 282

X. — Développements limités 291
10.1. Développement limité dordre n au voisinage 0 291

10.1.1. Définition 291
10.1.2. Unicite 292

10.2. Développements limités usuels obtenus par la formule de Muac Laurin

19.3. Operations. sur-les-développenients HIHTes: . . . . oo i o i s st

10.3.1. Développements limités obtenus par restriction

10.3.2. Opérations algébriques sur les developpements limités
10.3.3. Développement limité d'une fonction composée
10.3.4. Intégration d'un développement limité

10.4. Développement limité au rvoisinage d'un point x
10.5. Dérveloppement limité generalise
106 CInfiniments - Potits et g AR s e o b e TS s aa bt S

e e = e S NS e T o R ol s S e e e e ) s R s e

X1. — Calcul des primitives
I1.1. Tableau des primitives usuelles

11.2. Changement de variables et intégration par parties dans les intégrales indéfinies

I. Changement de variable
2. Intégration par parties

1.2
11.2.




11.3. Primitive d'une fonction rationnelle

11.4. Primitive d’une fonction rationnelle de sin x et COS X ...............coou.u...
11.5. Intégration des fractions rationnelles en e*

11.6. Intégrales abéliennes

ax + b

11.6.1. Recherche des primitives de R[x. "/—
Vex +d

11.6.2. Recherche des primitives de R[x, \;\’_1 + bx + <]

11.7. Intégrales du type J.X(Ax’ + B)rdx

Addendum : formes différentielles dans R

Exercices (5) avec solutions

XII. — Intégrales impropres

12.1. Intégrale d’une fonction sur un intervalle [a, b[

12.2. Propriétés élémentaires de lintégrale sur [u. b[

12.3. Convergence des intégrales des fonctions positives

12.4. Critéres de comparaison pour les fonctions positives

12.5. Critére de convergence de Cauchy

12.6. Intégrales absolument convergentes. Intégrules semi-contergentes ..............

12.7. Intégrale sur d’autres types d'intervalles

]
12.7.1. Intégrale I fdt ou fe . (]a, b)), — x <u

12.7.2. Intégrale J. fdrou fe . (Ja, b[). — < < a =
12.7.3. Généralisation

12.8. Changement de variable dans une intégrale impropre
12.9. Intégration par parties
12.10. Valeur principale de Cauchy

Exercices (4) avec solutions

. Suites de nombres complexes

. Définitions. Propriétés élémentaires des séries

. Suites et séries

. Espace vectoriel des séries numériques

. Séries absolument convergentes et semi-convergentes
. Séries a termes positifs

13.6.1. Condition de convergence

13.6.2. Reégles de comparalson

13.6.3. Comparaison d’une série 3 termes positifs avec une série géomeétrique

13.6.4. Comparaison avec une intégrale

1
13.6.5. Comparaison avec la série de Riemann Z =

13.6.6. Autres critéres




12 Sommaire

13.7. Séries a termes de signes quelconques 398
13.7.1. Regle d’Abel 398
13.7.2. Séries alternées 400

13.8. Quelques propriétés des séries absolument convergentes et semi-convergentes
404

-

EXxercices {2) aret SoIgHons | mn b o v s sk o & e e A a e B s 1 & v s eieiet 3 aagal b

XIV. — Suites de fonctions
L. Suites de JoRctons . s . .o+ 2 00 5%, N LR I R 2 s e+ S

14.1.1. Convergence simple d’'une suite de fonctions
14.1.2. Convergence uniforme

14.2. Suites de foncrions CORtINUES . . ............coueiiiiiniiriiratnr et
14.3. Suites de fonctions intégrables . ................. ... il
4.4, APProXimations. . . . o S TR e s e e R s b s S e ek b v b ERAR e e
14.5. Suites de fonctions dérivables. . .. ... ...... ... .. iiiiii i

Exercices 12) guec solutions .. . o500 5 S80S Sadte un Jhe S0s SR ik - uani s e ey

XV. — Séries de fonctions
15.1. Définitions. Propriétés élémentaires .. ... .. ... ... ... i,
15.2. Convergence uniforme
15.3. Convergence normale

15.4. Convergence uniforme et propriétés des sommes des séries de fonctions

15.4.1. Continuité
15.4.2. Intégration
15.4.3. Dérivation

g e = e e e e e L o oo S B S e e it

15.6. Scries de Taylor

Exercices (4) avec T e e A MRS e e o SR R e

XVI. — Eléments sur les séries de Fourier

16.1. Séries trigonométriques. Systéeme trigonométrique orthogonal. Séries de Fourier .
16.2. Somme partielle de la série de Fourier. Noyau de Dirichlet

16.3. Lemme de Riemann

16.4. Convergence d'une série de Fourier en un point. Principe de localisation

16.5. Probléeme de la représentation dune fonction par sa série de Fourier

16.6. Développement en série de Fourier des fonctions définies sur un intercalle

16.7. Séries de Fourier des fonctions paires ou impaires

16.8. Ordre infinitésimal des coefficients de Fourier

16.9. Sommation des séries de Fourier au sens de Cesaro. Théoréeme de Weierstrass
16.10. Séries de Fourier sous forme complexe

16.11. Convergence en moyvenne des séries de Fourier. Egalité de Parseval

S T T T G b D ey T e e i e e e R e T e et P e sl e S




