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Notations

R : L’ensemble des nombres réels.

N : L’ensemble des nombres naturels.

C : I’ensemble des nombres complexes.

[a,b) : L’ensemble des nombres réels = tels que a < x < b.
[z] : La partie entiére d’un nombre réel .

|z| : valeur absolue ou module de z.

OF : la frontiére de I'’ensemble F'.

X : L’espace de Banach.

||l.]lx : La norme de l’espace X.

A : Opérateur linéaire.

D(A) : Domaine de 'opérateur linéaire A.

D

(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

a,b],R) : Espace des fonctions continues de [a,b] dans R.

2 2

la,b[) : Espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur I'intervalle |a, b|.
AC([a, b)) : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
xo,7) : Boule ouverte de centre z( et rayon r.
B, r) : Boule fermée de centre xq et rayon r.
(A) : L’ensemble résolvant de A.
R(X, A) : Résolvante de A en A\ € p(A).

conv(DB)
(B)

ooy

)

Enveloppe convexe de B.

conv(B) : Enveloppe convexe fermée de B.

diam(F’) : Diamétre de I'ensemble F. MNC : mesure de non-compacité.
a(F), B(F), v(F) : Des mesures de non-compaciteé.

I*f : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
RLDaf : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.
CDef : Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a > 0.

['(«) : Fonction Gamma d’Euler.
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Résumé

Ce mémoire étudie les équations d’évolution abstraites fractionnaires, en se concentrant
sur les dérivées de Riemann-Liouville et Caputo. Il aborde I'existence de solutions integrales
pour des problémes de Cauchy non locaux, en utilisant des outils tels que les semi-groupes
d’opérateurs, les mesures de non-compacité et des théorémes de point fixe. Les résultats prin-
cipaux incluent des conditions d’existence de solutions dans des espaces de Banach, avec des
applications aux équations aux dérivées partielles fractionnaires. Le travail combine analyse
fonctionnelle et calcul fractionnaire pour résoudre des problémes complexes en physique ma-
thématique.

Mots clés :
Equations différentielle abstraite d’ordre fractionaire, semi-groupe compact, solution inté-
grale, mesure de non compacité de Hausdorff, mesure de non compacité de Kuratowski,

théoréme du point fixe.



Abstract

This master’s thesis explores abstract fractional evolution equations, focusing on Riemann-
Liouville and Caputo derivatives. It establishes existence theorems for mild solutions using
fixed-point theory and measures of noncompactness. The work includes applications to partial
differential equations and nonlocal conditions, providing new insights into fractional calculus.
Key results address both compact and noncompact operator semigroups, extending classical
analysis techniques.

Keywords :
Fractional order abstract differential equation, compact semigroup, mild solution, Hausdorff

measure of noncompactness, Kuratowski measure of noncompactness, fixed point theorem.



Introduction

Les équations différentielles fractionnaires, qui généralisent les dérivées classiques aux
ordres non entiers, constituent un domaine riche et fascinant des mathématiques appliquées.
Leur histoire remonte a la fin du XVII® siécle, avec une correspondance célébre entre Leibniz
et L’Hospital en 1695, ou fut évoquée pour la premiére fois la possibilité d’une dérivée d’ordre
fractionnaire. Cependant, ce n’est qu’au XIX* siécle que des mathématiciens comme Liouville,
Riemann et Griinwald ont formalisé les opérateurs différentiels fractionnaires, ouvrant la voie
a des développements théoriques et appliqués.

Au XX siécle, les équations fractionnaires ont connu un essor significatif, notamment
grace aux travaux de Caputo et Riemann-Liouville, qui ont introduit des définitions
alternatives des dérivées fractionnaires. Ces outils se sont révélés particuliérement adaptés
pour modéliser des phénoménes complexes présentant des mémoires longues ou des propriétés
héréditaires, comme les processus de diffusion anormale, les matériaux viscoélastiques, ou
encore les systémes biologiques.

Ce mémoire, représente une synthése des résultats obtenus dans :

— Le chapitre 4 du livre de Yong Zhou : Basic theory of fractional differential

equations, 2015, voir [17].

— L’article de P. Chen, X. Zhang and Y. Li : Cauchy problem for fractional non-

autonomous evolution equations, 2019, voir [11].
L’objectif de ce travail est double :

— Explorer les fondements théoriques des équations fractionnaires, en mettant l'accent
sur les dérivées de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que sur leurs propriétés.

— Etudier I'existence et 'unicité des solutions pour des équations d’évolution fraction-
naires non linéaires, en utilisant des outils avancés tels que la théorie des semi-groupes
d’opérateurs, la mesure de non-compacité et les théorémes de point fixe.

Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres principaux :

— Le premier chapitre contient des préliminaires mathématiques, incluant les espaces



fonctionnels, les opérateurs linéaires, les semi-groupes d’opérateurs linéaires, les déri-

vées fractionnaires, la mesure de non-compacité et les théorémes de point fixe.

— Le deuxiéme chapitre concerne 'analyse d'une équation d’évolution avec dérivée

de Riemann-Liouville et condition non locale :

{ RLDEx(t) = Az(t) + f(t,z(t)), p.p. t € [0,4a],
RLDI™0:(0) + g(x) = o,

ot BED{ est la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre g, RLDg_l est l'intégrale de
Riemann-Liouville d’ordre 1—¢, 0 < g < 1, A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés (Cy-semi-groupe) {Q(%)}:>o0
dans un espace de Banach X, f: J x X — X est une fonction donnée, g : C(J, X) —

L(J, X) est un opérateur donné satisfaisant certaines hypothéses, et o € X.

— Le troisiéme chapitre concerne I’étude d'une équation d’évolution intégro-différentielle

non autonome de type mixte d’ordre fractionnaire de Caputo :

“Diu(t) + Atyu(t) = f(t,u(t), (Tu)(t), (Su)(t), tE€l,
u(0) = A7Y(0)uy,

ol CD? est la dérivée fractionnaire standard de Caputo en temps d’ordre 0 < o < 1,
I =10,a], a > 0 est une constante, A(t) est une famille d’opérateurs linéaires fermés
définis sur un domaine dense D(A) dans un espace de Banach E a valeurs dans E' tel
que D(A) est indépendant de ¢, f : [ x E x E x E — E est une fonction de type
Carathéodory, ug € E, T est 'opérateur intégral de Volterra défini par

(Tu)(t):/o K(t, s)u(s) ds,

avec noyau intégral K € C(A,R), A ={(t,s) | 0 < s <t < a} et S est opérateur
intégral de Fredholm défini par

(Su)(t) = /Oa H(t,s)u(s)ds,

On termine ce travail avec une conclusion générale.

B. Benmoussa 2 Université Saad Dahlab- Blida 1



Chapitre 1
Préliminaires

Introduction Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques notions et résultats
de base qui seront utiles dans ce travail. En particulier, nous rappelons les définitions de
quelques espaces fonctionnels, des opérateurs linéaires fermés, des opérateurs compacts, des
fonctions Lipschitziennes, le calcul fractionnaire, la mesure de non compacité et les théorémes
fondamentaux du point fixe. Pour plus de détails voir Brézis [3|, Kilbas [5], Pazy [10] et Vrabie
[16].

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Espace métrique
Définition 1.1 (Distance ) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur l’ensemble
X, une application (z,y) — d(x,y) de X x X dans R, vérifiant les trois conditions :

1. d(z,y) =0z =y.

2. d(z,y) =d(y,z),Vx,y € X.

3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y),VYx,y,z € X (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique le couple (X,d), ot d est une distance sur ’ensemble X.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2 1. On dit qu’un espace métrique (X,d) est complet si toute suite de

Cauchy d’éléments de X est convergente dans X.

2. Un espace vectoriel normé qui est complet est appelé espace de Banach.

3



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Exemples : Les espaces vectoriels (R, |.]) et (C,|.|) sont de Banach.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3 On appelle espace de Hilbert X, tout espace de Banach X dont la norme
provient d’un produit scalaire (.,.) sur X (c’est-a-dire : ||z||x = /(z,z),Vo € X ).

1.2 Les opérateurs linéaires

Soit E et F' deux espaces de Banach sur le corps K (K =R ou C ).
1.2.1 Opérateur linéaire
Définition 1.4 Un opérateur linéaire A de E dans F est une application linéaire définie sur

sous-espace vectoriel D(A) C E et a valeurs dans F, tel que pour tous x,y € D(A) et pour
tout A € K on a :

1. Az +y) = Az + Ay.
2. A(Az) = MAuz.

L’ensemble D(A), défini par : D(A) = {x € E | Az ait un sens} est appelé le domaine de

Dopérateur linéaire A.

1.2.2 Opérateur linéaire borné

Définition 1.5 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. Dire que l'opérateur A est
borné, signifie qu’il existe une constante C' > 0, telle que ||Aul|r < C||u||g, Yu € D(A).
Sinon, A est dit opérateur linéaire non borné.

Lorsque D(A) = E, alors l'opérateur linéaire borné A est continu.

Théoréme 1.1 Un opérateur linéaire A défini sur D(A) = E, a valeurs dans F' est continu

st, et seulement s’il est borné.

On note L(E, F) : ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F.
Si E' = F, on note 'ensemble L(E, E) par L(F).

B. Benmoussa 4 Université Saad Dahlab- Blida 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.2.3 Opérateur inversible

Définition 1.6 Soit E et F' deuz espaces de Banach et A € L(E, F). On dit que l’opérateur
A est inversible s’il existe un opérateur linéaire B € L(E, F), tel que AoB =1Ip et BoA=
Ig, ot Ig (resp.Ip) est Uopérateur identité de E (resp. de F).

Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On l'appelle opérateur inverse de A ou plus

simplement inverse de A et on le note B = A~1.

1.2.4 Opérateur linéaire fermé

Définition 1.7 (Graphe d’un opérateur) Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire

non borné. Le graphe de l'opérateur linéaire est un sous-espace vectoriel de E x E, défini par
['(A) ={(z, Ax) : x € D(A)}.

Définition 1.8 (Opérateur fermé). Un opérateur linéaire non borné A: D(A) C E — E
est dit fermé si son graphe I'(A) est fermé dans E X E.

Proposition 1.1 Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire non borné. L’opérateur A
est fermé si : ¥(up)nen C D(A) telle que :

(un, — wudans E) et (Au, — vdans F) = u € D(A) et v = Au.

n—-+o0o n—+00

1.2.5 Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opérateur

Définition 1.9 e On appelle ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A est un sous-

ensemble ouvert de C, défini par :
p(A)={NeC, (M- A e LX)}

e On appelle spectre d’un opérateur linéaire A le complémentaire de [’ensemble résolvant de
A dans C, défini par :
g(A) =C —p(A).

e La résolvante d’un opérateur linéaire A est définie par Ry(A) = (M — A)~L.

B. Benmoussa 5 Université Saad Dahlab- Blida 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.2.6 Opérateur compact

Définition 1.10 (Ensemble compact) Soit (X, T) un espace topologique.

1. On appelle recouvrement ouvert de X, une famille A;,i € I des ouverts de X , telle
que X C JA;.

i€l
2. L’espace topologique séparé (X, T) est compact, si de tout recouvrement ouvert de
X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. C’est-a-dire si (A;)icr est une famille

d’ouverts telle que X C |JA;, alors il existe ig, s, ..., 1, € I pour un certainn € N tels

i€l
que X C JA;.
i€l
Définition 1.11 (Ensemble pré-compact) Soit (X,d) un espace métrique. On dit que
(X,d) est pré-compact si pour tout € > 0 , on peut recouvrir X par un nombre fini des boules

de rayon e.

Théoréme 1.2 Soit (X, d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. X est compact.
2. X précompact et complet.

Définition 1.12 (Ensemble relativement compact) Une partie S d’un espace métrique

X est dite relativement compacte, si sa fermeture A est compacte.

Définition 1.13 (Opérateur compact) Un opérateur linéaire continu A : E — F est dit
compact s’il transforme tout ensemble borné M de E en un ensemble relativement compact.
Autrement dit : A(Bg) est un compact de F, ot By désigne la boule unité de E.

On note l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F par K(E; F).

Si E = F, on note l’ensemble des opérateurs compacts de E dans E par K(E).

Théoréme 1.3 (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité

fermée de E est compacte alors l’espace E est de dimension finie.

1.2.7 Application Lipschitzienne

Une application Lipschitzienne est une application possédant une certaine propriété de
régularité qui est plus forte que la continuité.

Cas réel

B. Benmoussa 6 Université Saad Dahlab- Blida 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.14 Soit I un intervalle de R (non vide et non réduit a un point),f : I — R
une application et k un réel strictement positif. On dit que [ est k-Lipschitzienne si et

seulement si
Y(x,y) € I, |f(x) = f(y)] < klo—yl.

Cas des espaces métriques

Définition 1.15 Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques, f : E — F une applica-
tion et k un réel strictement positif. On dit que f est k-Lipschitzienne si, et seulement
St

V(z,2") € E?, dp (f(x), f(2)) < kdg(z,2).

De plus
1) f est dite Lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que f soit k-Lipschitzienne. La plus petite
constante k telle que f soit k-lipschitzienne est appelée constante de Lipschitz.

2) f est dite contractante si et seulement s’il existe un k € [0, 1] tel que f soit k-Lipschitzienne.

1.3 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Introduction Dans ce chapitre, nous rappellons les notions essentielles de la théorie de

semi-groupes d’opérateurs linéaires. Pour plus de détails, voir A. Pazy [10].

Définition 1.16 (Semzi-groupe) Soit X un espace de Banach. Une famille d’opérateurs
linéaires bornés {T(t)}i>0 de X dans X est dite semi-groupe sur X si :

1. T(0) = I (I est lopérateur identité dans X ).

2. T(s+1t)=T(s)oT(t) pour tous t,s > 0.

Exemple On considére espace de Banach X = LP(R), p > 1. Pour ¢t > 0, soit 'opérateur

linéaire T} défini sur 'espace X, par

T(f)(z) = f(x+1).

La famille d’opérateurs linéaires {7} };>( est un semi-groupe sur 'espace X, car :
1. Pour t =0, To(f)(x) = f(x).
2. Pour tous ¢t,5 > 0,on a Tt + s)f(x) = f(x +t+ ) = (T o Ty) f(x).

B. Benmoussa 7 Université Saad Dahlab- Blida 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.17 (Semi-groupe fortement continu ou Cy-Semi-groupe ) On dit qu’un
semi-groupe {T(t) }+>0 est fortement continu si et seulement si pour tout x € X, application

t— T(t)x de Ry dans X est continue. Cette propriété peut étre remplacée par :
Ve e X, lim ||T(t)x — z||x = 0.
t—0+

Proposition 1.2 1. 8i {T(t)}i>0 est Cy-semi-groupe, alors il existe deux constantes
M >1etw>0 telles que : ¥t >0, ||T(t)||zcx) < Me™".
2. 8i M =1etw=0 alors [|[T(t)||zx) < 1 pour tout t > 0, on dira que {T(t)}>0 est

un semi-groupe de contraction.

Définition 1.18 (Semi-groupe uniformément continu) Un semi-groupe {T(t)} >0 d’opé-
rateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément continu sur un espace de Banach X si :

lim [ T(t) — ]| c0x) = 0.

t—0t

Remarque Si {T'(t)}+> est un semi-groupe uniformément continu alors {7°(¢)} >0 est un Cy

Semi-groupe. La réciproque est fausse en général.

1.3.1 Générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe

Définition 1.19 Soit {T'(t)};>0 un Cy semi-groupe, l'opérateur linéaire A défini par :

(

T(t)r —x
D(A) ={z € X, lim fexiste}

t—0t

et

T(t)xr —x
Ar = lim ——.

\ t—0t+ t

est appelé le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 et D(A) est le domaine

de définition de opérateur A.

Théoréme 1.4 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu {T'(t)}1>0 sur X si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné
sur X.

Proposition 1.3 Soient {T(t)}i>0 un Cy semi-groupe sur lespace X et A le générateur

infinitésimal alors :

B. Benmoussa 8 Université Saad Dahlab- Blida 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

a) Vo € X,
1 pt+h
lim — T(s)xds = T(t)x.

h—0t h t

b) Ve X ona
/OtT(S)xds e D(A) et A (/OtT(S)Q;dS) — T(t)z — 2.

c) Ve € D(A), T(t)x € D(A) et

d
%T(t)x =T(t)Ax = AT(t)z.

d) Vo € D(A), t t
Tt)r —T(s)x = / T(r)Azdr = / AT (7)xdr.

S

Théoréme 1.5 (Théoréme de Hille-Yostda) Un opérateur linéaire A est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction {T'(t)}i>o si, et seulement si, les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) Vopérateur A est fermé et D(A) = X.

(i1) p(A) D {\ € C/ReX > w}, ot p(A) désigne l’ensemble résolvant de A et

1
(A=A < e _ o bour ReX > w.

1.3.2 Quelques semi-groupes particuliers
Semi-groupe différentiable

Définition 1.20 e Un Cy-semi-groupe {T(t)}i>o sur un espace de Banach X est dit diffé-
rentiable pour t > tq, si pour tout x € X |, Uapplication t — T (t)x est différentiable pour
t > 1.

o {T(t)}1>0 est dit différentiable, s’il est différentiable pour t > 0.

Semi-groupe compact

Définition 1.21 Un Cy-semi-groupe {T'(t)} pourt > tq est dit compact si pour chaque t > tg
Vopérateur T'(t)) est compact. T(t)) est dit compact s’il est compact pour t > 0.
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Notons que si T'(t) est compact pour ¢ > 0, alors en particulier 'opérateur d’identité est
compact et donc 'espace X est de dimension finie.

Remarque Si T'(ty) est compact pour certains ty, > 0 alors T(t) est compact pour tout ¢ > to,
puisque T'(t) = T (t — to) T (to) est borné.

Théoréme 1.6 Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe, si T(t) est compact pour t > to alors

{T'(t)}+>0 est uniformément continue pour t > t,.

Théoréme 1.7 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}1>0,T(t) est

un semi-groupe compact si, et seulement si :
(1) {T(t)}i>0 est uniformément continue pour t > 0

(2) R(X, A) est compact pour X € p(A).

Semi-groupe analytique

Il est possible d’étendre le domaine du paramétre ¢ des semi-groupes {T'(t)}:>o a des
régions du plan complexe contenant l'intervalle [0, 00 , appelées angles autour de la demi-

droite réelle positive, notées :
Az{zE(C:Ql<argz<92,91<0<92}.

Définition 1.22 Soit A un secteur dans C. On appelle semi-groupe analytique la famille

d’opérateurs linéaires bornés {T(z), z € Q} satisfaisant les conditions suivantes :
1. T(z1 4 22) = T(21)T(22) pour tous z125 € /.
2. T(0) =1, ou I désigne l'opérateur identité.
3. Pour chaque x € X, lim, ,¢cT(z)r =x ou z € A.

4. La fonction z — T(z) est analytique dans /\.

1.4 Théoréme d’Ascoli

Définition 1.23 Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I & valeurs dans

R. On dit que la suite (f,) est équicontinue si

Vae,y € [,Ve > 0,30 >0,Vn € N, |z —y| < 0 = |fu(x) — fn(y)] <e.
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Théoréme 1.8 (Ascoli) Soit (E,d) un espace métrique compact, (F, ) un espace métrique
complet. Une partie A € C(E, F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue , c’est-a-dire :
Ve,y € E\Ve > 0,30 > 0,Vf € A, d(z,y) <o = 0(f(x), f(y)) <e.

2. Pour tout x € E, l'ensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact.

1.5 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale de Lebesgue pour les fonctions a valeurs
dans un espace de Banach.

Définition 1.24 (Fonction simple) Une fonctionu : Q — X est dite simple (ou étagée), si
elle est mesurable et s’il existe un nombre fini d’ensembles Lebesgue-mesurables B;,_, ~ C B
de mesure finie, deur a deuz disjoints tels que, u prenne une valeur constante b; € X sur
chaque B; pour i = 1,...n et u s’annule sur B, = Q/ U?:_ll B;. Il revient au méme de dire
que w =Y bixp, oU xp, estla fonction caractéristique de Uensemble B; C et b, = 0.

On note S(Q2, X) Uensemble des fonctions simples de Q dans X.
Proposition 1.4 L’ensemble de fonctions simples S(2, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.25 (fonction fortement mesurable) Une fonction u : Q — X est dite

fortement mesurable s’il existe une suite (un)nen de S(2, X) telle que :
lim |Jun(x) —u(z)||x =0, pour p.p. x € Q.
n—oo

Proposition 1.5 1. L’ensemble des fonctions fortement mesurables est un espace vec-

toriel.

2. Siu:Q — X est fortement mesurable alors la fonction
lullx - 2 = RT, 2 = [lu(z)|lx
est aussi fortement mesurable.

Définition 1.26 (Fonction Bochner-intégrable) Une fonctionu : Q@ — X est dite Bochner-
intégrable s’il existe une suite (un)nen de S(Q, X) telle que u,(x) — u(x) pour p.p. x € Q
et [, ||un(x) —u(z)| xdz — 0. On note l'ensemble des fonctions Bochner-intégrables de Q dans
X par £1(, X). Une suite (uy,)nen possédant les propriétés citées dans la définition ci-dessus

est dite suite approximante pour u.
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Proposition 1.6 1. Une fonction u : 2 — X est Bochner-intégrable ssi u est fortement

/Q lu(@) || xdz < o.

Définition 1.27 Siu € £1(Q, X), on définit

mesurable et

2. £YQ, X) est un espace vectoriel.

/Q w(@)dz = lim [y (2)dz,

0l (Un)nen est une suite arbitraire de S(Q, X) approzimante pour u. La valeur [, u(z)dz

s’appelle l'intégrale de Bochner de la fonction u.

Remarque.Lorsque A C Q est Lebesgue -mesurable et u € £(€2, X) , on définit

/Au(:c)dx:/gu(x)XAd:c.

Proposition 1.7 1. Siue £, X),

|| / 2)dalx < / ()| xd.

2. L’intégrale de Bochner [ : £(Q,X) — X est une application linéaire.

3. Si A et B sont deux ensembles Lebesgue-mesurables disjoints de §2, alors pour tout

ue LX), ona
/AUB u(x)dx-Au(x)dx%—/BU(x)dx.

Définition 1.28 (Fonction de type Carathéodory ) Une fonction ¢ : [0,a] x E — E est
dite continue au sens de Carathéodory si :

(i) pour tout u € E, p(-,u) est fortement mesurable,

(it) pour presque tout t € [0,a], ¢(t,-) est continue.

Remarque 1.9 Une fonction mesurable f de [0, +00) vers E est intégrable au sens de Boch-

ner si || f|| est intégrable au sens de Lebesgue.
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1.6 Le calcul fractionnaire

Le concept de dérivée fractionnaire est apparu pour la premiére fois dans une célébre cor-
respondance entre G.A. de L’Hospital et G.W. Leibniz, en 1695. Beaucoup de mathématiciens
ont développé ce domaine. Au cours des soixante derniéres années, le calcul fractionnaire a
joué un role trés important dans divers domaines tels que la physique, la chimie, la méca-
nique, 'électricité, la biologie, I’économie, la théorie du controle, le traitement du signal et
de I'image, la biophysique, les phénoménes de flux sanguin, ’aérodynamique, 1’ajustement
de données expérimentales, etc. Les modéles les plus importants sont ceux décrits par des
équations différentielles contenant des dérivées d’ordre fractionnaire. De nouvelles théories
et méthodes sont donc nécessaires pour développer spécifiquement ce domaine, dont 1’étude
devient plus difficile. Voir [5], [7], [9], [12], [13] et [18].

1.6.1 Fonctions utiles
La fonction Gamma

Définition 1.29 On appelle fonction Gamma FEulérienne (ou intégrale Eulérienne de se-

conde espéce) la fonction notée ' définie par :

+oo
MNa) = / t*te tdt,
0
ol o est un nombre complexe quelconque tel que Re(a) > 0.

Proposition 1.8 Nous avons la relation suivante :
I'a+1) =al(a).

En particulier, nous avons :
Fn+1)=n! VYneN.

1.6.2 Intégrale fractionnaire

Définition 1.30 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € C([a,b]) d’ordre « € R ;.

est définie par :
1

]3f(t):m/(t—s)a_1f(s)ds, a<t<b.

Proposition 1.9 Nous avons les propriétés suivantes :
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1. I°f(t) = f(1).
2. I°IP f(t) = ITPf(1).

3. L’opérateur intégral 1 est linéaire :
IONf(t)+g(t) = Mf(t) +1%(t), aeRy, IeC.

o (I f)(E) = I f (1),
Exemple 1.10 Soit f(t) = (t —a)™ alors :

I°f(t) = ﬁ / (t — )7 f(s)ds.

1 ! a—1 m
:m/o(t—s) (t —a)™ds.

A laide du changement de variable s = a + (t — a)x, on obtient :

(t — a)mto

T /Ot(l —)* " dx.

_ (tmam a,m
= T Bla,m +1).
(t —a)™T(a)l(m + 1)

I'(a)(a+m+1)

1 f(t) =

D’ou :
I'(m+1)

I3 f(t) = m(t —a)"™"e

1.6.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire. Dans cette partie, nous

allons citer celles qui sont les plus utilisées.

Définition 1.31 Soit f une fonction intégrable sur |a, b, alors la dérivée fractionnaire d’ordre

a (avecn —1 <o <n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

1 dr [t d"
RLDa t) = _/ t— n—a—1 ds = —— ("% f(t)) = D" f(¢t).
0 = oy (€S s = o) ()
Ici, n = [a] + 1 et [a] désigne la partie entiére de ov.

Propriétés
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1. Composition avec l’intégrale fractionnaire
i) L'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire :
REDRIf () = f(2).
En général, on a :
HEDg (1 f (1) =" DT f (1),
et si ap — ay < 0, BED1=02 f(t) = [o27o1 f(¢).
ii) En général, la dérivation et I'intégration fractionnaires ne commutent pas :

RL r—a1 (RL yas _RL mas—a1 - RL as—k (t —a)m*
D ( Dy f(t)) D, f ; D, f L aF(al—k—i—l)’

avec m — 1 < ap < m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier La dérivation fractionnaire et la
dérivation conventionnelle (d’ordre entier) ne commutent que si f *)(a) = 0 pour tout

k=0,1,2,....,n—1:
dn
dtn

o (2 1)) Zre prra g - S~ D@ =0

("Dgf(t)) =" DEf (L),

mais

3. Pour l'opérateur différentiel fractionnaire Riemann-Liouville, on a les propriétés sui-

vantes :

Im FEDof(t) = F™),  lim BEDf(t) = (g,

a—n a—n—1
4. Linéarité. La dérivation fractionnaire est une opération linéaire pour a € R, et
reC:
FEDZ(Nf(t) + g(t)) = A" Dg f(t) +7 Dig(t).

5. Non-commutativité L’opérateur de Riemann-Liouville est non-commutatif :

DED™f(t) = D f(1) £ DD (1),
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1.6.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.32 Pour une fonction donnée f sur l'intervalle |a,b], la dérivée d’ordre frac-

tionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par :

¢ pe :—1 t — ) (g)ds
DO = ey [ (= s

oun = |[a]+1 et [a] désigne la partie entiére de .

Propriétés
1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville On suppose que n — 1 < a < n,
m,n € N*, a € R et soit la fonction f(t) telle que “Df(t) et FLDf(t) existent.
Alors :
)(t —a)k—
—a+1)

n—1
CDa __RL @ f
f(t) =" D) =) F
k=0
On déduit que si f*)(a) =0 pour k=0,1,2,...,n— 1, on aura :
CD2f(t) =R DA f(8).

2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire Si f est une fonction

continue, on a :

n—1
CDIIf— f e (1D ooy,

k=0
Ainsi, Popérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l'opérateur d’in-

tégration fractionnaire, mais il n’est pas un inverse a droite.

3. Non-commutativité On suppose que n — 1 < a < n, m,n € N, a € R et soit la
fonction f(t) telle que ¢D* f(t) existe. Alors :

“DRDFf(t) = Dyt f(t) # (CD(C DY) f ().
4. Pourn—1<a<n,neN,acRet f(t) telle que “Df(t) existe, on a :

lim DS f(t) = f™(t), lim “DIf(t) = V() — F(0).

a—n a—n—1

5. Linéarité La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire.

Soitn—1<a<n,neN a \eC. Alors :

“DFAf(t) +g(t) = X “Dgf(t) + Dag(t).
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Exemple 1.11 La différentiation de la fonction constante pour Uopérateur de Caputo est :

1 t
C o, n—a—1 (n) _
Dic= ——— t— dx = 0.
a® I'(n—«) /0 (t—2) oo

Ainsi, CDg‘c = 0 pour ¢ constante. Pour Riemann-Liouville :

RLpac = t7*#0 pour c constante.

c
[(1-a)
Lemme 1.1 Soit a > 0, alors l’équation différentielle :
‘D f(t) =0,

admet comme solution :

ft)=co+crt+copt* +- 4 cpat"
ot c; €R,1=0,1,2,....n—1, n=[a]+ 1, ou:

f(t) = et Fegt® 2 o eyt
pour ¢; € R, 1 =0,1,2,...,N, N = [o] + 1.

Proposition 1.10 Soit f(t) définie sur (0,00) et 0 < o < 1. Alors, la transformée de Laplace

de lintégrale fractionnaire et de ['opérateur différentiel fractionnaire satisfait :
(i) oDy f(s) = s~ f(s);
(it) oDf f(s) = s*f(s) = (oD~ )(0) ;
(iii) § Dy f(s) = s f(s) — s*~£(0).

1.7 Mesure de non-compacité

Dans cette section, nous définissons les mesures les plus connues de non-compacité et
rappelons briévement certaines de leurs propriétés de base. Considérons E comme un espace
de Banach muni de la norme ||.||. On note par Mg la famille de tous les sous-ensembles
bornés non vides de F et par N sa sous-famille constituée de tous les ensembles relativement

compacts. voir |11]et [17].

Définition 1.33 (Ensmble convexe) Soit E un espace vectoriel, et B une partie de E.

Best conveze pour tous x et yde B, le segment [x,y] est inclu dans B, c’est-a-dire :

Vo,y € B VA€ [0,1] A+ (1—-Ny € B.
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Définition 1.34 (Enveloppe convexe) Soit E un espace vectoriel, et B une partie de E.
L’enveloppe conveze de B, notée conv(B) est l'intersection des parties convezes de contenant

B. Elle est elle-méme un conveze, et c’est le plus petit convezre contenant B.

Définition 1.35 On dit qu’une application p: Mg — R, est une mesure de non-compacité

dans E si elle satisfait auz conditions suivantes :

1. La famille ker p = {X € Mg | u(X) = 0} est non vide et ker 4 C Ng.
X CY=puX)<p).

u(X) = u(X).

p(ConvX) = p(X).

p(AX + (1 =A)Y) < Apu(X) + (1= M)p(Y) pour A € [0,1].

S vt W

Si {X,}n>1 est une suite imbriquée d’ensembles fermés de Mg telle que

lim u(X,) =0, alors ’ensemble d’intersection X, = ﬂ X,, est non vide.

n—00
n=1

La famille ker ;4 décrite dans 1 est appelée le noyau de la mesure de non-compacité p. Notons
que ’ensemble d’intersection X, est un membre du noyau ker .

En effet, puisque u(Xy) < u(X,) pour tout n € N, alors (X, ) = 0. Cela implique X, €
ker .

1.7.1 Propriétés supplémentaires

Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des propriétés sup-

plémentaires. Une mesure est dite sous-linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes :
7. p(AX) = Mp(X), XeR.
8. (X +Y) < (X)) 4+ u(Y).

On dit qu’une mesure de non-compacité p a la propriété maximale si :

9. p(X UY) =max{u(X), u(Y)}.

Une mesure de non-compacité sous-linéaire p qui a le maximum et est telle que ker y = Ng

est appelée une mesure réguliére.

Proposition 1.11 Invariance sous translation : Soit X un ensemble borné,

w(X +xo) = u(X), pour tout xy € E.
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1.7.2 Mesure de Kuratowski

Définition 1.36 La mesure de non-compacité de Kuratowski d’un ensemble 2, notée a(£2),
est Uinf des nombres d > 0 tel que 2 admet un recouvrement fini par des ensembles de

diametre inférieur a d, c’est-a-dire :

a(Q) = mf{d>om ﬂQ tezque5(9)<d}

=1

La fonction « définie sur l’ensemble des sous-ensembles non vides et bornés de (X,d) est

appelée mesure de non-compacité de Kuratowsks.

Proposition 1.12 Soit €2, 0y et )y des sous-ensembles non vides et bornés d’un espace
métrique (X,d). Alors :

1. () =0 < Q est compact, ot Q désigne la fermeture de €.
a(Q) = Q.

Q C Qo= () < a(,).

a(Qy U Q) = max{a(y), a(Q)}.

a( N Qy) = min{a (), a(22)}.

Proposition 1.13 Soit €2, Q1 et )y des sous-ensembles non vides et bornés d’un espace de
Banach (X, ||.||) sur F (F =R ou C). Alors :

1. a( + Q) < a() + a(y).

2. a(Q+1x)=a(),Vre X.

3. a(AQ) = [Na(Q2),VA € F.

4. afconv) = a(Q), ot conv(Y) désigne l’enveloppe conveze de l’ensemble Q.

1.7.3 Mesure de Hausdorff

En général, le calcul de la valeur exacte de () est difficile. Une autre mesure de non-
compacité, plus applicable, est la mesure de non-compacité de Hausdorff. Elle est définie

comme suit :

Définition 1.37 Soit (X, d) un espace métrique complet. La mesure de Hausdorff de la non-

compacité d’un sous-ensemble non vide et borné ) de X, notée x(2), est linf de tous les
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nombres € > 0 tel que Q) puisse étre couvert par un nombre fini de boules de rayons < €,

c’est-a-dire :
X(Q)=inf{e > 0| Q C UL, B(zi;1i),x; € X,r; <e€i=1,2,...,n,n € N}

Remarque 1.12 Dans le cas ou ) est un sous-ensemble non vide et non borné, alors :

Théoréme 1.13 Soient « et x les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff,

et Q un sous-ensemble d’un espace de Banach E. Alors :
X(Q) < o) < 2x(Q).

Théoréme 1.14 Soit E un espace de Banach, B C C([a, b]; E) un sous-ensemble équicontinu

et borné, ot a,b € R. Alors,

\(B) = max x{(a(t) : «() € B)}.

tela,b]

Remarque 1.15 Il est facile d’observer que la non-singularité découle directement de la

réqularité et la monotonie de la semi-additivité et la continuité de la lipschitzianité.

La mesure de non-compacité de Kuratowski ou de Hausdorff est invariante par le passage a

la fermeture et 'enveloppe convexe, ce qu’affirme le théoréme suivant :

Théoréme 1.16 Soient v une mesure de non-compacité (Kuratowski ou de Hausdorff) et §2

un sous-ensemble d’un espace de Banach E. Alors,
Q) = (Q) = (Conv),

ot Q est la fermeture de <.

1.2.3 k-contraction d’ensemble

Définition 1.38 Soit f : E — F une application continue et bornée (i.e., f transforme les

bornés de E en des bornés de F).

1. On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que,

p(f () < ku(2), vQ e Mp.
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2. [ est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte d’ensembles)
st :
0<k<L

3. f est dite condensante si :
p(f () < p(€Y),

pour tout Q borné et non relativement compact (u(2) > 0).

Remarque 1.17 Il est évident que toute application f complétement continue est une k-
contraction stricte d’ensembles et toute k-contraction stricte d’emsembles est condensante.
De plus, on a :

— f est condensante = f est une 1-contraction d’ensembles;

— f est complétement continue < f est une 0-contraction d’ensembles.

Lemme 1.2 Soit D un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X. Si f : X — X est
une application de la forme L + T, ou L est une application linéaire et T est compléetement

continue. Alors,
a(f(D)) = alf(conv(D U{0}))].

Lemme 1.3 Soit C' un sous-ensemble borné, fermé et convere dans l’espace de Banach

C(J, E). Pour tout V de C borné et équicontinu, on a a(V (x)) est continu et que

a (/J V(z) dx) < /Joz(V(x))dx.

Lemme 1.4 SiV C C(J,E) est un ensemble borné et équicontinu, alors :
1. la fonction v : t — a(V(t)) est continue sur J, et ||[v]| = supge;cr a(V (1)) ;
2.

a(/OTx(s)ds:mG v> g/OTa(V(s))ds, ot V(s) = {z(s):x €V}, s € J.

Lemme 1.5 Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convezxe de l’espace de Banach C(J, X),
G une fonction continue sur J X J et f une fonction de Jx X — X qui satisfait les conditions
de Carathéodory. Supposons qu’il existe p € L'(J,R) tel que, pour chaque t € J et chaque

ensemble borné B C X, on a

lim p(f(Jon x B)) < p()u(B); ici Jup = [t — h,t] N J.

h—0t

S1 V' est un sous-ensemble équicontinu de D, alors

’ ({ [ w0560 ds e v}) < [ ISl (s) s
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Proposition 1.14 Si W C C(J,X) est borné et équicontinu, alors coW C C(J,X) est

également borné et équicontinu.

Proposition 1.15 (Lakshmikantham, 1996), [6]. Si W C C(J, X) est borné et équicontinu,

alors t — a(W(t)) est continue sur J, et

a(W) =maxa(W(t)), « (/Ot W(s)ds) < /Ota(W(s))ds pour t € [0, al.

teJ

Proposition 1.16 (Bothe, 1998) [11]. Si W est borné, alors pour chaque € > 0, il existe

une suite (u,)n>1 C W, telle que
a(W) < 2a((un)n>1) + €.

Proposition 1.17 (Mdénch, 1980)[11]. Soit J = [0,a],a € RT. For any WC(J, X), (un)n>1
une suite de fonctions Bochner intégrables de J dans X ,avec |u,)(t)| < m(t),t € J,n > 1,
oum € L(J,R"). Alors la fonction ¢(t) = a((un)n>1) appartient & Uespace L(J,R™) et elle

vérifie :

oz(/ot up(s)ds,n > 1) < Z/thﬁ(s)ds.

1.8 Théorémes fondamentaux du point fixe

Voir [1] et [14].

Définition 1.39 (Point fize) Soient (X,d) un espace métrique et f : X — X une appli-
cation. On dit que v € X est un point fize de f si f(z) = x.

Théoréme 1.18 (Théoréme du point fize de Banach) Soit M C E un sous ensemble
fermé non vide de l'espace métrique complet (E,d) et f : M — M une application k-
contractante, i.e : il existe 0 < k < 1, tel que d(f(x), f(y)) < kd(z,y), pour tout z,y € M.

Alors [ posséde un unique point fixe dans M.

Théoréme 1.19 (Théoréme du point fire de Brouwer) Soit C' un ensemble non vide,
fermé, borné et convere de R",n > 1, et f: C — C une application continue. Alors f admet

au moins un point fize dans C.

Théoréme 1.20 (Théoréme du point fize de Darbo-Sadovskii) Soit E un espace vec-
toriel normé, C un convezxe fermé non vide de E, et T : C — C" une application continue. Si
la mesure de non-compacité de T'(C') est inférieure a celle de C, alors T admet au moins un

point fize.
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Théoréme 1.21 (Théoréme du point fize de Schauder) Soit C un ensemble non vide
compact et convere d’un espace de Banach E et f : C'— C une application continue. Alors

f posséde, au moins un point fize.

Théoréme 1.22 (Théoréme du point fixe d’O’Regan) Soit U un ensemble ouvert dans
un ensemble fermé et convere C' de X. On suppose que 0 € U, que T(U) est borné et que
T :U — C est définie par T = Ty +Ts, ot Ty : U — X est complétement continue, et

T, : U — X est une contraction non linéaire. Alors, soit :
(i) T admet un point five dans U, ou bien

(i1) il existe un point x € OU et X € (0,1) tels que x = NT'(x).
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Chapitre 2

Probléme de Cauchy autonome pour une
équation d’évolution d’ordre

fractionnaire de Riemann-Liouville

2.1 Equation d’évolution abstraite avec dérivée de

Riemann-Liouville

2.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de Cauchy non locam pour les équations
d’évolution fractionnaires avec dérivée de Riemann-Liouville en considérant une équation
intégrale donnée en termes de densité de probabilité. En utilisant la théorie de la mesure
de non-compacité de Hausdorff, nous établissons divers théorémes d’existence de solutions
intégrales pour le probléme de Cauchy (2.1) dans deux cas différents ou le Cy-semigroupe est

compact ou non compact. Cette étude est basée sur un probléme présenté dans [17].

2.1.2 Le probléme posé

Supposons que X est un espace de Banach avec la norme | - |. Soient a« € R*, J = [0, d
et J' = (0,a]. On note C(J, X) I'espace de Banach des fonctions continues de J dans X avec

la norme

[zl = sup [z(£)],
te(0,a]
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ou z € C(J,X), et B(X) l'espace de tous les opérateurs linéaires bornés de X dans X avec
la norme ||Q| p(x) = sup{|Q(x)| : [z| = 1}, ot Q € B(X) et x € X. Considérons le probléme
de Cauchy non local suivant, pour une équation d’évolution fractionnaire avec dérivée de

Riemann-Liouville :

(2.1)

{“%aw:mm+ﬂwwmp®tH&%
RLDgfla:(O) + g(x) = o,

o BLDY est la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre ¢, #/DI™" est V'intégrale de Riemann-
Liouville d’ordre 1—¢, 0 < ¢ < 1, A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe fortement
continu d’opérateurs linéaires bornés (c’est-a-dire un Cy-semigroupe) {Q(¢)}:>o dans I'espace
de Banach X, f:J x X — X est une fonction donnée, g : C(J, X) — L(J, X) est un opéra-
teur donné satisfaisant certaines hypothéses, et z( est un élément de I’espace de Banach X.
L’équation de diffusion fractionnaire en temps est obtenue & partir de ’équation de diffusion
standard en remplacant la dérivée premiére en temps par une dérivée fractionnaire d’ordre
q € (0,1), a savoir
Ou(z,t) = Au(z,t), t>0, z€R.

On peut prendre A = 9%, pour 3; € (0,1], ou A = 9. + 922 pour B, € (1,2], ou 9f, 9%, 95>
sont les dérivées fractionnaires d’ordre ¢, 31, P2 respectivement. Les conditions non locales
RLDI=12(0) 4 g(z) = x0 et 2(0) 4+ g(z) = o peuvent étre appliquées en physique avec un
meilleur effet que les conditions initiales classiques RLDg_lx(O) =z et x(0) = o respective-

ment, Voir |1], [2]. Par exemple, g(z) peut étre donné par

m
gz) = 3 cinlty),
i=1
ou ¢ (i = 1,2,...,n) sont des constantes données et 0 < t; < ty < --- < t, < a. Les

conditions non locales ont été initiées par Byszewski, 1991, qui a prouvé ’existence et I'unicité
des solutions integrales et classiques pour les problémes de Cauchy non locaux. Comme
le remarquent Byszewski et Lakshmikantham, 1991, la condition non locale peut étre plus
utile que la condition initiale pour décrire certains phénomeénes physiques. Les définitions et

lemmes suivantes sont nécessaires pour notre travail.

Définition 2.1 [11]. La fonction de Wright M,(o) est définie par

[(0) =) (n—<1_)!?(nl_—qn)’ 0<g<1, o€C.
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Il est connu que M,(p) satisfait I’égalité suivante (voir Monch, 1980) :

/ 0 M. = ((11_:— 55)) pour § > 0.

Lemme 2.1 [11]
(i) Soient &, m € R tels que n > —1. Sit > 0, alors

t&+n

~ " remrny SEETnF N

(n € N).
(i1) Soient £ >0 et p € L((0,a), X). Définissons
Ge(t) =R Dy, pourt € (0,a),
alors

RLD[;"GS(IS) =RL D()_(Hn)gp(t), n >0, presque partout t € [0, al.

Lemme 2.2 Le probléme de Cauchy non local (2.1) est équivalent a ’équation intégrale
ta—t
I'(q)

a condition que l'intégrale dans (2.2) existe.

1 ¢ -1
z(t) = (o — g(z)) + m/o (t — )T [Ax(s) + f(s,z(s))]ds, pourte (0,a]. (2.2)

Preuve. Supposons que (2.2) est vraie, alors

L (é(—q)< ge) + ﬁ / (t — 1) Ax(r) + f(mf(f))]df) ,

en appliquant le Lemme 7?7, nous obtenons que

MEDG e (t) = 2o — (@) + /Ot[A:C(S) + f(s,2(s))]ds, presque partout ¢ € [0, al,

et cela prouve que DI z(t) est absolument continue sur [0, a]. Alors nous obtenons
d _
RLDax(t) = 7 RLD&= e (t) = Ax(t) + f(t,2(t)), presque partout ¢ € [0, a

et
RLDE 2(0) + g(z) = x0.
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Réciproquement, supposons que (2.1) est vraie, alors

Dy (M Dja(t)) =" Dy (Ax(t) + f(t, 2(1)))-

Puisque
RL m—q(RL qx -7 - tq_l RL qflx
Dy (™ Dyz(t)) = z(1) ) Dy z(0)
= () = (@~ o(w). pour t € (0.0
alors
(1) = g5 (a0 — 9(0) +" D*(a(t) + f(t.2(1)
= %(mo —g(z)) + ﬁ/o (t — 5)1 Az (s) + f(s,2(s))]ds, pour t € (0,a).

m Avant de donner la définition de la solution intégrale de (2.1), d’abord nous prouvons le

résultat suivant.

Lemme 2.3 5%

ta-t I -1
—— (2o — g(x)) + m/o (t —s)T [Ax(s) + f(s,x(s))]ds, pourt >0 (2.3)

est vérifiée, alors nous avons

z(t) =t P,(t) (20 — g(z)) + /0 (t — s)T ' P,(t — s5)f(s,2(s))ds, pourt >0, (2.4)

o

P = [ o))

Preuve. Soit A > 0. En appliquant la transformée de Laplace

v(\) = /000 e Ma(s)ds et w(\) = /000 e ™ f(s,z(s))ds, pour A\ >0

a (2.3), nous avons

_ %(:po — g(@)) + %Auw + %WW

= (9T — A (o — g)) + (N — A) ) (25)
= / e Q(s)(wo — g(w))ds + / e Q(s)w(N)ds,

0 0

v(A)
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a condition que les intégrales dans (2.5) existent, ou I est 'opérateur identité défini sur X.

Posons
q _
Ya(0) = 5 Ma(079),

dont la transformée de Laplace est donnée par

/OO e M, (0)d0 = e, ou qe(0,1). (2.6)
0

En utilisant (2.6), nous obtenons

/0 e Qs) (o — gla))ds = / T gt e O Q) o — gla))dt
= /00 /OO q1/1q(9)e_(’\t9)Q(tq)tq_l(:ro — g(z))dédt

/ / ata(0)e™Q (gq) tq@ql(xo— g(z))dodt
/ { / Yal6) (gq) tngl( — g(x))do| dt,

(2.7)

/ th*le*()\t)qQ<tq)€f/\3f(8, o(s))dsdt
0
— /‘X’ /OO /oo q¢q( ) (\t9) Q(tq>e_>\stq_1f(37fL‘(S))deSdt
0 0 0
J

) /°° Qg (0)e M Q (2—2) t(;—qlf(s,x(s))dedsdt
0

:/Oooe—kt {q/ot Oqu(Q)Q ((t ;qs)q) t _ei)qlf(s,x(s))deds} dt.
Diaprés (2.7) et (2.8), nous avons
o= [T [T w0 (5 ) Gt - e
+q/0 /0 ¢q(9>Q< el > CZ o1 s, a(s) o] .

Maintenant, nous pouvons inverser la derniére transformée de Laplace pour obtenir

(1) :q/ooo 01 M, (0)Q(#96) (o — of d9+q/ / 0t — -1 M,(0)Q((t — $)%0) f (s, o(s))dOds

=t Py(t) (20 — g()) +/ (t =) Pyt — ) f(s,2(s))ds.

0
|

D’aprés le lemme 2.3, nous avons la définition suivante de la solution intégrale de (2.1).
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Définition 2.2 On appelle solution intégrale du probléme de Cauchy non local (2.1), toute
fonction x € C(J', X) vérifiant

x(t) =t Py (1) (zo — g(x)) + /0 (t—8) ' P,(t — 5)f(s,2(s))ds, pourt € (0,a].

Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy- semi-groupe {Q(t)}i>0 d’opérateurs

linéaires uniformément bornés sur l’espace de Banach X. Alors il existe M > 1 tel que

M = sup [|Q(t)|[p(x) < oo.

t€[0,00)

Proposition 2.1 [18]. Pour toutt > 0 fizé, P,(t) est un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire
que pour tout x € X,
|z

P)e] <

Proposition 2.2 [18]. L'opérateur { P,(t)}+~0 est fortement continu, ce qui signifie que, pour

tout x € X et 0 <t' <t’ <a, nous avons
P.(t"x — P,(z| = 0 lorsque t" — t'.
[Py ( q q

Proposition 2.3 Supposons que {Q(t)}i=o0 est un opérateur compact. Alors {P,(t)}+=0 est

également un opérateur compact.

Proposition 2.4 Supposons que {Q(t)}i~o0 est un opérateur compact. Alors {Q(t)}iso est

équicontinu.

Avant de donner les hypothéses de notre travail, nous définissons

t—0+

XD(J) = {m € O(J, X) : lim t'9x2(t) existe et est ﬁni} :
Pour tout z € X @(J), soit la norme || - ||, définie par

[2llg = sup {7z (t)]}.
te(0,a]

Alors (X@(J"), || - ||,) est un espace de Banach. Pour r > 0, définissons un sous-ensemble
fermé B?(J') C X@(J') comme suit

B(J") = {z € XO(T) « [lally < 1.
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Alors, Bﬁq)(J’) est un sous-ensemble borné, fermé et convexe de X (@ (J'). Soit B(.J) la boule

fermée de I'espace C(J, X) de rayon r et centrée en 0, c’est-a-dire :
B(J)={y € C(J.X) : |yl < r}.

Ainsi, B(J) est un sous-ensemble borné, fermé et convexe de C'(J, X).

Nous introduisons les hypothéses suivantes :

(HO) Q(¢)(t > 0) est équicontinu, c¢’est-a-dire que () est continu dans la topologie uniforme
des opérateurs pour t > 0;

(H1) pour chaque t € J’', la fonction f(t,-) : X — X est continue et pour chaque z € X, la
fonction f(-,x) : J' — X est fortement mesurable;

(H2) il existe une fonction m € L(J',RT) telle que :

BLpsim e C(J',RT), lim " 9(FLDy%m(t)) = 0,

t—0+
et

|£(t,2)] < m(t) pour tout z € B (.J') et presque tout t € [0, al;

(H3) il existe une constante L € (0, %) telle que 'opérateur g : C(J', X) — L(J', X)

satisfait :

lg(x1) — g(x2)| < L2y — $2||q7 pour xj, T2 € B@(Jl);

(H4) il existe une constante r > 0 telle que :
M 1 ' 1
———— | |zl + 1¢g(0)] + su t_q/ t—sq_msds})gr;

(H3)’ l'opérateur g : C(J', X) — L(J', X) est une application continue et compacte, et il
existe des constantes positives Ly, Lo telles que L; € (0, %) et |g(z)| < Ly||z||, + L2 pour
tout = € B (J');

(H4)’ il existe une constante r > 0 telle que :

M t
————— | |zo| + Lo + sup {tl_q/ t—8)7 (s ds}) <.
F(Q) — ML, <| 0‘ ? t€(0,a 0 ( ) ( )

2.2 Reésultats principaux d’existence des solutions

Avant de montrer les résultats d’existence des solutions du probléme de Cauchy, nous

présentons quelques lemmes de base.
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2.2.1 Lemmes préliminaires

Pour tout x € Ban)(J’), définissons un opérateur 7' comme suit :
(T)(t) = (Tiz)(t) + (To) (1),

(Ty)(t) =t Py(t) (o — g()), pour t € (0, al,

(Tox)(t) = | (t—8)T'P,(t — s)f(s,2(s))ds, pour t € (0,a].
0
Il est facile de voir que @
. —q _ Lo —g\&
tl_lg}r t9(Tx)(t) = )

Pour tout y € B(J), posons :
x(t) = 177 y(t), pour t € (0,al.
Alors, z € B\ (J'). Définissons l'opérateur ¥ comme suit :

(y)(t) = (L1y)(t) + (Pay)(t),

e th(T1<$))(t), pour ¢ € (0, al,
1Y = o — gl
W, pour t = 0,
) t"9(Thx)(t), pour t € (0,al,
(Pay)(t) = { 0, pour t = 0.

Evidemment, 2 est une solution integrale de (2.1) dans Bﬁq)(J’) si et seulement si I’équation
d’opérateur z = Tz a une solution = € Bﬁq)(J’). Avant de donner les résultats principaux,

nous démontrons les lemmes suivants nécessaires pour notte travail.

Lemme 2.4 Si les hypothéses (H0)-(H4) sont satisfaites, alors l'ensemble {Vy : y € B(J)}

est équicontinu.

Preuve. Etape I. Montrons que 'ensemble {¥,y : y € B(J)} est équicontinu.
Pour tout y € B(J), soit z(t) = t4~'y(t), t € (0,a]. Alors z € BV (.J").
Pour t; =0, 0 < t; < a, nous obtenons :

zo — g(x)

[(W1y)(t2) — (V1) (0)] < | Fylt)(z0 — g(2)) — T(q)
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< \usq(m - ﬁ\ (ol + Ll + l9(0)))

< ]<Pq<t2> _ ﬁ (ol + L + 9(0)))

— 0, quand t5 — 0.

Pour 0 < t; < ty < a, nous avons
[(W1y)(t2) — (P1y)(t)] < |Py(t2)(zo — (@) — Py(t1)(zo — g(2))]

< [(Py(t2) = Py(t1))(z0 — g())]
< [(Py(t2) = By(t0))[ (ol + Lilzllg + 19(0)])]
< [(Pylt2) — Py(ta))[ (ol + Lr + [g(0)])
— 0, quand ty — t;.

Ainsi, I'ensemble {¥,y : y € B(J)} est équicontinu.
Etape II. Montrons que ensemble {Wyy : y € B(J)} est équicontinu.
Pour tout y € B(J), soit () = t71y(t), t € (0,a]. Alors z € B?(J). .

Pour t; =0, 0 < t; < a, nous avons

[(Way)(t2) — (Pay)(0)] = ti_q/o 2(752 = 8)1 T Py(ta — ) f (s, 2(5))ds

M e
< —t;q/ (ty — 8)9 'm(s)ds — 0, quand ty — 0.
I'(q) 0

Pour 0 < t; < t3 < a, nous avons :

[(Way)(t2) — (Way)(t1)] < / 2 ty (s — 5)1 Py(ts — 5) f (s, 2(s))ds

t1

+ /0 1 ty Ity — 8)T 1P, (ty — 5) f (s, x(s))ds
_ /0 1t}‘q(t1 — 8)7 P, (o — ) f(s,2(s))ds

+ /0 ! 1yt — 8) T P, (ty — 5) f (s, x(s))ds
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< I+ 1y + I,

ou v
I = —
' T(g)

to t1
/ ty Uty — 8)7 tm(s)ds — / 67Uty — $)7 tm(s)ds
0 0

Y

2M (" a, — s)t — 279y — )] m(s)ds
b= g [ 10— = = s m(s)as,

Iy = /0 1 ti_q(tl - S)q_l[Pq(t2 - 3) - Pq(tl o S)]f(s’ x(s))ds ’

On peut déduire que limy, ,;, I; = 0, puisque Dy %m € C(J',R").
En notant que :

[t (0 = )" =ty Ut — 8) ] m(s) < 67t — 5)" ms),

et que fotl 1%ty — 5)7'm(s)ds existe (s € [0,t]), alors par le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, nous avons :

t1
/ [t}_q(tl —8)17h —ty Uty — $)7 ] m(s)ds — 0, quand t; — t;.
0

Nous déduisons que limy, 4, Io = 0.
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Pour € > 0 suffisamment petit, nous avons
t1—e )
B [ = 9 P 9) = Pt = 9o (s, (5) | ds
0
t1
+/ t (b — 8) [ Pylts = 8) = Py(ty = 8)ll s | (s, 2(s))| ds
t1—e

t1
< i / (t— sy 'm(s)ds sup | Pylta — 5) — Pylts — )l
0

s€[0,t1—¢]

oM /tl - _
+ — Yt — $) m(s) ds
F(Q) - 1 (1 ) ()

< I3y + Iz + I3,

ou
rI’
131 = ]\(461) sup HPq(tQ — 3) — Pq(tl - S)HB(X)7
s€[0,t1—¢]
oM | [t he
hn = g | [ = 9 i ds = [T (- e -2 - s ) ds)
F(Q) 0 0

2M e 1- -1 1—¢q -1
I33 = — [(t1— )7t —e — )T =ty U(ts — s)" '] m(s) ds.

I'(g) Jo
D’aprés (HO), il résulte /33 — 0 lorsque to — t;. De maniére similaire a la preuve que Iy, I
tendent vers zéro, nous obtenons I33 — 0 et I35 — 0 lorsque ¢ — 0. Ainsi, I3 tend vers zéro
indépendamment de y € B(J) lorsque to — t; et ¢ — 0. Par conséquent,Uoy)(t2) — (Vay)(t1)]
tend vers zéro indépendamment de y € B(J) lorsque to — t1, ce qui signifie que 2y : y €
B(J)} est équicontinu. Ainsi, ¥, : y € B(J)} est équicontinu. 1 m

Lemme 2.5 Supposons que (H1)-(H4) soient vérifiées. Alors ¥ envoie B(J) dans B(J),
et U est continu dans B(J).

Preuve. Etape I. ¥ envoie B(.J) dans B(.J). Pour tout y € B(J), posons z(t) = t7~'y(t).
Alors z € BY(J'). Pour t € [0,a], en utilisant (H1)-(H4), nous avons

[(Ty) ()] < [Py(t) (o — g(x))| + ¢ /Ot(t —8)" T Pyt = 5)f (s, 2(s)) ds

g7 ol + Bl + la0)) + F

< 2 <|ﬂfo\ + Lr + |g(0)] + sup {t” /Ot(t—S)qlm(S) dS}) =

te(0,al

/0 (t — )7 (s, 2(s))| ds
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Ainsi, ||[Yy|| < r pour tout y € B(J).
Etape II. U est continu dans B(J).

Pour tout y,,,y € B(J), m =1,2,..., avec lim,, ,o0 ¥, = ¥, nOUS avons
lim y,,(t) = y(t) et lim t7 'y, (t) =t y(t), pourt € (0,a.
m—0o0 m—0o0

Alors, par (H1), nous avons

F(t am(®)) = F(t 47 () = F(6 1y (D) = F(t,2(8),  lorsque m — oo,

ol T, (1) = t97 1y, (1) et z(t) =t y(t).

D’une part, en utilisant (H2), nous obtenons pour chaque ¢t € J’,
(t—8) T f(s,2m(s)) — f(s,2(8))] < (t —s)7'2m(s), presque partout dans [0,1].

D’autre part, la fonction s — (t — s)9712m(s) est intégrable pour s € [0,t] et ¢t € J.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, permet d’obtenir
/Ot(t — )1 (s, 2m(s)) — f(s,2(s))|ds — 0, lorsque m — 0.
Pour t € [0, a,
[(Py) (1) = (Uy)(0)] = [t (T2 (t) — Ta(t))|
< [Py @) (g(zm) — g())]

/0 (t = ) Byt — $)(f(5, 2m(s)) — £(s,2(s))) ds

+ ¢

ML Mt [t q—1 — f(s,x(s S
< Sl =l + e [ (= s (s) = S5, d
ML Mt [t -1 — f(s,z(s S
< Sl =l + T [ = (s = Fs. () .

Par conséquent, Wy, — Yy sur J lorsque m — oo. D’aprés le lemme 2.5, cela implique que

Uy, — Yy uniformément sur J lorsque m — oo, et donc ¥ est continu. m

Lemme 2.6 Supposons que (HO0)-(H2), (H3)' et (H4) soient vérifiées. Alors l’ensemble
{Vy:y e B(J)} est équicontinu.

Preuve. Pour tout y € B(J), si t; =0 et 0 <t < a, alors

(Wy)(t2) — () (0)] < Pq(tz)(%—g(x))—%;(—;})(x) Tl / (ty— )Pyt — 8) (5, 2(s)) ds
< |Putt)o —afa)) = 5 A+ et [ s s ds o

lorsque t5 — 0.
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Pour tout y € B(J) et 0 < t; < t2 < a, nous obtenons

[(Wy)(t2) — (Wy)(ta)] < [(Py)(t2) — (Pry)(t0)] + [(Way)(t2) — (Way)(t1)]
< [(Py(tz) = Py(t)) (w0 — g(@))| + L + L2 + I,

ou Iy, I, et I3 sont définis comme dans la preuve du Lemme 2.5. D’aprés la Proposition 2.2,
nous savons que |(Vy)(t2) — (Py)(t1)| tend vers zéro indépendamment de y € B(J) lorsque
to — t1. Donc {Vy : y € B(J)} est équicontinu. m

Lemme 2.7 Supposons que (H1), (H2), (H3) et (H4) soient vérifiées. Alors ¥ envoie
B(J) dans B(J), et ¥ est continu dans B(J).

Preuve. Pour tout y € B(J), nous avons

|.T}0‘ +L17’+L2 <r

(e < PR <

pour t =0

et
() ()] = t"7|(Tx) ()| <7, pour t € (0, al.

Ainsi, ||Vy||p < r pour tout y € B(J). Par un argument similaire a celui de la preuve du
Lemme 2.5, nous montrons que ¥ est continu dans B(.J). m

Pour montrer les résultats d’existence des solutions, nous considérons deux cas possibles :

2.2.2 Cas du semi-groupe compact

Nous supposons que opérateur A génére un Cy-semi-groupe compact {Q(t)}i>o sur X,

c’est-a-dire que pour tout ¢t > 0, 'opérateur Q(t) est compact.

Théoréme 2.1 Supposons que Q(t) (t > 0) soit compact. De plus, supposons que (H1)-(H})

soient vérifiées. Alors le probleme de Cauchy non local (2.1) admet au moins une solution
integrale dans B'Y (J").

Démonstration. Il est clair que = est une solution integrale de (2.1) dans B,Eq)(J’) si et
seulement si y est un point fixe de y = Wy dans B(J), ou z(t) = t41y(¢). 1l suffit donc de
prouver que y = Yy admet un point fixe dans B(J). Pour tout y,,y2 € B(J), d’aprés (H3),
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nous avons

[Try1(t) — Cagn ()] = 17| (Tr1)(t) — (Thwa) (1))

M) = gla)

= T(g)
MLy~ )

~ I'(g) !
= 2wl
( ) Y1 — Y21|,

ce qui implique que ||[¥yy; — Vs < %H?ﬂ — o||. Ainsi, nous obtenons

ML
a(Wy(B(J))) < )

Ensuite, nous montrerons que pour tout t € [0,a], V(t) = {(Vay)(t),y € B(J)} est relative-

a(B(J)). (2.9)

ment compact dans X. Evidemment, V' (0) est relativement compact dans X. Soit ¢ € (0, a]

fixé. Pour tout € € (0,t) et tout 6 > 0, définissons un opérateur V. 5 sur B(J) par la formule
(Wosy)(t) = gt~ / [ b= QU ) () ds
— gt 90(") / / Bt — ) M, (0)Q((t — 5)%6 — £95) (s, 2(s)) 6 ds.
0 4

oux € Bﬁ‘s)(J’). Alors, grace a la compacité de Q(e?5)(¢°6 > 0), nous obtenons que 'ensemble
Ves(t) = Vesy)(t), y € B(J)} est relativement compact dans X pour Ve € (0,¢) et V6 > 0.
De plus, pour tout y € B(J), nous avons

t 6
[(Way)(t) — (Wesy) ()] < !qth/ / 0(t — )" My(0)Q((t — )70) f (s, z(s))dOds
+ gt q/t / (t — s) M (0)Q((t — 5)10) f (s, (s))d0ds|
< qMt*- q/(t—s ds/ OM,(0
+ qMt' e / (t—s)"'m(s )ds/ 0M,(0)do
< gMt1 /t(t — 5)7 ' m(s)ds /6 OM,(0)do
+ £tl’q /6 (t —5)7'm(s)ds — 0, quand e — 0, § — 0.

Par conséquent, il existe des ensembles relativement compacts arbitrairement proches de

I'ensemble V(¢), ¢ > 0. Ainsi, 'ensemble V(¢), ¢ > 0 est également relativement compact
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dans X. Par conséquent, {(Vay)(t), y € B(J)} est relativement compact d’aprés le théoréme

d’Ascoli-Arzela. Ainsi, nous avons a(Ty(B (J')) = 0. D’aprés (2.9), nous avons

a(U(B(J)) < a(W,(B(J))) + a(Us(B(J))) < %awu».

Donc l'opérateur ¥ est une a-contraction dans B(J). D’aprés le lemme 2.5, nous savons que
U est continu. Par conséquent, le théoréme le théoréme du point fixe d’O’Regan, montre
que ¥ admet un point fixe y* € B(J). Posons x*(t) = t7 'y*(¢). Alors z* est une solution
intégrale de (2.1). O

Théoréme 2.2 Supposons que Q(t)(t > 0) est compact. De plus, supposons que (H1), (H2),
(H3) et (H})’ sont satisfaites. Alors le probléme de Cauchy non local (2.1) admet au moins

une solution integrale dans B (J').

Démonstration. D’apreés la proposition 2.4 , Q(¢)(t > 0) est équicontinu, ce qui implique que
(HO) est satisfaite. Ensuite, d’aprés les lemmes 2.4 et 2.5, nous savons que ¥ : B(J) — B(J)
est borné, continu et {V, : y € B(J)} est équicontinu. D’aprés l'argument du théoréme
2.5, il suffit de prouver que pour tout ¢ € J, 'ensemble Vi(t) = {(V1y)(t), y € B(J)} est
relativement compact dans X. Evidemment, V;(0) est relativement compact dans X. Soit

0 < t < a fixé. Pour V& > 0, définissons un opérateur ¥4 sur B(J) par la formule
(V)0 = [ OML0)Q0) 7o —g(e))d8 = aQ(w'5) [ 0,010 %) — o)),
5 5

ou z(t) =t 'y(t), € (0,a]. Grace a la compacité de Q(t?0) (196 > 0), nous obtenons que
I'ensemble V2 (t) = {(V9y)(t), vy € B(J)} est relativement compact dans X pour V§ > 0.
De plus, pour tout y € B(J), nous avons

)
(T)(t) — (Wy)(1)] = 'q [ on o - g<x>>de'
< qM(|z0] + Lir + Ly) /5 60, (6)d6.

Par conséquent, il existe des ensembles relativement compacts arbitrairement proches de
I'ensemble Vi (t), t > 0. Ainsi, ensemble Vi(t), ¢ > 0 est également relativement compact
dans X. De plus, {¥, : y € B(J)} est uniformément borné d’aprés les lemmes 2.7. Par
conséquent, {(V,)(t), y € B(J)} est relativement compact d’apres le théoréme d’Ascoli-
Arzela. Ainsi, le théoréme du point fixe d’Oregan montre que ¥ admet un point fixe y* €
B(J). Posons z*(t) = t91y*(¢). Alors * est une solution intégrale du probléme (2.1). O
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Remarque 2.3 La condition (H2) des théorémes 2.1 et 2.2 peut étre remplacée par la condi-

tion sutvante.
1
(H2)’ 1 existe une constante ¢, € (0,q) et m € Lu (J,RT) telle que

|f(t,2)] < m(t) pour tout = € BD(J') et presque tout t € [0, a].

En effet, si (H2)’ est satisfaite, alors d’aprés l'inégalité de Holder, pour tout ty,ty € J' et

t1 < ta, nous obtenons

"Dy “m(t2) =" Dy 'm(ty)| = =—

t1

HmH 1 _ 1-q1 q—q1 _ a—qq
<A (1 ‘h) (tf“+<t2—t1>3-31—t5“

/0 1((252 —8)17  — (t; — 5)T Ym(s)ds + / 2(tg — 5)7 ' m(s)ds

(2.10)

I'(q) q9—q1
fmll 21— g\ N
F(qL)l (q_gi) <(t2—t1)1—q1)
Amllg g\
F(q) 7—q (tg — tl)q a O, quand to — 11,
—q1
ot
a 1 q1
ol = ( [ mteyiar)
De plus,

ot [ sprmioas < o [am o) ( [oepha)”

l—q o
< ( ) 7 |m| 1+ — 0, quand t — 0.
q9—q1 La

Ainsi, (2.10)et (2.11) signifient que "' Dy%m € C(J',RY), et lim;_,o+ t'"9(BL Dy )m(t) = 0.

Donc (H2) est vérifiée.

(2.11)
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Exemple 2.4 Soit X = L*([0, 7], R). Considérons I'équation aux dérivées partielles fraction-

naire suivante :
Otu(t, z) = O*u(t, z) + 0,G(t, u(t, 2)), z € 0,7, t €(0,a],
u(t,0) = u(t,m) =0, t e (0,a, (2.12)
uw(0,2)+ >0, foﬂ k(z,y)u(t;,y)dy = ue(z), =z € [0,7],

ou 0f est la dérivée partielle fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 0 < ¢ < 1, a > 0,
G est une fonction donnée, n est un entier positif, 0 < to < t; < -+ < t, < a, up(2) €
X k(z,y) € L*([0,7] x [0, 7], RT). Soit un opérateur A défini par Av =v" avec le domaine

D(A) ={v(:) € X : v,v" absolument continues, v" € X, v(0) = v(r) = 0},

Alors A génere un semi-groupe fortement continu {Q(t)}+>0 qui est compact, analytique et
auto-adjoint. le probléeme de Cauchy non local (2.1) et (H1) sont vérifiées. Le systéme (2.12)
peut étre réécrit, dans ’espace X, sous la forme du probléme de Cauchy non local abstrait
sutvant, :

REDIx(t) = Az(t) + f(t,z(t)), presque tout t € [0, al,

REDE 2(0) + g(x) = o,
o x(t) = u(t,-), c’est-a-dire x(t)(z) = u(t, 2), t € (0,a], z € [0, 7].
La fonction f :J x X — X est donnée par :

f@t,x(t)(z) = 0:.G(t, ult, 2)),

et Uopérateur g : C(J', X) — L(J', X) est défini par :
g(@)(z) = Y K (ti)(2),
=0

ou Kyv(z) = foﬂ k(z,y)v(y)dy, pourv e X = L*([0,7],R), z € [0,7]. On peut choisir ¢ = 1/3

et f(t,z(t)) =t Y*sinx(t), et définir :

m(t) =t L= (n+1) (/oﬂ /07r K (z, y)dde)é

M (L rere)
g =z (ol 90+ gt

Alors, les hypothéses (H1)-(H4) sont satisfaites (en notant que K, : X — X est compléte-

r =

ment continu). D’aprés le Théoréme 2.1, le systéme (2.12) admet une solution intégrale dans

Br/((0,al) sous la condition que gif; < 1.
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2.2.3 Cas du semi-groupe non compact

Si Q(t) est non compact, on fait ’hypothése suivante :

(H5) 11 existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ensemble borné D C X,

a(f(t, D)) < la(D).

Théoréme 2.5 Supposons que (HO)-(H5) soient vérifiées. Alors, le probleme de Cauchy

non local (2.1) admet au moins une solution integrale dans B (J’)

Démonstration. D’aprés les Lemmes 2.5 et 2.6, on sait que W, : B(J) — B(J) est borné,
continu et que {Voy : y € B(J)} est équicontinu. Ensuite, nous montrerons que ¥, est
compact dans un sous-ensemble de B(J). Pour tout sous-ensemble borné B, C B(J), on

pose :
U!(By) = Uy(Bo), U"(By) = Wy (@(T"(By))), n=23,....

Alors, d’aprés les propositions 1.18 et 1.19, pour tout € > 0, il existe une suite {yﬁf)}g”:l C By
telle que

o(U(Bol1))) = o(Wa(Bo(1))) < 20 (t [e-srra- o {sq-lys><s>}z<;1>ds) te
AM 1y t —5) 7 o (f(s, {87y (5)}22, )ds + ¢
< ot =9 (e R s + o
aM o, ! g—1 a1, (1 00
< /(t—s> ({57 YD)}, )ds + e

< 4M£a BO Sk Sl 287 q/ Vi ts? s 4 e
0

4M€P( Jt'a(By)
I'(2q)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a
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D’aprés les Propositions 1.14 et 1.15, pour tout € > 0, il existe une suite {yff)}zo:l -
w(W(By)) telle que

(VA Bol1))) = o(Wa(@(W (Bo(1))))) < 20 (t [e-srra- s {sq—ly?(s)}zzl)ds) te

AMt-a [t _ 5\ 1, o 1501y (1% \ds
I(q) /0“ ) (f (s, {7 9D ()}, )ds + <)

['(q)

4Met—a [t o )
W/O (t—s) s a({y ()b )ds + €

(4Me)t -t a-120-1 7
—F(Zq) /O(t—s) s ds + ¢
_ (AM1)*T(q) 2, .

- Tag (Bo) +e.

Par induction mathématique, on peut montrer que pour tout n € N,

7 (4MO)"T'(q)
a(V"(Bo(t))) < T +1))

/0 (t — s)Q—la({sq—lyéz)(s) ;1,0:1)d8 e

tﬁqOé(Bo).

Comme .
o (M) T(0) _
n—oo I'((n+ 1)q)
il existe un entier positif n tel que
(IMOT(g) 5, _ (AME)T()
I((a+1)g) — T((A+1)g)
Alors

(U (By(t))) < ka(By).

D’aprés la Proposition 1.16 de [17], U™ (By(t)) est borné et équicontinu. Ensuite, d’aprés la
Proposition 1.15 de [17], on a

(V" (By)) = max a(U"(By(t))).

t€[0,a)
Ainsi
(V" (By)) < ka(By).
Posons

Dy = B(J), D, =cov(¥*(D)),..., D, =coo(¥*(D, 1)), n=2,3,....

Alors, on obtient
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— (1) DoDDlDDQD"'DD”_lDDnD"';
— (ii) limy, 00 (D) = 0.
Ainsi, D = (>°, D, est un sous-ensemble non vide, compact et convexe dans B(.J). Nous

allons montrer que Wy(D) C D. Tout d’abord, nous prouvons :
Uy(D,) C Dy, n=0,1,2, ...
De U!(Dy) = Wy(Dy) C Dy, on déduit que cov(P(Dy)) C Dy. Par conséquent,
U* (Do) = W2(cov(P'(Dy))) C Wa(Do) = W' (D),

U3 (Do) = W2(cov(P*(Dy)))) C Pa(cov (¥ (Do)))) = ¥*(Dy),

U™ (Do) = Wy (cov(P" (D)) C Wa(cov(P"~*(Dy)))) = ¥~ (D).
Ainsi
Dy = cov(¥™(Dy)) C cov (¥ 1(Dy)).
Donc
U(Dy) € ¥(cov(¥"1(Dy)))) = ¥*(Dy) C cov(¥"(Dy))) = D1

En utilisant la méme méthode, on peut montrer que
Uy (D,) C D, pourn=0,1,2,... (2.13)

alors Uy(D) C Moo ¥2(Drn) €Nty D = D.

Ainsi, Uy(D) est compact. Par conséquent, a(Vo(D)) = 0.
D’autre part, pour tout y1,y2 € D et t € (0, al, selon (H3), on a :

[Tay1(t) — Taga(t)] = ¢ (Than) (1) — (Tr2) (1)

< M g(21) — g(s)

['(q)
_ @Hxl ol (2.14)
~ T'(q) !
ML
= W”yl - y2H‘

D’ou
|P1y1 — Wyl < %H?ﬂ — 1o||. Ainsi, nous obtenons que
ML

04(‘1’1([))) < ma(ﬁ) (2.15)
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D’aprés (2.15), nous avons

a(U(D)) < a(V1(D)) + a(Wy(D)) < =D,

Alors, 'opérateur ¥ est une a-contraction dans D. D’aprés le Lemme 2.5, opérateur W est
continu. Par conséquent, le théoréme d’ORegan montre que ¥ admet un point fixe y* € B(J).

Posons x*(t) = t971y*(t). Alors =* est une solution intégrale du probléme (2.1). O

Théoréme 2.6 Supposons que (HO)-(H2), (H3)', (H4) et (H5) sont vérifiées, alors le

probleme de Cauchy non local (2.1) admet au moins une solution integrale dans BV (.J').

Démonstration. Puisque g(x) est compact et P,(t) est borné, pour tout ¢t > 0, {(¥1y)(¢),y €
B(J)} est relativement compact. Ainsi, nous avons a(V4(B(J))) = 0. D’aprés la preuve du
Théoréme 2.5, il existe un D C B(J) tel que Wy(D) est relativement compact, ¢’est-a-dire

~

a(¥y(D)) = 0. Par conséquent, nous avons
a(¥(D)) < a(¥,(D)) + a(Ty(D)) = 0.

Ainsi, le Théoréme d’ORegan montre que ¥ admet un point fixe y* € B(J). Posons z*(t) =
t971y*(t). Alors x* est une solution integrale d probléme (2.1). d
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Chapitre 3

Probléme de Cauchy non autonome pour
une équation d’évolution
intégro-différentielle d’ordre fractionnaire

de Caputo

3.1 Equation d’évolution intégro-différentielle abstraite

avec dérivée de Caputo

3.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence des solutions intégrales (mild solutions) d’une
équation d’évolution intégro-différentielle abstraite avec dérivée de Caputo. Ici, nous pré-
sentons une synthese de l'article de Pengyu Chen, Xuping Zhang et Yongxiang Li, intitulé

Cauchy Problem for Fractional Non-Autonomous Evolution Equations . Voir[11].

3.1.2 Le probléme posé

Nous allons étudier le probléme de Cauchy suivant, pour une équation d’évolution intégro-

différentielle non autonome fractionnaire de type mixte, dans un espace de Banach FE :

{CD?u(t) + A(t)u(t) = f(t,u(t), (Tu)(t), (Su)(t)), tel, (3.1)

u(0) = A7(0)uy,
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oit D¢ est la dérivée fractionnaire standard de Caputo en temps d’ordre 0 < o < 1, [ =
[0,a], a > 0 est une constante, A(t) est une famille d’opérateurs linéaires fermés définis
sur un domaine dense D(A) dans 'espace de Banach E a valeurs dans E tel que D(A) est
indépendant de ¢, f : [ x E x E x E — E est une fonction de type Carathéodory, ug € E,

T est 'opérateur intégral de Volterra défini par

(Tu)(t) = /0 K(t, s)u(s)ds,

avec noyau intégral K € C(A,R), A ={(t,s) | 0 < s <t <a} et S est 'opérateur intégral
de Fredholm défini par

(Su)(t) = /0 " H(t, s)u(s) ds,

Soit L(E) l'espace de Banach de tous les opérateurs linéaires et bornés dans F muni de la
topologie définie par la norme opérateur. Tout au long de cet chapitre, nous supposons que
l'opérateur linéaire —A(t) vérifie les conditions suivantes :

(A1) Pour tout A avec Re A > 0, Popérateur Al + A(t) admet un opérateur inverse borné

M + A()] " dans L(E) et
C

A+ 17

ou C' est une constante positive indépendante de ¢t et \;

[N+ A@)) 7| <

(A2) Pour tout t,7,s € I, il existe une constante v € (0, 1] telle que
[[A(t) = A(T)] A (s)|| < Clt =77,

ou les constantes v et C' > 0 sont indépendantes de ¢, 7 et s.

Remarque 1. D’aprés Henry [4], Pazy [10] et Temam [15], 'hypothése (A1) signifie que
pour chaque s € .J, I'opérateur —A(s) génére un semi-groupe analytique e 7*4() (¢ > 0), et il
existe une constante positive C' indépendante de t et s telle que

C

t_na

4 (5)e 4] <

oun=20,1,t>0,s € J.
Remarque 2. Dans I'hypothése (A1), si nous choisissons A = 0 et ¢ = 0, alors il existe une

constante positive C' indépendante de ¢ et A telle que
lao) <c

Afin de montrer existence de solutions integrales pour le probléme de valeur initiale relatif a

I’équation d’évolution intégro-différentielle non autonome fractionnaire en temps non linéaire.
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Pour I'équation de type mixte (3.1), il suffit d’imposer certaines conditions de croissance

naturelles et une condition de mesure de non-compacité sur la fonction non linéaire f.

(F1) Pour un certain r > 0, il existe des constantes 0 < f < min{«a, v}, p1 > 0 et des
fonctions v, € L%(J, R™) telles que pour presque tout ¢ € I et tout u € F satisfaisant
Jul| <,

A

Il f(t,u, Tu, Su)|| < .(t) et liminf = p < +o0.

r——400 T

(F2) 1l existe des constantes positives Ly, Ly et Ls telles que pour tout ensemble borné

et dénombrable Dy, Dy, D3 C E et presque tout ¢t € I,

u(f(t, D1, D2, D3)) < Lip(D1) + Lop(D2) + Lyp(Ds).

Posons s s
I AN 1-p -
— B -7
” (a—ﬁ) + CBla)e (aﬂ—ﬂ)
et .
9y =14 Ca” (——Fa”’B(a,y—i—l)),
Qo
ou

1
B(a,’y):/ (1 =) e
0

est la fonction Béta.

3.2 Reésultats principaux d’existence de solutions

Les lemmes suivants sont trés utles pour montrer les principaux résultats de ce chapitre,

les théoréme 3.2 et théoréme 3.3.

3.2.1 Lemmes préliminaires

Soit I = [0, a] un intervalle compact dans R, ot @ > 0 est une constante. Soit £ un espace
de Banach muni de la norme || - ||. Nous notons par C'(I, E) l'espace de Banach de toutes les

fonctions continues de 'intervalle I vers E équipé de la norme sup

|ullc = sup{||lu(t)|], te€l} Yue C(1,E),
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et par L(F) Pespace de Banach de tous les opérateurs linéaires et bornés dans E muni
de la topologie définie par la norme opérateur. Soit L'(I, E) I'espace de Banach de toutes
les fonctions intégrables au sens de Bochner a valeurs dans E définies sur / avec la norme
ully = [ llu(t)]|dt. Pour tout r > 0, on note Q, = {u e C(I,E) : |u(t)| <r, t e I}. Alors

€2, est une boule fermée dans C(I, E) de centre 0 et de rayon r.

Définition 3.1 Une fonction v € C(I, E) est dite solution intégrale du probléeme de valeur
initiale (5.1) si elle vérifie

)= A7 0o+ [ vlt =m0Vl
[t =) S, (L)), () 32
# [ [ bt = mmetn 1765, uls). (T0)6), (S0
oit les opérateurs (¢, s), o(t,n) et U(t) sont définis par

U(t,s) = /0 h gtoLe, (0)e 04 gp, (3.3)

p(tn) =Y enlt,m), (3.4)

et
Ut) = —A(t)A~1(0) — /0 o(t, s)A(s)A7(0)ds, (3.5)

& est une fonction de densité de probabilité définie sur [0,400) telle que sa transformée de

Laplace est donnée par
ai)’

> —0x - - (_I>Z <
/Oe fa(e)de—;—r(l_i_ 0<a<l1,z>0,

¥1 (t> 77) - [A(t) - A(Uﬂ ¢(t =, n)a

t
orsa(t,) = / cult,s)(sim)dn, k=12, .
n

Les propriétés suivantes concernant les opérateurs (t,s), o(t,n) et U(t) seront nécessaires

dans notre argumentation.
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Lemme 3.1 Les fonctions a valeurs opérateur 1¥(t —n,n) et A(t)(t —n,n) sont continues
en topologie uniforme par rapport aux variables t et n, out € I, 0 < n <t — € pour tout

e>0, et
[t —n,m)|| < Ct—n)*, (3.6)

ot C' est une constante positive indépendante de t et 1. De plus, nous avons
lp(t.m)|| < C(t—n)~" (3.7)

et
U@ <C+17). (3.8)

En utilisant le Lemme 3.1 et des calculs appropriés, nous pouvons obtenir le résultat suivant.

Lemme 3.2 L’intégrale fg W(t—n,n)U(n)dn est uniformément continue dans la norme opé-
rateur L(E) pour tout t € I, et

H/Otw(t —n,mU(n) dnH < % (é +tB(a,y + 1)), vtel. (3.9)

En utilisant les propriétés de l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre fractionnaire et une
transformation intégrale appropriée, nous obtenons le résultat sutvant, qui sera utile pour les

preuves des résultats principau.

Lemme 3.3 Pour toutt € I et g € L'(0,al, nous avons

/0 / "t — )ty — sy g(s)dsdn = B(a, ) / (t — m)* L g()dn. (3.10)

Nous introduisons aussi la définition de la mesure de non-compacité de Kuratowski, qui sera

utilisée dans la preuve des résultats principaux.

Lemme 3.4 La mesure de non-compacité de Kuratowski u(-) définie sur un ensemble borné

S d’un espace de Banach E est
wu(S) :=inf{d > 0: S =U}_, Sk et diam(Sy) < pour k=1,2,--- ,n}.
Les propriétés suivantes concernent la mesure de non-compacité de Kuratowski.

Lemme 3.5 Soit E un espace de Banach et U,V C E bornés. Les propriétés suivantes sont

satisfaites :

1 pU)<pu(V)siU CVy
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2. u(U) = u(U) = p(convU), ou conv U désigne I’enveloppe conveze de U ;

3. n(U) =0 si et seulement si U est compact, ot U désigne 'enveloppe fermée de U ;

4. n(AU) = [AuU), ot A€ R;

5. p(UUV) =max{u(U), u(V)};

6. pf(U+V)<puU)+u(V), s U+V ={z|z=y+z2yeclUzeV};

7. w(U +z) = p(U), pour tout x € E;

8. Si lapplication QQ : D(Q) C E — X est Lipschitzienne avec une constante k, alors

w(Q(S)) < ku(S) pour tout sous-ensemble borné S C D(Q), ot X est un autre espace
de Banach.

Maintenant, nous notons par u(-) et wc(-) la mesure de non-compacité de Kuratowski sur
lensemble borné de E et C(I, E) respectivement. Pour tout D C C(I,E) et t € I, posons
D(t) = {u(t) | w € D}, alors D(t) C E. Si D C C(I,E) est borné, alors D(t) est borné
dans E et u(D(t)) < pc(D). Pour plus de détails sur les propriétés de la mesure de non-
compacité de Kuratowski, nous renvoyons auz monographies [2] et [9]. Les lemmes suivants

sont nécessaires dans notre argumentation.

Lemme 3.6 Soit E un espace de Banach, et soit D C C(I,E) borné et équicontinu. Alors
p(D(t)) est continue sur [0,al, et pc(D) = maxeep,q 1(D(t)).

Lemme 3.7 Soit E un espace de Banach, et soit D C E borné. Alors il existe un ensemble
dénombrable Dy C D tel que u(D) < 2u(Dy).

Lemme 3.8 Soit E un espace de Banach. Si D = {u,}5°, C C([0,al], E) est un ensemble

dénombrable et s’il existe une fonction m € L1([0,a], RY) telle que pour tout n € N,
[un ()] < m(t), p.p.t€0,a].
Alors u(D(t)) est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, al et

“<{/o un(t)dt | n € N}) < Q/OGM(D(t))dt.

Le théoréme de point fixe suivant concernant 1'opérateur condensant en puissance convexe,

introduit par Sun et Zhang [14], joue un role clé dans la preuve de nos résultats principaux.
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Définition 3.2 Soit E un espace de Banach réel. Si A: E — E est un opérateur continu et
borné, et s’il existe ug € E et un entier positif ng tels que pour tout sous-ensemble borné et
non précompact S C F,

(AT (S)) < u(S), (3.11)

ol

AT(S) = A(S),  AM(S) = A(@{Q" 1 (S), u}), n =23,

Alors nous appelons A un opérateur condensant & puissance convexe par rapport a ug et ng.

Lemme 3.9 (Théoréme de point fize pour un opérateur condensant a puissance
convezxe, [9]) Soit E un espace de Banach réel, et soit D C E un ensemble borné, fermé
et convexe dans E. S’il existe ug € D et un entier positif ng tels que A : D — D soit un
opérateur condensant en puissance convere par rapport a uq et ng, alors l'opérateur A admet

au moins un point fize dans D.

Remarque 3.1 Si ng = 1 dans (3.11), alors le théoréme de point fize pour un opérateur
condensant en puissance convezxe (voir Lemme 3.9) se réduit au célébre théoréme de point fize
de Sadovskii (voir Théoréme 3.3). Notons que le Lemme 3.9 ne requiert pas que l'opérateur
A soit condensant ou complétement continu. Par conséquent, le théoréme du point fixe
par rapport a un opérateur condensant de puissance convexe est une généralisation du

célebre théoréme du point fixe de Sadovskis.

Théoréme 3.2 Supposons que la fonction non linéaire f: I x E X Ex E — E est continue
au sens de Carathéodory. Si les hypothéses (F1) et (F2) sont satisfaites, alors le probléeme

(1.10) admet au moins une solution intégrale dans l'espace C(I, E) a condition que
Cpa®P5; < 1. (3.12)
Démonstration. Définissons un opérateur Q sur 'espace C'(I, F) par
(@) = A7 O+ [ 6t = Uty
[ e =) St ()0, () (3.13)
# [ o= nneta 11 ats), (T)6) (Su(s) s,

Par calcul direct et les propriétés des opérateurs (¢, s), (t,n) et U(t), il est facile de voir que
I'opérateur Q envoie C(I, E') dans C(I, E) et est bien défini. D’aprés la Définition 3.1, on peut
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vérifier que la solution intégrale du probléme de valeur initiale (3.1) est équivalente au point
fixe de 'opérateur Q défini par (3.13). Dans ce qui suit, nous allons montrer que I'opérateur
Q admet au moins un point fixe en appliquant le théoréme du point fixe par rapport a
un opérateur condensant de puissance convexe. D’abord, nous prouvons qu’il existe
une constante positive R telle que I'opérateur Q défini par (3.13) envoie ’ensemble 2 p dans
Qg. Si ce n’était pas le cas, il existerait ¢, € I et u, € Q, tels que [|(Qu,)(t,)|| > r pour
chaque 7 > 0. En combinant les lemmes 3.1-3.3, ’hypothése (F1) et I'inégalité de Holder,

nous obtenons :

T<MQWNMM§HA1@Wﬂ+Hlnwh—nmﬂNm%mﬂ

)f(n,ur(n),(YWMJ(H),CSIMJ(U))dnH

ol S)f(S,ur@ﬂ7(TWM)(S),OSUT)@ﬂ)dsdnH
scmw+wjﬁt—WHu+mmmm

+ C/O 7'(tr — n)a—1¢r(n)dn + C? /0 T'/O (tr B 77)"_1(77 . S)'y—lwr(s)dsdn

1
< Cllual + Cluolr)* (& + (67 Bay + 1))

tr

+ C/O (t, — ) (n)dy + C*B(a, v)/ (te =)™ i () dn (3.14)

0

1
smmm+ﬁmmw(a+mem+w)

)
+ C?B(a, ) </Otr(tr—n)°‘?3ﬂ1 )15(/0 wf(mdn)ﬁ

1
< Cllul + C*lalla® (% + @'Blay +1))

1-8\""
a—pB
roa (I20) Iy,

1-p
L OBlaa () )
’ a+vy—72 "NLF (0,0

En divisant les deux cotés de (3.14) par r et en prenant la limite inférieure lorsque r — +o00,
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combiné avec I’hypothése (3.12), nous obtenons :

2|G5) e (555)
b= Cpa [(a—ﬂ +CBlay)a aty—p (3.15)

= Cpa®Po, < 1.
Alors (3.15) est une contradiction. Par conséquent, nous avons prouvé que Q : Qg — Q.
Ensuite, nous prouvons que l'opérateur Q : Qp — Qg est continu. Pour ce faire, soit
{u,}2, C Qg une suite telle que lim, . u, = u dans Qg. Par la continuité de Cara-

théodory de la fonction non linéaire f, nous obtenons :

i 78, un(t), (Tun)(0), (Sua) (1)) = (2, u(t), (Tw)(2), (Su)(£))]| =0

pour presque tout ¢ € I. Par (3.13) et les Lemmes 3.1-3.3 combinés avec une méthode de

calcul similaire a celle utilisée dans (3.2), nous avons

(Qu,) (1) — (Qu)(1)]
[ =0 ) (T ) (S ) = S (T, <Su><n>>1dnH

[ = 1o 915030, (T0) 61 (51)(9) = 0,05, (T, (SU)(S))]dsdnH

<c / Y (1, (), (T (1), (Suw)(0)) — (2 ), (Ta) (1), (Su)(m)) iy
e / / (=m0 = 8) 1S5, un(5), (Tutn)(5), (Sun)(s)) — F(tu(s), (Tu)(s), (Su)(s)) | dsd.

Vtel.
(3.16)

Par I'hypothése (F1), nous avons pour tout t € I,
(t =) un(n), (Tun) (), (Sun)(m)) — f(t,uln), (Tu)(n), (Su)(n))|
< 2(t —n)*""Yr(n)
pour presque tout n € [0,t]. Par I'hypothése (F1) et le Lemme 3.3, nous obtenons que pour

(3.17)

tout ¢t € I, 0 < n <t et presque tout s € [0, 7],

/O /On(t—n)a_l(n = 8) £ (5, un(s), (Tun)(s), (Sun)(s)) — f(s,u(s), (Tu)(s), (Su)(s))lldsdn

<2 [ [0 o vn(s)dsas

= 2B(a,7) /0 t(t —n)* " Pr(n)dn.
(3.18)
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Du fait que les fonctions n — 2(t — n)* Yr(n) et n — 2B(a,7y)(t — n)*™ " 1r(n) sont
intégrables au sens de Lebesgue pour presque tout n € [0, ¢] et pour tout ¢ € I, combiné avec

(3.4), (3.5), (3.6), (3.7) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous savons que

|(Quy)(t) — (Qu)(¥)|| = 0 lorsque n — oo

pour tout ¢t € I. Donc
|Qu, — Qullc =0 (n— ),

ce qui signifie que Q : Qr — Qg est un opérateur continu. Maintenant, nous allons démontrer
que Q : Qr — Qg est un opérateur équicontinu. Pour tout u € Qr et 0 < t' < t” < a, en
utilisant (3.1) et I'hypothése (F1), nous savons que

I(Qu)(t") - (Qu)(¥) U nuodn| + | / ("~ n.0) = 0 — 0, )0 (m)uod

N - u(n), (Tu)(n), (Su) (n)dn

/

+ / [ = nm) =t =0 m))f (1, uCn), (Tw)(n), (Su)n)dn|

+//an<wwwwwwww

[ o ol st (T, (s s

S/ A R A
ou

n= [ 1 Ul el
o= [N =)~ UGl
e
Jy = /Hwt—nn —(t" —n,m)[[Yr(n)dn,

_ / / [6(¢" — n, ), )l (s)dsdn,

- / / [ = 1,m) — 0 = n,m)ln, )l m(s)dsdn,
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Par conséquent, il suffit de prouver que J;, — 0 indépendamment de u € Qp lorsque t”"—t" — 0

pour k =1,2,3,4,5,6. Pour J;, d’aprés le Lemme 3.1, nous savons que
t//
J1 < C?|luo| / " —n)* Y1 +n")dn — 0 lorsque t"—t — 0.
tl

Pour ¢/ =0 et 0 < t” < a, il est facile de voir que J, = 0. Pour ¢’ > 0 et ¢ > 0 suffisamment
petit, en utilisant le Lemme 3.1 et le fait que la fonction 1 (t — n,n) est continue en topologie

uniforme par rapport aux variables t et 7 pour 0 <t <aet 0 <7 <t — ¢, nous avons

t'—e
Jp < sup \|¢(t"—"7,77)—¢(t/—?7,77)|!'CHUOH/ (1+n")dn
0

ne [07tl_6}

t/
+ C?||uy|| / (" =)t +( —n)* (1 +n")dn—0 lorsque t'—t —=0 et e—0.
t'—e

Pour J3, en utilisant le Lemme 3.1, I'hypothése (F1) et I'inégalité de H ?lder, nous obtenons

t”
J < C / (" — ) p(n)dn
t/

! B 1-6 t B
§C</ <t”—n>?‘—ﬂdn> (/ ¢§<n>dn)

I A n o ya—p "y
<C <m> HwRHL%[M](t —t")*" =0 lorsque t"—t — 0.

Pour ' =0 et 0 < t” < a, il est facile de voir que J; = 0. Pour ' > 0 et € > 0 suffisamment

-

petit, en utilisant le Lemme 2.6 et le fait que la fonction (¢t — n,n) est continue en topologie

uniforme par rapport aux variables ¢ et n pour 0 <t <a et 0 <n <t — € nous savons que

Ji < (' = &) P|lurll

Z /
gl SUP}H@D(t mm) =Pt —=n,1n)

nel0,t’ —e

t/
+ C/ (" =)t + (¢ —n)* Neor(n)dy — 0 lorsque " —t —0 et e — 0.
t'—e

Pour Js, en utilisant le Lemme 3.1, I'hypothése (F1) et le fait que la fonction

n— (t" —n)*"'T)r(n) est intégrable au sens de Lebesgue, nous avons

t// 7]
Jy < C? / / (" — ) (g — s V() dsd
t/ 0
t//

< C’ZF(W)/ (" —n)* 'TIr(n)dn — 0 lorsque t" —t" — 0.

t/
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Pour t/ = 0 et 0 < t” < a, nous avons Jg = 0. Pour ' > 0 et ¢ > 0 suffisamment petit,
d’aprés le Lemme 3.1, I'hypothése (F1), les faits que les fonctions 7 — (t” —n)*'I)ir(1n) et
n — (' —n)*"'T7r(n) sont intégrables au sens de Lebesgue, ainsi que la fonction 4(t —n,n)
est continue en topologie uniforme par rapport aux variables ¢ et n pour 0 < t < a et

0 <n <t—¢ nous savons que

t'—e pn
J< swp @ —mn) — ot —nm)lC / / (n— s "p(s)dsdn

ne0,t’ —e]

+ C’2 /tlt_ /On[<t// B 77)a—l + (t/ . n)a—l](n i 5)771¢R(S)d8d77

g (1 _ 5>1—6 C(t’)yllellL%[Oya]
“\v—£8

sup [[o(t" —n,n) — (' —n,n)|
Y nel0,t’—¢]

t/

O () / (¢ — 0™ TIm(n) + (¢ —n)* " T2pm(n)dn — 0

t'—e

lorsque t" —¢ =0 et e—0.

Par conséquent, ||(Qu)(t") — (Qu)(t')|| — 0 indépendamment de u € Qg quand t” —t' — 0.
D’ou l'opérateur Q : Q2 — Qg est équicontinu. Ensuite, nous prouvons que Q : F' — F est
un opérateur condensant a puissance convexe, ou F = ¢o Q({2r) et ¢o désigne I'enveloppe
convexe fermée. On peut alors facilement vérifier que I'opérateur Q envoie F' dans lui-méme
et que F' C C(I, E) est équicontinu. Soit ug € F. Dans ce qui suit, nous montrerons qu’il

existe un entier positif ng tel que pour tout sous-ensemble borné et non précompact D C F,
o (QU™)(D)) < po(D). (3.19)

Pour tout D C F et ug € F, par la définition de Popérateur Q%) et 'équicontinuité de F,
nous obtenons que Q(”’“O)(D) C Qg est également équicontinu. Par conséquent, d’apreés le

Lemme 3.6, nous avons :

Lo (Q(n,uo)(D)> = T?gXM<Q("’“0)(D)(t)>7 n=12---. (3.20)
D’aprés le Lemme 3.7, il existe un ensemble dénombrable D, = {ul} C D, tel que :

p(Q(D)(1)) < 2p(Q(D1)(1))- (3.21)

En utilisant le fait que

/Oau(s)dSEa@{u(s) | s € I}, VueC(l,E),
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nous savons que

({/ K(t,s)u(s)ds | u € D, te[}) < aKopu({u(t) |ue D, tel}) (3.22)

({/ H(t,s)u(s)ds | u € D, tEI}) < aHop({u(t) |ue D, t € I}). (3.23)

ou Ky = (m)aXA]K(t, s)|, Hy = (r%ai |H(t,s)|. Par conséquent, en utilisant (3.1), (3.21),
t,s)€ t,5)€Ng
(3.22), (3.23), les Lemmes 3.1, 3.3, 3.8 et ’hypothése (F2), nous avons :

(@ (D)(1)) = ) < 2u(Q(D1)(1))

(A '(0)ug + @/}(t - 77777)U(77)U0d77>

| /\

+2M<{/ Ut —n.0)f (0, uy(n), (Tuy,)(n ),(SUL)(U))an

+2u< / [ ot =napetas) - s6s ;<s>,<Tu;><s>,(Sum(s))dsdn})

<4C =) Lip(D1(n) + Lop((TD1)(n)) + Lsp((SD1)(n)))dn

- 5c? / / — 51 [Lap(Di(s)) + Lop((TDy)(s)) + Lon( (D) (s))]dsd
§4O/0( —n)* YLy + aKoLy + aHyLs) (D1 (n))dn

¢
+ 8C?B(a, ) / (t = n)* (L1 4+ aKoLa + aHoLs) (D1 (n))dn
0

ACMT (a)t™ 8C*MT (a)T'(y)t*+7
< ——F—uc(D) + D),
(3.24)
ou
M = Ll + CZK[)LQ + aHoLg' (325)
Encore une fois, d’aprés le Lemme 3.7, il existe un ensemble dénombrable
Dy = {u?} C co{Q1w)(D), ug}, tel que :
#(QE{Q ) (D), u})(1)) < 2(Q(D)(1)). (3.26)

Par conséquent, en utilisant (3.1), (3.22), 3.23, (3.24), (3.25), (3.26), les Lemmes 3.1, 3.3, 3.5
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(3.), 3.8 et I'hypothése (F2), nous obtenons :

Q) (D) (1)) = u( Qe Q) (D), u})(1) ) < 2u(QD2) (1))
< 2u(47 O+ [ 6= U o)
rau({ [ o nmrai . ). (52 w)in}
rau({ [ [ 00— nomen ) 552060, (T 60, (508 ) dsin}
<acn [~ )+ SO MB(a) - [ (=) Do)
<4OM/ yot co{Q““’( ), uo}(n)>dn

+8C?MB(a, ) / (¢ — )7 (0{QO) (D), wo} 1) )

! L T4CMT ()t 8C?MT ()T (y)toty
< . a 1 .
_4CM/(t [ it * r(1+7+a) }dn pc(D)
) 1[ 4CMT ()t 802Mr( )L ()t
1+a Fl1+v+a)
2-4CM - 8C*MT?(a)I(y)t2*+y
L1+~ +2a)

pic (D).

+ 8C*MB(a, ) /

ACM - ACMT?(a)t2
- Titoa) e+

8C*M - 8C* MT? ()2 ()2t
I'(1+2y+2a)

]dn e (D)

pe(D)

Pour tout ¢t € I, supposons que
u(Q o)
CAACMT (a)t*)* - (8C2MT ()T (ry)t>+7)"
<
= T(1+ ko) ne(D)

CL(4CMT (a)t*)k1 - (8C2MT (a)T (7)to+7)!
* T(1+7+ ka)

MC(D)

Ck L4CMT (a)t*)" - (805Mr( )L (y)tot)k=

T+ (k— 1)y + ko) (D)

+C,§(4CMF( a)t®)? - (8C?MT ()T (y)tet)k
['(1+4 ky + ka)

pic (D).
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Alors, d’aprés le Lemme 3.7, il existe un ensemble dénombrable

Dyy1 = {uF'} c co{ Q%) (D), ug}, tel que
M(Q(@{Q(k’uO)(D)aUo})(t)) < 20(Q(Dir) (1)) (3.28)

A partir des équations (3.1), (3.22), (3.23), (3.25), (3.28), des Lemmes 3.1,3.3,3.5 (iii), 3.8, et

de ’hypothése (F2) ainsi que d’une transformation intégrale appropriée, nous obtenons que
p(QUEH(D)(1))
— (@0 @ (D), u)) (1)) < (@D} 1)

L 8C?MB(a,) / (t — m)* Dy () iy

< 4CM / (t =)= ({QE (D), ug} ) ) di
t 3.29
#80MB(a) [0 ) (R (D), 10} ) (329)
_ OBy (4OM(a)t)+ - (SC2MT (o)L (7)1
= T(1+ (k+1)a)
C1,, (ACMT ()t®)} - (8C* MT(a)T (7))’
* Fl+vy+((k+1a)
_CF(ACMT()t2)} - (SCEMT () (7)te )k
o T(1+ky+ (k+ 1Da) He(D)
O (ACMT (a)t2) - (8C2MT ()T (7)o7)k+1
Fl+(k+1)y+ (k+1)a)

Par conséquent, en utilisant la méthode d’induction mathématique, que pour tout entier

pe(D)

pe(D)

pe(D).

positif n et t € I,

p(Qr (D))

- cn(4CMr(a)ta)1:‘(-1 (i(i OJé\)fF(a)F(v)tW) 1 (D)

Cn=1(4C MT ()t%)! - (8C2MT (a)T'(y)to+7)n=1
- T(1+ (n— 1)y + na)

Cr(ACMT(a)t)° - (8C2MT (a)T(7)te+7)"
+ I'(1+ny + na)

MC(D)

pe (D).
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D’aprés (3.20) et (3.30), nous obtenons que
pe(Q(D)) = maxu( Q"+ (D) (1))

(ACMT (o)™ - a™
I'(1+ na)

CH4CMT ()"t - (8C?*MT ()T (7y))* - a7t
- ['(1+~v+na)
N Cr 1 (4CMT(a))* - (8C?MT ()L (v))"t - aln=Dvtna
I'(1+ (n—1)y +na)
(8C*MT(a)L'(y))" - amr+me
I'(1+ny+na)

(3.31)

pic (D).

Grace a la formule bien connue de Stirling
T(1+s) = 27rs<f) e, 5>0,0<0<1,
e

nous obtenons que lorsque n — oo, alors
(4CMT(a))™ - a™  (4CMT(a))" - a™
['(1 4 na) \/M(%)m eTona

— C}L(4CMF<Q)>N_1 : (SCQMF(Q)F<7))1 . gVt

)'y—l-na

z — 0,
e 12(v+na)

21 (y + na) (2

CriH(4CMT () - (8C2MT ()T (7))~ - aln—trtme
I'1+ (n—1)y +na)

_ Cr(4CMI(a))! - (8C2MI(a)T(7))"" - aln-Vv+ne
o (n—1)7+ (n—1)v+na 0 — 0
\/271-((” — 1)7 + na) <u> e 2((n—1)y+na)

e

et
(8C?MT (a)T'(y))" - @™t _ (8C?MT (a)T'(y))™ - @™t N

I'(1 4+ ny + na) /27 (7 + na) (@)Wrna o T2 )
Par conséquent, il doit exister un entier positif ng, suffisamment grand, tel que
(ACMT(cx))™o - g™ (8C*MT (a)T'(y))™0 - gmor+no
+ RN
(1 + noa) (1 + noy + noa)
A partir de (3.28) et (3.32), (3.19) est satisfaite, alors Q : F' — [ est un opérateur a

<1. (3.32)

condensation convexe-puissance.
D’aprés le Lemme 3.9, Popérateur Q défini par (3.1) admet au moins un point fixe u € F,

qui est précisément une solution intégrale du probléme de valeur initiale (3.1). O
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Théoréme 3.3 Supposons que la fonction non linéaire f: I x E X Ex E — E est continue
au sens de Carathéodory. Si l'hypothése (F2) et les hypothéses suivantes
(F1)* 1l existe une fonction ¢ € L%(I, RT) pour 0 < 8 < min{«, v} et une fonction continue

non décroissante ® : RT™ — R* telle que
1f (&, u, Tu, Su)|| < ¢(t)2([|ul)

pour presque tout t € I et tout uw € E, sont satisfaites, alors le probléeme (5.1) admet au
moins une solution integrale dans C(I, E) pourvu qu’il existe une constante positive R telle
que

SO(R) ol < 7~ Dllull (3.3
Démonstration. D’aprés la preuve du Théoréme 3.2, nous savons que la solution intégrale
du probléme a valeur initiale (3.1) est équivalente au point fixe de l'opérateur Q défini
par (3.13). Dans ce qui suit, nous montrons qu'il existe une constante positive R telle que

I'opérateur Q envoie l'ensemble Qi dans 2. Pour tout u € (i et presque tout t € I, en
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utilisant les Lemmes 3.1-3.3; ’'hypothése (F1)* et I'inégalité de Holder, nous obtenons :

I(Qu)(0 < 14~ Ol + | [ 0t = )0 gt dnH

i H/otwu — )£, un), (Tw) (), (Su)(n)) d"H

+ ‘ /ot /On@/}(t = n,m)e(n, 5)f (s, u(s), (Tu)(s), (Su)(s)) ds dn“

< Clluol| + C? / (t— m)* (L + 7)ol iy

e / (t — )L (m)(|lul) dy

e /"(t—ma1<n—s>“¢<s>¢><uu|r>dsdn
0 Jo X (3.34)

< Clfuol| + C*|uo |t (a +t"B(a, vy + 1))

+Ca(R) / (t = m)* () di

+ C*®(R)B(a,7) /0 (t —n)* " p(n) dn

< C|ug||d2 + CO(R) </0t(t — )i dn> o ( Ot 67 (n) dn)ﬁ

+ C?®(R)B(a,7) ( /0 t(t ) dn) - ( Ot 7 (1) dn)ﬁ

< Cllullds + CH1@(R)a* ]| , <R

D’aprés (3.34), 'opérateur Q : Qg — Qg. En appliquant une méthode similaire & celle utilisée
dans la preuve du Théoréme 3.2, nous pouvons montrer que Q : Qr — Qg est continu et
équicontinu, et que Q : c0Q(Qr) — c0Q(2g) est un opérateur condensant & puissance
convexe. D’aprés le Lemme 3.9, l'opérateur Q défini par (3.13) admet au moins un point
fixe u € ©6Q(QR), qui représente une solution intégrale du probléme de valeur initiale (3.1).
[J Notons que dans cet chapitre, nous supposons seulement que la fonction non linéaire f
est continue au sens de Carathéodory, ce qui est moins restrictif que la continuité uniforme
requise dans les travaux [6], [7], [12], [11], [12] et [13].
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3.2.2 Exemple d’application

Nous considérons le probléme a valeur initiale suivant, pour une équation aux dérivées
partielles non autonome fractionnaire avec une condition aux limites de Dirichlet homogéne :

(

2z, t) — K(z, ) Au(z, t) = =24 e—tgip <f0t(t — s)u(z, s) ds)

e U 1+|u(z,t)|

cos( NGl S'uxs)ds) re, tel,
(3.35)

u(z,t) =0, €0, tel,
u(z,0) = (k(z,0))'p(z), =€,

(6%
ol e est la dérivée partielle fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo, 0 < a < 1,

I =10,1], A est 'opérateur Laplacien, 2 C R™ est un domaine borné avec une frontiére 0f)
suffisamment lisse, le coefficient de conductivité thermique x(x,t) est continu sur 2 x [0, 1] et
uniformément holdérien en ¢, d’ott que pour tout ¢y, %y € I, il existe une constante 0 < vy <'1

et une constante positive C' indépendante de t; et t5, telle que
|k(x,t2) — k(z,t1)| < Clta — 4|7, €9, (3.36)

et ¢ € L*(Q). Soit F = L*(Q) un espace de Banach muni de la norme || - ||5. Nous définissons

un opérateur A(t) dans l'espace de Banach F par
D(A) = H*(Q) N Hy(Q), A(t)u = —r(z,t)Au, (3.37)

ot H%(Q) est la complétion de I'espace C?(Q2) par rapport a la norme

2

’u“H2(Q) / Z ‘De ’2 dl’ y

lo]<2

C?(2) est I'ensemble de toutes les fonctions continues définies sur @ ayant des dérivées
partielles continues d’ordre inférieur ou égal & 2, H}(Q) est la complétion de C'(Q) par
rapport a la norme ||ul| g1 (q), et C5(2) est Uensemble de toutes les fonctions u € C*(Q2) a
support compact sur le domaine €. Il est bien connu d’aprés Pazy [10] que —A(s) génére un
semi-groupe analytique e~*4®) dans E , on peut facilement vérifier que I'opérateur linéaire
—A(t) satisfait les hypothéses (A1) et (A2). De plus, pour tout ¢ € [0, 1], nous définissons :

u(t) =u(,t), K(t,s)=t—s pour 0<s<t<1,
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a=1, Hts) = e sl pour 0 < st <1,
(Tu)(t) = /0 K(t,s)u(-,s)ds, (Su)(t) = /o H(t,s)u(-, s)ds,

sin(7rt)

= T e (T u)e) + e cos((Su)(e).

F@&u(t), (Tu)(t), (Su)(?))

ATH0) = (8(-0) 7", wo = ().
Le probléme de valeur initiale pour ’équation aux dérivées partielles non autonome fraction-
naire avec condition aux limites de Dirichlet homogéne (3.35) peut étre transformé sous la
forme abstraite du probléme de valeur initiale pour une équation intégro-différentielle évolu-

tive non autonome fractionnaire de type mixte (3.1).

Théoréme 3.4 Le probleme de valeur initiale pour [’équation différentielle partielle fraction-
naire non autonome avec condition auz limites de Dirichlet homogéne 3.35 admet au moins

une solution intégrale v € C(Q2 x [0,1]).

Preuve. Par la définition du terme non linéaire f, on peut vérifier que ’hypothése (F1) est
vérifiée et

U, (t) = VmesQ(sin(nt) +2e7"), et B=p=0.
Par définition f(t,u,v,w) est Lipschitzienne par rapport aux variables u, v et w avec les
constantes de Lipschitz k, = 1, k, = 1 et k,, = 1. Alors, d’aprés le Lemme 3.5 (8), ’hypothése

(F2) est satisfaite avec les constantes positives

Toutes les hypothéses du Théoréme 3.2 sont satisfaites. Par conséquent, le probléme de valeur
initiale pour ’équation différentielle partielle fractionnaire non autonome avec condition aux

limites de Dirichlet homogéne (3.35) admet au moins une solution intégrale u € C(2 x [0, 1]).
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Conclusion générale

Ce travail a permis d’approfondir ’étude des équations d’évolution abstraites en s’ap-
puyant sur un cadre mathématique rigoureux, intégrant les dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville et de Caputo dans des contextes autonomes et non autonomes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié les équations d’évolution abstraites avec
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, en distinguant les cas ot le semi-groupe est com-
pact ou non compact. L’utilisation de la mesure de non-compacité a permis de caractériser
les propriétés des opérateurs et de démontrer 'existence de solutions, en s’appuyant sur des
théorémes de point fixe et des techniques analytiques adaptées aux contextes de compacité
limitée.

Le troisiéme chapitre s’est concentré sur le probléme de Cauchy non-autonome avec dé-
rivée fractionnaire de Caputo, intégrant une composante intégro-différentielle. Les résultats
d’existence de solutions, appuyés par des lemmes préliminaires et 'application de la mesure
de non-compacité, ont mis en évidence la capacité de cette approche a capturer le comporte-
ment de systémes dynamiques complexes. L’exemple d’application présenté illustre I'efficacité
de ces méthodes dans des contextes pratiques.

En somme, cette étude souligne 'importance des outils du calcul fractionnaire, des semi-
groupes d’opérateurs et de la mesure de non-compacité pour analyser les équations d’évolu-
tion abstraites. La mesure de non-compacité, en particulier, a permis d’élargir ’analyse a des
cadres ou la compacité n’est pas garantie, renforcant ainsi la robustesse des résultats. Ces
travaux ouvrent des perspectives pour approfondir ’étude de la stabilité des solutions, ex-
plorer des systémes non linéaires plus complexes, ou appliquer ces méthodes a des problémes
issus de domaines variés tels que la physique, la biologie ou 'ingénierie. Ce travail constitue
une avancée notable dans la compréhension et la modélisation mathématique des équations

d’évolution abstraites.
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