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Résumeé :

Ce travail porte sur I’étude de I'indice de performance dans le domaine de la fiabilité,
a travers la modélisation des temps de vie en s’appuyant sur les différentes formes
de la distribution de Lindley. L'objectif de cette recherche est d’estimer cet indice en
utilisant la méthode du maximum de vraisemblance, a partir de données soumises a
une censure progressive de type II, un cadre qui reflete de maniere plus réaliste de
nombreuses applications pratiques.

Dans ce contexte, la distribution de Lindley a été adoptée comme un modele flexible
et efficace. Ses versions a un et deux parametres ont été examinées, avec une étude de
ses propriétés statistiques fondamentales, telles que la fonction de densité, la fonction
de répartition, ’espérance et la variance.

Mots-clés : fonction de densité de probabilité, fonction de répartition cumulative,
distribution de Lindley, distribution de Weibull, distribution Gamma, indice de per-
formance, variance, méthode du maximum de vraisemblance, estimation, ajustement
du modeéle, censure, données censurées de type II, données censurées progressivement
de type II.

Abstract :

This work focuses on the study of the performance index in the field of reliability,
through the modeling of lifetime data based on the different forms of the Lindley
distribution. The main objective of this research is to estimate this index using the
maximum likelihood method, based on data subject to Type II progressive censoring,
a framework that more realistically reflects many practical applications.

In this context, the Lindley distribution has been adopted as a flexible and efficient
model. Its one-parameter and two-parameter versions have been examined, along with

a study of its fundamental statistical properties, such as the probability density func-
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tion, cumulative distribution function, mean, and variance.

Keywords : probability density function, cumulative distribution function, Lindley
distribution, Weibull distribution, Gamma distribution, performance index, variance,
maximum likelihood method, estimation, model fitting, censoring, Type II censored

data, progressively Type II censored data.
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Abréviations et Notations

Abréviations et Notations

Abreviations
MTTF Le temps moyen avant défaillance.
IPDV  Lindice de performance de la durée de vie.
fdp La fonction de densité de probabilité.
fdc La fonction de distribution cumulative.
CvM  Cramér-Von Mises statistic.
BIC Bayesian Information Criterion
AD Anderson-Darling statistic.
EMV  Estimateur du Maximum de Vraisemblance.
AIC Akaike Information Criterion
KS Kolmogorov-Smirnov statistic
i.i.d  identiquement et indépendants distribués
Notations
R(t) La fiabilité.
A(t) Le taux de défaillance.
Crx L'indice de performance de durée de vie.
Ox L’écart-type de X.
E(X) L'espérance de X.
Var(X) La variance de X.
Fx(x) La fonction de répartition.
fx(x) La fonction de densité.
(X1, Xp) Echantillon de taille n de X.

(Xlzm:nf XZ:m:n! ceer Xm:m:n)

Echantillon progressivement censurés de type II.
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INTRODUCTION GENERALE

La fiabilité constitue un domaine central en statistique appliquée, consacré a I’ana-
lyse de l'efficacité et de la durabilité des systéemes ou des composantes dans diverses
conditions d’utilisation. Parmi les indicateurs majeurs de ce domaine, I’'indice de per-
formance, c’est un outil indispensable pour examiner les caractéristiques de défaillance
et de mesurer l'efficacité d’un systeme a partir des données relatives aux durées de vie

ou aux échecs.

Ce mémoire a pour objectif d’étudier cet indice a partir de différentes sortes de
données, qu’elles soient completes ou soumises a différents types de censure, en met-
tant particulierement I'accent sur les méthodes d’estimation statistique, notamment la

méthode du maximum de vraisemblance (Maximum Likelihood Estimation).

Le premier chapitre est consacré a la présentation des concepts fondamentaux de
la fiabilité, avec une définition compléte de I'indice de performance et une étude de

ses propriétés théoriques.

Le deuxieme chapitre se concentre sur l'inférence statistique de 1’'indice de perfor-
mance a partir de données completes, en présentant différentes méthodes d’estima-
tion, avec un accent particulier sur la méthode du maximum de vraisemblance. Nous
abordons ensuite les cas impliquant des données censurées, en introduisant d’abord la
notion de censure a droite (censure a droite), avant de détailler les types de censure
a droite de type 1 et de type 2, pour enfin traiter de la censure progressive de type II
(censure progressivement de type II). Dans ce cadre, nous expliquons 'application de

la méthode du maximum de vraisemblance a ces types de données.

Le troisieme chapitre se focalise sur une étude plus spécialisée du distributif de

Lindley, dans ses formes a un et deux deux parametres. Nous dérivons les principales



INTRODUCTION GENERALE

caractéristiques de chaque modele, telles que la fonction de densité, la fonction de
distribution, 'espérance, la variance, ainsi que l'indice de performance, tout en ap-
pliquant la méthode du maximum de vraisemblance a partir de données censurées
progressivement de type II. Ce chapitre est également accompagné d’une application

en R permettant de mettre en ceuvre les estimations numériques pour ces modeles.

En conclusion, un partie appliquée est consacrée a l'utilisation du distributif de
Lindley pour estimer l'indice de performance a partir de données censurées progres-

sivement de type II, illustrant ainsi le coté pratique des modeles théoriques étudiés.

Cette étude contribue a enrichir la compréhension théorique et pratique des mé-
thodes d’estimation de I'indice de performance, en mettant en lumiere l'efficacité du
modele de Lindley pour modéliser des données censurées, en particulier dans le cadre

de la censure progressive.

2 Mémoire de Master



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

Introduction

La fiabilité est une discipline essentielle dans I’analyse des systémes et des pro-
cessus, visant a quantifier la durée de vie et les performances des composants sous
diverses conditions d’utilisation. Elle permet de garantir le bon fonctionnement d’un
systéme pendant une période donnée et aide a minimiser les risques de défaillance.

L'indice de performance est un indicateur clé utilisé pour évaluer l'efficacité d’un
systeme en tenant compte de divers parametres tels que la durée de vie, la probabilité
de défaillance et la robustesse du modele statistique utilisé.

L’analyse de la fiabilité combinée a I’étude de I'indice de performance permet d’op-
timiser les décisions liées a la maintenance, a la gestion des risques et a la qualité des
produits. Une approche statistique rigoureuse, basée sur des modeles de censure et des
distributions spécifiques comme celle de Lindley, permet d’améliorer la précision des

estimations et d’affiner les stratégies de gestion des systemes techniques et industriels.

1.1 Notions fondamentales de fiabilité

1.1.1 Deéfinition de la Fiabilité

La fiabilité est une mesure essentielle en ingénierie et en statistiques qui évalue
la capacité d’un systéme ou d’un composant a fonctionner sans défaillance pendant
une période donnée. Elle est particulierement utilisée dans les domaines industriels,
militaires et médicaux pour analyser et améliorer les performances des équipements.

Elle est exprimée par
R(t)=P(T >t)=1-F(t) (1.1)

Ou:

T est une variable aléatoire représentant le temps avant défaillance.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

t est un instant donné

R(t) est la probabilité que le systeme fonctionne correctement pendant [0, ] .

1.1.2 Fonction de Densité de Probabilité et Fonction de Répartition

La fonction de densité de probabilité (f.d.p), qui décrit la distribution du temps de

défaillance, est donnée par :
dR(t)
=27, 1.2
fly=-"2 (1.2)

La fonction de distribution cumulative (f.d.c) est définie par :
F(t)=P(T <t)=1-R(t) (1.3)

elle représente la probabilité qu’un systéme ait déja subi une défaillance avant le temps
t.

1.1.3 Taux de Défaillance et Temps Moyen Avant Défaillance (MTTF)

At) = % (1.4)

Ce taux mesure la probabilité instantanée de défaillance a un instant donné, condi-
tionnellement a la survie jusqu’a cet instant.

Interprétation du taux de défaillance :

Si A(t) est constant, cela correspond a une distribution exponentielle.

Si A(t) augmente avec le temps, cela signifie que le systeme vieillit et que le risque
de défaillance augmente

Si A(t) diminue, cela peut signifier que le systeme devient plus fiable avec le temps,
souvent apres une période de rodage.

Le temps moyen avant défaillance (MTTF) : est un indicateur clé pour évaluer la
fiabilité d’un systeme :

MTTE = ro L (t)dt (1.5)
0

Ce parametre est particulierement utile pour les systemes non réparables.

1.2 Durée de Vie et Modélisation

La durée de vie moyenne est souvent calculée a 1’aide de distributions statistiques

adaptées aux processus de défaillance.

1.2.1 Cas dela Distribution Exponentielle

Si X suit une loi exponentielle de parametre A : X ~ Exp(), sa fonction de fiabilité

est donnée par :
R(t)=eM (1.6)

4 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

Le temps moyen avant défaillance (MTTF) est :

1
MTTF =~ (1.7)

Le taux de défaillance est constant :

A(t)= A (1.8)

1.2.2 Cas de la Distribution Gamma

Si X suit une loi Gamma de parametres k et A : X ~ y(k, 1), alors :

La fonction de fiabilité est donnée par :

y(k, At)
_ 1.
ou:
y(k, At) est la fonction gamma incompléte définie par :
At
y(k,At) = j et du (1.10)
0
I'(k) est la fonction gamma complete :
F(k):j et du (1.11)
0
Le taux de défaillance est constant :
/\k tk—le—/\t
= 1.12
Alt) (k—=1)!R(¢) ( )
Le temps moyen avant défaillance (MTTF) est :
MTTF = ; (1.13)
1.2.3 Cas de la Distribution Weibull
Si X suit une loi de Weibull de parametres 0 et : X ~ Weibull(0, ), alors :
La fonction de fiabilité est :
R(t) = e (7 (1.14)

ou:
o : durée de vie minimale.
O : durée d’échelle.

B : parametres de forme .

5 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

Le taux de défaillance est :

A= 0 (1.15)

1.3 L’indice de Performance de Durée de Vie

1.3.1 Deéfinition

L'indice de Performance de la Durée de vie (IPDV) est une mesure, utilisée pour
évaluer la capacité d’un produit ou d’un systeme a maintenir ses fonctions de maniere
fiable et efficace tout ou long de sa durée de vie prévue. Il permet de quantifier la
qualité, la fiabilité et la durabilité des produits, en prenant en compte divers facteurs

tels que les conditions d’utilisation et la maintenance.

1.3.2 Importance

L’IPDV est un indicateur crucial dans divers domaines, notamment l’industrie, la
santé et la technologie. Son importance réside dans sa capacité a fournir des informa-
tions précieuses sur la fiabilité et la longévité des produits, des systémes ou méme des
individus.

On peut résumer son importance par les points suivants :

— L'IPDV permet aux fabricants d’évaluer la qualité de leurs produits et de s’assu-
rer qu’ils répondent aux normes de fiabilité attendues. Par exemple, dans l'in-
dustrie automobile, 'IPDV peut mesurer la durée de vie moyenne des compo-
sants d’'un moteur.

— Dans le secteur technologique, 'IPDV est essentiel pour évaluer la durée de vie
des appareils électroniques, il permet de garantir la continuité des services et
de réduire les colits de maintenance.

— En maintenance prédictive,I’'IPDV est utilisé pour anticiper les défaillances des
équipements et planifier les interventions de maintenance de maniére proac-
tive. Cela permet de réduire les temps d’arrét, d’optimiser les Colits de mainte-
nance et d’améliorer la disponibilité des équipements.

— En médecine, il contribue a la recherche médicale en fournissant des données
sur ’évolution des maladies et 'impact des interventions médicales.

En résumé : I'indice de performance de la durée de vie est un outil essentiel pour
évaluer la fiabilité, la qualité et la longévité dans divers domaines. Son utilisation per-
met d’améliorer les produits, les services et la qualité de vie.

Aprés avoir examiné I'importance de I'indicateur de performance de la durée de
vie et son role dans 1’évaluation de la fiabilité, nous aborderons maintenant les mé-
thodes utilisées pour estimer cet indicateur et explorerons les facteurs qui influencent

sa précision.
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1.4 Formulation de L'indice de Performance

Un indice de capacité de processus C;x a été développé par [I] pour mesurer la
caractéristique de qualité "plus c’est grand, mieux c’est " il ne fait aucun doute qu’'une

durée de vie plus longue implique une meillleur qualité.

Définition 1.1 L'indice de performance de durée de vie Cyx est alors défini pour évaluer la
performance de Uarticle comme suit : si X est la durée de vie des produits

)
Cx=E"=, (1.16)
o

ou L, y et o sont respectivement la limite inférieur, la moyenne du processus et I'écart-type

du processus.

En général, les durées de vie des différents produits ne sont pas identique. Dans la suite
nous présentons l'indice de performance pour quelques distributions usuelles, telles
que la distribution Exponontielle, la distribution de Weibull, la distribution Gamma,

et autres.

1.4.1 Indice de Performance pour la Distribution de Weibull

Nous supposons maintenant que la variable aléatoire X des produits suit une distri-
bution de Weibull a deux parametres avec les parametres de forme et d’échelle g et 0,
respectivement. Par conséquent, la fonction densité de probabilité (f.d.p) et la fonction

de distribution cumulative (f.d.c) de la durée de vie X des produits sont respectivement

|

p
FX(x,G,/ﬁ):l—exp{—(g) } x>0, 6>0, B>0, (1.18)

les suivantes :

D™
Dl =

B-1 x\P
fx(x,0,B) = ) exp{—(é) } x>0, 6>0, B>0, (1.17)

et

Etant donné que la moyenne et I’écart-type du processus sont respectivement donnés

par
px =E(X)=0I(1+1/p)

et

ox = var(X) = 04T (1 + 2/B) - (T(1 + 1/p))?

d’apres 1.16, I'indice de performance de la durée de vie est donné par
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b3t

et I'(.) est la fonction gamma complete .

ou

Evidemment, pour QF(l + 1/ﬁ) > Ly, nous avons Crx > 0, de plus, la fonction de

taux de défaillance A(x, 0, ) est facilement obtenue commme suit

-1
fx(x0,p) _ (x|’
AMx,0,)= —F—F——=%|= , >0, 6>0, >0 1.21
0B = T 0,5~ 0\0 * P (1.21)
D’aprés 1.19 et 1.21, nous constatons que la fonction de taux de défaillance est décrois-
sante en on 0, tan dis que l'indice de performance sur la durée de vie C; x, est croissant
en O . Par conséquent, Cyx est approprié pour représenter la performance des produits

pendant leur durée de vie .

Si X > (<)Ly, le produit est appelé produit conforme (non conforme). Par consé-
quent, le ratio des produits conforme est connu sous le nom de taux de conformité, qui

est défini comme suit :[2]

B
p,:p(XZLX):exp{—(I’(1+%)—ACLX) }, —OO<CLx<%F(1+%) (122)

1.4.2 Indice de performance pour la distribution exponontielle

Supposons que X la durée de vie d’un tel produit puisse étre modélisée par une dis-
tribution exponentielle a une seul parametre. Par conséquent, la fonction de densité de
probabilité (f.d.p) et la fonction de distribution cumulative (f.d.c) sont respectivement

les suivants
fx(x,A) = Aexp(-Ax), x>0, A>0 (1.23)

et
Fx(x,A)=1-exp(-Ax), x>0, A>0 (1.24)

voir aussi (Johnson et al.[3]).

L'indice de performance de durée de vie C;x dans ce cas est donné par

p—-L 1/A-L
1/

CLX = =1-AL, CLX <1 (125)

Ou la moyenne du processus p = E(X) = 1/A, I’écart-type du processus o = y/var(X) =

1/, et L est la limite inférieure.

8 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

La fonction de taux de défaillance A(x) est définie par

fx(x) _ Aexp(-Ax)
1-Fx(x) 1-[1-exp(-Ax)]

Ax) = =1 A>0 (1.26)
Lorsque la durée de vie moyenne des produits 1/A(> L), 'IPDV C;x > 0. Les équations
1.25 et 1.26 montrent que plus la moyenne 1/1 est élevée, plus le taux de défaillance

est faible et plus I'indice de performance sur la durée de vie Cpx est élevé.

Sila durée de vie d’un produit (ou d’un article) X dépasse la limite inférieure L (X >
L), le produit est étiqueté comme étant un produit conforme. Dans le cas contraire, le
produit est étiqueté comme étant un produit non conforme, le taux de conformité est
donné par [4]
o0

pr=p(X>L)= f Aexp(—Ax)dx =exp(—-AL) =exp(Crx —1), —oco<Cpx<1 (1.27)
L

1.4.3 Indice de performance pour la distribution Burr XII

La distribution de Burr XII a été appliquee dans le domaine du controle de la qua-
lite, des etudes de faibilité et de la modelisation des temps de défaillance ( voir soliman
[5]). La fonction de densite de probabilite (f.d.p) et la fonction de distribution cumu-

lative (f.d.c) de la distrubution de Burr XII sont données respectivement par
fx(x, e, k) =ckx (1 +x6)" %D x>0, ¢>0, k>0 (1.28)

et
Fx(x,c,k)=1-(1+x)%, x>0, ¢>0, k>0 (1.29)

ot 0 = (¢, k)T le vecteur paramétres, c et k sont des parametres de forme.

Si X (la durée de vie d’un produit) provient de la distribution Burr XII. Dans ce cas
I'IPDV est définie par

B kB(k—1/c,1+1/c)-L
VkB(k—2/c,1+2/c)-k?B2(k—1/c,1 + 1/c)
kB(k—1/c,1+1/c)
i )

Crx (1.30)

:%[kB(k—l/c,Hl/c)—L, —o0< Cpx < (1.31)

M = \JkB(k - 2/¢, 1+ 2/c) ~ k2BX(k — 1/¢, 1 + 1/c), ck > 0, B(a, b)

désigne la fonction béta, y = kB(k —1/c,1 + 1/c) est la moyenne du processus, 0 = M

I’écart-type du processus, et L est la limite inférieure. La fonction de taux de défaillance
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A(x) est définie par

() = fx(x/c, k) ckx®!

_1—PX(x/ck)_1+xC' x>0, ¢>0, k>0, (1.32)

Si la durée de vie d’un produit X dépasse la limite inférieur de spécification L, le pro-
duit est considéré comme conforme. Le pourcentage des produits conformes est dési-

gné sous l'appellation de taux de conformité identifié par

(k—1/¢,1+1/c)

M
(1.33)

a7k kB
o= p(X>L)= {1 +[kBlk—1/¢,1+1/6) - M.C1y] } | —co<Cpy <

Ou

M = \JkB(k 2/, 1 +2/¢) - K2B2(k — 1/¢,1 + 1/c), ck > 2

et ¢, k sont les parameétre de forme. [6]

1.4.4 Indice de performance pour la distribution Gamma

Supposons que la durée de vie d’un produit puisse étre modélisée par une distri-
bution gamma a deux parametres de forme (a connu) et d’échelle (A inconnu). Par
conséquent, la fonction de densité de probabilité (f.d.p) et la fonction de distribution

cumulative (f.d.c) sont respectivement les suivantes

fx(x,a,A) = , x>0, a>0, A1>0 (1.34)

et

1 /\x
PX(x'a'/\):Ta)J; e‘”y“‘ldy, x>0, a>0 (1.35)

Ou p = E(X) = a/A la moyenne du processus,

o =+var(X) = Va/A2 = Va/A

I’écart-type du processus, a est donné et L la limite inférieure de spécification. (Voir

également Johnson et al. [3])

L'indice de performance de durée de vie d’un produit de durée de vie X provient

de la distribution gamma peut étre réécrit comme suit

pu—L (a/A)-L a-AL
Cry = = = 1.36
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La fonction de taux de défaillance A(x) est définie par

_ fX(x) _ —Ax a— 1 AX —u. a— -1
/\(x)—TX(X)—[/\e A (Ax) 1]/F(a)(mjo ey ldy) , x>0, a>0, A>0
(1.37)

Lorsque la moyenne a/A(>L), U'IPDV Cpx > 0. Les équations 1.36 et 1.37 montrent
que pour x < a/A et @ > 0, plus A est petit, plus le taux de défaillance A(x) est petit
et plus I'IPDV Cpx est grand. Par conséquent, I'IPDV représente raisonnablement et
précisément les performances des nouveaux produits

En outre, si la durée de vie d’un produit X dépasse la limite inférieure L, le produit
est défini comme un produit conforme. Dans ce cas le taux de conformité est défini

comme suit [7]

pr=P(X>L)=1-—

1 Va(va-Crx)
> I(a) f e"‘y“‘ldy, —a<Crx <Va (1.38)
0
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CHAPITRE 2

INFERENCE STATISTIQUE POUR L'INDICE DE
PERFORMANCE POUR DES DONNEES COMPLETES

2.1 Définition générale de I'inférence statistique

L'inférence statistique est une branche fondamentale des statistiques qui permet de
tirer des conclusions sur une population a partir d’un échantillon de données obser-
vées. Elle vise a généraliser les résultats obtenus a une population plus large tout en
tenant compte de l'incertitude inhérente aux données échantillonnées. Contrairement
a la statistique descriptive, qui se limite a résumer et organiser les données collectées,
I'inférence statistique cherche a extrapoler ces résultats en utilisant des outils proba-
bilistes et des modeles mathématiques.

L'inférence statistique repose sur le principe que, bien qu’il soit souvent impossible
ou trop cotteux d’examiner ’ensemble d’une population, il est possible d’obtenir des
informations pertinentes en analysant un échantillon représentatif. Cependant, étant
donné que les données observées varient d’un échantillon a l'autre en raison du ha-
sard, les résultats obtenus ne sont pas exacts mais sont associés a une certaine marge
d’erreur. C’est pourquoi I'inférence statistique integre des concepts probabilistes pour
quantifier cette incertitude et garantir la fiabilité des conclusions tirées.

L'objectif principal de l'inférence statistique est donc d’estimer des parametres in-
connus (comme la moyenne, la variance ou un indice de performance) et de tester des
hypotheses statistiques pour valider ou invalider des affirmations sur une population
donnée. Cette approche permet d’exploiter un échantillon limité pour prendre des dé-
cisions informées, en mesurant rigoureusement l’incertitude associée aux estimations.

D’un point de vue méthodologique, I'inférence statistique se base sur des théo-
ries probabilistes, notamment la loi des grands nombres et le théoréme central limite,
qui justifient 1'utilisation des distributions d’échantillonnage pour estimer des para-

metres et construire des tests d’hypotheses fiables. Elle s’applique a un large éventail
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de disciplines, notamment en sciences économiques, en biostatistique, en ingénierie,

en intelligence artificielle et en physique expérimentale, ou la prise de décision basée

sur des données échantillonnées est essentielle.

Ainsi, l'inférence statistique constitue un outil indispensable pour analyser des
phénomenes aléatoires, prédire des tendances et appuyer des décisions stratégiques

en s’appuyant sur une méthodologie rigoureuse et quantifiable.

2.2 Types d’Estimation

L'inférence statistique repose sur des méthodes d’estimation qui permettent d’éva-
luer un parametre inconnu d’une population a partir d’un échantillon observé. Dans
le cadre de l'indice de performance, ces méthodes sont essentielles pour obtenir une
approximation fiable de cet indicateur et mesurer l'incertitude associée aux résultats.
L'estimation statistique peut étre abordée sous plusieurs formes, notamment l’estima-

tion ponctuelle, I’estimation par intervalle de confiance, et les tests d’hypotheses.

2.2.1 Estimation

L'estimation consiste a attribuer une valeur approximative a un parametre inconnu
d’une population en utilisant les données d’un échantillon. Puisque la vraie valeur du
parametre est généralement inaccessible, on cherche a la déduire a partir des observa-

tions disponibles tout en minimisant les erreurs possibles.

Les méthodes d’estimation visent a garantir que I’estimation obtenue est cohérente,
non biaisée et efficace, ce qui signifie que 1’estimateur doit se rapprocher de la valeur

réelle du parametre lorsque la taille de I’échantillon augmente.
2.2.1.1 Estimation Ponctuelle

L’estimation ponctuelle consiste a attribuer une valeur unique comme estimation
d’un parametre inconnu. Cette valeur est obtenue a I'aide d’un estimateur, qui est une

fonction des données observées.
Exemples courants d’estimateurs :

— La moyenne empirique X est un estimateur ponctuel de la moyenne u d’une

population.

— La variance empirique S? est un estimateur ponctuel de la variance o2.

Un bon estimateur ponctuel doit étre non biaisé (sa moyenne doit étre égale a la
valeur réelle du parameétre) et efficace (avoir la plus petite variance possible).
Cependant, une estimation ponctuelle ne fournit aucune information sur l'incerti-

tude associée a I’estimation, d’ou I'importance de l’estimation par intervalle.
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2.2.1.2 Estimation par Intervalle de Confiance

L'estimation par intervalle de confiance permet de compléter 1’estimation ponc-
tuelle en fournissant une plage de valeurs dans laquelle le parametre inconnu a une
forte probabilité de se situer. Un intervalle de confiance est défini par deux bornes
(ICinf et ICs,

I'intervalle contienne le vrai parametre.

) et un niveau de confiance (1 — ), qui représente la probabilité que

Exemple d’un intervalle de confiance pour la moyenne :
Si la variable X suit une loi normale de moyenne y et de variance o2, alors un

intervalle de confiance a un niveau de confiance 1 — a pour la moyenne y est donné

par;

ou z;_g est la valeur critique de la loi normale standard.
Remarque
L'estimation par intervalle est plus informative qu'une estimation ponctuelle car

elle fournit une mesure d’incertitude, indiquant a quel point I’estimation est fiable.

2.2.2 Tests d’Hypotheses

Un test d’hypothese est une méthode statistique permettant de décider si une affir-
mation sur un parametre inconnu d’une population est acceptable ou non, en se basant
sur un échantillon de données.
Etapes principales d’un test d’hypothése
— Formuler les hypotheses :
Hj : ’hypothese nulle (ce qu’on suppose vrai par défaut).
H; : I’hypothese alternative (ce qu’on veut tester) .

— Choisir une statistique de test : C’est une fonction des données permettant de
mesurer 1’écart entre les données observées et ce qu'on attend sous Hy .

— Déterminer la loi de la statistique sous Hj.

— Fixer le seuil de signification a : Souvent, @ = 0.05 C’est le risque d’erreur de
rejeter H,.

— Calculer la p—valeur :La p—valeur est la probabilité, sous H, , d’obtenir une

statistique au moins aussi extréme que celle observée.

— Prendre une décision :

Si p—valeur < a on rejette Hy — résultat significatif.

Si p—valeur > a on ne rejette pas Hy — pas assez de preuve contre ’hypothese.

2.3 Methodes d’estimation

L'inférence statistique, plusieurs méthodes permettent d’estimer les parametres in-

connus d’une distribution a partir d’'un échantillon de données observées. Ces mé-
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thodes sont essentielles pour extraire des informations pertinentes sur une population

lorsque 'observation complete de celle-ci est impossible. Chaque approche repose sur
des principes mathématiques spécifiques et offre des performances variées en fonction

du contexte et des hypotheses sous-jacentes.
Parmi les méthodes les plus courantes, on distingue :
1.Méthode des Moments (MOM)
2.Méthode du Maximum de Vraisemblance (EMV)

3.Estimation Bayésienne

2.3.1 Méthode des Moments (MOM)

Dans certains cas, il est facile de décider comment estimer un parametre, et sou-
vent I'intuition seule peut nous conduire a de trés bons estimateurs. Par exemple, l’es-
timation d’un parameétre a I'aide de son analogue dans I’échantillon est généralement
raisonnable. En particulier, la moyenne de I’échantillon est une bonne estimation de la
moyenne de la population. Dans les modeles plus compliqués, qui se présentent sou-
vent dans la pratique, nous avons besoin d’une méthode plus méthodique pour estimer
les parametres. Dans cette section, nous détaillons quatre méthodes pour trouver des

estimateurs.

La méthode des moments est peut-étre la plus ancienne méthode de recherche d’es-
timateurs ponctuels, remontant au moins a Karl Pearson a la fin des années 1800. Elle
a l’avantage d’étre tres simple a utiliser et permet presque toujours d’obtenir une sorte
d’estimation. Malheureusement, dans de nombreux cas, cette méthode produit des es-
timateurs qui peuvent étre améliorés. Cependant, elle constitue un bon point de départ

lorsque d’autres méthodes s’averent impossibles a mettre en ceuvre.
Principe de l1a méthode

L’estimation par la méthode des moments c’est la méthode la plus naturelle. L'idee
de base est d’estimer une esperance mathematique par une moyenne empirique, une

variance par une variance empirique,etc...

On suppose que l'echantillon Xj,..., X, i.i.d, d’'une variable aleatoire X et la loi de
probabilite de X depend d’un parametre 0, Si le parametre a estimer est I’esperance de
la loi des X;(i = 1,...,n), alors on peut l’estimer par la moyenne empirique de I’echan-
tillon. Autrement dit, si 0 = E[X], alors l’estimateur de@ par la methode des moment

est:
1 n
6=X,=— ;X,- (2.2)
1=

Plus generalement, pourf € R, si E(X) = ¢(0), ou ¢ est une fonction inversible, alors
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I’estimateur de 6 par la methode des moments est :

én = qo_l(Xn) (2.3)

De la meme maniere, on estime la variance de la loi des X;, par la variance empi-

rique de l’echantillon :
) (Xi-X)? (2.4)

Ce principe peut naturellement se généraliser aux moments de tout ordre, centres

ou non centres :

E[(X-EX)¥] et EXX)k>1. (2.5)

La méthode des moments (MOM) consiste a estimer les parametres inconnus d’une

distribution en égalant les moments empiriques aux moments théoriques.

2.3.2 Méthode du Maximum de Vraisemblance (EMV)

Parmi les approches les plus puissantes et les plus utilisées en inférence statis-
tique, la méthode du maximum de vraisemblance (ou EMV, de l'anglais Maximum
Likelihood Estimation) occupe une place centrale. Elle repose sur un principe intuitif :
estimer les parameétres d’'un modele statistique de maniere a ce que la probabilité d’ob-
server les données disponibles soit la plus élevée possible. Autrement dit, elle cherche
les valeurs des parametres qui rendent les données observées les plus "plausibles".

Cette méthode consiste a construire une fonction de vraisemblance, qui mesure
la probabilité d’observer 1’échantillon en fonction des parametres du modele, puis a
maximiser cette fonction pour obtenir les estimateurs des parametres inconnus. Lorsque
les parameétres maximisent cette vraisemblance, on considere qu’ils décrivent le mieux
les données observées selon le modele choisi.

La méthode du maximum de vraisemblance est particulierement appréciée pour
sa cohérence, sa précision asymptotique, et sa large applicabilité, aussi bien pour les
distributions discretes que continues. Elle constitue donc un outil incontournable dans
les applications statistiques, notamment lorsqu’on cherche a évaluer la performance
d’un systéme a partir d’'un modele de probabilité

Définition

La méthode du maximum de vraisemblance, proposée initialement par Ronald Fi-
sher en 1922, est I'une des méthodes les plus utilisées pour estimer les paramétres
inconnus d’'un modele statistique. Elle repose sur le principe d’adopter les valeurs

des parametres qui rendent les données observées les plus probables, selon le modele
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choisi.

Principe de l1a méthode
La méthode du maximum de vraisemblance est, de loin, la technique la plus popu-
laire pour dériver des estimateurs. Rappelons que si Xj, ..., X,;, est un échantillon i.i.d

d’une population avec fdp f(x|04,,...,0), la fonction de vraisemblance est définie par :
n

L(Olx) = L(O1, ..., Op|x1, ooy X)) = ]_[f(xi|91,...,ek). (2.6)
i=1

Dans la pratique, on travaille souvent avec la log-vraisemblance :

{(0]x) =log L(O|x) (2.7)

On calcule la dérivée (ou les dérivées partielles si 6 est un vecteur) de la fonction

de log-vraisemblance par rapport aux parametres.

9
20

00)x)=0, i=1,..,k (2.8)

En résolvant ce systéeme 2.8, on obtient les estimateurs du maximum de vraisem-
blance Oy, des parametres inconnus.
L'orsque la résolution analytique est difficile, des méthodes numériques peuvent

étre utilisées pour approcher la solution.

2.3.3 Estimation Bayésienne

L'approche bayésienne de la statistique est fondamentalement différente de I’ap-
proche classique que nous avons adoptée. Néanmoins, certains aspects de I’approche
bayésienne peuvent étre tres utiles pour d’autres approches statistiques. Avant d’abor-
der les méthodes permettant de trouver des estimateurs de Bayes, nous commencerons
par discuter de I'approche bayésienne des statistiques.

Dans l'approche classique, le parametre 6 est considéré comme une quantité incon-
nue, mais fixée. Un échantillon aléatoire X3, ..., X,, est tiré d’'une population indexée par
O et, sur la base des valeurs observées dans 1’échantillon, on obtient une connaissance
de la valeur de 6. Dans l'approche bayésienne, 6 est considérée comme une quan-
tité dont la variation peut étre décrite par une distribution de probabilité (appelée
distribution préalable). Il s’agit d’une distribution subjective, basée sur la croyance
de l'expérimentateur, qui est formulée avant que les données ne soient vues (d’ou le
nom de distribution préalable). Un échantillon est ensuite prélevé dans une popula-
tion indexée par et la distribution préalable est mise a jour a I’aide de I'information sur
I’échantillon. La distribution a priori mise a jour est appelée distribution a posteriori.
Cette mise a jour est effectuée a l’aide de la regle de Bayes , d’ou le nom de statistique

bayésienne.
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Sinous désignons la distribution préalable par 7(0) et la distribution d’échantillon-

nage par f(x|0), la distribution postérieure, la distribution conditionnelle de 6 étant

donné ’échantillon x, est la suivant :

f(x16)7(6)

7t(0]x) = )

, avec (f(x|0)m(0)=f(x,0). (2.9)
Ou m(x) est la distribution marginale de X, c’est-a-dire :

m(x) = ff(xl@)n(@)d@. (2.10)

Apres avoir exploré les différentes méthodes d’estimation, il est essentiel de se
concentrer sur l'une des approches les plus couramment utilisées en statistique, a
savoir la méthode du maximum de vraisemblance, qui permet d’estimer de maniere
optimale les parametres des distributions. Dans cette section, nous appliquerons cette

méthode a certaines distributions spécifiques.

2.4 Censure

La censure se produit dans les ensembles de données sur la durée de vie lorsque
seule une limite supérieure ou inférieure de la durée de vie est connue. La censure est
fréquente dans les ensembles de données sur la durée de vie parce qu’il est souvent
impossible ou peu pratique d’observer la durée de vie de tous les éléments testés. Un
ensemble de données pour lequel tous les temps de défaillance sont connus est appelé
ensemble de données complet. La figure 2.1 illustre un ensemble de données complet
de n =5 éléments mis a I'essai simultanément a I'instant t = 0, ou les x indiquent les
temps de défaillance. Considérons les deux extrémités de chacun des segments hori-
zontaux. Il est essentiel de fournir une définition sans ambiguité de l'origine tempo-
relle (par exemple, le moment ou un produit est acheté ou le moment ou un cancer
est diagnostiqué). De méme, la défaillance doit étre définie sans ambiguité. Il est plus
facile de la définir pour une ampoule ou un fusible que pour un roulement a billes
ou une chaussette. En dehors d’un contexte de fiabilité, un ensemble de données sur
les durées de vie est souvent appelé de maniere générique données temps-événement,
correspondant au temps écoulé entre l'origine temporelle et ’événement d’intérét. Une
observation censurée se produit lorsque seule une limite est connue pour le moment
de la défaillance. Si un ensemble de données contient une ou plusieurs observations

censurées, il s’agit d’un ensemble de données censurées.
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L

h

0 t

Ficure 2.1 — Ensemble de données complet avec n = 5.

2.5 Censure a droite

Le type de censure le plus courant est connu sous le nom de censure a droite. Dans
un ensemble de données censuré a droite, un ou plusieurs éléments n‘ont qu’'une li-
mite inférieure connue pour leur durée de vie. Le terme « taille de 1’échantillon » est
désormais vague. A partir de maintenant, nous utilisons n pour désigner le nombre
d’éléments testés et r pour désigner le nombre de défaillances observées. Dans une
situation de test de durée de vie industriel, par exemple, n = 12 téléphones portables
sont soumis a un test de durée de vie continu et rigoureux le ler janvier, et r = 3 des
téléphones portables sont tombés en panne le 31 décembre. Ces téléphones portables
défectueux sont mis au rebut des qu’ils tombent en panne. Les n—r =12 -3 =9 télé-
phones cellulaires restants qui fonctionnent encore le 31 décembre ont une durée de
vie supérieure a 365 jours et sont donc des observations censurées a droite. La censure
a droite ne se limite pas aux applications de fiabilité. Dans une étude médicale ou T
est le temps de survie apres le diagnostic d’un type particulier de cancer, par exemple,
un patient peut soit
(a) étre encore en vie a la fin de ’étude, soit
(b) mourir d’une cause autre que le type particulier de cancer, ce qui constitue une
observation censurée a droite, soit
(c) perdre tout contact avec I’étude (par exemple, s’il quitte la ville), ce qui constitue
une observation censurée a droite.
Dans le cadre de la censure a droite, on distingue généralement deux types principaux
de censure : la censure a droite de type I et la censure a droite de type II, chacun ayant

ses propres caractéristiques et applications en analyse statistique.

2.5.1 Censure a droite de type II

La censure de type II ou statistique d’ordre. Comme le montre la figure 2.2, cela
correspond a l’arrét d’une étude sur I’'un des échecs ordonnés. Le diagramme corres-

pond a un ensemble de n = 5 éléments placés simultanément sur un test a l'instant
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t = 0. Le test est terminé lorsque r = 3 échecs sont observés. Le temps avance de gauche

a droite dans la figure 2.2 et la défaillance du premier élément (correspondant a la troi-
sieme défaillance ordonnée observée) met fin au test. Les durées de vie des troisieme
et quatriéme éléments sont censurées a droite. Les temps de défaillance observés sont
indiqués par un X et les temps de censure a droite sont indiqués par un o. Dans la

censure de type II, le temps nécessaire pour terminer le test est aléatoire.

) .

3 ¢

4 &
5

Ficure 2.2 — Ensemble de données de type II censurées a droite avecn = 5etr = 3.

2.5.2 Censure a droite de type I

Le deuxieme cas particulier est le type I ou la censure temporelle. Comme le montre
la figure 2.3, cela correspond a l'arrét de I’étude a un moment donné. Le diagramme
montre un ensemble de n = 5 items placés simultanément sur un test a t = 0 qui est
terminé au moment indiqué par la ligne verticale en pointillés. Pour la réalisation illus-
trée a la figure 2.3, il y a r = 4 échecs observés. Dans la censure de type I, le nombre
d’échecs r est aléatoire.
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LF%)

l

FiGure 2.3 — Ensemble de données censurées a droite de type Il avec n=5et r = 4.

Bien qu’il existe d’autres types de censure, tels que la censure a gauche et la censure
par intervalle, ce chapitre se concentrera sur la censure a droite, car il s’agit du type de
censure le plus courant. Dans le cas de la censure a droite, le ratio r/n est la fraction des
éléments dont on observe 1’échec. Lorsque r/n est proche de un, I’ensemble de données
est qualifié de 1égerement censuré , lorsque r/n est proche de zéro, I'ensemble de don-
nées est qualifié de fortement censuré. Dans le domaine de la fiabilité, de nombreux
ensembles de données sont fortement censurés parce que les éléments ont une longue
durée de vie. Dans le domaine biomédical, certains cancers ont de longues périodes de

rémission, ce qui se traduit par des ensembles de données fortement censurés.

Il existe de nombreux scénarios dans les essais de durée de vie et les expériences de
fiabilité dans lesquels des unités sont perdues ou retirées de ’essai avant la défaillance.
La perte peut se produire involontairement ou étre prévue dans I’étude. Dans de nom-
breuses situations, cependant, le retrait des unités avant la défaillance est planifié a
I'avance afin d’économiser le temps et l'argent associés aux essais. Les deux schémas
de censure les plus courants sont appelés censure de type I et censure de type II; mais
I'utilisation de ces types de censure ne permet pas de retirer des unités a des points
autres que le point final de 'expérience. Des schémas de censure plus généraux sont

donc nécessaires.

2.5.3 Censure progressive de type II

Un test de durée de vie de type II avec censure progressive est réalisé de la maniere
suivante. Nous concevons une expérience dans laquelle n unités sont placées dans un
test de durée de vie commengant au méme moment, et le test peut étre interrompu
au moment de tout échec. En outre, une ou plusieurs unités survivantes peuvent étre
retirées du test (censurées) au moment de chaque échec survenant avant la fin de l'ex-
périence; en d’autres termes, au moment du premier échec X; ,,r; , des unités sont

retirées au hasard des (n — 1) unités survivantes restantes.
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Au deuxieme échec X ,, 7, , des unités parmi les n—2—r; unités restantes sont reti-

rées au hasard. Le test se poursuit jusqu’a la m'"¢ défaillance. A ce moment, toutes les
unités r,, = n—m—r; —r,—...—r,_; restantes sont retirées. Dans ce systeme de censure,
r; et m sont fixés a I'avance. Les valeurs ordonnées obtenues a la suite de ce type de
censure sont appelées a juste titre statistiques d’ordre progressivement censurées de
type II. Il convient de noter quesir; =1, =... =1,_; =0, de sorte que r,, =n—m, ce
schéma se réduit au schéma conventionnel de censure a droite en une étape de type II.
Notez également que sir; =r, =... =1, =0, de sorte que m = n, le schéma de censure
progressive de type II se réduit au cas ou il n’y a pas de censure (cas de ’échantillon
complet)

Fonction de vraisemblance sur échantillon progressivement censuré

Supposons que x = (X1 .1 X2, 1,15 s Xm,m,n) S0it un échantillon progressivement cen-
suré de type II d’un test de durée de vie portant sur n éléments et que ry,7,...,7;,
désignent les nombres correspondants d’unités retirées (retirées) du test. La fonction
de vraisemblance basée sur I’échantillon progressivement censuré de type II ([8]) est

donnée par
Le)= | | rxa[re| (2.11)

ouC=nn-r—1)(n-r —rp,=2)..(n— 7’:_11
f(x;) : densité de probabilité .

R(x;) = 1 - F(x;) : fonction de survie.

(rj + 1)) : constante combinatoire.

0 : parametre(s) du modele .

Fonction log-vraisemblance sur échantillon progressivement censuré

€6)=) In{f(x)}+ ) rln{R(x)) (2.12)

m m
=1 =1

2.6 Methode de Newton-Raphson pour Données Progres-

sivement Censureées

La méthode de Newton-Raphson est un algorithme itératif puissant pour résoudre
des équations non linéaires, largement utilisé en statistique pour l’estimation par maxi-
mum de vraisemblance (EMV). Elle est particulierement utile pour estimer les para-
metres de distributions complexes, surtout lorsque les solutions analytiques sont in-

trouvables.
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2.6.1 Adaptation de Newton-Raphson

Calcul du gradien V¢(0) :
0(0) - dln{f(x;)} <= JIn{R(x;)}
00 )3 20 +Z_ "o (213

Calcul de la Hessienne V2£(0) :

9((0) iazln{f(xi)} +ir.9zln{R(xi)}

= 2.14
00? P 00? = ' 002 ( )
Initialisation : choisir 6 (ex : 6y = 1.5)
Itération de Newton-Raphson : pour k =1,2,...
-1
ok = gk) _ [v2€(9<’<>)] ve(oWw) (2.15)

Critére d’Arrét : [0, — O/ <e (Ex:e=1071)

2.7 Estimation du maximum de vraisemblance pour cer-

taines distributions

2.7.1 Distribution exponentielle

Dans les expériences de test de durée de vie des produits, 'expérimentateur n’est
pas toujours en mesure d’observer la durée de vie de tous les produits testés en raison
d’un manque de temps et/ou d’autres restrictions (telles que le manque de fonds, le
mangque de ressources matérielles, les difficultés mécaniques ou expérimentales, etc.
La censure progressive est tres utile dans de nombreuses situations pratiques ou il
existe des contraintes budgétaires ou une demande d’essais rapides.

Soit X la durée de vie d’un tel produit et X a une distribution exponentielle a un pa-
rametre avec la (f.d.p) comme 1.23. Considérons que X; , < X, , <... < X, , est ’échan-
tillon censuré a droite progressivement de type II correspondant, avec un schéma de

censure r = (rq,7y,..., ;). La fonction de vraisemblance est donnée par

m

L(Ax) =C| | felxa)lt - Fx(x)]"

i=1

= C)\mexp{ -4y (1+ r,-)xz-}. (2.16)
=1

i

Ou fx(x) et Fx(x) sont les (f.d.p) et (f.d.c) de X comme 1.23 et 1.24, respectivement et
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C=n(n—ry—=1)e(n—r\ =13 — . = Ty — Tms1)

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :

m
{(A,x)=1ogL(A,x)=10gC +mlogh— A Z(l +77)X; (2.17)
i=1

On dérive par rapport a A on obtient

ﬁ:% i1+r1

i=1

L'estimateur du maximum de vraisemblance de parameétre A est la solution de 1’équa-

tion

Par conséquent, I’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) A de A est don-

née par
m

Yiti(L+r)Xi,
Ou r; et m correspondent a la définition ci-dessus (voir également Blakrishnan et Ag-
garwala [8]. En utilisant 'invariance de la (EMV)(voir Zehna [9]), la (EMV) de Crx

peut étre écrite comme suit

A= (2.18)

Cx=1-AL
mL

—1- . (2.19)
i (L+1)X; ,

2.7.2 Distribution de Burr XII

2.7.2.1 EMV de l'indice de performance de la durée de vie

Supposons que X.;., Xo.pns oo X SO1€Nt les échantillons progressifs de type I1
censurés a droite d’un test de durée de vie de n produits (ou articles) dont les durées
de vie suivent la distribution de Burr XII avec la f.d.p de X donnée par I’équation 1.28,
et que r = (r,13,..., ;) représente les nombres correspondants de produits (ou articles)
retirés du test de durée de vie. Ensuite, la f.d.p conjointe de toutes les m statistiques

d’ordre progressivement censurées a droite de type II (voir Soliman [10] ) est donnée
par

C l_[{fX(xi:m:nl ka)[l - FX(xi:m:nl C:k)]ri} (2-20)
i=1
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ou C =n(n-r—1)..(n—ri—ry—...— 11 —m+1), fx(Xj. . ¢, k) €t Fx(X;. 10, €, k) sONt TESpEC-

tivement la f.d.p et la f.d.c de X donnée par les équations 1.28 et 1.29. En substituant
les équations 1.28 et 1.29 a I’équation 2.20, on obtient la fonction de vraisemblance de

X1 X2umens o+or Xy €5t donné comme suit :

Lickx) = cﬂ{fx<xi;mm,c,k>[1—Px<xi:mm,c,k>]”} (2.21)

[l
O
s
—N—
)
»
=
bt e
3~
:/\
—
+
=
bt
3
3
=
+
=
—
y_x
|
_
+
~><
§
:\—/
=
———

i,m,n

m
— C(Ck)m ]_[xg—l (1 +x€ )(—k(ri+l)+l)
Lmn ’
Le logarithme naturel de la fonction de vraisemblance peut alors s’écrire comme suit :

m
f(c,k,x):logL(c,k,x):mln(ck)+(c—l)Z (X} ) Z (r;+1)+1)In(1+x¢

i=1 i=1

) (2.22)

mn

L'(EMV) ¢, k de c et k peut étre obtenu en fixant les premiéres dérivées partielles de
I’équation 2.22 a zéro par rapport a c et k. Ces équations de vraisemblance pour les

parametres c et k sont données par

(e kx) m & - X 10 (Kicin) _
R ;ln(xl:mm) - ;(k(n L))y =0 (2.23)
et
dl(c,k,x) m - c oy
et ?—Z(rl+1)ln(1 +x5, )=0 (2.24)

L’équation 2.24 donne le EMV de k comme étant donné par

k= e (2.25)
Y (i +1)In(1+x '

zmn)

En utilisant la EMV de K donnée par I’équation 2.25, 1équation 2.23 peut étre réduite

a

m
m
- X
¢ :Z i) [z 1+r,1n(1+xlmn)
i]’-’-l 1mnln(xlmn)_ixlmnln(xlmn)_O (226)
' 1 +xl e n) -1 (1 +xi:m:n) .
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L’equation est non linéaire donc il n’y a pas de solution analytique. On utilise le pa-

ckage maxLik du R qui a une capacité pour résoudre ’équation non linéaire . Donc

I’EMV de C;x, peut s’écrire comme suit[6]

. kB(k—1/¢,1+1/¢)-L .27

\/123(12 —2/6,1+2/¢)-k2B2(k—-1/¢,1+1/¢)

2.7.3 Distribution de Weibull

2.7.3.1 EMV de l'indice de performance de la durée de vie

Soit Xi.pnk < Xoomenk < oo < Xppomen:k I'échantillon progressif censuré au premier
échec d’une population continue avec f.d.p et f.d.c donnée par les équations 1.17 et
1.18, respectivement, ou A est un vecteur de parametres. Suivant [ 1], la fonction de

vraisemblance associée aux données observées x = (X1, x,,..., X;;,) présente comme suit
m
L(A,x) = CR" [ ] ficloxi A1 = Fx (g, )]0, (2.28)
i=1

oul<x;<..<x, <ooet
m—1
C=nn-r-1)(n-n —r2—2)...[n— Zri—m+ 1].
i=1
En substituant les équations 1.17 et 1.18 a 2.28, la fonction de vraisemblance est la

m m m B
L(Q,ﬁ,x):C(I;—ﬁ) l_[xf_lexp(—kZ(ri+l)[%) ) (2.29)

suivante

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :

B
€(0,B,x)=1ogL(0,B,x) =logC+mlog(kp)-mplog(0)+(p—1) Zlog x;)— Z Tz‘“)[%)

On dérive par rapport a 6 on obtient

8
+kﬁZh+1 ﬁ+1

On dérive par rapport a § on obtient

g; ﬁ mlog@—i—Zlogxl erZ+1( )log(e)
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L'estimateur du maximum de vraisemblance des parametres 6 et p est la solution

desl’équations
20(0,p,x) 0 et a20(0, B, x)
20 = ° p

Les équations sont non linéaires, il n’existe donc pas de solution analytique. Nous uti-

=0

lisons le package maxLik de R, qui permet de résoudre ce type d’équations par des
méthodes numériques.

Donc '’EMV de C;x [2], peut s’écrire comme suit

il Gkt o

211/2
ouW = kZ?il(Ti + 1)xf:m:n:k et A= [r(l + %)_(r(l " %)) l .

%
} (2.30)
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CHAPITRE 3

INFERENCE STATISTIQUE POUR L'INDICE DE
PERFORMANCE POUR DES DONNEES
PROGRESSIVEMENT CENSUREES DE TYPE II

3.1 Présentation de la Distribution Lindley

Les distributions de probabilité jouent un role fondamental en statistique, permet-
tant de modéliser des phénomenes aléatoires dans divers domaines tels que 'ingé-
nierie, la finance, la médecine et les sciences sociales. Parmi ces distributions, la loi
exponentielle a longtemps été utilisée pour modéliser des temps de vie ou des durées
entre événements. Cependant, sa rigidité (notamment son incapacité a capturer des
phénomeénes de surdispersion ou d’asymétrie marquée) a motivé le développement
d’alternatives plus flexibles.

C’est dans ce contexte que la distribution Lindley a émergé comme une solution
élégante, combinant simplicité mathématique et capacité a s’adapter a des données
réelles plus complexes. Proposée initialement sous une forme a un seul parametre,
elle a connu plusieurs généralisations pour améliorer son pouvoir de modélisation,
aboutissant aujourd’hui a des versions a deux, trois parametres, voire davantage.

L'objectif de ce mémoire est de retracer I’évolution historique de la distribution
Lindley, d’en présenter les propriétés mathématiques clés, et d’illustrer son utilité pra-
tique a travers des applications concretes.

C’est en 1958, dans un article intitulé “Fiducial Distributions and Bayes’ Theorem”,
publié dans le Journal of the Royal Statistical Society, Series B, que Lindley a proposé
la distribution qui porte aujourd’hui son nom.

Dans ce travail, il s’intéressait a des situations d’attente et d’incertitude dans un
cadre bayésien, et a proposé une loi continue dérivée comme combinaison de la loi

exponentielle et d'une loi gamma, pour mieux modéliser certaines variables de durée.
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Pourquoi cette loi est importante?

— Laloide Lindley a I’avantage d’étre simple mathématiquement mais plus flexible
que la loi exponentielle.

— Elle est adaptée a la modélisation des durées de vie, des temps d’attente, et des
phénomenes de fiabilité.

— Elle a été étendue depuis dans de nombreuses variantes, notamment :

— Lindley généralisée a 2 ou 3 parametres,

— Lindley modifiée,

— Lindley exponentielle, etc.

3.2 Distribution Lindley a 1 Parametre 0

3.2.1 Fonction de Densité de probabilité (fdp)

La distribution Lindley est introduite par Lindley en 1958 comme une distribution

a un seul paramétre 0 > 0. Sa fonction de densité de probabilité (fdp) est donnée par :

2

o +x).e 9%, 6>0 (3.1)

f(x,0)=

Noter que la distribution de Lindley est un mélange des distributions exp(60) et Gamma(2,0)
avec les proportions de mélange sont respectivement % et ﬁ [12].

- — B8=05
—_ — B8=1
e NI g=2
-
= — 8=3
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Ficure 3.1 — Présentation graphique de la fonction de densité (Lindley 1 parameétre)
pour quelques valeurs de 6
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3.2.2 Fonction de répartition (fdc)

La fonction de répartition cumulative correspondante est donnée par :

Ox
F(x,0)=1-(1
(x,0) ( +6+1

)e—G-X, x>0, 6>0 (3.2)

Fonction de répartition cumulative

1.0

— S L e et At St

08
|

08
|

Fix; 8)
04

Lo My —

Ficure 3.2 - Présentation graphique de la fonction de répartition (Lindley 1 para-
metre) pour quelques valeurs de 6

3.2.3 Fonction de fiabilité (Survie)

La fonction de Fabilité correspondante est définie comme suit :

1 _ _ Ox -0.x
R(x,0)=1 F(x,Q)_(1+9+1)e , x>0, 6>0 (3.3)
3.2.4 Moyenne (Espérance)
0+2
EXl=n=ga51y 00 (3.4)
3.2.5 Variance
[12] 2+ 40
o, 0°+40+2
Var(X)=o0 _—92(9+1)2' 0>0 (3.5)
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3.2.6 Indice de performance

p—L (2+0)-LO(1+0)
o VO?2 +40 +2

Crx = (3.6)

ou L est la limite inférieur .

3.2.7 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Estimation du parametre 0

Soit un n-échantillon (X;, X5, ..., X,,) de la loi de Lindley a un parametre 6, on sup-
pose les données sont progressivement censurée de type II a l'ordre m avec : r =
(71,72 eees Ty

La fonction du vraisemblance est :

L(O,x) = C]_[fx,, )[1-F(x;,0)]"

= C(liz6 )’” ﬁ((l +xi)e_92?1—1xi)

i=1 1

((1 + i—xlé)e—@xl' )ri (3.7)

m
=1
Avec:

— n unités en test.

— m premieres défaillances observées X; < X; <... < X,

— r; unités retirées a la i-eme défaillance (schéma de censure progressive).

— Contrainte: ) /", 1, =n—m

— C: Constante de normalisation (dépend du schéma de censure).

m
C=nn-r-1)(n-2-r—ry).(n-3 " (r;,-1))

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :

€(9,x):lnL(6,x):ln[C(992 )ml_[(1+x Gsz]—[[ Qxl 9’”]”]

+1
i=1

2
:lnC+mln(
1+

0 . . Ox "
. 0L X L )o—0xi
9)+;ln(l+xl)+ln(e 1 )+;ln[(l+l+9)e l

1=

= InC+m(In(0%) = 1n(0+ 1)+ ) In(1+x)-0) x;+ Zri[ln(l + i—xlé) + ln(e_exi)l
=InC+m(In(0%) —In(6+1)) + Zln(l +x;)—-6 in + Zri[ln(l + 16fi6) — Gxil

m m m m
= InC + m(In(6%) - 1n(6 +1)) + Zln(l +x;)—0 in + Zriln(l + f’f@) -0 Zrixi
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L'estimateur du maximum de vraisemblance de parametre 6 est la solution de 1’équa-

tion
0(0,x)=0

On dérive par rapport a 6 on obtient :

o0 " (62 6+1) le+zr’(l+6 1+6+6x1) ;rlxl

i=1 i=1

m m
_ -V rx 3.9
le+Zrl( 1+0) 1+6+9x1)) ;rlxl (3-9)

i=1 i=1

L’equation est non linéaire donc il n’y a pas de solution analytique. On utilise les mé-
thodes numériques pour obtenir la valeur approximée de l’estimateur du maximum
de vraisemblance 6 de paramétre 0. Dans ce chapitre, on utilise le package du maxLik
qui a une capacité pour résoudre I’équation non linéaire .

Le tableau suivant présente les résultats de I’estimation du parametre de la loi de Lind-
ley, obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance sous une censure progres-

sive de type II, pour différentes valeurs de net m ,avec 0 =2 et L =0.5.

TaBLE 3.1 — les résultats de ’estimation du parametre de la loi de Lindley

n m 0 Biais | Erreur quadratique Crx Crx
5 | 1.9347 | -0.0652 0.0784 0.6681 | 0.6719
20 | 8 | 2.3858 | 0.3858 0.4135 0.6681 | 0.6486
15 | 2.3743 | 0.3743 0.4382 0.6681 | 6491
8 | 2.3925 | 0.3925 0.4207 0.6681 | 0.6483
50 | 15 | 2.3609 | 0.3609 0.4263 0.6681 | 0.6497
20 | 2.1127 | 0.1127 0.1127 0.6681 | 0.6619
8 | 2.3789 | 0.3789 0.4095 0.6681 | 0.6489
100 | 15| 2.3735 | 0.3735 0.4346 0.6681 | 0.6491
20 | 2.1127 | 0.1127 0.1127 0.6681 | 0.6619

Ce tableau montre que plus la taille de I’échantillon 7n et le nombre de données
observées m augmentent, plus 'estimation du parametre 6 devient précise (biais et
erreur quadratique plus faibles). L'indice de performance estimé C;y reste proche de
sa valeur théorique (0.6681), ce qui confirme la fiabilité de l’estimation, surtout pour

de grandes valeurs de m.
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3.3 Distribution Lindley a 2 Parametres 0,/

3.3.1 Fonction de Densité de probabilité (fdp)

La fonction de densité de probabilité (fdp) est donnée par :

. — 62 -0.x
f(x,@,[)’)_ﬁ+9(1+ﬁ.x)e , x>0, 6>0, p>-6 (3.10)

Densité pour8=2

1.2
|

1

1
o™
oon
Py 3R —

1.0

06 08
|

04

0.2

0.0
|

FiGure 3.3 — Présentation graphique de la fonction de densité (Lindley 2 parametres)
pour O = 2 et quelques valeurs de f8

3.3.2 Fonction de répartition (fdc)

La fonction de répartition cumulative correspondante[] 2] est donnée par :

0+p+ ﬁ@xe_ex

F(x;0,5)=1- 540 ,

x>0, 6>0 ,p>-0 (3.11)
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Fonction de répartition avec 8 =2

1.0

0.8
|

0.6

04

0.2

o
[N L

0.0

FiGUre 3.4 - Présentation graphique de la fonction de répartition (Lindley 2 para-
metres) pour 6 = 2 et quelques valeurs de g

3.3.3 Fonction de fiabilité (Survie)

La fonction de Fabilité correspondante est définie comme suit :

R(x;@,ﬁ):1—F(x;9;ﬁ):(%)e‘9x, x>0, >0, f>-0  (3.12)
3.3.4 Moyenne (Espérance)
. 0+2p
E[X]_M_m’ X>O, 6,[))>O (313)
3.3.5 Variance
Var(X) = 02 +2p%+40p (3.14)
= 0 203 + 022 ‘
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3.3.6 Indice de performance

0+2p

Nl A 5
p-L _ o0+p)
Cry = - 3.15
Lx o 02+2p2-20p ( )
02(6+p)?
0+28-LO(O+p)
Crx =
V02 +2p2+ 408

ou L est la limite inférieure.

3.3.7 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance(les
données progressivement censurée de type II)
Estimation des parametres O et f3

Soit un n-échantillon (Xy, X>,...,X,,) de la loi de Lindley a deux parameétre O et j,

on suppose les données sont progressivement censuréede de type II a 'ordre m avec :
r=(r1,72 .0 T'yy)-

La fonction du vraisemblance est :

LO.p.x)=C.] |70 B0 - F(xi 0PI (3.16)

(ﬁ+9) ﬁ (1+ Bx;)e 0L 1x,|_[((9+/§:gexi)e—9xi)ri.

i= =1

Avec: C=n(n—-r —1)(n-2-ry —ry)...(n=Y " (r; - 1))

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :

(0,B,x)=1InL(0,p,x) = ln[C( 0

' Lovr o T ([0 +B+BOX o\
o) Losmrme ({55 |

i= i=1

=Inc+2mln(0) — min(B + 6) +Zln1+ﬁx1 E)le+Zi (9+§:gﬁXI)

(3.17)

i= i=

On dérive par rapport a 6 on obtient :

ag(e,ﬁ,x)__an - m m m ﬂle
T‘F_ﬁ+6_zxi_zrixi+z ((ﬁ+9)(9+/5+95"1))
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On dérive par rapport a  on obtient :

20(0,8,x) - 0°x;
ap ﬁ+6 Zl+[5x1 Zi(9+ﬁ)(9+ﬁ+9/3xi)

L'estimateur du maximum de vraisemblance des parametres 6 et f§ est la solution de

systeme suivant :

20(0,p) 2m - B2xi _
d0 ?_ﬁw _Z Z”X1+Zz(ﬁ+9)(6+ﬁ+9ﬁx1) =0

= 1:1 :

d(0,8) _ - -
p /5+9 Zl+/§x, Zr’9+ﬁ 6+,8+9ﬁx1)

i=1

Ce systeme n’a pas de solution explicite. On utilise les méthodes numériques pour
obtenir la valeur approximée au estimateur du maximum de vraisemblance 6 de para-
métre O et § de . Dans ce chapitre, on utilise le package du maxLik qui a une capacité

pour résoudre le systeme .

3.3.8 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance(les

données censurée de type II)

Estimation des parametres O et f3

Soit un n-échantillon (X, X5, ..., X,;) de la loi de Lindley a deux parametre 0 et 5, on

suppose les données sont censurée de type II a I'ordre m avec :r = (0,0,...,n —m).

La fonction du vraisemblance est :

M&ﬂ@ZCTTﬂMGﬁHPfWMMM“m (3.18)

= . 0+p+pOx;\ o\ "
- (ﬁ+9)[11+ﬁx e fT« f+0 )69) |

1= i=1

Avec:C=n(n—-r —1)(n-2-ry —ry)..(n=Y " (r;—1))

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :
m
£(0,B,x)=1ogL(0,,x) =1log C +2mlog(0) —mlog(0 + p) + Zlog (1+pBx;)-6 Zx,

i=1 i=1
(n— mil (9+ﬁ+/36x) Qxi]

1=
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On dérive par rapport a 6 en suit par rapport a § on obtient :

o 2m  m = - 1+ Bx; 1
%_7_[5+9_;«xl+(n_m)2l6+/3+ﬁ9x,-_ﬁ+6_xll

=1

ot m X . 1+ 0x; 1
8_[3__/5+9+;«1+ﬁx,-+(n_m);[6+ﬁ+ﬁ9xi_ﬁ+el

L'estimateur du maximum de vraisemblance des parametres 6 et § est la solution de

systeme suivant :

20(0,) 2m m - - . B>xi _
J0 _F_ﬁ+9_;xi_;”xi+Z_er"((/s+9)(9+ﬁ+9ﬁxi))_o
O,8)  -m X x - 0°x; _
p _ﬁ+6+i:11+ﬁx,-_;«rl(9+[3’)(6+ﬁ+6/3xi)_O

Ce systeme n’a pas de solution explicite. On utilise les méthodes numériques pour
obtenir la valeur approximée au estimateur du maximum de vraisemblance 6 de para-
métre 0 et  de . Dans ce chapitre, on utilise le package du maxLik qui a une capacité
pour résoudre le systeme .

Le tableau suivant présente les résultats de l’estimation du parametre de la loi Lindley
a deux parametres, obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance sous une

censure de type II, pour différentes valeursde net m ,avec0 =1, =0.5et L=0.1.

TaBLE 3.2 — Les résultats de l'estimation des parametres de la loi de Lindley

x

n | m 0 Biaisl | Erreur quadratiquel p Biais2 | quadratique2 | Cpx Crx
5 | 1.4817 | 0.4817 0.9211 0.4664 | -0.0335 1.0340 1.6734 | 0.4903
20 | 8 | 1.2993 | 0.2993 0.5364 0.6016 | 0.1016 0.8605 1.6734 | 0.8316
15| 1.1220 | 0.1220 0.2328 0.8207 | 0.3207 0.7228 1.6734 | 1.2007
8 | 1.3924 | 0.3924 0.6272 0.7675 | 0.2675 0.9493 1.6734 | 0.6794
50 | 15| 1.2588 | 0.2588 0.4071 0.9616 | 0.4616 0.8050 1.6734 | 0.8533
20 | 1.2569 | 0.2569 0.3541 0.9785 | 0.4785 0.8008 1.6734 | 0.8480
25| 1.2011 | 0.2011 0.2817 0.9828 | 0.4828 0.7464 1.6734 | 0.9385
20 | 1.3187 | 0.3187 0.4385 1.0761 | 0.5761 0.8584 1.6734 | 0.7100
100 | 25 | 1.2682 | 0.2682 0.3663 1.1119 | 0.6119 0.8070 1.6734 | 0.7613
30 | 1.2639 | 0.2639 0.3476 1.1096 | 0.6096 0.7977 1.6734 | 0.7684
40 | 1.2366 | 0.2366 0.2956 1.1755 | 0.6755 0.7681 1.6734 | 0.7682

Ce tableau montre que l'augmentation de la taille d’échantillon #n et du nombre
d’observations m permet une meilleure estimation des deux parametres 6 et 3, avec
une réduction progressive des biais et des erreurs quadratiques. Toutefois, l’estimateur
de 8 reste légerement biaisé positivement, surtout pour les petites tailles. L'indice de
performance estimé C;y s'améliore également avec m, se rapprochant de la valeur

théorique C;x, ce qui confirme la consistance des estimateurs.
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3.4 Distribution Lindley a 3 Parametre o, 1, [

3.4.1 Fonction de Densité de probabilité (fdp)

La fonction de densité de probabilité (fdp) est donnée par :

3 a./\2(/5 + x“)x“‘le_/\'xa

flx)= 1+AB ’

x>0, a,B,A>0 (3.19)

3.4.2 Fonction de répartition (fdc)

La fonction de répartition cumulative correspondante [13] est s’obtient par intégra-
tion de la (fdp):

a

1+ A8+ Ax%)e A
F(x)=1—( * ﬁ;;ﬁ)e , x>0, a,f,A>0 (3.20)

3.4.3 Fonction de fiabilité (Survie)

La fonction de fiabilité est :

3 3 (1+AB+ Ax¥)e A"
R(x)=1-F(x)=1-(1- W (3.21)

a

(1+AB+ Ax%)eAx

Rix) = 1+ 4B ’

x>0, a,p,A>0

3.4.4 Moyenne (Espérance)

1
E[X]:ﬂ:[“(Aif(ll):]ﬁr;“), x>0, a,pA>0
04 a .

Avec: T(2) = jooo ta-letdt

1
a

3.4.5 Variance

Var(X) = E[X?] - (E[X])?

Avec:

2[a(AB+1)+2]T(2)

E[X?] = (3.22)

a?)a(1+Ap)
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Donc :

2
Vadx)zzhuAﬁ:1)+2Hf§)[puAﬁt1)+”r(éq .
aZAE(lﬁ-Aﬂ) aAﬁ(1+-Aﬂ)
Var(X)= o2 = — 2[“(A/”+1)+21r(§)_[(Aﬁ+1)+1] r(L)

(1+Ap) a’)a a?Ai(1+Ap)

3.4.6 Indice de performance

[a /\[5+1)+1]1“ 1)

-L
—L 2/\a 1+,
Cx=E"= <
1 (2la(p+1)2r(2)  [a(Ap+1)+1Pr(L)?
(T+1B) W22 a2\ E (141B)

3.4.7 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance(les
données progressivement censurée de type II)

Estimation du parametre a, 5, A

Soit un n-échantillon (Xj, Xj,...,X,,) de la loi de Lindley a troi parametres «, f§ et
A, on suppose les données sont progressivement censurée de type II a 'ordre m avec :

r =(ry,19,...,1,,). La fonction du vraisemblance est :

L(a,B,A) = C.| | ) (3.24)
i=1
T A (B4 x)x e A T (14 AR+ Ax®)e A\
Laph=C | 1+ I_[( 1+ 16

i=1 i=1

On prend le logarithme de la Vraisemblance on obtient :

a,B,A) =InL(a,p,A) =10ogC + mln(a)+ 2mlIn(A) (3.25)
—mln(1+Ap)+ Zlnqs +x%) + (a— I)Zlnxi (3.26)
i=1 i=1

- )\ixf‘(l +1;)+ iri In(1+ A+ Ax{') - iri In(1+ AB) (3.27)
i=1

On dérive ¢ par rapporta a,f8, A :
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Dérivée par rapport a «a :

o m = alnx, “ L Axf Inx;
% = E-l— Zf Z nx;— /\Z 1+r1 1nx1 m (328)

Dérivée par rapporta f3 :

4 mA 1 - A - A

LA L ST 3.29

9P 1+/\ﬁ+Zﬁ+x‘."+Z«rll+/\ﬁ+/\x?‘ Zrll+/\ﬁ (3.29)
i=1 ! i=1 1 i=1

Dérivée par rapporta A :

aC B +xf
ﬁ__ 1+/\[j’ Z (L) + Zr'1+/\ﬁ+/\x (3.30)

Pour obtenir les estimateurs &, 5, A, on résout numériquement le systeme d’équations

non linéaires obtenu :

dl(a,B, )
da

d(a,B, )
Jp

Ces équations sont complexes et n"admettent pas de solutions analytiques. On utilise

dl(a,B, )

=0, EJ

:O, :O

alors une méthode numérique (comme le package maxLik de R) pour les résoudre.

3.5 Application sur des données réeelles

Dans cette étude, nous analysons des données réelles de temps d’attente (en mi-
nutes) pour 100 clients dans une banque, observés et rapportés par Ghitany [ 4]. Nous
comparons l'ajustement de la loi de Lindley avec d’autres lois classiques comme l’ex-
ponentielle, log-normale, Weibull et gamma. Pour cela, nous utilisons les criteres AIC
et BIC, ainsi que les tests de Kolmogorov-Smirnov (KS), Cramér-von Mises (CvM) et
Anderson-Darling (AD).

L’ensemble des données est présenté dans le tableau 3.3

TaBLE 3.3 — Temps d’attente (en minutes) de 100 clients dans une agence bancaire

08 08 13 15 18 19 19 21 26 27
29 31 32 33 35 36 40 41 42 4.2
43 43 44 44 46 47 47 48 49 49
50 53 55 57 57 61 6.2 62 62 6.3
6.7 69 71 71 71 71 74 76 7.7 8.0
82 86 86 86 88 88 89 89 95 96
9.7 98 107 109 11.0 11.0 11.1 11.2 11.2 11.5
11.9 124 125 129 13.0 13.1 133 13.6 13.7 13.9
141 154 154 173 173 181 182 184 189 19.0
19.9 20.6 21.3 21.4 219 23.0 27.0 31.6 33.1 38.5
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3.5.1 Description des données

Les statistiques suivantes ont été obtenues a partir de résumé summary(x)

TaBLE 3.4 — Résumé statistique des temps d’attente

Statistique | Valeur
Minimum 0.800
ler Quartile | 4.675
Médiane 8.100
Moyenne 9.877
3e Quartile | 13.025
Maximum | 38.500

Ces valeurs montront que les temps d’attente varient beaucoup, de 0,8 a 38,5 mi-
nutes. La moitié des clients attendent entre 5 et 13 minutes environ. Quelques clients
ont des attentes tres longues (plus de 30 minutes), ce qui fait que le temps moyen (9,9
minutes) est plus élevé que le temps médian (8,1 minutes). Cela montre que la plupart

des clients sont servis relativement vite, mais certains doivent attendre beaucoup plus

longtemps.
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Ficure 3.5 — Histogramme et fonction de répartition cumulée des données
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Empirical and theoretical dens. Q-Q plot
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FiGuUre 3.6 — Densités estimées, Densités cumulées estimées, Graphiques P-P et Q-Q
pour Lindley a un parametre ajusté I’ensemble de données
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Histogramme et Densité Lindley 2P Q-Q Plot
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Ficure 3.7 — Densités estimées, Densités cumulées estimées, Graphiques P-P et Q-Q
pour Lindley a deux parametre ajusté I’'ensemble de données

Afin de comparer les trois modeles de distribution, nous considérons des critéres
comme, AIC (Akaike critéere d’information ), BIC (critére d’information bayésien) et
KS (test de kolmogorov-Smirnov ), CvM(Cramer-von Mises) et AD(Anderson-Darling)
pour le jeu de données. La meilleure distribution correspond aux petits, AIC, BIC, KS,
CvM, et Valeurs AD

AIC =2K -2,

BIC =K=xlog(n)—2I, et KS =supy|F,(x)—F(x)|
_ f x2/n _ 77 (Fulx) - F(x))?
V= i) =1 et A2_nJ:oo Fo)(1—F(x) dF(x)

F.(x) = %Z;ﬂzl I.<x est la fonction de distribution empirique .

ou

K :le nombre de parametres dans le modele statistique.
F(x) : la fonction de distribution cumulative.
n :la taille de I’échantillon .

| :1a valeur qui maximisée la fonction de log-vraisemblance sous le modele consi-

dére
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3.5.2 Ajustement des lois avec la loi de Lindley a un parametre

TasLE 3.5 — Comparaison des ajustements statistiques des distributions selon les cri-

teres AIC, BIC, KS, CvM, AD

Modele AIC BIC KS AD CvM
Lindley-1P | 637.600 | 641.680 | 0.0415 | 0.1755 | 0.0277
Gamma 638.600 | 643.811 | 0.0425 | 0.1855 | 0.0287
Weibull 641.461 | 646.672 | 0.0578 | 0.4058 | 0.0611
Log-Normal | 642.348 | 647.558 | 0.0565 | 0.4083 | 0.0541

Interprétation des résultats

Le tableau ci-dessus présente la comparaison de plusieurs modeles de distribu-
tion selon les critéres statistiques d’ajustement : AIC, BIC, Kolmogorov-Smirnov (KS),
Cramér-von Mises (CvM) et Anderson-Darling (AD).

Il en ressort que le modele Lindley-1P offre le meilleur ajustement aux données,
avec les plus faibles valeurs pour tous les criteres : AIC = 637.600, BIC = 641.680,
KS = 0.0415, CvM = 0.0277 et AD = 0.1755. Ces résultats ont été obtenus a 1’aide du
package fitdistrplus sousR, qui permet I'ajustement de distributions théoriques aux
données empiriques de maniére efficace.

Ces résultats indiquent que, malgré sa simplicité, ce modeéle est compétitif par rap-

port aux distributions classiques comme Gamma, Weibull et Log-Normale.

TaBLE 3.6 — estimations EMV pour le Modeéle Lindely( 1 parametre) evec censure pro-
gressive de type II pour L=0.5 (n = 100)

7y

m 0

15| 0.2623
20 | 0.2619
30 | 0.2488
40 | 0.2490

Crx
2.17495

2.115427
2.188153
2.06054

3.5.3 Ajustement des lois avec la loi de Lindley a deux parametres

TaBLE 3.7 — Comparaison des ajustements statistiques des distributions selon les cri-
teres AIC, BIC, KS, CvM, AD

Modele AIC BIC KS AD CvM
Lindley-2P | 633.610 | 639.321 | 0.02532 | 0.09175 | 0.0141
Gamma 638.600 | 643.811 | 0.0425 | 0.1855 | 0.0287
Weibull 641.461 | 646.672 | 0.0578 | 0.4058 | 0.0611
Log-Normal | 642.348 | 647.558 | 0.0565 | 0.4083 | 0.0541

Interprétation des résultats
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CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE POUR L'INDICE DE PERFORMANCE
POUR DES DONNEES PROGRESSIVEMENT CENSUREES DE TYPE II

Afin d’évaluer la qualité d’ajustement des différents modeles statistiques sur les

données observées, plusieurs criteres ont été utilisés : I’AIC , le BIC , ainsi que trois
statistiques de test de bonne adéquation, a savoir KS, CvM et AD .

Le tableau montre clairement que le modele Lindley-2P présente les plus faibles
valeurs pour I’ensemble des criteres considérés, ce qui indique une excellente adéqua-
tion aux données. En particulier, les valeurs minimales des criteres AIC (633.610) et
BIC (639.321), ainsi que les statistiques de tests KS (0.02532), AD (0.09175) et CvM
(0.0141), confirment que ce modele surpasse les distributions classiques telles que
Gamma, Weibull ou Log-Normale.

Ces résultats suggerent que la loi de Lindley a deux parametres est particuliere-

ment appropriée pour modéliser les temps d’attente dans ce contexte spécifique.
3.5.4 Comparaison entre les modeles Lindley a un parametre et a
deux parametres selon les criteres d’ajustement

TaBLE 3.8 — Comparaison entre le modele Lindley a un parametre et celui a deux pa-
rametres selon différents criteres d’ajustement

Modele AlIC BIC KS AD CvM
Lindley-2P | 633.610 | 639.321 | 0.02532 | 0.09175 | 0.0141
Lindley-1P | 637.600 | 641.680 | 0.04150 | 0.17550 | 0.0277

On observe, a partir du tableau ci-dessus, que le modele Lindley a deux paramétres
surpasse clairement le modele a un seul parametre selon tous les critéres d’ajustement
considérés.

Les valeurs plus faibles de I’AIC, du BIC ainsi que des statistiques KS, AD et CvM
indiquent une meilleure adéquation du modéle a deux parametres aux données obser-
vées. Cela s’explique par la plus grande flexibilité du modele a deux parametres, qui
lui permet de mieux capturer la structure des données.

Ces résultats confirment l'intérét d’utiliser le modele généralisé de Lindley lors-

qu'une meilleure précision de modélisation est recherchée.

TaBLE 3.9 — estimations EMV pour le Modele Lindely( 2 parametre) evec censure de
type II pour L=0.5 (n = 100)

m 0 B Crx
15 | 0.0845 | 0.0820 | 2.9427
20 | 0.0949 | 0.0909 | 2.9443
30 | 0.1146 | 0.1067 | 2.9471
40 [ 0.1237 | 0.1135 | 2.9488
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CONCLUSION GENERALE

Ce mémoire a étudié 'indice de performance dans le domaine de la fiabilité, en
particulier son estimation a partir de données censurées progressivement de type II.
Apres avoir présenté les notions fondamentales de la fiabilité et de 'inférence statis-
tique, nous avons focalisé notre attention sur la distribution de Lindley sous ses formes
a un et deux parameétres. A T’aide de la méthode du maximum de vraisemblance, nous
avons estimé les parametres de cette distribution pour différents types de données. Les
résultats obtenus, notamment sur des données réelles, montrent que le modele Lind-
ley a deux parametres offre un ajustement supérieur. Ce travail ouvre des perspectives
vers des généralisations plus poussées et 1'utilisation de méthodes bayésiennes pour

une modélisation encore plus précise.
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