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Résumeé :

Ce mémoire traite de I’étude et de I'analyse de la fiabilité des systemes en utili-
sant les essais de vie accélérés. L'objectif de ce travail est d’évaluer la durée de vie
des produits et des dispositifs de maniere plus rapide et plus efficace, en appliquant
différentes techniques d’essais de vie, telles que les tests d’accélération sous des condi-
tions connues. L'étude repose sur des modeles statistiques, en particulier la loi de Lo-
max, afin d’estimer la durée de vie du systeme et d’identifier les facteurs influengant
ses performances. La méthodologie adoptée comprend la méthode du maximum de
vraisemblance, ainsi que l'analyse des données censurées, notamment la censure de
type Il et la censure progressive de type II, en mettant I’accent sur I’'amélioration de la
précision des estimations a 'aide de méthodes d’estimation. L’étude se conclut par la
présentation des résultats de 'application de ces techniques a différents types de sys-
témes, mettant en évidence leur efficacité dans la compréhension du comportement et
des performances des systemes a long terme.

Mots-clés : Fiabilité, Tests d’accélération, Données censurées, Loi de Lomax, Censure
de type II, Censure progressive de type II, CSALT (Censored Step-Stress Accelerated

Life Testing), Estimation des parametres, Méthode du maximum de vraisemblance.

Abstract :

This thesis deals with the study and analysis of system reliability using accelera-
ted life testing. The objective of this work is to evaluate the lifetime of products and
devices more quickly and efficiently by applying various life testing techniques, such
as acceleration tests under known conditions. The study is based on statistical models,

particularly the Lomax distribution, to estimate the system’s lifetime and identify fac-
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tors influencing its performance. The adopted methodology includes the maximum
likelihood estimation method, as well as the analysis of censored data, particularly
Type-1II censoring and Type-II progressive censoring, with a focus on improving the ac-
curacy of estimations using suitable estimation methods. The study concludes with the
presentation of results obtained from the application of these techniques to different
types of systems, highlighting their effectiveness in understanding the long-term be-
havior and performance of systems.

Keywords : Reliability, Accelerated life testing, Censored data, Lomax distribution,
Type-II censoring, Type-II progressive censoring, CSALT (Censored Step-Stress Acce-

lerated Life Testing), Parameter estimation, Maximum likelihood method.
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Abréviations et Notations

Abréviations et Notations

Abreéviations
TCL Théoréme central limite.
i.i.d Indépendant et identiquement distribué.
EMV Estimateur du Maximum de Vraisemblance.
MSE Erreur quadratique moyenne

RMSE  Root Mean Squared Error (Racine de l'erreur quadratique moyenne)
MLE Maximum likelihood estimator

ALT Accelerated life test

PALT Partially accelerated life test

SSALT  Stress accelerated life test

SSPALT Step stress partially accelerated life test

cdf Fonction de répartition

MTBF  Temps moyen entre les pannes

pdf Fonction de densité de probabilité

MTTF  Temps moyen avant défaillance (Mean Time To Failure)

MTTR  Temps moyen de réparation (Mean Time To Repair)

AIC Critere d’information d’Akaike (Akaike Information Criterion)
BIC Critere d’information bayésien (Bayesian Information Criterion)
KS Test de Kolmogorov-Smirnov

CvM Test de Cramér-von Mises

AD Test d’Anderson-Darling

CSALT  Test d’accélération constante (Constant Stress Life Test)

Notations
F Fonction de distribution.
X, Point terminal supérieur (ou droit) .
F, Fonction de répartition empirique.

Xy, X5) Echantillon de taille # de X.
Xy, X(n) Echantillon ordonné.

R ensemble de nombre réels
Xi) La i*me statistique d’ordre.

Ra Variation réguliere d’indice «
L Fonction a variation lente

L .

— Convergence en loi

P .
— Convergence en probabilité
p-s

— Convergence presque sure
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INTRODUCTION GENERALE

Dans un contexte industriel marqué par une évolution technologique rapide et une
concurrence accrue, la fiabilité des systéemes devient un enjeu stratégique majeur. La
fiabilité, définie comme la capacité d’un systeme ou d’un produit a accomplir sa fonc-
tion sans défaillance pendant une période donnée et dans des conditions d’utilisation
spécifiques, constitue un indicateur essentiel de qualité et de performance.

Cependant, I’évaluation de la fiabilité dans des conditions normales peut nécessiter
des temps d’observation tres longs, ce qui est souvent incompatible avec les contraintes
de cout et de délai. C’est dans cette optique que les tests d’accélération ont été déve-
loppés. Ils consistent a soumettre les produits a des conditions séveres (températures
élevées, surtension, pression accrue, etc.) dans le but de provoquer plus rapidement
les défaillances, et ainsi estimer leur durée de vie réelle dans un laps de temps réduit.

Dans ce cadre, le présent mémoire a pour objectifs de :

1. Présenter les notions fondamentales de la fiabilité, notamment les mesures clas-
siques, les types de censures, les lois de probabilité utilisées et les principes

d’estimation statistique.

2. Btudier les tests d’accélération, en particulier le modeéle CSALT (Constant Stress
Accelerated Life Test), et analyser leur apport dans la réduction du temps d’es-

sai tout en conservant la pertinence des résultats.

3. Utiliser la loi de Lomax comme modele statistique adapté aux données de dé-
faillance a queue lourde, et proposer I’estimation de ses parametres via la mé-

thode du maximum de vraisemblance (MV).

4. Traiter différents types de censures rencontrées dans les essais réels, notam-

ment :
— La censure de type II : ou l'on observe les données jusqu’a ce qu'un nombre
fixe de défaillances soit atteint, tandis que les autres unités survivantes sont

censurées.
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— La censure progressive de type II : dans laquelle, aprés chaque défaillance
observée, un certain nombre d’unités sont retirées de 1’essai selon un schéma
prédéfini, reflétant des situations expérimentales plus réalistes liées a des

contraintes de temps ou de ressources.

5. Analyser 'impact de ces types de censures sur la précision des estimations des

parametres de la loi de Lomax, notamment dans le cadre de tests d’accélération.

6. Fournir des illustrations numériques et des simulations mettant en évidence
’efficacité des modeles proposés et la robustesse des méthodes d’estimation

dans différentes situations pratiques.

Ce travail vise ainsi a établir un pont entre les fondements théoriques de la fiabilité
et leurs applications concretes, afin de proposer des outils statistiques performants
pour l'analyse, 'optimisation et la prise de décision dans la conception de systemes
fiables.

Le premier chapitre est consacré aux notions fondamentales de la fiabilité. Il preé-
sente les principales mesures statistiques telles que le temps moyen avant défaillance,
les lois de probabilité usuelles, ainsi que les concepts de censure et de censure progres-
sive. Il introduit également les méthodes d’estimation, notamment celle du maximum
de vraisemblance.

Le deuxieme chapitre porte sur les tests d’accélération. Il explore les essais sous
conditions séveres, tels que le modele CSALT, et présente les distributions de durée de
vie les plus utilisées ainsi que les relations contrainte-vie.

Enfin, le troisieme chapitre est dédié a I'inférence statistique autour de la loi de Lo-
max. Il propose des méthodes d’estimation des parametres dans différents contextes :
sans censure, avec censure de type II, avec censure progressive, et sous essais accélérés.

Ce chapitre inclut également des applications numériques sur des données réelles.




CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE DE LA FIABILITE

Introduction

Le concept de fiabilité est I'une des pierres angulaires pour évaluer les perfor-
mances des systémes, en se concentrant sur l’analyse de leur fiabilité et leur capacité
a fonctionner de maniére continue au fil du temps. Dans ce chapitre, nous aborde-
rons les concepts fondamentaux liés a la fiabilité, y compris les définitions principales
et les mesures statistiques, telles que le temps moyen avant défaillance (MTTF), qui
sont utilisées pour décrire le comportement des composants et des systemes.

De plus, ce chapitre introduira le concept de censure (ou révision), qui est un pro-
cessus clé dans l’analyse des données censurées. Il permet de traiter les informations
incompletes ou imprécises, comme les retards dans les défaillances ou les arréts de
l'observation. Ces facteurs influencent directement la précision des estimations statis-
tiques.

Des modeles de distribution probabiliste, tels que les distributions normale et ex-
ponentielle, sont utilisés pour développer des modeles prédictifs robustes, permet-
tant aux ingénieurs d’améliorer la conception des systemes, de réduire les risques de
défaillance et d’optimiser la gestion des opérations de maintenance. A travers ce cha-
pitre, nous mettrons en évidence I'importance des concepts de fiabilité et de censure
comme des outils essentiels pour améliorer la fiabilité des systémes et atteindre une

efficacité économique dans les applications industrielles et en ingénierie.

1.1 Mesures de Fiabilité

Les définitions de la fiabilité données dans la littérature varient entre les différents

praticiens et chercheurs. La définition généralement acceptée est la suivante :

Définition 1.1 La fiabilité est la probabilité qu'un systéme accomplisse correctement la

fonction pour laquelle il a été congu, et ce dans les limites de ses spécifications techniques.

3
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Plus précisément, elle désigne la probabilité qu'un produit ou composant fonc-
tionne sans défaillance pendant une durée déterminée (durée de vie de conception),
dans les conditions normales d’utilisation (température, tension, etc.). Autrement dit,
la fiabilité est une mesure de la capacité du systéme a remplir sa mission avec succes.
Elle constitue un critére essentiel de qualité exigé par les utilisateurs et pris en compte
par les fabricants des la phase de conception.

D’un point de vue mathématique, la fiabilité R(t) est la probabilité qu'un systeme

fonctionne avec succes entre le temps 0 et le temps ¢ :
R(t)=P(T>t), t>0 (1.1)

ou T est une variable aléatoire représentant le temps jusqu’a la défaillance.

1.1.1 Indisponibilité

L'indisponibilité F(t), une mesure de la défaillance, est définie comme la probabi-

lité que le systeme tombe en panne avant le temps ¢ :

F(t)=P(T <t), pourt>0

En d’autres termes, F(t) est la fonction de distribution des défaillances. Si la va-

riable aléatoire T a une fonction de densité f(t), alors :

R(t) = fo £(s)ds

ou, de maniere équivalente :

i) =~ [Rw)

La fonction de densité peut étre décrite mathématiquement en termes de T comme
suit :

lim P(t<T < +At)
At—0

Cela peut étre interprété comme la probabilité que le temps de défaillance T se pro-

duise entre le temps de fonctionnement ¢ et I'intervalle suivant d’opération t + At.

1.1.2 Temps moyen de défaillance du systeme

Supposons que la fonction de fiabilité d’un systéme soit donnée par R(t). Le temps
moyen de défaillance attendu, qui représente la durée pendant laquelle un composant
est censé fonctionner correctement, ou le temps moyen avant défaillance ( MTTF ), est

donné par :
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MTTF = Jm Lf(t)dt (1.2)
0

En substituant :

£l =~ [R0)

dans I’équation 1.2 et en effectuant une intégration par parties, nous obteno see

MTTP:—LOo td[R(t)] = [—tR(t)]8°+LOOR(t)dt (1.3)

Le premier terme du coté droit de I’équation 1.3 est nul aux deux limites, puisque le
systéeme doit tomber en panne aprés un temps de fonctionnement fini. Par conséquent,

nous devons avoir tR(t) — 0 lorsque t — oo. Cela laisse le second terme, qui est égal a

MTTEF = JOOR(t)dt (1.4)
0

Ainsi, le MTTF est ’évaluation intégrale définie de la fonction de fiabilité. En général,
si A(t) est défini comme la fonction de taux de défaillance, alors par définition le MTTF

n’est pas égal a 1/A(t).

1.1.3 Fonction du taux de défaillance

La probabilité d’une défaillance du systéme dans un intervalle de temps donné

[t1, 1] peut étre exprimée en termes de la fonction de fiabilité comme suit :

f fdt = f nar— [ far
)

= R(t1) - R(t,)

ou en termes de la fonction de distribution des défaillances (ou la fonction d’irréliabi-
lité) :

f £)dt = f f)dt - f 1dt = F(ty) - F(t;)

Le taux auquel les défaillances se produisent dans un certain intervalle de temps
[t1,1,] est appelé taux de défaillance. Il est défini comme la probabilité qu'une dé-
faillance par unité de temps se produise dans l'intervalle, étant donné qu’aucune dé-
faillance ne s’est produite avant t1, le début de l'intervalle. Ainsi, le taux de défaillance

est donné par :
R(t1) = R(t,)

(t2—t1)R(t)
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Notez que le taux de défaillance est une fonction du temps. Si nous redéfinissons 1’in-
tervalle comme [¢,t + At], I'expression ci-dessus devient :

R(t) - R(t + At)
AtR(t)

Le taux dans les définitions ci-dessus est exprimé en défaillances par unité de temps,
mais en réalité, les unités de temps peuvent étre exprimées en miles, heures, etc.

La fonction de risque est définie comme la limite du taux de défaillance lorsque l'in-
tervalle tend vers zéro. Ainsi, la fonction de risque h(t)est le taux de défaillance ins-

tantané, et est définie par :

R(t)-R(t+At) 1 l_iR(t)l:_ (1.5)

1.1.4 Maintenabiliteé

Lorsqu’un systeme tombe en panne, une intervention de maintenance est générale-
ment effectuée afin de localiser et corriger la défaillance. Cela permet de restaurer le
systéme a son état de fonctionnement en ajustant ou en remplagant le composant dé-

fectueux.

La maintenabilité est définie comme la probabilité qu'un systeme défaillant soit
remis en état de fonctionnement dans un délai donné, lorsque la maintenance est réa-
lisée selon des procédures et des ressources spécifiées. Autrement dit, il s’agit de la

capacité a diagnostiquer et réparer une panne dans un temps limité.

Les ingénieurs en maintenabilité travaillent en collaboration avec les concepteurs
afin de garantir que le systeme soit facilement et efficacement maintenable par 1'uti-
lisateur final, et ce a un cott raisonnable. Cette démarche implique l’analyse des opé-
rations de démontage, de remplacement des piéces, et de réassemblage, dans le but
d’estimer le temps requis, les compétences nécessaires, les équipements de soutien

ainsi que la documentation associée.

Soit T la variable aléatoire représentant le temps de réparation (ou temps d’arrét
total). Si T suit une densité de probabilité g(t), alors la fonction de maintenabilité V ()
est définie comme la probabilité que le systeme soit réparé avant 'instant ¢, soit :

t
V(t)=P(T <t)= J g(s)ds

0

Par exemple, si :

g(t) = pe
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ou y > 0 est un taux de réparation constant, alors :

V(it)=1-e ™

ce qui représente la forme exponentielle de la fonction de maintenabilité.

1.1.5 Temps moyen de réparation (MTTR)

Une mesure importante souvent utilisée dans les études de maintenance est le
temps moyen de réparation (MTTR) ou le temps moyen d’arrét. Le MTTR représente
la valeur espérée de la variable aléatoire du temps de réparation et non du temps de

défaillance. Il est donné par 1’équation :

(o]

MTTR:I tg(t)dt
0

Lorsque la distribution du temps de réparation suit une fonction de densité donnée

par:

g(t)=pe
alors, selon I’équation précédente :
1
MTTR = —
I

Lorsque le temps de réparation T suit une distribution log-normale de densité g(t), la

fonction de densité est donnée par :

1 nep?
e 20? t>0

g(t): \/ﬁﬁt ’

alors il peut étre démontré que :

02
MTTR=m-e 2

ou m représente la médiane de la distribution log-normale.

Afin de concevoir et de fabriquer un systeme maintenable, il est nécessaire de pré-
dire le MTTR pour diverses conditions de panne pouvant survenir dans le systéme.
Cette prédiction repose généralement sur les expériences passées des concepteurs et
I’expertise disponible pour effectuer les réparations.

Le temps de réparation du systeme est constitué de deux intervalles distincts : le

temps de réparation passif et le temps de réparation actif.
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1.1.6 Disponibilité (Availability)

La fiabilité est une mesure qui exige le succes du systeme pendant toute la durée
de la mission. Aucune panne ou réparation n’est autorisée. Les missions spatiales et les
vols d’avion sont des exemples de systemes ou les pannes et réparations sont interdites.
La disponibilité est une mesure qui permet a un systéme d’étre réparé en cas de panne.
La disponibilité d’un systeme est définie comme la probabilité que le systeme soit

opérationnel a un instant t. Mathématiquement :

Temps de fonctionnement du systeme MTTF

Disponibilité = . X =

P Temps de fonctionnement + Temps d’arrét du systeme MTTF + MTTR
La disponibilité est une mesure de succes principalement utilisée pour les systemes
réparables. Pour les systémes non réparables la disponibilité A(t) est égale a la fiabilité

R(t). Dans les systémes réparables A(t) sera supérieur ou égal a R(t).

1.1.7 Temps moyen entre pannes (MTBF)

Le temps moyen entre pannes (MTBF) est une mesure importante dans les systéemes
réparables. Cela signifie que le systéme a connu une panne et a été réparé. Comme le
MTTF et MTTR , MTBF est une valeur attendue de la variable aléatoire du temps entre

les pannes. Mathématiquement,

MTBF =MTTF+MTTR

1.2 Lois de probabilité utilisées en fiabilite

Cette section présente certaines des fonctions de distribution courantes ainsi que

plusieurs modeles de risque ayant des applications en ingénierie de la fiabilité.

1.2.1 Distribution binomiale

La distribution binomiale est 'une des variables aléatoires discretes les plus large-
ment utilisées dans la fiabilité et I’inspection de la qualité. Elle a des applications en
ingénierie de la fiabilité, par exemple, lorsqu’on traite d’une situation ou un événement
est soit un succes, soit un échec.

La fonction de densité de probabilité (pdf) de la distribution est donnée par :

P(X=x)= (Z)px(l -p)", x=0,1,2,..,n
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n\ _ n!
(x) ~ xl(n—x)!

ou n est le nombre d’essais, x est le nombre de succes, et p est la probabilité de

succes d’un essai unique.
La fonction de fiabilité, R(k), (c’est-a-dire, au moins k éléments sur n sont bons) est

donnée par :

1.2.2 Distribution de Poisson

Bien que la distribution de Poisson puisse étre utilisée d’'une maniere similaire a
la distribution binomiale, elle est utilisée pour traiter des événements dont la taille de
I’échantillon est inconnue. Il s’agit également d’une distribution de variable aléatoire

discréte dont la fonction de densité de probabilité (pdf) est donnée par :

(/\t)xe—/\t

P(X=x)= "

, pourx=0,1,2,...

ou A est le taux de défaillance constant, et x est le nombre d’événements. En d’autres
termes, P(X = x) est la probabilité que x défaillances se produisent exactement dans
le temps t. Ainsi, la distribution de Poisson de fiabilité, R(k) ( la probabilité d’avoir k

défaillances ou moins), est donnée par :

k

R(k) = ZM

x!
x=0
Cette distribution peut étre utilisée pour déterminer le nombre de pieces de rechange
nécessaires a la fiabilité des systemes redondants de secours pendant une mission don-

née.

1.2.3 Distribution Exponentielle

La distribution exponentielle joue un role essentiel en ingénierie de la fiabilité car
elle a un taux de défaillance constant. Cette distribution a été utilisée pour modé-
liser la durée de vie des composants et systemes électroniques et électriques. Cette
distribution est appropriée lorsque 'on consideére qu’un composant usé qui n’a pas en-
core échoué est aussi fiable qu'un composant neuf — une hypothese plutot restrictive.
Par conséquent, elle doit étre utilisée avec prudence, car de nombreuses applications
existent ou la propriété d’absence de mémoire ne s’applique pas.

Pour cette distribution, nous avons reproduit les équations 1.6 et 1.7, respectivement :

9
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1 _»
f@):ée7ﬂzhf“, x>0 (1.6)

Rix)=ed=¢™, x>0 (1.7)

ou 6 = 1/A > 0 est un parametre du MTTF (temps moyen avant défaillance),et A > 0
est un taux de défaillance constant.
La fonction de risque ou le taux de défaillance pour la fonction de densité expo-

nentielle est constant, c’est-a-dire :

Cf) gt 1
=R T e et

Le taux de défaillance de cette distribution est A, une constante, ce qui est la prin-

cipale raison pour laquelle cette distribution est largement utilisée. En raison de sa
propriété de taux de défaillance constant, la distribution exponentielle est un excellent
modele pour la longue période de "défaillance intrinseque" stable.

La courbe de baignoire. Etant donné que la plupart des piéces et des systémes
passent la majeure partie de leur durée de vie dans cette partie de la courbe de bai-
gnoire, cela justifie 'utilisation fréquente de 'exponentielle (lorsque les défaillances
précoces ou l'usure ne sont pas une préoccupation). Le modele exponentiel fonctionne
bien pour les temps d’inter-arrivée. Lorsque ces événements déclenchent des défaillances,
le modele de durée de vie exponentielle peut étre utilisé. La courbe de baignoire est
une représentation graphique du taux de défaillance d’un systeme en fonction du
temps. Elle comporte trois phases :

— une phase initiale de défaillances précoces, ou le taux de défaillance diminue

(dus a des défauts de fabrication),

— une phase de défaillance intrinseque stable, ou le taux reste constant (fonction-

nement normal),

— une phase finale d’usure, ou le taux de défaillance augmente (vieillissement du

systeme).
Cette forme en « baignoire » justifie le nom donné a cette courbe et elle est largement
utilisée en fiabilité.

Nous allons maintenant discuter de certaines propriétés de la distribution expo-
nentielle qui sont utiles pour comprendre ses caractéristiques, quand et ou elle peut

étre appliquée.
Propriété 1.1 La loi exponentielle est la seule loi de probabilité continue vérifiant :

P(X>x)=P(X>x+s|X>s), pourx>0,5s>0 (1.8)

10
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Ce résultat signifie que la probabilité de survie d’un composant aprés un certain temps s est

la méme que celle d’'un nouveau composant. C’est I’hypothése dite « aussi bon que neuf ».

Propriété 1.2 Si X;,X,,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées suivant une loi exponentielle de paramétre A, alors :
n
21 ZX,- ~ x2(2n)
i=1

otl x*(2n) désigne la loi du khi-deux avec 2n degrés de liberté. Ce résultat est utile pour

construire un intervalle de confiance pour le parametre A.

1.2.4 Distribution Normale

La distribution normale joue un role important en statistique classique grace au
Théoreme Central Limite. En ingénierie de fiabilité, la distribution normale s’applique
principalement aux mesures de la susceptibilité des produits et aux contraintes ex-
ternes. Cette distribution a deux parametres est utilisée pour décrire les systemes dans
lesquels une défaillance résulte d’un effet d’'usure pour de nombreux systemes méca-

nique.

0.8 | ]

0.7 | 2

0'6 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

107

Ficure 1.1 — Fonction de fiabilité en fonction de temps

La distribution normale suit la forme bien connue en cloche. Cette distribution
est symétrique par rapport a la moyenne et la dispersion est mesurée par la variance.
Plus la valeur est grande, plus la distribution est aplatie. La fonction de densité de

probabilité (pdf) est donnée par :

1 (x-p)?

f(x)= e 202, —oo<x<o00

oV27

ou yu est la valeur moyenne et o est ’écart-type. La fonction de répartition cumula-
tive (cdf) est :

11
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x 1 _=p?
F(x) :f e 22%ds

—ooO'VZT(

La fonction de fiabilité est :

© 1 _s=w?
R(x) = J e 202 ds
x OV2T

Il n’existe pas de solution sous forme fermée pour 1’équation ci-dessus. Cependant,
des tables de la fonction de densité normale standard sont facilement disponibles.
1) et peuvent étre utilisées pour trouver des probabilités pour toute distribution

normale. Si

est substitué dans la densité normale, on obtient :

N

1 z

f(z)=——=e 7, -oc0<Z<

V2r

Ceci est une densité normale standard, avec une valeur moyenne de 0 et un écart-

type de 1. La fonction de répartition standardisée est donnée par :

D(x) f L %4 (1.9)

x) = — e 7ds 1.9
—00 VZTC

ou P est une fonction de distribution normale standard. Ainsi, pour une variable aléa-

toire normale T, avec une moyenne y et un écart-type o,

PX <x)=P(z<E)=0(ZE)

ou @ fournit la relation nécessaire si des tables normales standard doivent étre utili-
sées. La fonction de risque pour une distribution normale est une fonction strictement

croissante de x. Cela peut étre facilement démontré en prouvant que h’(x) > 0 pour

tout x.
Puisque
alors
() = RO R(;C();) )5 (1.10)

On peut essayer cette démonstration en utilisant la définition de base d’une fonction

12
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de densité normale f.

1.2.5 Distribution Log-Normale

La distribution log-normale des durées de vie est un modele tres flexible qui peut
s’adapter empiriquement a de nombreux types de données de défaillance. Cette distri-
bution, avec ses applications en ingénierie de maintenabilité, est capable de modéliser
les probabilités de défaillance des systemes réparables et d’intégrer 'incertitude dans
I'information sur les taux de défaillance. La fonction de densité log-normale est don-
née par

1yl

fx)= e 2\ 7 ) x>0, (1.11)
oxV2m

ou y et o sont des parametres tels que —oco < y < 0o et 0 > 0. Notez que y et 0 ne sont

pas la moyenne et ’écart-type de la distribution.

0.8 | ]

0.4} ]

0 | | | | | L | |
3.6 3.8 4 42 44 46 48 5 5.2
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Ficure 1.2 — Courbe de fiabilité normale en fonction du temps.

La relation avec la loi normale ( il suffit de prendre les logarithmes naturels de
toutes les données et des points temporels pour obtenir des données "normales") fa-
cilite 'utilisation de nombreux logiciels d’analyse statistique pour traiter les données
normales.

Mathématiquement, si une variable aléatoire X est définie comme X =1InT, alors X

suit une loi normale avec une moyenne y et une variance o2. C’est-a-dire :
E(X)=E(InT)=pu

et
V(X)=V(nT)=0c?

Puisque T = ¢%, la moyenne de la distribution log-normale peut étre trouvée en

utilisant la loi normale. Considérons :

13
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E(T) = E(¥) =Jm L3,

—c0 OV2T0

En réarrangeant I'exposant, cette intégrale devient :

E(T)=€”+U;J‘ Ll gy
—c0 OV2T0

Ainsi, la moyenne de la distribution log-normale est :

E(T)=et"7
De maniere similaire :
E(T?) = E(e*X) = p2h+20?
Ainsi, la variance de la loi log-normale est :

V(T) = 297 (¢7” — 1)

La fonction de répartition de la loi log-normale est donnée par :

P(t):jt LA,
0

osV2T1

Cela peut étre relié a la variable centrée réduite Z par:

F(t)=P(T <t)=P(InT <Int)

:PlZSlnt—yl

(o

Par conséquent, la fonction de fiabilité est donnée par :

R(t):P[Z>lntO__”] (1.12)

Et la fonction de risque est :

fiy ®(=2)

o

R(t) ~ otR(?)

h(t) =

ou P est la fonction de répartition de la densité normale standard.

Exemple 1.1 Le temps de défaillance d’un certain composant suit une distribution log-

normale avec y =5 et o = 1. Trouver la fiabilité du composant et le taux de risque pour une

14
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durée de vie de 50 unités de temps.

Solution : En substituant les valeurs numériques de p, o et x dans I’équation 1.12, nous

calculons :
In50-5
R(50) = P [z > nfl = P(Z >-1.09)
=0.8621

De méme, la fonction de risque est donnée par :

o(=3=)

h50) = S5)0.8621)

= 0.032 défaillances/unité.

Ainsi, les valeurs de la distribution log-normale sont facilement calculées en utilisant

les tables de la loi normale standard.

COOLO0O00O000
O N WU 00—
[
|

| | | T
0 1,000 2,000 3,000 4,000 5,000

Ficure 1.3 - Log-normale en fonction du temps

Le modele de durée de vie log-normale, comme le modele normal, est suffisamment
flexible pour en faire un modele empirique trés utile. La figurel.3 montre la fiabilité
log-normale en fonction du temps. Elle peut étre dérivée théoriquement sous des hy-

potheses correspondant a de nombreux modéeles de défaillance.

1.2.6 Distribution de Weibull

La distribution exponentielle est souvent limitée en application en raison de sa
propriété sans mémoire. La distribution de Weibull [1] est une généralisation de la
distribution exponentielle et est couramment utilisée pour représenter la durée de vie
en fatigue, la durée de vie des roulements a billes et la durée de vie des tubes a vide.
La distribution de Weibull est extrémement flexible et appropriée pour modéliser la

durée de vie des composants avec des fonctions de taux de risque fluctuantes et pour
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représenter divers types d’applications en ingénierie. La fonction de densité de proba-
bilité a trois parametres est donnée par :

o) = /ﬂx—e_pﬁ‘le—mﬁ, x2720

ou O et § sont respectivement appelés parametres d’échelle et de forme, et y est appelé
parametre de localisation. Ces parametres sont toujours positifs. En utilisant différents
parametres, cette distribution peut suivre la distribution exponentielle, la distribution

normale, etc. Il est clair que, pour x > y, la fonction de fiabilité R(x) est :

x=7\b
R(t):e_(Ty), pour x>y >0,>0,0>0 (1.13)
Ainsi,
t—y)p-1
h(t):%, t>y>0,>0,6>0 (1.14)

On peut montrer que la fonction de risque est décroissante pour 8 < 1, croissante
pour f > 1, et constante lorsque g = 1.

Remarquons que les distributions de Rayleigh et exponentielle sont des cas parti-
culiers de la distribution de Weibull avec =2, y =0, et f =1, y =0, respectivement.
Par exemple, lorsque f =1 et ¥ = 0, la fiabilité de la distribution de Weibull dans

I’équation 1.13 se réduit a :

T~

R(t)=e"

La fonction de risque donnée dans I’équation 1.14 se réduit a 1/6, une constante.
Ainsi, 'exponentielle est un cas particulier de la distribution de Weibull. De méme,
lorsque ¥ = 0 et f = 2, la fonction de densité de probabilité de Weibull devient la
densité de Rayleigh. C’est-a-dire :

2
f(x):axe , pour0>0,x>0

1.2.7 Distribution Gamma

La distribution gamma peut étre utilisée comme fonction de probabilité de dé-
faillance pour des composants dont la distribution est asymétrique. La fonction de

densité de défaillance pour une distribution gamma est :

xa—l 3

ﬁ“F(a)e , x20, a,p>0 (1.15)

=S

flx) =

ou « est le parametre de forme et f est le parametre d’échelle. Ainsi,
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o0 1 ae] —3
R(x):J; ﬁ“F(oc)S Le™hds

Si a est un entier, on peut montrer par intégration successive par parties que :

xa 1 £
)= % (1.16)
i=0
et )
L
flx)  pr@rt e’
h(x) = =
R(x) (1)
e ﬂz ﬁ

La fonction de densité gamma a des formes tres similaires a la distribution de Wei-
bull. Pour a =1, la distribution gamma devient la distribution exponentielle avec un
taux de défaillance constant % La distribution gamma peut également étre utilisée
pour modéliser le temps jusqu’a la n'™¢ défaillance d’un systéme si la distribution de
défaillance sous- jacente est exponentielle. Ainsi, si X; est exponentiellement distribué
avec le parametre 6 = ﬁ , alors

T=X;+Xo+---+X,

suit une distribution gamma avec les parametres f et n .

1 T T I

0.8 | 8

0.6 | 8

0.4 | 2

0.2 2

0

| |
0 500 1,000 1,500 2,000

Ficure 1.4 - Fonction de fiabilité Gamma en fonction du temps

1.2.8 Distribution Beta

La fonction de densité Beta a deux parametres, f(x), est donnée par :

Ta-xFf1t 0<x<1, a>0, >0
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ou «a et f sont les parametres de distribution. Cette distribution a deux parametres

est couramment utilisée dans de nombreuses applications d’ingénierie de fiabilite.

1.2.9 Distribution de Pareto

La distribution de Pareto a été initialement développée pour modéliser les revenus
d’une population. Des phénomenes tels que la taille des populations urbaines, les fluc-
tuations des prix des actions et les revenus personnels ont des distributions avec des
queues tres longues. La fonction de densité de probabilité de la distribution de Pareto
est donnée par :

ak?®
f(x)= Y k<x<o

Les valeurs de la moyenne, de la variance et de la fiabilité pour la distribution de
Pareto sont respectivement :
— E[X] =k pour a > 1

a-1’
— Var(X)= Wk&_zy pour a > 2
a
— R(x)= (%)

1.2.10 Distribution de Rayleigh

La fonction de Rayleigh est une distribution de durée de vie flexible qui peut s’ap-
pliquer a de nombreux modes de défaillance des processus de dégradation. La fonction

de densité de probabilité de Rayleigh est donnée par :

fx)= —6(5‘%) (1.17)

Les valeurs de la moyenne, de la variance et de la fiabilité pour la fonction de Ray-

leigh sont respectivement :

o3
Var(X) = (2 - g)az
R(x) :e_UZX2

1.2.11 Distribution de Lindley

La distribution de Lindley a été initialement proposée comme une distribution a

un seul parameétre par [2]. Elle a suscité un intérét croissant ces derniéres années en
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raison de son utilité dans la modélisation des données de durée de vie complexes. [3]
ont étudié certaines propriétés de cette distribution et ont démontré, dans la partie
application, qu’elle est plus flexible et performante que la distribution exponentielle
pour modéliser les données de durée de vie.

Pour améliorer sa flexibilité, plusieurs chercheurs ont proposé des généralisations
en la combinant avec d’autres distributions connues. Parmi celles-ci, on trouve l'exten-
sion a deux parametres étudiée par [4], [5], [6, 7]

Par la suite, [8] ont introduit une nouvelle version a deux parametres qui offre
un meilleur ajustement pour les données asymétriques, comparée a la distribution de
Lindley inverse proposée par [9]. [10] ont également proposé d’utiliser la distribution
généralisée de Lindley développée par [5] comme alternative a la distribution de Wei-
bull dans la modélisation des données de vitesse du vent.

Les généralisations a trois parametres ont recu une attention particuliére. Elles ont
été définies, analysées et proposées comme modeles compétitifs par rapport aux distri-
butions bien connues. Parmi ces généralisations, on cite celles proposées par [11], [12],
ainsi que la distribution de Lindley a trois parameétres proposée par [13], qui repose
sur une exponentiation de la distribution de Lindley.

En revanche, peu d’intérét a été porté aux généralisations comportant plus de trois
parametres. L'un des rares modeles a quatre parametres est la distribution de Lindley
beta-généralisée, introduite par [14].

Densité de probabilité (PDF) :

Si la variable aléatoire X suit la loi de Lindley avec le parametre 6 > 0, alors la

densité de probabilité est donnée par :

2

f(x;e):fi@

Fonction de répartition (CDF) :

(1 +x)e_9x, x> 0.

1+6+0
F(x;0)=1 —(u)e_ex, x> 0.
1+0
Valeurs statistiques fondamentales :
— Espérance :
2 1
EX]==-+—.
— Variance : 2246
Var(X) = g
62(1+0)

— Coefficient d’asymétrie (Skewness) : I1 dépend de 6 mais reste toujours positif,
ce qui indique que la loi de Lindley est plus asymétrique que la loi exponentielle
Dans le domaine de la fiabilité (Fiabilité), la loi de Lindley est utilisée pour modéliser

les temps de défaillance des systemes. Nous définissons quelques concepts fondamen-
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taux de la fiabilité en utilisant cette loi.
La fonction de fiabilité

Elle est donnée par :

R(x)=1-F(x)

En utilisant la fonction de répartition cumulative (CDF) de la loi de Lindley, nous

obtenons :

1+9+9x)e_9x

R(X;Q):( 1+6

La fonction de taux de défaillance :

Elle est donnée par :

En utilisant la fonction de densité f(x) et la fonction de fiabilité R(x) :

9—2(1 e

. _ 1+6
h(x;0) = ( 1+0+0x ) o—0x
1+6
En simplifiant, on obtient :
0%(1 + x)
h(x;0) = ———
(x:0) (1+6+0x)

1.3 Censure

L'inférence sous censure est une préoccupation clé dans ’analyse de la fiabilité et
de la survie, en raison de sa fréquence dans les données de durée de vie. La censure
se produit lorsque le moment exact de la défaillance n’est pas connu. On peut alors
connaitre soit un intervalle dans lequel la défaillance s’est produite (censure par inter-
valle), une borne supérieure (censure a gauche), ou un moment ou ’'unité fonctionnait
encore (censure a droite).

Méme si les temps de défaillance exacts ne sont pas disponibles, toute information
partielle reste utile pour une analyse statistique rigoureuse. Le développement de mé-
thodes spécifiques pour traiter ces données est donc essentiel pour améliorer la qualité
des inférences.

Les données censurées peuvent étre :

— Censurées individuellement : tous les temps de censure sont identiques, par

exemple lorsqu’un test s’arréte au méme instant pour toutes les unités encore

en fonctionnement.
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— Censurées de maniere multiple : les temps de censure varient selon les unités,
souvent a cause de durées d’utilisation différentes.

La fin d’'une expérience peut aussi étre déterminée selon des criteres spécifiques :

— Censure de type I : lorsque l’essai se termine aprés une période de temps fixée.

— Censure de type II : lorsqu’il s’arréte apres un nombre donné de défaillances
observées.

Les informations issues des censures de type I et II différent et exigent des méthodes

statistiques adaptées pour modéliser correctement les données de durée de vie.

Pour illustrer ce concept, considérons une étude sur 70 soldats en quarantaine, ex-
posés au COVID-19. Certains développent des symptomes apres la période d’observa-
tion, d’autres quittent I’étude prématurément, et d’autres encore ne présentent aucun
symptome pendant les 14 jours. Le temps exact d’infection n’est donc pas observé pour
tous, ce qui représente un cas typique de données censurées.

En analyse de survie, l'objectif est de modéliser la distribution théorique du temps
jusqu’a I’événement, tout en tenant compte des données censurées et non censurées,

afin d’obtenir des estimations fiables et interprétables.

Dans les études de fiabilité ou d’analyse de survie, il arrive souvent que le moment
exact de survenue de ’événement ne soit pas connu pour toutes les unités, en raison
de la fin de la période d’observation ou d’autres contraintes. La maniére dont cette in-
formation est manquante differe selon les situations, ce qui conduit a plusieurs types
de censure. Il est donc essentiel de distinguer entre ces types afin de choisir la mé-
thode statistique appropriée. Ci-dessous, nous présentons les types de censure les plus

courants.

1.3.1 Censure a droite

La censure a droite correspond a une situation dans laquelle la durée de vie réelle
d’une unité dépasse un temps d’observation donné, sans que la défaillance ne soit ef-
fectivement constatée. Autrement dit, on observe uniquement que T > a, ou a est le
temps limite de ’expérience. Ce type de censure reflete 'incapacité de suivre certaines
unités jusqu’a leur défaillance effective, souvent pour des raisons pratiques ou tempo-

relles.

1.3.2 Censure a gauche

On dit qu’une variable aléatoire X est censurée a gauche si sa valeur ne dépasse pas
un certain temps a, c’est-a-dire que 1’événement d’intérét s’est produit avant le temps

a, sans que 'on connaisse le moment exact de sa survenue.
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Formellement, soit T une variable aléatoire représentant le temps de survie (ou de
défaillance). Si l'on sait uniquement que T < a, sans connaitre la valeur exacte de T,
alors l'observation est censurée a gauche.

Ainsi, on modélise cette situation par :
T<a

ou le temps a représente un seuil de censure connu a l’avance.
Dans ce contexte, on utilise souvent un couple de variables aléatoires (T, 0), ou :
— T est le temps observe,
— 0 =0indique une censure a gauche (I’événement s’est produit avant T),

— 0 =1 indique une observation exacte (le temps de I’événement est connu).

1.3.3 Censure par intervalle

La censure par intervalle concerne un sujet pour lequel on sait que ’événement
d’intérét s’est produit dans un intervalle de temps [t1,1;], sans connaitre le moment
exact de sa survenue. Par exemple, supposons qu’un patient a été testé négatif a un
instant t;, puis positif a un moment ultérieur ¢, ; on en déduit que I’événement (ex. : la
rémission, la rechute, etc.) s’est produit quelque part entre t; et ¢,. Dans un essai cli-
nique, si un patient est en rémission a la 8™ semaine mais absent a la 11°™¢ semaine,

puis revient non en rémission, alors 'intervalle de censure est [8,11] :
I =1[8,11]

Si X est le temps réel de I’événement et b est une borne supérieure de l'intervalle de

censure, la variable de durée observée est donnée par :
T =min(X,b)

Les données issues de cette forme de censure sont exprimées comme des couples de
variables aléatoires (T,d), ou :

— T est le temps observé ou la borne de 'intervalle,

— d =1 si’événement est observé (pas censuré),

— d = 0 si 'observation est censurée a droite a b.

1.3.4 Censure de Type I

Lorsque la recherche est censée étre achevée a un moment spécifique T déterminé

par l'expérimentateur, la censure de type I se produit. Un sujet qui ne peut pas voir
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I’événement est considéré comme censuré a la fin de la période de recherche. Dans la

censure de type I, la quantité d’éléments non censurés est une variable aléatoire.

1.3.5 Censure de Type II

Il est possible que le temps soit laissé ouvert au début de la censure de type II.
L'expérience est autorisée a se poursuivre jusqu’a ce qu’un certain pourcentage des n
objets, r/n, ait "échoué". L’échantillon aléatoire avec des valeurs ordonnées Ty, T,..., T,
éme

est noté Ty, T5,..., T,,. Notre préoccupation est les r*™¢ plus petites observations dans

un échantillon aléatoire de taille 1, puisque l'observation se terminera lorsque le temps
d’échec r*™¢ se produira.

Alternativement, imaginons que seules les r < n durées de vie soient observées pour
un échantillon donné Ty, T,,..., T,, d’éléments. Avant d’examiner les données de survie,
la valeur de r est fixée. Cela signifie que les données observées sont constituées des r
observations les plus petites. D’autres statistiques peuvent étre utilisées pour repré-
senter cela en termes de variables aléatoires.

Seules les premieres r réponses classées Ty, T5,..., T, sont visibles parmi les ré-

ponses disponibles T;, T5,..., T,. Autrement dit,

fy <t ste <<t =<ty

1.4 Censure Progressive

Un type de censure est 1’échantillonnage avec censure progressive. L'idée de base
derriére une technique de censure progressive est qu’elle permet de retirer des unités a
chaque temps d’échec enregistré. Récemment, la distribution de durée de vie créée sur
des données censurées progressivement a recu une attention impressionnante. En par-
ticulier pour estimer des parametres inconnus ou des fonctions de survie et de risque
associées. Le schéma de censure progressive a une valeur significative dans les études
de tests de durée de vie. Il permet I’élimination des éléments vivants de I’expérience
a différents niveaux. Cela permettra potentiellement d’économiser beaucoup pour le

chercheur en termes de cotlt et de temps.

1.4.1 Censure Progressive de Type-II

Les suppressions sont effectuées pendant les périodes de défaillance qui ont été
identifiées dans la procédure de censure progressive de Type-II. Lorsqu’une défaillance
est détectée, le nombre d’unités, qui sont préétablies, est immédiatement retiré des
unités restantes. En conséquence, le nombre d’observations est prédéterminé, mais la
durée de I'expérience est imprévisible. Lapproche suivante peut étre utilisée pour gé-

nérer des statistiques d’ordre censurées de Type-II de maniere progressive. Par exemple,
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Pour tester la fiabilité des produits, n unités sont mises en place en méme temps.
Lorsque la premiere défaillance se produit, R; unités survivantes sont sélectionnées
aléatoirement et retirées de l'expérience. Apres la deuxieme défaillance, immeédiate-
ment R, unités sont retirées, et ainsi de suite.

Aprés la r*™¢ défaillance, le processus est répété jusqu’a ce que toutes les R, uni-
tés restantes soient retirées. Les R; sont spécifiés avant de commencer l’expérience.
L'investigateur détermine le nombre d’éléments dans ’échantillon 7, le nombre de dé-
faillances r, et le schéma des échantillons de censure progressive avant de commencer
une expérience de vie. (R, R,,...,R,).

Avec:

La figure 1.5 illustre un exemple d’échantillon de censure progressive de Type II ou n,
r et R sont des valeurs fixes tandis que le temps total de I'expérience est une variable

aléatoire.[15]

1.4.2 Censure Progressive de Type-I

La censure progressive de Type I est basée sur des points de temps prédéterminés
Ty, T5,..., T,. Les temps de défaillance sont enregistrés un par un jusqu’a ce que l'expé-
rience soit terminée au point de temps T,.

En conséquence, les temps d’intervention Tj, Ty,..., T, ont des valeurs fixes. Cepen-
dant, la taille de 1’échantillon ainsi que le schéma de censure utilisé ont été choisis au
hasard ( et peuvent varier par rapport au schéma de censure initialement prévu a un
certain moment en raison du manque d’unités survivantes pour compléter la censure
requise ). La durée du test est donc contrainte par T,.

Cependant, il n’est pas fixe ( aléatoire ) dans le cas de la censure progressive de type
II.

La Figure 1.6 est une explication de I’échantillon de censure progressive de type I
ou n et R sont des variables aléatoires tandis que le temps total de I’expérience est une

valeur fixe. [16]

SiRy =R, =---=R, =0, alors n = r représente 1’échantillon complet.
SiRy =R, =---=R, 1 =0,nous avons R, = n—r, ce qui représente le type convention-
nel.

Indication : Dans la figure (1.5 et 1.6) m représente .
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withdrawn withdrawn withdrawn withdrawn
R, R, R, Ry,
T, T, T, T,,

Ficure 1.5 — Illustration de la censure progressive de type II

withdrawn withdrawn withdrawn withdrawn

A 44
[ ] [ /..

T

Start Ximm Xomn cee Xm-1:men Xmmn

Ficure 1.6 — Illustration de la censure progressive de type I

1.5 Theéorie de I’Estimation

L'estimation est une branche fondamentale de la statistique qui consiste a utiliser
les données observées pour approcher les caractéristiques inconnues d’une population,
appelées parameétres. Elle peut étre ponctuelle, lorsqu’on cherche a donner une valeur
unique a un parametre, ou par intervalle, lorsqu’on souhaite déterminer une plage de
valeurs plausible avec un certain niveau de confiance.

Dans notre contexte, nous nous intéressons principalement a ’estimation ponc-
tuelle, ou l'objectif est de construire une fonction des observations appelée estimateur
notée 6, qui vise a approcher le paramétre inconnu 6.

Un estimateur est dit bon s’il satisfait un certain nombre de propriétés souhai-
tables. Ces propriétés garantissent la qualité statistique de ’estimation obtenue :

— Non-biaisé

— Consistant
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— Efficace

— Suffisant

En d’autres termes, si A est une bonne estimation ponctuelle de A, alors on peut
choisir la fonction h(X;, X5,...,X,,) de sorte que h(X;, X,...,X},) soit non seulement un
estimateur non biaisé de A, mais aussi que sa variance soit minimale parmi toutes les
estimations possibles.

Nous allons maintenant présenter les définitions et les résultats théoriques qui per-

mettront de construire et d’évaluer de tels estimateurs.

Deéfinition 1.2 Pour un entier positif donné n, la statistique Y = h(Xy, Xy, ..., X,,) est appe-
lée un estimateur sans biais du parameétre 0 si l'espérance de Y est égale a un paramétre 0,

c’est-da-dire :

E(Y)=0

Définition 1.3 La statistique Y est appelée un estimateur consistant du paramétre 6 si
Y converge stochastiquement vers un paramétre 0 lorsque n tend vers l'infini. Si € est un

nombre positif arbitrairement petit et que Y est consistant, alors :

lim P(JY -6 <€) =1

Définition 1.4 La statistique Y sera appelée I'estimateur sans biais de variance minimale
du paramétre O si Y est sans biais et que la variance de Y est inférieure ou égale a la va-
riance de tout autre estimateur sans biais de 6. Un estimateur ayant la propriété de variance

minimale dans les grands échantillons est dit efficace.

Définition 1.5 Soit X = (X, X,,...,X,,) un échantillon aléatoire issu d’une loi dépendant

d’un paramétre inconnu 6.

Une statistique T(X) est dite suffisante pour O si la distribution conditionnelle de

Uéchantillon X sachant T(X) =t ne dépend pas du paramétre 6.

La définition 1.4 est utile pour trouver une borne inférieure sur la variance de tous
les estimateurs sans biais. Nous établissons maintenant une inégalité de borne infé-

rieure connue sous le nom d’inégalité de Cramér-Rao.

Théoreme 1.1 ( Inégalité de Cramér-Rao ) Soit X;,X,,...,X,, un échantillon aléatoire pro-
venant d’une distribution de densité de probabilité f(x;0) pour 6, < 6 < 0,, ou O, et 0,
sont connus. Soit Y = h(Xy, X, ..., X,,) un estimateur sans biais de 0. L'inégalité de borne

inférieure sur la variance de Y, Var(Y), est donnée par :

1

WE [( alngéx,e) )2]

Var(Y) >
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1.5.1 Convergence asymptotique en loi

Définition 1.6 :La convergence en loi (ou convergence en distribution) est un type de
convergence utilisé en théorie des probabilités. Soit une suite de variables aléatoires (X,,) et

une variable aléatoire X, on dit que :

loi
X, - X
si la fonction de répartition de X, converge vers celle de X en tout point de conti-

nuité de Fy. Formellement :

lim P(X, <x)=P(X <x), VxelRtel que Fx est continue.

n—-oo
Cette notion est fondamentale pour étudier le comportement des estimateurs lorsque

la taille de 1’échantillon tend vers I’infini.

1.5.2 Lien avec l’estimateur du maximum de vraisemblance

Soit 0, un estimateur du paramétre 6 obtenu par la méthode du maximum de vrai-
semblance ( EMV ). Sous certaines conditions régulieres, 'EMV admet une propriété

asymptotique remarquable :

A loi _
V(6= 09) — N(0,1(69) )
ou I(6) représente I'information de Fisher évaluée en 6. Cela implique que, pour

de grandes tailles d’échantillons

A

6, ~ N(eo, %1(90)—1)

1.6 Meéthode d’Estimation du Maximum de Vraisemblance

L'estimation du maximum de vraisemblance est une technique d’inférence statis-
tique largement utilisée pour estimer les parametres dans les modeles probabilistes de
génération de données. Cette approche, qui est théoriquement simple, fournit des es-
timations de parametres avec des caractéristiques statistiques solides. Les estimateurs
du maximum de vraisemblance pour les deux parametres inconnus p et ¢ présentent
des propriétés asymptotiques intrigantes, comme déterminé par [17]. En utilisant cette
approche, les estimateurs sont cohérents, asymptotiquement normaux et asymptoti-
quement non biaisés.

Méme lorsqu’une racine cohérente unique de ’équation de vraisemblance est connue
pour exister, il est parfois difficile de construire une solution claire pour l’estimation

du maximum de vraisemblance d’un parametre en fonction de 1’échantillon. Dans de
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telles situations, des méthodes numériques doivent étre utilisées pour évaluer ’estima-
teur du maximum de vraisemblance par itérations répétées. La racine d'une équation
peut étre trouvée en utilisant de nombreuses méthodes numériques. L'une des mé-
thodes les plus couramment utilisées pour la détection des racines est 'approche de
Newton-Raphson. 'approche de Newton peut étre facilement étendue pour relever le
défi de la recherche de solutions a un systeme d’équations non linéaires. De plus, a
mesure que l'on se rapproche de la racine, la stratégie peut étre prouvée comme qua-

dratiquement convergente.

f(xlixzv"lxn) :f(x1J9)f(x2}9)---f(xn19)

ou x1,X»,...,x, sont des observations aléatoires et indépendantes issues d’une popula-
tion avec une fonction de densité f(x). Dans le cas général, on cherche a trouver un

estimateur ou des estimateurs 6;,6,,...,0,, (s'ils existent) tels que:

f(xl,xz,...,xn;él,é2,...,ém) >f(xl,xz,...,xn;G{,Qé,...,Q;ﬂ)

ou 9{, 9;,...,6,’1 représente d’autres estimateurs différents de 6,6,,...,0,,.

1.6.1 Maximum de Vraisemblance pour des données completes

Pour tout O, la statistique h(Xj, X5, ..., X,,) est appelée un estimateur du maximum

de vraisemblance de O et sera notée comme :

0 = h(xy,Xa,..., Xp)

La valeur observée de 0 est appelée 'EMV (estimateur du maximum de vraisem-
blance) de 6.
La fonction de vraisemblance, L(X;0), est le produit de la fonction de densité de

probabilité évaluée en chaque point de I’échantillon :

L(X,0)=| | F(xi;0)
i=1

ot X = (X1,X5,...,X,,). Lestimateur du maximum de vraisemblance 6 est trouvé en
maximisant L(X;0) par rapport a 8. En pratique, il est souvent plus facile de maxi-
miser In[L(X;0)] pour trouver le vecteur des estimateurs du maximum de vraisem-
blance, ce qui est valide car la fonction logarithmique est monotone. La fonction de
log-vraisemblance est donnée par :

InL(X,0) = ilnf(Xi;G)

i=1
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et est asymptotiquement distribuée normalement puisqu’elle est constituée de la
somme de n variables indépendantes, conformément au théoreme central limite. Puisque

L(X;0) est une fonction de densité de probabilité conjointe pour Xj, X,, ..., X,,, elle doit

fo‘” J:O...J:OL(X;Q)dX “1

En supposant que la vraisemblance est continue, la dérivée partielle du coté gauche

s’intégrer a 1, c’est-a-dire :

par rapport a l’'un des parameétres, 6;, donne :

ah b [
L(X;0)dX = —L(X;0)dX
20; Jo Jo 0 (X:6) o Jo 0 991'( )

o0 o0 o0 a
_JO JO L S 108 LG OIL(X;0)dX

_E dlogL(X;0)
B d0;

=E[U;(0)] pouri=1,2,...m

ou U(0) = (Uy(0),Uy(0),...,U,(0)) est souvent appelé le vecteur de score et le vec-

teur U(6) a pour composantes :

dllog L(X;0)]

Ui(0) = 0.

pouri=1,2,..,m

Ce qui, lorsqu’il est mis a zéro et résolu, donne le vecteur MLE 0.

Supposons que nous puissions obtenir une fonction non triviale de Xy, X,,..., X},
disons h(X;, X»,..., X,), telle que, lorsque O est remplacé par h(Xy, X»,..., X,,), la fonction
de vraisemblance L atteindra un maximum. En d’autres termes,

En général, la mécanique pour obtenir 'EMV peut étre obtenue comme suit :

— Etape 1. Trouver la fonction de densité jointe L(X,0)

— Etape 2. Prendre le logarithme naturel de la densité InL

— Ftape 3. Prendre les dérivées partielles de InL par rapport a chaque paramétre

— Etape 4. Egaler les dérivées partielles a zéro

— FEtape 5. Résoudre pour les paramétres

1.6.2 Vraisemblance basée sur des données censurées de type II pro-

gressive

Supposons que nous ayons une variable aléatoire X suivant une distribution logis-

tique généralisée (GL) a deux parametres (y, o). Ainsi, la fonction de densité de pro-
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babilité est donnée par 1’équation 1.18 et la fonction de distribution cumulative par
I’équation 1.19.

Supposons que 1 objets identiques sont soumis a un test, chacun suivant une distri-
bution de durée de vie logistique généralisée (y, o). Nous avons un échantillon d’obser-
vations selon un schéma de censure progressive (R, R,,...,R,) de type I : Xy.,..., Xo. s eoer Xpopn-

Alors, la densité de probabilité conjointe de ces valeurs est :

r
S XX (10X 00p) = [ £ (i) = F ()] (1.18)
i=1

ou0<x; <xy<..<x, <oo.
Les fonctions de densité de probabilité et de distribution cumulative de cet échantillon
sont notées respectivement f(.) et F(.), comme indiqué dans les équations 1.18 et 1.19
De plus :

K=n(n-Ry-1)---(n—Ry—Ry—...—R,_; —r+1). (1.19)

Pour plus de détails, voir [18].
Nous supposons que Ry, Ry,..., R, représente le schéma, n est la taille de I’échantillon
et r est le nombre d’échecs, qui sont fixés a 1’avance.
Ainsi :
D = (X100 X2 es oo Xppan)- (1.20)

1.7 Méthode de Newton-Raphson pour la résolution d’équa-

tions non linéaires

Les équations non linéaires constituent 'un des problemes fondamentaux en ma-
thématiques, en ingénierie et en physique, et il est souvent difficile de trouver leurs
solutions analytiques. C’est pourquoi des méthodes numériques telles que la méthode
de Newton-Raphson sont utilisées pour obtenir une approximation de la solution de

ces équations de maniere efficace [19]

1.7.1 Deéfinition du probleme
Supposons que nous ayons 1’équation :
f(x)=0

ou f(x) est une fonction continue et différentiable. L'objectif est de trouver la valeur de

X qui satisfait cette équation.
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1.7.2 Principe de la méthode de Newton-Raphson

La méthode repose sur l'utilisation de la tangente a la courbe de la fonction en un
point pour améliorer I'approximation de la racine. Si nous avons une approximation

initiale x(, I'approximation suivante se calcule par la relation :

f(xn)
f(xn)

Xn+l = Xn —
ou :
’ . . .
— x, est 'approximation actuelle de la racine.
— f(x,) est la valeur de la fonction en x,,.
— f’(x,) est la dérivée de la fonction en x,,.
Cette idée aide a “approximer” la racine progressivement en utilisant les informations

dérivées de la fonction elle-méme

1.7.3 Algorithme de la méthode

1.7.3.1 Données

— La fonction f(x).

— La dérivée de la fonction f’(x).

— Une approximation initiale x.

— Un seuil d’arrét € (par exemple 107°).

— Un nombre maximal d’itérations N.

1.7.3.2 Etapes d’exécution
1. Choix du point de départ:
On commence par une approximation initiale x; proche de la racine attendue.

2. Calcul de l'itération :

En utilisant la formule :

on met a jour la valeur de x.

3. Vérification de la condition de convergence :
Si:lx,—x,l<e
alors nous considérons que la racine a convergé et le probleme est résolu.
4. Répeétition :
Si la condition de convergence n’est pas satisfaite, on répete les étapes jusqu’a

atteindre le nombre maximal d’itérations N.
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TESTS D'ACCELERATION

2.1 Test de durée de vie accéléré (ALT)

Une technologie utilisée pour accélérer le processus de détermination de la fiabilité
des produits, en particulier ceux a haute fiabilité. Cela se fait en exposant les produits
a des conditions de fonctionnement plus séveres que d’habitude, telles que des tem-
pératures plus élevées ou des niveaux de contrainte mécanique plus importants. Cela
permet de réduire le temps nécessaire pour collecter suffisamment de données sur la

durée de conservation du produit.

2.2 Tests de Fiabilite

Un test de fiabilité est une expérience systématique réalisée pour évaluer la capa-
cité d’un produit ou d’un systéme a fonctionner sans défaillance pendant une période
déterminée et sous des conditions spécifiques. Ces tests visent a analyser les données
de durée de vie et l'usure du produit au fil du temps, permettant ainsi d’estimer le
temps attendu avant une panne ou une anomalie.

Les tests de fiabilité sont appliqués dans divers domaines tels que la fabrication,
I'ingénierie, 1’électronique, ’automobile et ’aérospatiale. Leurs principes sont éga-
lement utilisés dans d’autres disciplines, notamment l’analyse clinique, ou ils sont
connus sous le nom d’analyse de survie, en économie sous l'appellation d’analyse de
durée, et en sociologie comme analyse historique. La théorie de la fiabilité fournit un
cadre statistique pour 1I’étude des données de durée de vie, contribuant ainsi a I'amé-
lioration de la qualité des produits, a I’identification des causes de défaillance et a la
prise de décisions éclairées en matiere de conception et de maintenance.

Les tests de fiabilité consistent a soumettre les produits a diverses contraintes afin
d’évaluer leur comportement et de détecter d’éventuels points faibles. Les méthodes

de test varient en fonction du type de produit et incluent des essais environnementaux
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tels que les tests de durée de vie accélérée (ALT), qui intensifient les facteurs influen-
cant la fiabilité, ainsi que des tests cycliques simulant une utilisation répétée pour

identifier les défaillances liées a I'usure ou a la fatigue.

2.3 Contrainte dans des conditions accélérées

La contrainte dans des conditions accélérées peut étre appliquée de différentes ma-
nieres, a savoir par des niveaux de contrainte constante, de contrainte progressive et
de contrainte par paliers (voir [20]). Le choix de la charge de contrainte dépend du
mode d’utilisation du produit ou de I'unité en service, en dehors d’autres limitations

pratiques et théoriques.

2.3.1 ALT a contrainte constante (CSALT)

Dans CSALT, la contrainte appliquée aux produits testés est indépendante du temps.
Les unités de test sont;soumises a un niveau de stress constant, plus élevé que d’habi-
tude, jusqu’a ce que toutes les unités échouent (cas complet) ou que le test soit terminé,

ce qui entraine des données de test censurées.

2.3.1.1 Principe

Dans ce type d’essai, chaque unité est testée sous une contrainte fixe (comme une
température élevée, une surtension, une pression accrue, etc.) durant toute la durée
de l’essai. On suppose que 'augmentation du niveau de stress réduit le temps de vie,

permettant ainsi une observation plus rapide des défaillances.

2.3.1.2 Objectifs

— Accélérer le processus de défaillance pour réduire la durée d’essai.
— Modéliser la relation entre la contrainte appliquée et la durée de vie.
— Estimer la durée de vie du produit dans des conditions normales d’utilisation a

partir des données obtenues sous contraintes élevées.

2.3.1.3 Etapes de l’essai

1. Diviser les échantillons en plusieurs groupes.
Appliquer a chaque groupe un niveau de contrainte constant différent.
Enregistrer les temps de défaillance de chaque unité.

Estimer les parametres du modele de durée de vie sous chaque niveau de contrainte.

AR

Utiliser un modele d’accélération pour extrapoler la durée de vie en conditions

normales.
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2.3.1.4 Modele CSALT a relation exponentielle

Dans le cadre des essais de fiabilité, le modele CSALT (Constant-Stress Accelerated
Life Testing) constitue 1'un des outils les plus répandus pour analyser l'effet d’un fac-
teur de stress (tel que la température, la pression ou la tension électrique) sur la durée
de vie d’un dispositif ou d’'un composant. Ce modele repose sur I’hypothese que la
contrainte appliquée demeure constante tout au long de l’essai.

Dans sa version a relation exponentielle, le modele établit un lien fonctionnel de
type exponentiel entre la contrainte z et un parametre d’échelle du modele, générale-

ment noté 0, sous la forme suivante :

6(2) = 6, - exp(B2)

Cette relation permet de modéliser ’effet de la contrainte sur le comportement de
défaillance : une valeur positive de  suggere que la contrainte prolonge la durée de vie,
tandis qu’une valeur négative indique une accélération du processus de défaillance.
Le modéle exponentiel CSALT est particulierement apprécié pour sa simplicité ana-
lytique, la clarté de son interprétation et sa capacité d’adaptation a divers contextes

industriels et expérimentaux.

2.3.1.5 Avantages du modele CSALT a relation exponentielle

Le modele CSALT a relation exponentielle présente plusieurs avantages qui ex-

pliquent sa large adoption dans les études de fiabilité :

— Simplicité mathématique : la forme exponentielle facilite I'analyse théorique
et le calcul des estimateurs par des méthodes classiques comme le maximum de
vraisemblance.

— Interprétation intuitive : le parametre  permet une interprétation directe de
I’effet de la contrainte sur la durée de vie (accélération ou ralentissement).

— Flexibilité : le modele peut étre intégré facilement a différents types de lois de
durée de vie (comme Weibull, Log-normale, Lomax, etc.).

— Compatibilité avec les plans d’expérience : il s"adapte bien aux essais ou la
contrainte est maintenue constante, ce qui est courant dans les tests accélérés
en laboratoire.

— Facilité d’estimation : les parametres peuvent étre estimés efficacement a 1’aide

de logiciels statistiques, méme sur des données censurées.

2.3.1.6 Modélisation de l’effet du stress par le modele CSALT multiplicatif

Le modele CSALT (Constant Stress Accelerated Life Test) est un cadre utilisé pour
analyser la fiabilité des systemes soumis a des conditions de fonctionnement accélé-
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rées. Le principe consiste a exposer les unités testées a un niveau de stress constant
plus élevé que la normale (comme une température ou une tension plus élevée), dans

le but d’observer plus rapidement les défaillances.

Pour exploiter les données issues de ces essais accélérés, on suppose qu’il existe une
relation déterministe entre le comportement du systéme sous stress et en conditions
normales. Dans le cas du modele multiplicatif, 1'effet du stress est modélisé par un

facteur d’accélération A > 1 appliqué directement a la fonction de risque :

Hace(x) = A~ h(x)

Cette hypothese implique que le stress augmente la probabilité instantanée de dé-
faillance a chaque instant t, sans changer la forme fonctionnelle de la loi de durée de
vie.

Puisque la fonction de densité est donnée par f(x) = h(x) - S(x) et la fonction de
survie par S(t) = exp(—jox h(u)du), le passage au régime accéléré modifie la fonction

de survie comme suit :

Specl) = exp(—fox Ah(u)du) ~ [S(x)*

En remplacant dans I’expression de la densité, on obtient la densité sous stress :

Face(%) = Bage(x) - Sace(x) = Ah(x) - [S(x)]F = Af (x) - [S(x)]*!

Cette relation montre que l'effet du stress ne se limite pas a un simple facteur multi-
plicatif sur la densité initiale, mais implique aussi une pondération par la fonction de
survie, ce qui modifie la dynamique de défaillance sous stress.

Ce modele est particulierement adapté lorsque le mécanisme de défaillance ne change
pas entre les régimes, et permet une extrapolation fiable de la durée de vie en condi-

tions normales a partir d’observations obtenues sous stress.

2.3.2 ALT a contrainte progressive (PSALT)

Dans PSALT, la contrainte appliquée a un produit test augmente continuellement

au fil du temps.

2.3.3 Step-Stress ALT (SSALT)

Le test de stress par étapes est un type particulier de test de vie accéléré dans lequel
la contrainte appliquée a chaque unité est augmentée par paliers au fil du temps. Dans

ce cas, il pourrait y avoir plus d’un point de changement de contrainte. Par exemple,
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dans le modele SSALT en 3 étapes, un échantillon aléatoire de n unités est initialement
placé sur un niveau de stress faible x; et exécuté jusqu’a I'heure prédéfinie T;. Apres
I’heure T, le stress est modifié a x, pour les unités restantes non défaillantes. Le test se
poursuit jusqu’au temps T,, ou la contrainte est modifiée a x3, et se poursuit jusqu’a ce
que toutes les unités échouent ou soient censurées. Les temps de défaillance ordonnés
observés a partir de ces tests sont ensuite utilisés pour estimer les parametres de la dis-
tribution des temps de défaillance dans des conditions de fonctionnement normales.
La figure 2.1 montre différentes formes de charges de contrainte.

Le principal avantage de SSALT est la réduction de la durée globale du test par
rapport aux autres méthodes. SSALT entraine des défaillances plus rapides en raison
des niveaux de stress croissants.

Dans l'analyse des données ALT, nous devons déterminer la fonction de densité de
probabilité (p.d.f.) d’'une unité de test dans les conditions de conception a partir des

données ALT au lieu des données de test de durée de vie traditionnelles.

obtenu dans des conditions normales Pour ce faire, nous devons avoir une distribution

de vie appropriée et une relation vie contrainte

Stress Stress Stress

o

Time Time Time
(a) CSALT (b) PSALT (c) SSALT

Ficure 2.1 — Différentes formes de changement de contrainte

2.4 Importance des tests ALT

— Déterminer la durée de vie des matériaux permet d’estimer la durée pendant
laquelle un matériau peut fonctionner de maniere fiable avant de se détériorer
ou de tomber en panne.

— Amélioration de la qualité des produits : utilisée pour identifier les faiblesses
des matériaux et les améliorer pour augmenter leur durabilité et leur fiabilité.

— Accélérez le processus de R&D : aide a évaluer rapidement les nouveaux maté-
riaux et a identifier les meilleurs pour différentes applications.

— Assurance de sécurité des produits : utilisée pour garantir que les matériaux

utilisés dans les produits sont sirs et fiables a utiliser.
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2.5 Types de matériaux soumis aux tests ALT :

Les tests ALT sont largement utilisés pour une variété de substances, notamment :
Métaux : étudier l'effet du stress mécanique, de la température, de I’humidité et des
produits chimiques sur les métaux.

Plastiques : pour évaluer 'effet de la charge mécanique, de la température et des in-
tempéries sur les plastiques.

Isolateurs et matériaux électriques : Etudier I'effet de divers facteurs sur les maté-
riaux isolants utilisés dans les industries électriques.

Céramique : Evaluer leffet des contraintes meécaniques, de I’humidité et de la optem-
pérature sur les céramiques.

Caoutchouc et matériaux élastiques : Evaluer l'effet de la charge mécanique, de la
température et des intempéries sur le caoutchouc et les matériaux élastiques.
Lubrifiants : Pour évaluer 'effet de la vitesse, de la température et des contaminants

sur les lubrifiants.

2.6 ALT Facteurs affectant les tests

Type de matériau : Les matériaux varient dans leur réponse aux conditions difficiles,
les conditions appropriées doivent donc étre choisies pour chaque matériau.
Conditions de test : inclure la température, ’humidité, la pression, la contrainte mé-
canique, etc. Ces conditions doivent étre soigneusement séléctionnées pour atteindre
les objectifs du test.

Durée de l’essai : La durée de l’essai doit étre suffisante pour que le matériau subisse

une décomposition et une dégradation.

2.7 Modeles d’accélération ou relations stress-vie

L'interprétation des données ALT nécessite 'utilisation de modeles d’accélération.
Les modeles d’accélération qui décrivent la relation entre la durée de vie et les condi-
tions de stress fournissent un moyen efficace pour ’ALT. Le tableau 2.1 présente la liste
de quelques relations stress-vie bien connues [21].

Dans le tableau 2.1, L représente une mesure de vie quantifiable; T, V, X; sont les
variables accélérées; et A, B, k, p, B; représentent les parametres inconnus.

La relation stress-vie d’Arrhenius est largement utilisée dans ’ALT pour décrire les
effets de la température sur le taux de réaction chimique. Elle a été introduite par le

chimiste suédois Svandte [22]. La relation est définie comme

L(T) :Aexp(—%) (2.1)
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TaBLE 2.1 — Relations contrainte-durée de vie couramment utilisées

Nom de la relation Environnement utilisé Forme mathématique

Utilisée lorsque la va-
. . riable d’accélération est

_ E
Re?i??h(eiﬁifslm thermique (c’est-a-dire la L(T) = Aexp(~¢7)

température)

Le plus souvent utilisée
lorsque la variable d’accé-
lération (ou contrainte) est
thermique, mais elle est
également utilisée pour
des variables de contrainte
autres que thermiques,
telles que I’humidité [23]
[24]

Relation d’Eyring L(T) = %exp(%)

Principalement utili-
sée lorsque la wvariable
d’accélération est non
thermique, telle que la
tension

Relation de la loi de
puissance inverse

Couramment utilisée
lorsqu’un test implique
plusieurs variables de
contrainte

Relation log-linéaire log(L;) = Bo + p1Xi,

1=1,2,..,m

2.8 Relations Contrainte-Durée de Vie

Dans I’étude de la fiabilité, des relations mathématiques sont utilisées pour modé-
liser l’effet de la contrainte sur la durée de vie des composants. Parmi ces relations, on
distingue la relation log-quadratique et la relation log-linéaire :

— Relation log-quadratique :

log(L;) = o + i + Box;
— Relation log-linéaire :
log(L;) = Bo + Brxi

ou Li représente la durée de vie, x; la variable de contrainte, et ,, f1, f, sont des

constantes déterminées par les données expérimentales.
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2.9 Modele d’Exposition Cumulative (Cumulative Expo-
sure Model)

Ce modele est utilisé pour analyser les données issues des tests de contrainte par
paliers. Il suppose que la durée de vie restante d’'un composant dépend uniquement
de la quantité de dommage cumulé actuel et du niveau de contrainte actuel, indépen-
damment de la maniere dont le dommage s’est accumulé.

Le modele est utilisé pour relier la distribution de la durée de vie sous contrainte
par paliers a la distribution de la durée de vie sous contrainte constante.

Le changement de niveau de contrainte n’affecte pas directement la durée de vie,
mais seulement en modifiant le niveau de dommage cumulé.

La Figure 2.2(i) décrit le modele CE de base, avec un SSALT a 3 étapes (Figure
2.2(ii)), et trois CDF pour les contraintes constantes xq, x,, x3 (Figure 2.2(iii)). Dans la
Figure , les fleches montrent que les unités suivent d’abord la CDF pour x; jusqu’au
premier temps de maintien 7;. Lorsque la contrainte passe de x; a x,, les unités res-
tantes non défaillantes suivent la CDF pour x,.

en commencant par la fraction accumulée ayant échoué. De méme, lorsque la contrainte
passe de x, a x3, les unités survivantes suivent la CDF pour x3, en commencant par la
fraction accumulée ayant échoué. La figure 2.2(iii) montre la CDF du SSALT, qui est

constituée des segments des CDF pour le CSALT

A r 3 A

Stress x L 5O 1r fo®

L —

X5  — X2
X1
X
0 Time ¢ Time ¢ Time ¢
> 0 .T_ » 0 L L B
0 T 0 5 7 iy o 7 2
@ (i) (iiii)

Ficure 2.2 — Modéle d’exposition cumuléé pour SSALT en 3 étapes

Formulation mathématique du modele d’exposition cumulative pour SSALT a m étapes

peut étre exprimé comme suit :

Fz(t—T1+S2), T1<t<1

Fu(t=Typ1+Sm-1), Ty St<o0
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ou sy = 7y = 0; et s; est la solution de F; 1(s;) = F;(t;—tj_1 +5;_1),i=1,2,.m—1.

Le modele CE dans le cas de la distribution de Weibull devient assez compliqué. Pour
cette raison, [25] ont proposé un modele alternatif au modele CE de Weibull, connu

sous le nom de modele K-H.

2.10 Modele Khamis-Higgins (K-H)

Le modele K-H est basé sur la transformation temporelle du modele CE exponen-
tiel. Il présente certains avantages analytiques par rapport au modele CE en termes
de flexibilité de modélisation et La simplicité computationnelle. De plus, il posseéde
une propriété réalistiquement attrayante en termes de fonction de risque. Plus tard,
[26] ont montré que le modele K-H est un cas particulier du modéle de taux d’échec
altéré (TFRM) proposé par [27]. Pour un parameétre d’échelle 0, au niveau de stress x;,
i=1,2,...,m,la fonction de risque h(6;), lorsque le parametre de forme reste constant,

est donnée par :

h(tl@l), 0<t<m

ah(t|0,), T <t<Ty

Ap_1h(t0),  To1 St <oo

2.11 Modele général des essais de vie accélérés a contrainte
constante (CSALT)

Dans les essais de vie accélérés a contrainte constante (Constant Stress Accelerated
Life Tests - CSALT), les unités testées sont soumises a des niveaux de contrainte fixes,
supérieurs a ceux rencontrés en conditions normales d’utilisation, dans le but d’accé-
lérer les défaillances et de réduire la durée des tests. On suppose que le temps de vie
d’une unité T suit une loi de probabilité donnée (par exemple la loi de Lomax, de Wei-
bull ou exponentielle), et que le parametre d’échelle (ou un autre parametre de durée
de vie) dépend du niveau de contrainte x via un modele d’accélération approprié.

La relation générale entre le parametre d’échelle 7/(x) et la contrainte x peut étre

exprimée comme suit :

1(x) = h(x; B)
ou :
— 1(x) est le parametre d’échelle associé au niveau de contrainte x,

— h(-) est la fonction d’accélération,

— B =(Bo,B1,--.) est le vecteur des parametres du modele d’accélération.
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Les modeles d’accélération les plus couramment utilisés sont :
— Le modele d’Arrhenius, souvent utilisé lorsque la contrainte est une tempéra-

ture (en kelvins) :

1(x) =eXp(/50+%)

— Le modéle de puissance inverse (Inverse Power Law) :

7(x) = Bo-xP
— Le modele log-linéaire :
log1(x) = po+ prx

La fonction de densité de probabilité du temps de vie sous un niveau de contrainte

donné x s’écrit alors :

f(tlx)=f(t;n(x)

L'estimation des parameétres du modele de vie ainsi que ceux du modeéle d’accéléra-
tion se fait généralement a partir des données de défaillance collectées sous différents

niveaux de contrainte constante.
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INFERENCE STATISTIQUE SUR LA DISTRIBUTION DE
LOMAX AVEC LES TESTS D’ACCELERATION ET DE
CENSURE

Introduction

L'utilisation de la distribution a queue lourde est requise pour de nombreuses ana-
lyses de données de durée de vie. La distribution de Pareto est 'une des distributions a
queue lourde qui modélise habituellement les données non négatives. Elle a été intro-
duite par [28] comme modéle de distribution des revenus. Plusieurs formes différentes
de la distribution de Pareto ont été étudiées par de nombreux auteurs, notamment
[29], [30], [31] et [32]. L'une des hiérarchies populaires de la distribution de Pareto est
la loi de Pareto de type II, également connue sous le nom de distribution de Lomax.
La distribution de Lomax a été appliquée dans divers domaines tels que l'ingénierie,
la fiabilité et les essais de durée de vie.

L'une des familles de distributions paramétriques les plus célebres avec ces caracté-
ristiques est la distribution de Lomax, une famille de distributions a deux parameétres
dont la fonction de distribution cumulative (cdf) et la fonction de densité de probabi-

lité (pdf) sont exprimées comme suit.

3.1 Distribution de Lomax

La distribution de Lomax est également connue sous le nom de distribution de
Pareto-II. Elle a été introduite pour modéliser les données de défaillance des entre-
prises par [33]. Certaines de ses applications peuvent étre observées dans les domaines
de I'analyse des revenus [34], [35], de la modélisation de la fiabilité et des tests de du-
rée de vie accélérés [36], [37], de I'ajustement des données de taille des entreprises

[38], de la caractéristique de fonctionnement du récepteur par[39] et des propriétés
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de distribution et des moments de relation de récurrence des valeurs enregistrées par

[40]. Dans les situations ou l'on suppose que la distribution de la population est a
queue lourde,[41] a soutenu que la distribution de Lomax offre une alternative effi-
cace par rapport a d’autres distributions de durée de vie telles que les distributions
exponentielle, Weibull ou gamma. On peut se référer [42] pour plus de détails.

Une variable aléatoire x a une distribution de Lomax avec deux parametres 1 et 0,

si elle a la fonction de distribution cumulative suivante :

-
P(x):l—(1+g) , x>0, 6>0, a>0. (3.1)

ou « et O sont les parametres de forme et d’échelle, respectivement. La fonction de
densité de probabilité (p.d.f.) est

a x \~(a+1)
f(x):6(1+—) x>0, 6>0, a>0 (3.2)

La fonction de fiabilité est

X -
R(x) = (1 + 5) x> 0. (3.3)
La fonction de taux de risque est
! x\7!
h(x):5(1+5) x>0, 050, a>0 (3.4)
Espérance (MTTF),sia>1:
IE[X] = —1 (3 5)
Variance,sia > 2: ,
0“«a
V. =
ar(x) (@-1)a-2) (3.6)
Quantile d’ordre p € (0,1) :
Qp)=06((1-p)/*-1) (3.7)

Dans le contexte de la distribution de durée de vie, la distribution de Lomax appar-
tient a la classe des distributions a taux de défaillance décroissant [43] .
Apres avoir choisi une distribution de vie appropriée, la deuxieme étape implique

la sélection d’'un modele d’accélération ou d’une relation stress-vie appropriée.
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Ficure 3.1 — Densité de la loi de Lomax pour différentes valeurs de parametres

3.2 Inférence sur la distribution de Lomax a deux para-

metres

La distribution de Lomax est une distribution continue utilisée pour modéliser des
données a longue queue. Elle est caractérisée par deux parametres positifs : un para-

metre d’échelle O et un parametre de forme a. Sa fonction de densité est donnée par :

—(a+1)
x) , x>0

f(xa,0)= %(1 +5

3.2.1 Geénération de la distribution

Une variable aléatoire X suivant une loi de Lomax peut étre simulée en utilisant la

méthode de I'inversion. Si U est une variable aléatoire uniforme sur (0, 1), alors :
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x=0(1-vy"*-1)

Cette technique permet de générer des données synthétiques suivant la distribution

de Lomax.

3.2.2 Fonction de densité jointe

Soient Xy, X,,..., X, un échantillon aléatoire indépendant et identiquement distri-
bué selon la loi de Lomax (a, 0).

La fonction de densité jointe est :

n

f(x1,x0,...,x,0,0) = ]_[f(xi;a,(?)

ce qui donne explicitement :

I
~—
=
D
—
+
| &
|
)
+
—

a
f(xl,xz,...,xn;a,Q):(6

3.2.3 Fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance est :

L(a,0) = (%)n | (1 + %)—(aﬂ)

La log-vraisemblance est alors :

{(a,0) =nloga —nlog6 —(a + 1)Zlog(1 + %)
i=1

3.2.4 Estimation par Maximum de Vraisemblance

Pour estimer les parametres « et 0 par la méthode du maximum de vraisemblance,
on considere :

— La dérivée partielle par rapporta a :
n

. n Xi\
5a =72 los(1+g) =0

i=1
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d’ou :

n
Y log(l + %)

— La dérivée partielle par rapporta 0 :

a=

ot n - X;
%:_5+(1+Q)Z—62(1+%):0

i=1

L’équation obtenue pour 0 doit étre résolue numériquement.

3.2.5 Matrice d’information de Fisher

Les éléments de la matrice d’information de Fisher définie par :

2’1 ,
L(0)k1 = - [—8258(;16)]

Apres de longs calculs, nous obtenons les éléments :

I :—E(azl(e)):—m(—i)

da? a?

E l_(l+a)i 2x; xiz
62 02 L=\O0+x; (0+x;)?
n
By rae
i=1 92(1+%)

i=1
3.2.6 Présentation académique du package maxLik dans le cadre de

2%1(0)\ _
002 )_

Iy = —IE(

L (e) - (e)
112‘121‘_E(aaae)‘_m(aeaa)‘_m

I’estimation par maximum de vraisemblance

Le package maxLik dans le langage R est un outil avancé pour l'estimation par
maximum de vraisemblance (Maximum Likelihood Estimation), développé par [44] et

publié dans la revue Computational Statistics. Ce package repose sur :

1. Deux couches principales :
— Couche de maximisation générale (maximization layer)

— Couche d’estimation de la vraisemblance (likelihood maximization layer)

2. Algorithmes d’optimisation pris en charge :
— BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)
— Nelder-Mead
— BHHH (Berndt-Hall-Hall-Hausman)
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3. Fonctionnalités principales :

— Support des dérivées analytiques et numériques
— Calcul automatique de la matrice de variance-covariance
— Gestion des contraintes linéaires via SUMT

— Fonctions utilitaires telles que summary (), coef() et vcov()

4. Applications pratiques :
Le package a été utilisé pour estimer les parametres d’une distribution normale

comme suit :

library(maxLik)
logLikFun <- function(param) {

mu <- param[1]

sigma <- param[2]

sum(dnorm(x, mean=mu, sd=sigma, log=TRUE))
}

mle <- maxLik(loglLik=logLikFun, start=c(mu=0, sigma=1))

3.2.7 Estimation des parametres du modele de Lomax avec des don-

nées completes

Nous menons une étude par simulations numériques en utilisant le logiciel R. Pour
comparer les estimateurs des parametres inconnus du modele afin de pouvoir choisir
les plus précis. Pour cela, nous générons 100 échantillons de variables aléatoires de
différentes tailles n = 100,n = 500,n = 1000 et n = 2000 , nous calculons ensuite les

différents estimateurs

TaBLE 3.1 — Estimation des parametres du modele de Lomax en utilisant les données
complet pour a =2et 6 =2

n Moyenne MAE RMSE Biais

«a 0 o 0 o 0 a 0

100 | 1.9903 | 2.01788 | 0.0142 | 0.02218 | 0.0310 | 0.0493 | -0.0096 | 0.0178

500 | 1.9953 | 2.0081 | 0.0052 | 0.0085 | 0.01529 | 0.0256 | -0.0046 | 0.0081

1000 | 1.9967 | 2.0049 | 0.0035 | 0.0052 | 0.0088 | 0.0135 | -0.0032 | 0.0049

2000 | 1.9965 | 2.0054 | 0.003 | 0.0056 | 0.0093 | 0.01404 | -0.0034 | 0.0054
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TaBLE 3.2 — Estimation des parametres du modele de Lomax en utilisant les données

complet pour « =2.5et 0 =3

n Moyenne MAE RMSE Biais
a 0 « ?) a 0 a 0
100 | 2.5679 | 3.0403 | 0.1507 | 0.2150 | 0.1946 | 0.2767 | 0.0679 | 0.0403
500 | 2.5165 | 2.9873 | 0.05606 | 0.0971 | 0.0781 0.1316 | 0.0165 | -0.0126
1000 | 2.5026 | 2.9942 | 0.0349 | 0.0655 | 0.04263 | 0.08222 | 0.0026 | -0.0057
2000 | 2.5024 | 2.9976 | 0.02320 | 0.0429 | 0.0291 0.0567 | 0.0024 | -0.0023

Ces tableaux illustrent les résultats d’une simulation pour l'estimation des para-
metres du modele de Lomax en utilisant la fonction de vraisemblance avec différentes
tailles d’échantillon. Les résultats indiquent une amélioration de la précision des es-
timations (diminution des valeurs de Moyenne des estimations, MAE, RMSE et Biais)

avec I'augmentation de la taille de 1’échantillon.

3.3 Inférence sur la distribution de Lomax avec censure

de type II

La loi de Lomax, grace a sa flexibilité dans la modélisation des événements ex-
trémes, est largement utilisée dans les domaines de I’analyse de survie, de la fiabilité,
de l'assurance et de la finance. Dans les essais de durée de vie, le recours a la censure
est fréquent lorsque certaines observations ne sont que partiellement disponibles. La
censure de type II est un mécanisme de censure classique ou l'expérience se termine
apres l'observation d’un nombre fixe d’échecs, et les unités restantes sont considérées
comme censurées.

Ce type de censure est courant dans les situations pratiques ou les ressources ou
le temps d’observation sont limités. Si 'on considere un échantillon de taille n, ’ex-
périence se poursuit jusqu’a I'observation des r premiéres défaillances, tandis que les
n —r unités restantes sont censurées a droite.

La distribution de Lomax, également connue comme une version modifiée de la loi
de Pareto de type 11, a été introduite par [29]. Elle joue un role important dans 1’analyse
des données de durée de vie dans les domaines médicaux, biologiques, techniques et
économiques. De nombreuses études ont exploré l’estimation de ses parametres sous
différentes conditions de censure.

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’estimation des parameétres de la distri-
bution de Lomax sous censure de type II. Nous utilisons la méthode du maximum de
vraisemblance, implémentée a 'aide du package maxLik dans le logiciel R. Cette ap-
proche permet d’estimer les deux parametres inconnus du modele, en se basant sur
une expression explicite de la fonction de vraisemblance sous censure de type II.

Des simulations seront réalisées pour évaluer les performances de cette méthode en

48



CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE SUR LA DISTRIBUTION DE LOMAX
AVEC LES TESTS D’ACCELERATION ET DE CENSURE

termes de biais et d’erreur quadratique moyenne.

3.3.1 Estimation du maximum de vraisemblance pour la distribu-

tion Lomax sous censure de type II

Supposons que nous ayons un échantillon trié par ordre croissant x(;) < x(5) < -+ <
X(n), OU les premieres r valeurs sont observées (c’est-a-dire le nombre d’échecs), tandis
que les n—r valeurs restantes sont censurées selon la censure de type II.

La distribution Lomax avec deux parameétres est donnée par la fonction de densité
de probabilité :

o x \~(a+l)
f(xa,0)= 5(1 + 5)

et la fonction de répartition :

F(x;a,0 )\
)&, =1-(1 A
(x;,0) (+6)

La fonction de vraisemblance sous censure de type II est donc donnée par :

r
g @)—(0[4—1) . (( @)—a )n—r
]:[9(1+ 0 1+ 0

1=

L(a,0) =

En prenant le logarithme, nous obtenons la fonction du logarithme de la vraisem-

blance :
r X(; X(;
1nL(a,9):r1na—r1n9—(a+1);1n(1+§)—a(n—r)1n(1+(7))
3.3.2 Gradients
— Par rapporta a:
dlnL r X(i) X(r)
- N 1+ ) (- nin(1+ 22
da a;n(+6)(n r)n(+9)
— Par rapporta 6 :
dinL r - X(i) X(r)
=—— 1 v ) —
g0 ~ ot )292+x(,-)9+“(” ) G x 0
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3.3.3 Matrice Hessienne

HzlnzL 2%InL
OO vl
000« 002
d*InL
da? af
2?InL X (i) X(r)
~ Jado ‘_Zeuxie_(”_”'e%x,e
1=1 (i) (r)
azlnL_L_(a+1)ix(i)(9+2x(i))_ X0+ 2x)
902 02 £ (0 +x(:0)? (62 +x()0)?

Nous effectuons une étude par simulation numérique utilisant le logiciel R, en te-
nant compte de la censure de type II avec un taux de censure de 30 %. L'objectif de
cette étude est de comparer les performances des estimateurs des parametres incon-
nus de la loi de Lomax sous différentes méthodes d’estimation, et ce afin de déterminer
les estimateurs les plus précis. Pour cela, nous générons 100 échantillons de différentes
tailles (n =100,500,1000,2000) suivant une loi de Lomax avec des parametres a = 2 et
6 = 2, puis nous appliquons une censure de type II en conservant uniquement les 70
% premieres valeurs ordonnées. Apres cela, nous estimons les parametres en utilisant
différentes méthodes d’estimation, et nous comparons les résultats obtenus en nous

basant sur les indicateurs de performance habituels : moyenne , biais, MAE et RMSE.

TaBLE 3.3 — Estimation des parametres du modele de Lomax avec le censure type II
poura=2.et0 =2

n Moyenne MAE RMSE Biais
a ¢} a ) a ¢} a 0
100 | 2.4250 | 2.5478 | 0.6888 | 0.9241 | 1.08007 | 1.4694 | 0.4250 | 0.5478
500 | 2.0537 | 2.0501 | 0.2154 | 0.3003 | 0.2737 | 0.3835 | 0.0537 | 0.0501
1000 | 2.0195 | 2.0231 | 0.1458 | 0.2164 | 0.1812 | 0.2724 | 0.0195 | 0.0231
2000 | 2.0106 | 2.0123 | 0.1017 | 0.1425 | 0.1207 | 0.1754 | 0.0106 | 0.0123

TaBLE 3.4 — Estimation des parametres du modele de Lomax avec le censure type II
poura=25et0 =3

n Moyenne MAE RMSE Biais
a 0 a 0 a 0 a 0
100 | 2.42909 | 3.1042 | 0.07492 | 0.1091 | 0.1245 | 0.1828 | -0.0709 | 0.1042
500 | 2.4408 | 3.0840 | 0.05911 | 0.0840 | 0.0852 | 0.1218 | -0.0511 | 0.0840
1000 | 2.4580 | 3.0596 | 0.0419 | 0.0596 | 0.06780 | 0.09665 | -0.0419 | 0.0596
2000 | 2.4621 | 3.0533 | 0.0378 | 0.0533 | 0.05631 | 0.0793 | -0.0378 | 0.0533
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Ficure 3.2 — Estimation du parametre du modele de Lomax avec censure type II

On observe une amélioration notable des performances des estimateurs (en termes
de MAE, RMSE et biais) lorsque la taille de I’échantillon augmente, ce qui confirme la

consistance des estimateurs utilisés pour le modele de Lomax sous censure de type II.

3.4 Inférence pour laloi de Lomax sous censure progres-

sive de type II

Dans cette section, nous considérons la situation ou les données issues d’un échan-
tillon suivent un schéma de censure progressive de type II. Ce type de censure est par-
ticulierement adapté aux expériences de fiabilité ou un certain nombre d’unités sont
retirées de I’expérience a différents moments prédéterminés, en fonction des temps de
défaillance observés.

Soit n le nombre total d’unités a l’essai, et r le nombre de défaillances observées
avant la fin de I'expérience. Apres chaque défaillance i, un nombre R; d’unités encore

en vie est retiré de ’expérience, avec :

.
E Ri=n-r
i=1

Soient x1,x,,...,x, les temps de défaillance observés, ordonnés, et supposés suivre

une loi de Lomax de densité :

et fonction de survie :

51



CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE SUR LA DISTRIBUTION DE LOMAX
AVEC LES TESTS D’ACCELERATION ET DE CENSURE

La fonction de vraisemblance sous une censure progressive de type II s’écrit :

La,0)=C-[ | f(xisa,0)-S(xi;a,0)"
i=1

n!
ou C = - est une constante combinatoire.
(n—r)L-TT, B!
En remplagant f et S, on obtient :
a’ r x: \~(@+1) x \~Ria
L(a,0)=C- (=)~ (1+—1) (1+—)
(@,0)=C-(Gr)] 0 0

3.4.1 Gradient de la log-vraisemblance

La fonction de log-vraisemblance s’écrit :

.
X; X;
{(a,0) =log C +rloga —rlog6 + ;[—(a + 1)10g(1 + é)—Rialog(l + 51)]
1=

Les dérivées partielles (le gradient) sont données par :

o r - X;
o= ) (~Ri=1)log(1+ 5)

i=1

o —r - X;
%—54- L (a(l+R,)+1)m
3.4.2 Matrice Hessienne
22InL  J?InL
OOS vl
000« 00?2
P
da? a2
825 r Xi
~ a0 izl(”RZ’)'(e(mxi))
2’0 r ’ x;(20 + x;)
B a—ez:ﬁ—D“(“Ri“”'[Wl

i=1

Les résultats présentés dans les tableaux suivants ont été obtenus a I’aide de 1a méthode

du maximum de vraisemblance (MLE), en utilisant un schéma de censure progressive

de type II spécifique pour chaque cas. Chaque estimation a été basée sur 1000 répé-

titions de simulations Monte Carlo, en adoptant des schémas de censure R différents
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pour illustrer l'effet de la censure progressive sur l’estimation des parameétres du mo-

deéle de Lomax.

TaBLE 3.5 — Estimation des parametres du modeéle de Lomax avec censure progressive
de typell poura=1,0 =1

n r MLE Biais RMSE
o ?) « 0 o ?)

30 | 10 | 0.4803 | 0.7901 | -0.5196 | -0.2098 | 0.5487 | 0.2182

30 | 15| 0.4262 | 0.7774 | -0.5737 | -0.2225 | 0.6002 | 0.235520
30 | 20 | 0.6228 | 0.8229 | -0.3771 | -0.1770 | 0.3946 | 0.1834

50 |10 | 0.7377 | 0.7884 | -0.2622 | -0.2115 | 0.2749 | 0.2129

50 | 15| 0.7360 | 0.8142 | -0.2693 | -0.1857 | 0.2787 | 0.1864

50 | 20 | 0.7213 | 0.8349 | -0.2786 | -0.1650 | 0.2861 0.1656

TaBLE 3.6 — Estimation des parametres du modele de Lomax avec censure progressive
de type Il pour a =2 ,0 =2

n r MLE Biais RMSE
a 0 a 0 a ?)

30 | 10 | 0.7503 | 0.8098 | -0.2496 | -0.1901 | 0.2586 | 0.1936
30 | 15| 0.7364 | 0.8404 | -0.2635 | -0.1595 | 0.2704 | 0.1611
30 | 20 | 0.7063 | 0.8449 | -0.2936 | -0.1550 | 0.3009 | 0.1564
50| 10| 0.7514 | 0.7867 | -0.2485 | -0.2132 | 0.2584 | 0.2145
50 | 15| 0.7504 | 0.8102 | -0.2495 | -0.1897 | 0.2561 | 0. 1908
50 | 20 | 0.7490 | 0.8296 | -0.2509 | -0.1703 | 0.2560 | 0.1712

3.5 Inférence sur la distribution de Lomax sous un mo-

dele d’accélération exponentiel de type CSALT

Dans le cadre des tests d’accélération, il est courant de supposer que le parametre
d’échelle d’un modele de fiabilité dépend du facteur d’accélération z selon une relation
exponentielle du type :

0(z) =0 -exp(—pz), ou 6y >0

représente le parametre d’échelle sous conditions normales, et f mesure l'effet du fac-
teur d’accélération sur la fiabilité du systeme.
En appliquant cette relation au modele de Lomax, dont la densité de probabilité est

donnée par :

—(a+1)
flx;a,0)= %(1+g)

on obtient la densité ajustée au facteur z :

fxa,60,B) =

—(a+1)
a
1+ .
906_[32 ( 906‘52)
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La log-vraisemblance associée a un échantillon (xq,...

zest:

n
— _ _ Xi
{(a, 00, B) = nlog(a)—nlog(6y) + npz—(a+1) ;log(l + Goe‘ﬁz)'
Les dérivées premieres ( gradient ) sont données par :

a _n_ ilo L %

da  « o 8 Opeh?)
oC . :

% —Gi + (oc + 1) Xi ,
0 0 i=1 636‘/52(1 + _ﬁz)
L4 . :
a—:nz+(a+1) - Xiz
P 5| oot (14 52 )
3.5.1 Matrice hessienne
N Xi
ou })z 0 e_ﬂzy
_ ; Vi i )iz
a? i=1 (L +2i)6 i=1 (L+i)
_ - ' no_ - v; 2y ] _ d vz iz
=L 0508, yl) o @D L |Trg mn| @D L | mre ~ me
- Yiz _ - vz yiz ] vi2 v;z* ]
BEES (o 1)i§1[<1+yi>290 900 ~la+) Z (FESALAET

3.5.2 Estimation des parametres du modele de Lomax avec le test

d’accélération CSALT

Les résultats du tableau 3.7 sont obtenus a partir de 100 réplications pour chaque

taille d’échantillon, en considérant un facteur d’accélération constant z = 3.

,X,) observé sous un facteur constant

|
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TaBLE 3.7 — Estimation des parametres du modele de Lomax avec CSALT pour a = 1.2,
Op=28etp=1

n MLE Biais RMSE
a 0o B a 0o B a 0o B
50 | 1.4385 | 3.0237 | 1.0162 | 0.2386 | 0.2237 | 0.0162 | 0.6147 | 0..2277 | 0.1704
100 | 1.33 |2.9973 | 1.009 | 0.13 | 0.1973 | 0.009 | 0.3092 | 0.1986 | 0.1109
200 | 1.2396 | 3.0531 | 0.9721 | 0.0391 | 0.1972 | -0.0279 | 0.2113 | 0.19842 | 0.0889
500 | 1.2088 | 2.9891 | 0.9773 | 0.0088 | 0.1891 | -0.0227 | 0.1288 | 0.1980 | 0.0611
3.6 Inférence sur la distribution de Lomax sous un mo-

dele d’accélération exponentiel de type CSALT avec

censure de type II

la densité de probabilité est donnée par :

a x \~(a+l)
sa, 0 :—(1 —) , > 0.
f(xa,0) 5 +9 X

Dans un test de vie accéléré a contrainte constante (CSALT), on suppose que 1’échelle

0 dépend du niveau de stress z selon le modele exponentiel
6(2) = 90 e_ﬂz,

ou O, est la valeur de référence (stress nul) et § > 0 le coefficient de sensibilité au
stress. Sous censure de type II (arrét apres r défaillances observées sur un total de n

échantillons), la fonction de vraisemblance s’écrit

4 n-—r
L(a,0,p) = I_If(xi;a,Q(z)) X [1 —P(x(r);a,Q(z))] ,
i=1
avec .
F(x;a,0)=1 —(1 + %) )
On en déduit la log-vraisemblance

r

{(a,00,p)=rIlna—-rIn6(z) - (a+ 1)Zln(1 +%) - a(n—r)ln(l + gérz)))

3.6.1 Dérivées premieres
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x(r)/E)(z)2

9t _( r ~  x;/0(2) x)/0(2)*
0 1+x()/6(z2)

90, —@+(a+l) ————+a(n-r

—Bz
o 1+x;/0(z) ) e

o % -
@—Z[”(“H);e(z)mi +a(n—r)-m]

3.6.2 Matrice Hessienne

005 | 0(2) L\ 0(2)2(0(2) +x,)? 0(2)2(0(2) + x)
9%¢ s 4 : x(zr)
8_[%2_2 [(a+1)i:1((9(z x1)2)+a(n—r)-[(Q(Z)er(r))zﬂ,

82€ 4 X; _ x(r) _
- o Bz _ [, _ Bz
Ja 90, ;(e<z>2+xie<z>)e g ”(9(z>2+x<r>9<z>)e ’

1=

d2%¢ 3 : X; X(r)
dadp _z[;«(e(z)+xi)+(n_r)(9(2)+x(r))]'

1t
dBI0,

r
6(2)°

— [ x;(20(z) + x;) x(r)(20(2) + X)) gz
+(a+1) 1(6 z)2(6(z)+xi)2)+a(n_r)'( +x(r))2)]><ze :

3.6.3 Estimation des parametres sous censure de type II avec le test
d’accélération CSALT

Les résultats présentés dans le tableau 3.8 sont obtenus a partir de 100 réplications
pour chaque taille d’échantillon, en considérant un facteur d’accélération constant
z = 25. L'estimation des parameétres du modele de Lomax a été réalisée sous censure
de type II, ou l'on suppose que seulement les r = 0,7n premieres défaillances sont ob-
servées dans chaque échantillon. Cette configuration permet d’étudier la performance

des estimateurs dans un contexte réaliste ou I'information est partiellement censurée.
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TaBLE 3.8 — Estimation des parametres du modele de Lomax avec CSALT et censure
typell poura =2 ,0p=3et =2

n MLE Biais RMSE
a ) B a 0o p a o p
50 | 2.3616 | 2.9813 | 1.9461 | 0.3619 | -0.0187 | -0.0539 | 0.0632 | 0.0187 | 0.0726
100 | 2.0313 | 2.9925 | 2.0672 | 0.0313 | -0.0075 | 0.0672 | 0.0313 | 0.0075 | 0.0672
200 | 2.0284 | 2.9935 | 2.0673 | 0.0284 | -0.0065 | 0.0673 | 0.0284 | 0.0063 | 0.0563
500 | 2.0113 | 2.9965 | 2.0553 | 0.0113 | -0.0025 | 0.0553 | 0.0152 | 0.0041 | 0.0328

Remarque : Le tableau 3.8 montre que la performance des estimateurs s’améliore
avec l'augmentation de la taille de I’échantillon n. On observe que le biais ainsi que l'er-
reur quadratique moyenne (RMSE) diminuent progressivement lorsque n augmente.
Cela indique que les estimateurs des paramétres «, 0 et p deviennent plus précis et
plus stables dans le contexte de censure de type II combinée avec le plan d’accélération
CSALT.

3.7 Inference des parametres du modele de Lomax sous
un plan a accélération constante multiplicative (CSALT)

avec censure progressive de type II

On suppose que les temps de défaillance suivent une loi de Lomax avec une fonc-

tion de densité donnée par :

—(a+1)
f(t;a,0) = )\%(1 N 1) ,

et la fonction de survie associée :
¢ -al
S(t;a,0) = (1 ; —)

Nous considérons deux régimes d’essai :

Régime normal : la fonction est appliquée telle quelle.

Régime accéléré : la fonction de risque est multipliée par un facteur d’accélération
A>1.

3.7.1 Fonction de risque

La fonction de taux de risque est

iz(t)—ﬁ(luri)_1 £>0, 6>0, a>0
_9 9 ’ ’
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Sous le régime normal :

Sous le régime accéléré :

-1
h2(t):/\h1(t):/\g(l+é) £50, 050, a>0
3.7.2 Matrice Hessienne
2%¢ r
97~ a2 39)
2%¢ r
ErERe (3.10)
L ZR lo (1+—) (3.11)
dad) 8/\8 8 '
oL Z 5 +/‘\iR~—x" (3.12)
dad0  00da =02 +0x; L= '02 + Ox; '
0% 0% - X;
9190 ~ 9001 “;R" 02+ 0x; (3:13)
0°C 1 x;(0x; +267) x;(0x; +2607)
Z - (a+1 RN 14
207 gz @t )Z 02+ 0x,)? AZ O+ 0x)7 (3-14)

i=1

Afin d’évaluer la performance de l'estimation des parametres du modele Lomax
sous censure progressive de type II, une étude de simulation a été réalisée en utilisant
1000 répétitions pour différentes valeurs de n et r, tout en fixant les valeurs réelles des
parameétres a a, 0 et A.

Les données censurées ont été générées selon différents schémas de censure progres-
sive dans le code de simulation, ou les distributions des unités éliminées apres chaque
échec ont été modifiées par le vecteur de censure R, afin de tester 'impact de la struc-
ture de censure sur la précision de ’estimation.

Pour chaque cas, les estimateurs du maximum de vraisemblance (EMV) ont été
calculés, ainsi que le biais (Biais) et la racine carrée de 'erreur quadratique moyenne
(RMSE) associés a chaque parametre du modele, a, 0 et A. Les résultats obtenus sont

présentés dans le tableau suivant.
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TaBLE 3.9 — Estimations des parameétres pour différentes valeurs de n et r avec CSALT
et censure progressive type Il poura=1,0 =2et A =1.5

n|r a 0 A Biais,, Biaisg Biais, | RMSE, | RMSEy | RMSE

10 | 1.0323 | 2.0525 | 1.4725 | 0.0323 | 0.0525 | -0.0315 | 0.2552 | 0.3211 | 0.4154

30|15 | 1.0103 | 2.0154 | 1.4924 | 0.0103 | 0.0154 | -0.0103 | 0.2432 | 0.2921 | 0.3587

20 | 0.9922 | 1.9656 | 1.5335 | -0.0088 | -0.0344 | 0.0388 | 0.2312 | 0.2811 | 0.3443

10 | 1.0223 | 2.0464 | 1.4858 | 0.0223 | 0.0464 | -0.0221 | 0.1854 | 0.2437 | 0.3132

50 | 15 | 1.0214 | 2.0456 | 1.5553 | 0.0124 | 0.0216 | 0.0456 | 0.1532 | 0.2157 | 0.2828

20 | 0.9950 | 1.9721 | 1.5157 | -0.0050 | -0.0279 | 0.0157 | 0.1425 | 0.2120 | 0.2213
TaBLE 3.10 — Estimations des parametres pour différentes valeurs de n et r avec a = 2,

0 =3 et A = 2 sous censure progressive de type II

n|r a 6 A Biais, | Biaisp | Biais, | RMSE, | RMSEq | RMSE,

10 | 2.0152 | 3.0525 | 1.9725 | 0.0152 | 0.0525 | -0.0275 | 0.0323 | 0.0525 | 0.4154

30| 15| 2.0103 | 3.0154 | 1.9924 | 0.0103 | 0.0154 | -0.0076 | 0.0103 | 0.0154 | 0.3587

20 | 1.9962 | 2.9654 | 1.9511 | -0.0038 | -0.0346 | -0.0489 | 0.0154 | 0.0346 | 0.3443

10 | 2.0223 | 3.0464 | 2.0458 | 0.0223 | 0.0464 | 0.0458 | 0.0252 | 0.0464 | 0.3187

50 | 15 | 2.0121 | 3.0056 | 2.0129 | 0.0121 | 0.0056 | 0.0129 | 0.0121 | 0.0056 | 0.2213

20 | 1.9950 | 2.9721 | 2.0001 | -0.0050 | -0.0279 | 0.0001 | 0.0092 | 0.0279 | 0.2213

3.8 Application des Données Réelles

Dans cette section, nous procédons a une application pratique des données réelles
collectées, avec pour objectif crucial d’évaluer 'adéquation des différentes distribu-
tions statistiques. En analysant ces données concretes, nous cherchons a démontrer
que la loi de Lomax surpasse les autres distributions dans la modélisation de ce phéno-
mene, confirmant ainsi son importance et son efficacité dans l’interprétation du com-

portement statistique de ces données.

3.8.1 Ensemble des données

cet ensemble de données représente un ensemble de données non censurées corres-
pondant a la rémission (en mois) d’un échantillon aléatoire de 128 patients atteints de
cancer de la vessie rapportés dans Lee et Wang [45]

(0.08, 2.09, 3.48, 4.87, 6.94, 8.66, 13.11, 23.63, 0.20, 2.23, 3.52, 4.98, 6.97, 9.02,
13.29, 0.40, 2.26, 3.57, 5.06, 7.09, 9.22, 13.80, 25.74, 0.50, 2.46, 3.64, 5.09, 7.26, 9.47,
14.24, 25.82, 0.51, 2.54, 3.70, 5.17, 7.28, 9.74, 14.76, 26.31, 0.81, 2.62, 3.82, 5.32, 7.32,
10.06, 14.77, 32.15, 2.64, 3.88, 5.32, 7.39, 10.34, 14.83, 34.26, 0.90, 2.69, 4.18, 5.34,
7.59, 10.66, 15.96, 36.66, 1.05, 2.69, 4.23, 5.41, 7.62, 10.75, 16.62, 43.01, 1.19, 2.75,
4.26, 5.41, 7.63, 17.12, 46.12, 1.26, 2.83, 4.33, 5.49, 7.66, 11.25, 17.14, 79.05, 1.35,
2.87,5.62,7.87,11.64,17.36, 1.40, 3.02, 4.34,5.71,7.93,11.79, 18.10, 1.46, 4.40, 5.85,
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8.26,11.98,19.13,1.76, 3.25, 4.50, 6.25, 8.37,12.02, 2.02, 3.31, 4.51, 6.54, 8.53, 12.03,
20.28, 2.02, 3.36, 6.76, 12.07, 21.73, 2.07, 3.36, 6.93, 8.65, 12.63, 22.69)
Les données (waitingtimes) sont disponibles dans le package (Fitdistrplus); nous al-

lons donc étudier les parametres descriptifs.

3.8.2 Description des données

Les statistiques suivantes ont été obtenues a partir du résumé summary(x) :

TaBLE 3.11 — Résumé de la description statistique du jeu de données

Statistique | Valeur
Minimum | 0.06481
1¢" quartile | 0.4564

Médiane 1.17210
Moyenne 2.5327

3¢ quartile | 2.18651
Maximum | 20.2305

Boxplot istogramme + densité Fonction de surv

Histogram of x epsite Lomex
oo 24 1
— . o I
1
g 1
3 ° ! \\
C o | =
% - N § = 1
3 S &4 ’ ]'t
L ; T
wn - 1
S - 1
1
g - L
o — — g - %
“
| | | | | | K “
0 5 10 15 20 25 g J g
T T T T = [ I rrrrrTT
X 0 510 05 10 02 4 6
Temps de survie (jour Temps de survie Temps (jours)
Ficure 3.3 — Histogramme des para- Ficure 3.4 — Résumé graphique des
metres discriptif des donnees des du- durées de survie des cobayes infectés
rees survie par des bacilles tuberculeux virulents

3.8.3 Ajustement des données par la loi de Lomax

Afin de comparer les trois modeles de distribution, nous considérons des criteres
comme, AIC (Akaike critere d’information), BIC (critere d’information bayésien) et KS

(test de Kolmogorov-Smirnov), CV (cramer-von Mises) et AD (Anderson-Darling) pour
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le jeu de données. La meilleure distribution correspond aux petits, AIC, BIC, KS, CV,
et Valeurs AD :

AIC =2K -2,

BIC =K+log(n)—21 et KS =sup|F,(x)—F(x)]
X

_ xz/n 2 e (Fn(x) _P(x))2
VE\ming -1 ¢ AT ”Lo Fx)(1 - F(x) T

ou

1<
Fn(x) = Z ZIX,Sx
i=1

est la fonction de distribution empirique, F(x) est la fonction de distribution cumula-
tive, K est le nombre de parametres dans le modele statistique, n la taille de I’échan-

tillon et I est la valeur maximisée de la fonction log-vraisemblance sous le modéle.

TaBLE 3.12 — Comparaison des criteres de validation de l’ajustement par des lois selon
les criteres AIC, BIC, KS, CvM et AD

Distribution AIC BIC KS CvM AD

Exponentielle | 79.1714 | 80.1672 | 0.21303 | 0.2728 | 1.5075
normal 119.8906 | 121.8821 | 0.3266 | 0.5878 | 3.2327
Weibull 77.3078 | 79.2992 | 0.1421 | 0.0577 | 0.4192
Lomax 74.8240 76.81 0.0914 | 0.0231 | 0.1819
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Ficure 3.5 — Ajustement de la loi Lomax

3.8.4 Estimation des parametres du modele

A l'aide de la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) appliquée aux don-
nées completes, nous avons obtenu les estimations suivantes des parametres du modéele

Lomax :

4@=1912 et O=2.46

3.8.5 Estimation du Maximum de Vraisemblance (MLE) pour ’en-
semble des données avec un censure progressive type II
Voici le tableau récapitulatif des estimations du Maximum de Vraisemblance (MLE)

pour les parameétres a et 6 du modele de Lomax, calculées avec les données x, de taille

n =128 et un schéma de censure progressive de Type II standard (ou tous les éléments
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restants sont retirés au moment de la r-ieme défaillance).

TaBLE 3.13 — Estimations MLE avec Censure Progressive Type II pour ’ensemble des
données réelles (n =128)

7y

T a 0 n—r
15| 0.5741 | 1.3712 | 113
20| 0.7410 | 1.5372 | 108
30 | 0.9022 | 1.8841 | 98

Ce tableau présente les valeurs estimées des parametres a et O de votre modele
pour chaque scénario de nombre de défaillances observées (r). Les valeurs de R, in-
diquent le nombre d’unités restantes qui ont été retirées du test au moment de la r-

iéme défaillance.

3.8.6 Estimation du Maximum de Vraisemblance (MLE) avec cen-

sure progressive type II et un test d’accélération constante CSALT

Voici le tableau récapitulatif des estimations du Maximum de Vraisemblance (MLE)
pour les parametres a, 6, et A (alpha=1, theta=1 ,Jambda=2), calculées avec vos don-
nées x,en considérant un nombre total d’éléments initialement testés n = 128 et un
schéma de censure progressive de Type II standard (ou tous les éléments restants sont

retirés au moment de la r-ieme défaillance).

TaBLE 3.14 — Estimations MLE avec Censure Progressive Type II et un test d’accéléra-
tion constante CSALT pour ’ensemble des données réelles (n = 128)

r a 0 A n—r
15| 0.6723 | 0.7221 | 1.4584 | 113
20 | 0.7812 | 0.9801 | 1.6992 | 108
30 | 0.9554 | 1.002 | 1.8434 | 98

Les tableaux de résultats démontrent la supériorité de la loi de Lomax pour mo-
déliser les données de rémission du cancer de la vessie. Elle surpasse nettement les
autres distributions (exponentielle, normale et Weibull), comme en témoignent clai-
rement les valeurs plus faibles de ’AIC, du BIC, du KS, du CvM et de I’AD obtenues
pour le modele de Lomax.

Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblance (MLE) indiquent que
le modéle de Lomax a deux paramétres (d et 6), ainsi que sa version étendue avec un
paramétre d’accélération (A), s’ajustent trés bien aux données, méme sous des schémas
de censure progressive de Type II. Il est également important de noter que les esti-
mations des parametres varient en fonction du nombre de défaillances observées (r),
ce qui souligne I'impact de la quantité d’informations disponibles sur la précision des

estimations.
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Les trois figures comparent les fonctions de survie selon trois modeles :
— Standard : sans censure ni accélération (courbe bleue).
— Progressive : avec censure progressive de type II (courbe rouge).
— CSALT : avec censure progressive et test d’accélération constant (courbe vio-
lette).
Observations principales :
— Le modele CSALT présente une décroissance plus rapide, ce qui indique un effet
notable de I'accélération sur la durée de vie.
— Lorsque la valeur de r augmente (15 et 20, 30), les courbes deviennent plus
stables et l’effet de la censure diminue.
— La différence entre les modeles est plus marquée pour des valeurs faibles de 7,
en raison de la quantité limitée d’information observée.
Conclusion : L'ajout d’un test d’accélération (CSALT) réduit significativement la sur-
vie estimée, notamment lorsque le nombre d’unités observées est faible. Cela met en
évidence l'effet combiné de la censure progressive et de 1’accélération sur la fiabilité

du systeme.
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CONCLUSION GENERALE

Cette étude a permis d’approfondir la compréhension des concepts fondamentaux
relatifs a la fiabilité des systémes, avec un accent particulier sur ’application des tests
d’accélération pour évaluer la durée de vie des produits et des composants. Grace a
I'utilisation de modeles statistiques, notamment le modele de Lomax et les distribu-
tions probabilistes classiques, nous avons étudié 1'impact des conditions opération-
nelles séveres sur la fiabilité des systemes.

L'une des contributions majeures de ce travail a été l'application des techniques
de censure dans l’analyse de données incompletes ou manquantes, un défi récurrent
dans le domaine de la fiabilité. L'utilisation de la méthode de Newton-Raphson pour
I’estimation des parametres des modeéles statistiques a également prouvé son efficacité,
en permettant de surmonter les difficultés liées a la résolution d’équations numeériques
complexes.

De plus, 'intégration des tests d’accélération, notamment les tests de durée de vie
accélérée (ALT), a montré son efficacité pour réduire le temps nécessaire a la collecte
des données essentielles sur les produits et systemes. Cela permet une meilleure pré-
diction des défaillances et améliore les stratégies de maintenance et de conception.

En conclusion, ce travail a mis en lumiere I'importance de la fiabilité dans la concep-
tion et la gestion des systemes, en soulignant les avantages de l’application des mé-
thodes statistiques avancées et des tests d’accélération pour garantir des performances
optimales et prolonger la durée de vie des produits. Les résultats obtenus ouvrent la
voie a des recherches futures et a des améliorations dans ce domaine, appelant a pour-
suivre les efforts pour affiner les modeles de fiabilité et renforcer la robustesse des

systemes face aux défis de I'ingénierie moderne.
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