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Resume : 

Notre sujet consiste a faire une simulation numerique des ecoulements regis 
par les equations d'Euler, ces demieres sont utilisees pour obtenir des solutions des 
ecoulements non visqueux, compressibles et rotationnels. La strategic numerique de 
resolution utilisee consiste a discretiser les equations par la technique de volumes 
fmis, a I'aide d'un maillage a elements centres. 

Dans cette etude, un schema robuste a ete propose pour la simulation des 
ecoulements compressibles transsoniques, ainsi pour des ecoulements avec 
discontinuites comme les ondes de choc. Cette methode est basee sur une technique 
de volumes finis du deuxieme ordre dans I'espace et sur une discretisation explicite 
dans le temps, qui utilise des ressources informatiques moins importantes qu'une 
discretisation implicite meme si I'avancement de la solution dans le temps est moins 
rapide. 

Afm de resoudre les equations physiques gouvemant le probleme, on utilise 
un schema qui se base sur la methode de Runge Kutta explicite en introduisant la 
viscosite artificielle d'ordre eleve pour minimiser les fluctuations qui peuvent se 
presenter dans les regions de discontinuites (choc) ou de forts gradients. Ainsi ce 
schema est applique pour im cas test « profil symetrique NACA 0012 ». 

Mots cles : Equations d'Euler- Runge Kutta -Ecoulement transsomque, 
Ecoulement stationnaire - Methodes numeriques - Generation de maillage - Methode 
des volumes fmis - Aerodynamique. 

Abstract 

The subject of this work is the numerical simulation of flows governed by the 
Euler equations. The Euler equations are used to obtain solutions of non-viscous, 
compressible and rotational flows. The numerical solution strategy consists in the 
discretisation of the equation by means of finite volume technique using center 
element of mesh. 

In this work, we proposed a robust scheme for compressible and transonic 
flows with discontinuities such as shock waves. The computational method is based 
on a fmite volumes technique of second order in space solved using an explicit time 
discretisation. This technique uses low computational resources as compared to the 
implicit discretisation, but the convergence of the solution in time is not as fast. 

The flux across the cell faces is evaluated using a scheme based on Runge 
Kutta explicit method, with introducing an explicit artificial viscosity of high order to 
reduce a fluctuation witch can be present in a discontinuities regions or high gradient, 
also this scheme wi l l be applied for test case « symmetrical aerofoil NACA0012 ». 

Keywords: Euler Equations - Runge Kutta - Transonic flow - steady flow -
Numerical methods -Grid generation - finite volume method- Aerodynamics. 
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Chapitre I INTRODUCTION 

CHAPITRE I 

INTRODUCTION 

I . l Introduction 

L'objectif principal de ce memoire est de developper une methode numerique 

efficace afin de simuler I'ecoulement transsonique, compressible et non \dsqueux 

autour d'une geometric bidimensionncllc de type profil d'aile. 

Cette simulation pent etre faite par la resolution de potentiel complet (fuU 

potentiel ) qui nous permet de reduire le systeme d'equations d'Euler pour un 

ecoulement de faible rotationalite a une seule equation de la vitesse[l]. 

Cependant pour un ecoulement de forte rotationalite, la methode du potentiel 

complet n'est plus valable et par suite, la resolution du systeme d'equations d'Euler 

est inevitable pour une simulation correcte, qui est la problematique de notre sujet. 

Dans la Utterature speciaUsee, i l existe une variete de schemas mmieriques 

pour la resolution du systeme d'equations d'Euler qui ont la nature convective et 

hyperbolique par rapport au temps. Differents schemas numeriques ont ete elabores 

selon les differentes methodes existantes en differences finies, volumes finis et 

elements finis, et selon la nature expticite ou implicite du schema choisi. 

Afin de resoudre le systeme d'equations d'Euler, on a adopte une methode avec 

independance par rapport au temps « time independante method» basee sur une 

discretisation en volume fiius et la resolution des equations differentielles ordtnaires 

obtenus par le schema de Runge Kutta expticite. 

1 



Chapitre I INTRODUCTION 

Cette demiere, actuellement est largement utilisee par les plus celebres 

laboratoires de recherches en CFD (Computational Fluid Dynamics) dans leurs 

elaborations des codes de calcul pour la simulation des ecoulements internes ou 

extemes (PHONIX, TEAM...) autour des geometries complexes, car elle est plus 

efficace que les methodes en differences fmies du point de we de sa forme integrale 

et de la flexibilite du maillage, contrairement a la forme differentielle et I'exigence 

d'un maillage rectangulaire pour la methode des differences finies ainsi la difficulte 

de numerotation des noeuds exigee par la methode des elements fmis. [2] 

1.2 MOTIVATION : 

L'experience est un moyen indispensable et efficace pour predne les 

caracteristiques d'un ecoulement, car elle a I'avantage de generer la solution la plus 

realiste, ce type de methode necessite un cout tres eleve du point de vue temps de 

calcul et moyen d'experimentations. Par exemple, i l a ete estime que pres de 20.000 

heures de temps des essais en soufflerie sont depensees dans le developpement de la 

conception de I'avion commercial Boeing 747. 

Le regime transsonique, qui se rencontre dans le vol de croisiere des avions de 

transport et dans le vol en manoeuvre des avions militaires est caracterise par un 

nombre de Mach a I'infini amont inferieur legerement a Funite, ce qui va creer une 

pochette d'ecoulement supersonique limitee par une ligne sonique autour de la 

geometric en question. Cette demiere se terminc generalcment par une onde de choc 

qui decelere I'ecoulement vers les conditions subsoniques, voir fig.(1.1). 

Dans rexperimentation, la simulation d'un tel ecoulement necessite 

d'approximer le nombre de Mach du vol a Fintericur de la soufflerie, cela conduit a la , 

constmction d'une soufflerie cryogenique tres complcxe qui facilite la tache [1]. 

Aujourd'hui, en dynamique des fluides et en aerodynamique, les resultats 

numeriques sont obtenus plus rapidement et a un cout moindre que les resultats 

experimcntaux, Cela fait que les organismes de recherches aeronautiques et spatiales, 

meme les plus grands qui ont les moyens pour obtenir des resultats experimcntaux. 

2 



Chapitre I INTRODUCTION 

accordent de plus en plus d'importance aux codes numeriques afin de realiser leurs 

projets [10]. 

Done rapproximation par simulation numerique est tres utile dans les etapes 

preliminaires de conception, pour identifier rapidement les formes d'obstacles ou les 

configurations complexes, afin de reduire le temps consomme par la soufflerie [4]. 

1.3 L E S EQUATIONS D ' E U L E R : 

L'etude d'un tel ecoulement est reliee au choix du modele mathematique. La 

modelisation numerique a partir des equations completes de Navier-Stokes est assez 

complexe. Lorsqu'on neglige la dissipation visqueuse, la representation physique la 

plus rigoureuse des ecoulements est foumie par les equations d'Euler. 

Les equations d'Euler constituent dans Tapproximation d'un fluide parfait non-

conducteur de la chaleur, et qui seront I'objet du deuxieme chapitre, le modele 

mathematique le plus complet pour la simulation numerique des ecoulements 

transsoniques. 

Les equations d'Euler forment un systeme hyperbolique non lineaire et selon la 

methode utilisee pour avancer la solution dans le temps, la resolution demande plus ou 

moins de ressources informatiques. 

En effet, I'approche basee sur les equations d'Euler n'introduit aucune 

hypothese limitative sur I'intensite des ondes de choc, comme c'est le cas dans les 

approches basees sur I'equation du potentiel complet [5-6] ni en outre sur I'epaisseur 

des profils ou I'amplitude des mouvements comme i l est fait dans I'approche 

classique dite approximation des petites perturbations transsoniques. 

3 
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Figure l.a Zones de pression aux alentour 
du profil d'aile pour un ecoulement 
transsonique 

Nombre de Mach 
amont Minf < 1 

Figure 1 .b Ecoulement transsonique non visqueux 
Autour du profil d'aile 

4 



Chapitre I INTRODUCTION 

1-4 SCHEMAS NUMERIQUES DE DISCRETISATION : 

On pourrait classifier les methodes en explicites qui sont soumises a des 

restrictions du pas de temps impose par le critere CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy) de 

stabilite, et implicites qui resolvent les equations de conservation d'une fa9on couplee, 

ce qui fait qu'elles ne sont pas limitees par le critere CFL. Par contre les schemas 

numeriques implicites demandent beaucoup de ressources informatiques parce qu'ils 

conduisent a la resolution d'une matrice multidimensionnelle [3], la technique 

employee lors de ce travail est basee sur une discretisation explicite dans le temps 

Rappelons les schemas numeriques de discretisation les plus cormus qui 

developpes par la technique des volumes fmis. S.K Godunov (1957) [3-7] a ete 

premier a resoudre le probleme de Riemann qui se manifeste comme une 

discontinuite entre deux etats uniformes de fluide. I I a trouve un procede iteratif pour 

resoudre les problemes de Riemann presents a I'interface de chaque paire d'etats 

adjacents. Cependant, le cout de calcul est tres eleve lorsqu'on utilise une solution 

initiale inadequate. Toutes les methodes developpees pendant les annees (1960-1970) 

consistent a trouver la solution au probleme de Riemann. Ces schemas demandaient 

de la viscosite artificielle explicite pour satisfaire les criteres de stabilite, grace a 

I'idee de J. Von Neumann et R.D Richtmyer (1950). Cette methode consiste a 

modifier les equations du fluide parfait en introduisant un terme jouant le role d'une 

viscosite artificielle, construite de fa9on a etre negligeable en dehors des ondes de 

choc, et donne a celles-ci une structure visqueuse artificielle sur une epaisseur de 

quelques mailles. [4]. 

Les schemas proposes apres I'annee 1970 sont bases sur la theorie des 

caracteristiques et on pent les classifier en deux categories ; division du vecteur du 

flux (FVS-flux vector splitting) et division de la difference du flux (FDS-flux 

difference splitting). 

Steger et Warming (1979) [3-9] ont ete les premiers qu'ont divise le flux a un 

point d'ecoulement en deux composantes de flux et chaque composante pouvait etre 
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differencier en amont suivant le signe des valeurs propres correspondantes. Pour les 

equations d'Euler les valeurs propres representent les vitesses et les directions d'ondes 

de propagation de 1'information dans I'ecoulement. 

Faisant suite aux travaux precurseurs de Magnus-Yoshihara [7] pour le calcul 

d'un profil portant en ecoulement stationnaire a partir du schema explicite de Lax-

Wendrof, une importante activite a ete consacre au developpement des methodes 

numeriques de resolution des equations d'Euler par le calcul d'ecoulement 

transsoniques avec chocs. 

1.5 GRANDES LIGNES 

La logique de simulation des ecoulements transsoniques autour du profil 

d'aile gouvemes par les equations d'Euler nous a conduit a suivre le plan de travail 

suivant: 

Dans le premier chapitre d'introduction, nous avons parle sur les ecoulements 

envisages et le but de notre travail d'une maniere generale alors, que le deuxieme 

chapitre presentera la formulation mathematique du systeme d'equations d'Euler, ou 

en va rappeler les proprietes mathematiques et algebriques de ces demieres. 

Les methodes de calcul proposees sont basees sur la techruque de volumes 

finis du deuxieme ordre dans I'espace, qui sera presentee dans le troisieme chapitre. 

La discretisation des equations physiques gouvemant le probleme en 

volumes finis avec une methode de generation de maillage appropriee, puis les 

resoudre par un schema de RUNGE-KUTTA explicite en introduisant la viscosite 

artificielle d'ordre eleve, pour niiriirniser les fluctuations qui peuvent se presenter 

dans les regions de discontinuites ou de forts gradients (chocs), seront developpes 

dans le quatiieme chapitre, en particulier, les organigi-ammes de noti-e code elabore 

representent la contribution majeure de ce memoire. 

6 
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Des conlrontations avec d'autres schemas de resolution des equations 
d'Euler ou avec ceux obtenus en resolvant I'equation du potentiel complet publics 
dans la, littei^afure scipntifique specialisee nous pennettons de discuter les resultats 
obteims, qui font I'objet du cinquieme chapitie. 

Finalement, une conclusion sera tiree et les perspectives de recherches 
ulterieures seront presentees. 

7 
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CHAPITRE II 

FORMULATION MATHEMATIQUE DU SYSTEME 
D'EQUATIONS D'EULER 

II.l Introduction 

La premiere etape consiste a etablir le modele mathematique de I'ecoulement, 
ou on va rappeler les proprietes mathematiques et algebriques d'equations d'EULER 
qui forment un systeme hyperbolique non-lineaire, ces demieres sont obtenues a partir 
des equations de Navier-Stockes en posant I'hypothese d'un fluide non visqueux. Et 
afin d'exposer un schema numerique robuste capable de capter les discontinuites (onde 
de choc)et les regions de fort gradient. La discretisation spatiale sera effectuee par une 
technique de volumes fmis qui sera presentee dans le troisieme chapitre. 

IL2 Hypotheses 

Pour etudier le comportement d'un fluide compressible autour d'une geometrie de 
type profil d'aile, nous allons admettre les hypotheses suivantes : 

• Fluide compressible {p^constante} 
• Fluide non visqueux { // = 0 } 

• Ecoulement bidimensionnel {2-D} 
• Ecoulement stationnaire 
• Ecoulement adiabatique 
• Gaz parfait {p=p.r.r } 
• Les forces de gravite negligeables 
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II.3 Les equations d'Euler 

Les equations d'EULER constituent dans 1'approximation d'un fluide parfait 
non-conducteur de la chaleur le modele mathematique le plus complet [7] en 
negligeant les termes de dissipation visqueuse dans les equations de NAVIER-
STOKES. Les equations d'EULER decrivent les ecoulements compressibles non 
visqueux, dont leur resolution represente un schema naturel vers la simulation 
numerique des equations de NAVIER-STOKES [3] . 

Selon le choix des variables utilisees (conservatives, primitives ou 
caracteristiques ), diverses formulations peuvent etre obtenues. 

IL4 Formulation conservative 

La forme naturelle des equations d'ecoulement est liee aux lois de conservation 
de masse, de quantites de mouvement et d'energie totale. La forme conservative des 
equations d'EULER est necessaire pour un calcul correct des intensites des 
discontinuites,[5]. 

Pour un ecoulement bidimensionnel et dans un systeme de coordonnes 
cartesiennes, on pent ecrire les equations d'EULER d'un ecoulement compressible de 
la fa9on suivante : 

Oil «U»est le vecteur des quantites conservatives qui possede quatre 
composantes, ecrit sous la forme; 

(n.i) 

U = [ p, pu, pv, pE] (n.2) 

Les flux convectifs F(U) et G(U) sont les suivants : 

9 
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F(U) = 
pu 
' + P pu 

p uv 
u(pE + P ) 

G(U) = 
pv 
/9V^ + P 
p UV 

v(pE + P ) 

(n.3) 

Avec : p est la masse volumique. 
w et V sont les composantes cartesiennes de la vitesse. 
P est la pression. 
E est I'energie specifique totale par unite de volume. 

L'energie interne est reliee a I'energie totale par : 
e= E — (w+v ' ) 2 

Le systeme sera ferme par I'equation d'etat pour le gaz parfait : 

P=(y-l)pe = (y-l)p[E-^(uW)] 

Le systeme (n.l)est hyperbolique non lineaire couple. 

(n.4) 

(n.5) 

n.5 Formulation quasi-Iineaire 
Afin d'illustrer les proprietes mathematiques pour le systeme d'equation 

d'EULER, il convient selon Charles Hirsh de reecrire ces equations sous la forme 
quasi lineaire qui nous permet d'obtenir un systeme d'equation de premier ordre en 
terme de vecteur des quantites conservatives U. 

II.5.1 Les matrices jacobiennes pour les variables conservatives 

En introduisant les deux matrices jacobiennes A et B, la formulation quasi-
lineaire s'ecrit : 

• + A + B = 0 
dt GX cy 

(n.6) 

avec A= dF . g _ a G 

8U ' 8U 
(n.7) 

10 
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Les matrices A et B ont les expressions suivantes : 

0 
u- +- V 

2 2 
-uv 

1 
0-r> 

0 0 
-(r-i)v (r-Vi 

0 
u 

; ^ - ^ ^ ( v ' + 3 w ' ) - (r - l )wv yu 
(11.8) 

0 
-uv 

^ ^ V-+^ M 

2 2 

- yvE + (/- l)v M 

0 
V 

1 

(3-y)v 

;E-^—^(7/'+3v') 

0 

0 

u est le vecteur vitesse de composantes u,v dans le systeme de coordonnes 

cartesieimes (x^y). 

IL5.2 Les matrices jacobiennes pour les variables primitives 

Vue rimportance des valeurs propres dans I'etude numerique de systeme 
d'equations d'EULER, il est plus commode d'obtenir ces valeurs en partant d'une 
formulation non conservative basee sur le vecteur des variables primitives V. Ce 
dernier est generalement impose par ks conditions aux limites physiques. 

V = (11.10) 

11 
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En I'absence de la conduction et les sources de chaleur, de plus, les forces 
exterieures sont negligees, les equations d'EULER peuvent s'ecrire sous la forme : 

d_p_ 
dt 

du_ 
dt 
dE 

+ uy p + pv .u = 0 

P 
1 

(n.ii) 
+ (w.V)E + —V(w.p) = 0 dt p 

Afm d'obtenir une equation pour la pression, on pent transformer I'equation de la 
conservation d'energie [8-10], en introduisant I'hypothese «d'ecoulement 
isentropique » a travers les relations : 

e = e(p,s) 
dp 
dp s^C 

c : est la celerite du son 

op 

la derivee isentropique 
thermodynamiques : 

de 
op 

peut etre deduite a partir des relations 

cp ^ 1 ^ 
Tds = dh-^^de + pd 

P \Pj 
= 0 

la condition d'isentropie conduit a ecrire : 

dh _ 1 
dp s p 
de dh 
dp s dp 

dp_ 
yp. 

p 
p' c 

dp^c'dp 

12 
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le systeme (II. 11) devient: 

^ + ( W . V ) P + P ( V . M ) = 0 
ot 

-> 

du ^ ^ V P 

+ (u.V)u+ = 0 
dt p 

(11.12) 

dp_ 
dt 

+ {u.V)p + P(j'(V.u) = 0 

Avec le vecteur de variables primitives V : 

V 

ir-l)p[E-0,5{u'+v'-)] 

Ainsi, la formulation quasi-lrniaire (II.6) s'ecrit 
dV ~dV ~dV ^ — + A — + B — = 0 dt dx dy 

p p 
u u 
V V 
p . (r 

(II. 13) 

(II. 14) 

Les matrices jacobiennes A et B ont des expressions assez simples que les 
matrices A et B : 

A = 

u p 
. « - Hp 

u pc^ II 

(11.15) 

B = 

V • P 
V 

(n.i6) 

IL5.3 Les matrices de passage entre les variables 
conservatives et les variables non-conservatives 

La matrice jacobieime de passage de variables conservatives aux variables 
non-conservatives est d^ftnie par : 

13 
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par suite on trouve : 

M = 

M = 

1 
u 
V 

uV2 

dU 
dV 

P 

pu 
P 
pv 

(n.i7) 

i/x-i. 
(n.i8) 

puisque le determinant de M = ^ 0 (y>l), il existe une matrice inverse M -1 

tel que : 

M-' = 

u 
P 
V 

p 

p 
(n.i9) 

det = ^ ) 0 
P 

ridentification entre les deux formulations (11.6) et (II.14)nous donne 

A=M"'AM 
B = M-'BM ou 

A = MAM-' 
B = MBM~' (n.20) 

II.6 Formulation caracteristique 

Les schemas numeriques et leurs proprietes, ainsi que la formulation 
mathematique des equations sont domines par le caractere hyperbolique (par rapport 
au temps) d'equations d'Euler. 

Du fait que les phenomenes de base sont de nature convective ou de 
propagation, les caracteristiques de systeme d'equations d'Euler et leurs proprietes 
jouent un role essentiel dans la description mathematique et amsi dans plusieurs 
techniques numeriques de discretisation, en particulier dans I'etude des conditions aux 
limites physiques et numeriques. Cependant une telle analyse necessite la _ 
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corniaissance des valeurs propres et les vecteurs propres associes. Pour simplifier la 
presentation, on considere ici le cas mono dimensionnel pour lequel les equations 
d'Euler s'ecrivent sous la forme conservative suivante ; 

(11.21) 
dt dx 

Le cas bidimensionnel est traite en detail dans la reference [8]. 
. . si /l^ designe les valeurs propres de la 

matrice A obtenue a partir de : 

det 11-A = 0 

ou; 

0 

0 

U - A \jp 

u -X 

= 0 (11.22) 

un calcul direct donne : 

A = 

Avec A est la matrice diagonale de toutes les valeurs propres : 

/t, = u 
/I, = M + C 

/L3 = u-c 

(11.23) 

(11.24) 

Du fait du caractere hyperbohque de I'equation (11.21), la matrice A peut etre 
ecrite sous la forme : 

A = LAL-' 
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L' designe la matrice de vecteurs propres gauches associes a chaque valeur 
propre 1 , qui nous permet de definir une nouvelle ensemble des variables dites 
« variables caracteristiques w» en partant des variables conservatives U ou de 
variables primitives V a I'aide des matrices de passage P et L : 

dw = L''W 

Ou I'indice S indique une variation temporelle — ou spatiale — . 

6t dx 
La figure (II. I) resume les relations mathematiques entre les trois differents 

groupes de variables : 

Figure II. 1 Relation entre les trois types de variables, conservativesU, 
primitives V et caracteristiques W. 

Ainsi, apres developpement, on obtient les differentes matrices de passage : 

'1 0 
0 1 l/pc 
0 1 -l/pc 

L = 

"l p/2c - p/2c 
0 1/2 1/2 
0 pc/2 -pc/2 

(11.25) 

(11.26) 

16 



Chapitre II Formulation mathematique du systeme d'equations d'Euler 

Les matrices P et P ' en variables conservatives jouent un role similaire a 
celui de L et L'^ en variables primitives respectivement; elles diagonalisent la 
matrice A (A = PAP"') : 

P=ML^ 

1 - 2 c' 
-(- u -uc) 

pc 2 

pc' 2 

P_ 
2c 
P_ 
2c 
P_ 
2c 

{u + c) 

c 

1 
pc 
1 
pc 

c - ( ^ - l > / 

'C + {Y-X)U 

W" c + uc + 
2 A 

2c 

P 
2c 

u 

r - 1 

c 

pc 

pc 

- + uc + 
2 r-\ 

(11.27) 

(11.28) 

Le vecteur des variables caracteristiques (ou les variables de Riemaim) 
s'ecrit: 

5p ,Sp 
c 

^ 2 — 5 U - T \

c "  
c "  

(11.29) 

Les trois composantes de vecteurs Jw(en bidimensioimel, quatre 
composantes ) se propagent respectivement le long de caracteristiques C^,C^ 
et C_ avec des vitesses de propagation associees u,u + c et u-c (sont les 
valeurs propres du systeme) figure II.2. 

17 
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dx 

Figure II.2 Les lignes caracteristiques dans le 
cas mono-dimensionnei. 

L'interet pratique de variables caiacteristiques reside essentiellernent dans 
Fetude des conditions aux limites selon le regime d'ecoulement; subsonique ou 
supersoiiique (le nombre de conditions physiques a imposer a Fentree ou a la sortie 
du domaine de calcul seront deiaillees dans le chapiire IV). 



Chapitre HI M.V.F et les discretisations conservatives appliquees aux equations d'Euler 

CHAPITRE m 

METHODE DES VOLUMES FINIS ET LES 
DISCRETISATIONS CONSERVATIVES APPLIQUEES AUX 

EQUATIONS D'EULER 

III.l Introduction 

La methode des volumes finis a ete introduite dans le domaine de la 
dynamique des fluides numerique pai- McDonald (1971), Mac Cormack et Paullay 
(1972) pour la resolution des equations d'Euler bidimensioimelles dans le temps 
(time dependent ), et etendue par Rizzi et Inouye (1973) pour I'ecoulement 
tri dimensionnel. Volumes finis est le nom donne pour la technique par laquelle la 
foime integrale des lois de consei^vation sont discretisees directement dans I'espace 
physique. Elle peut etre consideree comme une methode des differences finies 
appliquee a la forme conservative differentielle pour les lois de conservation [6]. la 
methode des volumes finis peut etre soit, de type « element centre », ou de type a 
« element vertex », selon les points de calcul representant les grandeurs physiques de 
I'ecoulement qui sont pris aux centies ou aux sonunets des mailles [11]. 

La methode a I'avantage d'etre applicable directement dans un maillage 
arbitraire representant le plan physique sans aucune transformation necessaire, ou un 
grand nombre des options sont ouvertes pour la definition des volumes de controle 
autour du quels les lois de conservation sont exprimees. Modifiant la forme et la 
position des volumes de controle associes au point de maillage donne, aussi bien 
qu'en variant efficacement les regies pour revaluation du flux a travers les suifaces 
de controle donnent une flexibilite considerable pour la methode des volumes finis. 
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En outre, par la descritisation directe de la forme integrale des lois de 
conservation, nous pouvons assurer la conservation des quantites fondamentales, 
quantites de mouvement et d'energie resterons aussi conservees au niveau discontinu 
[6]. Ceci est la propriete fondamentale pour les schemas numeriques qui seront 
discutes ulterieurement. 

III.2 Discretisations conservatives 

La methode des volumes finis consiste a appliquer les lois de conservation 
integrale sur chaque cellule elementaire Qy d'un maillage construit dans le domaine 
Q. La forme generale de la quantite scalaire U, avec les sources volumiques Qv sont 
donnees par : 

o 
'dt 

UdO. + JF.ds = jO^dQ (III. 1) 

L'importance de cette formulation reside dans la presence de la surface 
integrale, et le fait que la variation de U par rapport au temps a I'uiterieur du volume 
depend seulement des valeurs de flux a travers les surfaces. 

Done pour une subdivision arbitraire a I'interieur du volume CI, disant trois 
subvolumes, nous pouvons ecrire la loi de conservation de chaque subvolume et 
deduire de la lois de conservation globale par 1'addition des lois de conservation des 
trois subvolumes. 

En effet, d'apres la figure III.l, I'equation (III.l) apphque aux trois 
subvolumes Qi, Q2, ^3 devient: 

o 
'dt 
d 
Jt 

UdQ+ nF.ds= OdQ 
Ql ABCA 

Udn+ i>Fds= OdQ 
Q2 DEBD 

(111.2) 

G 

dt ;i 
Uda+ uFds= OdQ. 

J JQ3 
Q3 AEDA 
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En sommant les integrales de surface, la contribution des lignes internes 
ADB et DE apparait toujours deux fois mais avec des signes opposes, et serous 
elimines avec 1'addition des lois de conservation des trois subvolumes. 

En effet pour le volume Q2 nous avons une contribution des flux 

f F.ds 
JDE 

tandis que pour CI3 nous avons un tenne similaire : 

JED F.ds=- F.ds DE 
(III.3) 

Cette propriete essentielle a ete satisfaite pai" la discretisation 
numerique des contiibutions de flux afin que le schema soit conservatif. Si ce 
n'est pas le cas, et apres la sommation des equations discretisees autour de 
certain nombre de cellules adjacentes de maillage, I'equation resultante contient 
les contributions de flux a partir de I'interieur de la cellule totale, la discretisation 
et dite non-conservative, et les contributions des flux internes apparaissent 
comme sources volumiques numeriques internes. 

B, 

C D 1 E 

Figure III. 1 Lois de conservation pour 
les sub-volumes du volume Q 

Nous allons illustrer dans ce qui suit la loi de conservation en forme 
unidimensionnelle, ou f est la composante du vecteur de flux suivant x : 

dii df 
— + — = <7 dt dx (111.4) 
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ecoulement discontinu comme 1'ecoulement transsomque avec onde de choc, ces 

termes sources numeriques peuvent devenir impoitants a travers la discontinuite et 

donnent une amplification de I'erreur. Cs J 

Done afin d'obtenir un calcul numerique des discontinuites correctes (tel que 

les relations de Rankine - Hugoniot pour les equations d'Euler ), i l a ete montre par 

Lax (1954) qu' i l est necessaire de discretiser la forme conservative des equations 

d'ecoulement 

L'importance de cette formalisation de la condition de conservativite est 

donnee par le theoreme fondamental de Lax et Wendroff (1960) comme suit: 

Si la solution U[ de 1'equation discretisee converge aux limites presque partout aux 

quelques fonctions u(x, t) quand Ax, tendent vers zero, alors u(x,t) est la solution 

faible de I'equation (III.4). 

II1.3 Methode de volumes finis 

Les lois de conservation integrales sont ecrites pour un volume discret, 

^ 'iUdn + ^F.ds = lO^dQ ( I I I . 10) 

dt s n 

et appliques a un volume de controle Q j , quand I'equation discretisee associee avec 

Uj a ete definie, I'equation ( I I I . 10) est remplacee par la forme discontinue : 

^iUp^)+j;^{F.S) = Q.^..n^ (III.11) 
OT cot P'; 

ou la somme des termes de flux se rapportant a tons les cotes extemes de 

I'element de conti-ole Qj (voir la fig.III.3(a)) et en cellule l(i, j) . Nous voulons 

identifier Uj avec Uy, Q, avec la smface ABCD, et les temes de flux sont sommes sur 

les quatre cotes A B , BC, CD, DA. 
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fig. III.3.a Maillage en volumes finis 
structure a maille centree 

Sur le maillage de la figure 111.4, Dj est la surface des triangles qui ont le nceud 

j en commun, et la somation des flux etendus au-dessus des six cotes 12, 23, 34, 45, 

56, 61. C'est la formulation generale de la methode de volumes finis et I'usage 

consiste a definir pour Qj selecter, comment estimer le volume et les surfaces de face 

de la cellule du volume de controle Qj et comment approximer le flux aux faces, 

nous discuterons dans ce qui suit quelques options les plus courantes, en deux et trois 

dimensions. 
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2 — V — 7 ^ 

3 / \  /  \  

4  5  

fig. i l l . 4 maillage en volumes finis 
unstructure a element vertex 

Les contraintes suivantes sur le choix des volumes Hj pour la methode de 

volumes finis ont ete satisfaites: 

*) Leur somme devra couvrir le domaine Q complet. 

*) Qj adjacent peut chevaucher si chaque surface interne Fj est commune entre 

chaque deux volumes. 

*) Les flux le long de la surface de la maille sont calcules par une formule 

independante de la maille dans laquelle ils sont consideres. 

I I I .4 Methode de volumes finis bidimensionnei 

L'equation (I I I . 10) consideree pour la cellule de controle ABCD de la (fig. 

Ill.S.a) peut etre ecrite comme suit: 

o 
'dt 

Udn+ <. (fdy-gdx)^ O^dCl 
Qij ABCD Qjj 

(in. 12) 

Ou f et g sont les composantes cartesiennes du vecteur flux F . L'equation ( I I I . 12) 

est la plus adequate pour une discretisation directe. 

Le vecteur surface pour un cote AB peut etre defini comme : 

SAB = ^yAB - I V = (J's - > 'J I .X - i^B - ) I> ( I I I . 13) 
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et nous obtenons l'equation de volumes finis pour la cellule Qy 

^( f /Q) ,+ 2[ /^Cy.-xJ-^. . (^«-^J] = (an), (111.14) 
C' ABCD 

La somme ^ etendue sur les quatre cotes du quadrilateral ABCD. 

ABCD 

Pour un quadrilateral ABCD general, la surface Q peut etre evaluee a partir du 

produit vectoriel des diagonaux, voir la figure (III.3). 

Fig III.3 Aire du plan arbitraire quadrilateral. 

Le parallelogramme 1234 construit sur les diagonales est egal a deux fois la 

surface du quadrilateral ABCD. 

En effet avec x̂ ^ = x̂  - x̂  ou x̂  est le vecteur position du point A : 

\4BCD 

= ~[(^c-^A)(yD-yB)-(yc - ^ . ) ( ^ D - ^ . ) ] (ni.i5) 

= ^ [^AC -^ySD - ^BD • AV^C ] 

Le cote droite de l'equation ( I I I . 15) est positif pour la cellule ABCD, ou 

A,B,C,D sont positionnes dans le sens anti horaire 

26 



Chapitre III M.V.F et les discretisations conservatives appliquees aux equations d'Euler 

avec la difference centrale appliquee au maillage de la fig.III.2,1 'equation 

discretisee suivante est obtenue au point i . 

dt Ax 

la meme discretisation est appliquee au point (i+1) donne : 

dt Ax 
(1116) 

et pour (i-1) : 

au 

dt Ax 
(111.7) 

La somme de ces trois equations est la discretisation consistante de la loi de 

conservation pour I'element A B = (i-3 /2 , i+ 3/2) 

(-^ ^ '-±) + - = - (q^ + q^^^ + q^_^) 
dt 3 3Ax 3 

(111.8) 

Done les contributions du flux aux points internes sont aimulees, ceci est appele 

parfois « propriete telescopiq^ie » pour les termes de flux (Roach 1972). 

1-3/2 1-1/2 i+1/2 i+3/2 

1 x,^ 
'i-2 ' 

^ 

1 . 
1 

I 

— 

' 1+1 

• 

' i+2 w 

Ax Ax 
B 

Figure I I I . 2 Subdivision unidimensionnelle de 

I'espace 

d'autre part, la forme non-conservative pent etre ecrite comme suit 

du , .du 

— + « ( " ) ^ = ^ 
ct dx 

(III.9) 

Cependant, Fexperience numerique et les comparaisons constamment 

montrent, que les formulations non-conservatives sont generalement moins efficaces 

que les conservatives, et particulierement en presence d'un fort gradient. Pour im 
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ecoulement discontinu comme recoulement transsonique avec onde de choc, ces 

termes sources numeriques peuvent devenir importants a travers la discontinuite et 

donnent une amplification de I'erreur. Cs J 

Done afin d'obtenir un calcul numerique des discontinuites correctes (tel que 

les relations de Rankine - Hugoniot pour les equations d'Euler ), i l a ete montie par 

Lax (1954) qu' i l est necessaire de discretiser la forme conservative des equations 

d'ecoulement 

L'importance de cette formalisation de la condition de conservativite est 

donnee par le theoreme fondamental de Lax et Wendroff (1960) comme suit: 

Si la solution Ui de I'equation discretisee converge aux limites presque partout aux 

quelques fonctions u(x, t) quand Ax, At tendent vers zero, alors u(x,t) est la solution 

faible de I'equation (111.4). 

I I I . 3 Methode de volumes finis 

Les lois de conservation integrales sont ecrites pour un volume discret, 

et appliques a un volume de controle Q j , quand I'equation discretisee associee avec 

ou la somme des termes de flux se rapportant a tons les cotes extemes de 

I'element de controle Qj (voir la fig.lll.3(a)) et en cellule l(i,j). Nous voulons 

identifier Uj avec Uy, Qj avec la smface A B C D , et les tennes de flux sont sommes sui-

les quatie cotes A B , BC, CD, DA. 

(111.10) 

Uj a ete definie. I'equation ( I I I . 10) est remplacee par la forme discontinue : 

cot es 

(in. 11) 
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F 

U+1 \ i + l J + 1 

t i - l j 
E \ 

i j \ 

c 
i + l . j +1 

1 

fig. ni.3.b Maillage en volumes finis 

structure a maille vertex 

Sur le maillage de la figure 111.4, Qj est la surface des triangles qui ont le noeud 

j en commun, et la somation des flux etendus au-dessus des six cotes 12, 23, 34, 45, 

56, 61. C'est la formulation generale de la methode de volimies fmis et I'usage 

consiste a definir pour Qj selecter, comment estimer le volume et les surfaces de face 

de la cellule du volume de controle Qj^ et comment approximer le flux aux faces, 

nous discuterons dans ce qui suit quelques options les plus courantes, en deux et trois 

dimensions. 
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3 / \ / \ 

4 5 

fig.lii.4 maillage en volumes finis 

unstructure a element vertex 

Les contiaintes suivantes sur le choix des volumes Hj pour la methode de 

volumes finis ont ete satisfaites: 

*) Leur somme devra couvrir le domaine Q complet. 

*) Qj adjacent pent chevaucher si chaque surface interne F; est commune entre 

chaque deux volumes. 

Les flux le long de la surface de la maille sont calcules par une formule 

independante de la maille dans laquelle ils sont consideres. 

I I L 4 Methode de volumes finis bidimensionnel 

L'equation (111.10) consideree pour la cellule de controle A B C D de la (fig. 

Ill.S.a) pent etre ecrite comme suit: 

o 

dt 
UdD.+ ^ (fdy-gdx)= JQ^da 

Qij ABCD Qij 

( H I . 12) 

Ou f et g sont les composantes cartesiennes du vecteur flux F . L'equation ( I I I . 12) 

est la plus adequate pour une discretisation directe. 

Le vecteur surface pour un cote A B pent etie defini comme : 

SAB = A X , B I . - A X ^ B I V =(>^B - . y J I . . - ( ^ f l - ^ . J I , (111.13) 
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et nous obtenons l'equation de volumes finis pour la cellule Qy 

+ T U ^ s i y s - y . ) ' g . B i ^ s - ^ . ) ] = (Q.n),^ (iii.u) 
C» ABCD 

La somme ^ etendue sur les quatre cotes du quadrilateral A B C D . 

ABCD 

Pour un quadrilateral A B C D general, la surface Q peut etre evaluee a partir du 

produit vectoriel des diagonaux, voir la figure (1II.3). 

3 / - B 

Fig I I I . 3 Aire du plan arbitraire quadrilateral. 

Le parallelogramme 1234 construit sur les diagonales est egal a deux fois la 

surface du quadrilateral A B C D . 

- > - > - > ^ 
En effet avec x^^ = x^ - x^ ou x^ est le vecteur position du point A : 

—> —> 

•'^AC ^BD 

= ^[(^c -x^Xyo -yB)-(yc ->'^)(^D -^s)] (in.i5) 

= ^ l^AC A y S D - ^BD -^yAc ] 

Le cote droite de l'equation ( I I I . 15) est positif pour la cellule A B C D , ou 

A,B,C,D sont positionnes dans le sens anti horaire 

^ABCD 2 
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I I L 5 Evaluation des flux a travers les faces d'une cellule 

L'evaluation des composantes du flux le long des cotes, tel que fAB, BAB 

depends du schema choisi, et aussi de la position des variables de I'ecoulement avec 

respect du maillage. 

Nous pouvons distinguer essentiellement entre les schemas de discretisation 

centres et decentres. Les schemas centres sont bases sur les estimations de flux local, 

tandis que le schema decentre determine les flux de face de cellule en accordant a la 

propagation directe des composantes de I'onde. 

Pour le schema centre et la methode des volumes finis a cellule centree, les 

alternatives suivantes peuvent etre considerees : 

*) L a moyenne du flux : 

/ ; = / ( f / . ) (in. 17) 

*) Comme les composantes du flux sont generalement des fonctions non lineaires 

deU, le choix suivant n'est pas identique a l'equation (111. 16) : 

= f { ' ^2^'"'' ) (in. 18) 

) On prend f comme la moyenne du flux en A et B. 

f A S - \ i L + f B ) (111.19) 

oil I'un ou I'autre des variables est evaluee en A et B e t : 

U, = ^ {U,, + C/,,,,, + f/,.,,., + ) (III.20) 

L=f(UJ (III.21) 
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Avec les flux sont donnes par : 

/.= ^ ( 4 + A u + A u - . ( n i - 2 2 ) 

pour les schemas centres et la methode de volumes finis a maille « vertex », 
les equations (III. 18) et (III. 19) sont des approximations directes de flux fAs-

Le choix de (III. 18) correspond a I'appHcation de la formule trapezoi( 
I'integrale. 

AB 

Par la sommation des contributions de ces integrales sur les quatre cotes de la cellule 
ABCD de la figure (111.3.b), nous obtenons les discretisations et les termes du flux 
donnes par: 

^ 1 
ABCD ^ 

-(g,-g^)Ax,, ] = 0 (III.23) 

Cela aussi montre I'equivalence entre le calcul de flux par I'approche des 
volumes finis a maille « vertex » avec la methode de Galerkin des elements finis aux 
triangles lineaires ou bilineaires quadrilateraux identiques a la formule en differences 
finies. 

En effet, avec ; 
Av.. =;^,,,^,,,^-.y..,/2.;-i/2=4v 

Ax,, =0 Ax,^=-Ax (111.24) 

Q, =Ax,A;; Ay^e = 0 

En ecrivant = /+i/2,j idem pour d'autres composantes on obtient: 

|t/,Ax.Aj^+ (/,,,,- -/.,,,)A>; + (g,,,,,,. -g-,,,;3)Ax = a,Ax.A>' (III.25) 
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Apres la division par Ax.Ay cela se reduit a la forme differentielle centrale. 

^Ujj , (fi+\/2,j fi-v2.j) , Sij+i/2 fij-i/2 ^ m i 
^ ^ ^ ^ Ay = 2 -

Nous allons encore defmir comment calculer les composantes de flux aux 
centres des cotes / i+ i /2 j , gi+1/2 • Avec le choix applique a la figure (Ill.S.a), I'equation 
(III.26) devient: 

^^ij fi+\,i fi'\,J Sij+l Si,j~\ 

dt 2Ax 2^y 

bien que I'equation (III. 19) avec I'equation (111.22) conduisent a : 

= a . (111.27) 

^ + 1 
dt 4 2/Sx 2Ajc 2Ax 

4 
^Sij^i Sij-i ^ SM,J+\ Si-\,j+\

l^y 2Ay 2hy 
(III.28) 

La methode des volumes finis centrale done conduit aux discretisations en 
espace, efficace en 2^"^ ordre en maillage cartesien. On remarque que fij _ gy 
n'apparait pas dans I'equation (III.2?j, et si (i+j) est paire, cette equation contient 
seulement les points avec (i+j) impair. En effet, les nceuds de nombre pair et impair 
sont separes, et cela pent conduire aux oscillations dans le schema numerique. 
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CHAPITRE IV 

FORMULATION NUMERIQUE ET SCHEIVIAS 
DE RUNGE-KUTTA 

IV.l Introduction 
Une variete des schemas imphcite et exphcite en mecanique des fluides ont 

ete recemment developpes pour la resolution des equations d'Euler [12]. 
Le schema explicite a multi-pas propose par Jamsson, Schmidt et Turkel pour la 

resolution des systemes hyperboliques de lois de conservation a ete prouve comme I'un 
des schemas les plus efficaces. Ce schema particuherement adapte a un traitement 
precis et efficace des problemes statioimaires regis par les equations d'Euler, il inclut 
les termes dissipatifs artificiels qui rendrent les resultats precis du premier ordre. 

Dans ce chapitre nous allons presenter le schema a multi-pas de temps de Runge-
Kutta avec la conjonction d'une technique algebrique de maillage pour reduire le temps 
de convergence d'algorithme de calcul vers les solutions de I'etat stationnaire des 
equations d'Euler. 

IV.2 Formulation des equations et la discretisation en espace 

L'idee fondamentale du schema a multi pas est de separer les procedures de 
discretisation de 1'espace et de temps. La discretisation en espace consiste a obtenir des 
equations differentielles ordinaires qui peuvent etre resolues par un schema a multi-
pas en temps. La reformulation du schema a pas de temps pour I'utiliser avec maiUages 
multiples preserve la meme solution en etat stationnaire. 
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Le schema de discretisation en espace est developpe en exprimant les 
equations d'EULER a la forme integrale ou p,p,ii,v,E et//indiquent la pression, la 
masse volumique, les composantes cartesiennes de la vitesse, energie totale et 
I'enthalpie totale pour un gaz parfait. 

E = - ^ + Uu'+v^) (IV.l) 

H = E + ̂  (IV.2) 
P 

ou y est le rapport de la chaleur specifique. 
Les equations d'EULER peuvent ecrites comme suit: 

^ Uds+ {f.cfy-g.dx) = 0 (IV.3) 
as 

Pour le domaine S avec la limite .̂S" 
U represente le vecteur des quantites conservatives. 
/ et g sont les flux selon les directions des x et des y. 

pu 
pv 

pu 
pu'+p 
puv 
mH . 

p v 

puv 
pv- +p 
pvH ^ 

(IV.4) 

Le domaine computatioimel est divise en mailles quadrilaterales reperes par 
les mdices (ij). Comme illustre sur la figure. 1, les variables dependantes sont 
maintenant au centre de chaque maille. Le systeme des equations differentielles 
ordinaires est obtenu par I'application de I'equation (IV.3) separement pour chaque 
maille Done elle a la forme : 

| ( ^ , , , f / , , )+a , ,=o (IV.5) 

31 



Chapitre IV Formulation numerique et schemas de Runge-kutta 

Ou est I'aire de la maille, et ^ est le flux net sortant de la maille. Le flux suivant 

la direction des x, est par exemple : 

(IV.6) 
k=\ 

Avec est le flux de vitesse : 

La somme est faite sur les quatre cotes de la maille. Chaque quantite est evaluee comme 
les valeurs moyeimes dans la maille sur I'lm ou I'autre cote de profil. 

(IV.8) 

4/ i.j / 2 i+l.j 

7 

/ ''^'^ I 

Figure IV. 1 Discretisation en espace 

IV.3 Les termes dissipatifs 
L'apparence des dandinements aux regions contenant des forts gradients de 

pression au voisinage des ondes de choc ou au point d'arret pose un probleme difficile, 
A.Jamson a trouve une solution tout a fait generale grace a Tidee de la viscosite 
artificielle du a l'idee de Von Neumann et Richtmyer (1950). Cette methode consiste a 
modifier les equations du fluide en introduisant un terme jouant le role d'une viscosite 
artificielle, construite de fa^on a etre negligeable en dehors des ondes de choc, et a 
dormer a celles-ci une structure visqueuse artificielle sur une epaisseur de quelques 
mailles. 
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dt ihU) + OU-DU = 0 (IV.9) 

Ou Q : est I'operateur de discretisation spatiale defini par I'equation (IV.7) 
D : est I'operateur dissipatif. 

L'experiences numeriques montre que la forme effective de DU est un 
melange de deuxieme et quatrieme differences avec des coefficients qui dependent 
du gradient de pression local. 

La construction des termes dissipatifs pour chacun des quatre variables 
consei"vatives est similaire voh (Appendice C), ainsi: 
Pour I'equation de la masse volumique on a : 

(IV. 10) 

ou D^p et DyP sont les contributions dissipatives selon les directions x et y 
respectivement. 
Avec : 

^ v P = < M / 2 -di.j-yi 
Tons les termes sur les membres droits ont une forme similaire. 
Par exemple : 

(IV. 11) 

^ . V 2 . = % ^ f e . ( A . u - A . ) - ^ ^ 2 . ( A . 2 . - 3 A . . +3A, - A - U ) } (1^-12) 
At 

oil h est le volume de la maille. 
Les coefficients s^-^ et s^^'' sont adaptes a I'ecoulement, defmis comme suit: 

v.. = •J 
PM,,-'^P.J +P.-UJ 

PM.J +^P,.J + P.-,J 
(IV. 13) 
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aussi : 

(IV. 14) 
et: 

^^.^ =max(0,(i?w_^(2)^^)) (IV. 15) 

Les valeurs typiques des constantes R'-^'- etR'*^ sont: 

1 (IV. 16) 256 

Les termes dissipatifs pour les equations restantes sont obtenus en rempla9ant 
pu, pv et pE ou pH a la place de p dans cette formule. 

Le rapport h'At dans I'equation (rV.12) conforme a I'inclusion de I'aire h de 
la maille aux variables dependantes de I'equation (IV.9). 

Comme I'equation (IV. 12) contient des differences indivisibles, il suit que si 
=0(Ax-) et = d{l), les termes ajoutes sont d'ordre A j c ^ . cela sera le cas dans 

la region ou I'ecoulement est tranquillise. Au voisinage de I'onde de choc = 0{l), 
et le schema se comporte localement comme un schema precis de premier ordre [12]. 

IV.4 Schemas a iteration en temps 

Les methodes a pas de temps stable de I'equation (IV.9) peuvent etre un 
modeles sur des schemas standards des equations differentielles ordinaires. Les 
schemas multipas a deux niveaux de types Runge-Kutta ont I'avantage qu'ils ne 
necessitent aucune procedure de demarrage speciale, au contraste comme aux 
methodes de Adams Bashforth par exemple. Les pas superieurs peuvent etre utilises 
pour: 

* pour ameliorer la precision, ou 
* pour etendre la region de stabilite. 
L'avantage de cette approche et que les proprietes de ces schemas ont ete 

largement investiguees, et ils sont disponibles dans la litterature specialisee, pour les 
equations differentielles ordinaires. 
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Considerons le systeme lineaire d'equations : 

dU 
dt rAU = 0 (IV. 17) 

A : peut etre ecrite sous I'expression A = TAT~' ou T est la matrice de vecteur 
propre de A, et A le diagonal. Aussi en mettant v^V'^U rendre les equations 
separes. 

- v . + V . - O (IV. 18) 
dt 

pour chaque variable dependant. v., la region de stabilite est la region du plan 
complexe contenant les valeurs de AdtGu. le schema est stable. Considerons 
maintenant, le probleme modele ; 

£ ^ ^ a ^ ^ e A x ^ = 0 (IV.19) ct cx ox 
Avec un maillage uniforme et un intervalle Ar, et avec les termes dissipatives 

d'ordre Ax, 
ce deiTiier peut etre reduit a un systeme ou a des equations differentielles ordinaires 

par 

rintroduction des approximations de difference centrale pour les derivees ei-^ : 
(JX uX 

^ + -^(U,^,-U,_,) + ^(U,^,-1U^-U,_0 = 0 (IV.20) 
dt Ax Ax 

prenant la transfonnation de Fourier en espace : 

u=±\ue^dx ' (IV.21) 
2/t 

eile devienl: 

du 
dt 

f>i« = 0 (IV.22) 
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1 Ar OU Z=—(iasinwAx-4£sm^^w—) (IV.23) Ac 2 

on peut voir que la valeur maximale admise de la partie imaginaire de A At 

determine la valeur maximale du nombre de Courant a— pour que le calcul soit 
Ax 

stable, tandis que I'addition du terme dissipatif change la region d'interet a la gauche 
de I'axe imaginaire. 

Une fois le maillage est fixe ainsi que le volume de la maille h est 
constant, le systeme d'equations (IV.9) prend la forme : 

— + /7f/ = 0 (IV.24) dt 
L'operateur non lineaire est defini comme : 

pU = -(OU-DU) (IV.25) h 
avec : Q est I'operatem de discretisation defini par I'equation (IV.7) 

D est I'operatem- dissipatif defmi dans le paragraphe (IV.3) 

L'investigation est concentree sur les schemas a deux pas de temps, le premier 
est le schema d'ordre trois qui est defini comme suit, ou I'indice n note le niveau de 
temps, et At le pas du temps. Alors au niveau de temps n on a : 

^ ( 0 ) ̂  jrj(n) 

U'''=U'''-AtPU'°' 

/ 7 ( 3 ) = ^ ( 0 ) _ ^ ( p f / ( 0 ) + p ^ ( 2 ) ) 

les variations de ce schema ont ete propose par Gay, Stetter, Graves et 
Johnson, il peut etre regarde comme le schema de Crank Nicolson avec iteration a 
pas fixe pour determiner la solution au niveau de temps (n+1) , et les iterations se 
terminent apres I'iteration trois. II est de precision de second ordre en temps, et pour 
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le probleme modele (IV. 19) avec £=0, i l est stable lorsque le nombre de Courant 

At 
a- < 2 . [ 1 2 ] 

Cette limite n'augmente plus par des iterations additionnelles. Comparer aux 

schemas standard de Runge Kutta d'ordre trois, ils doiment une precision plus 

d'ordre trois en temps pour une limite plus large du nombre de Courant (C.F.L). 

L'autre schema qui a ete extensivement etudie et le schema classique de 

Runge Kutta d'ordre quatre, defini comme suit au niveau de temps n. 

2 

2 (IV.27) 

^ ( 4 ) ^ jjm _A^^pjjm _^2pjjm ^2PU''' +PU^'') 
6 

Ce schema est de precision d'ordre quatre en temps et pour le probleme 

modele (IV. 19) avec £• = 0, i l est stable pour un nombre de Courant a— <2V2 . 

Les deux schemas ont la propriete que si PU'"^ = 0 alors U"^ = U'''^, et ainsi 

de suite, aussi que [/'""'^ = [J- , et la solution d'etat statioimaire est: PU = 0 

Independamment au pas de temps , cela permet im pas de temps variable 

deteimine par la limite sui- le nombre local de Courant (C.F.L) utilise pour accelerer 

la convergence a I'etat statioimaire sans la modifier. Une methode pour introduire les 

termes dissipatifs en etape fractionnee separee apres la demiere etape du schema de 

Runge Kutta, I'equation (IV.25) est remplacee par : 

PU^-OU (rV.25*) 
h 
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et le schema de Runge Kutta d'ordre quatre defini par (1Y.27) est modifie 

par en mettant: 

Cette methode a I'avantage que les proprietes de stabiUte pour les deux etapes 

fractionnelles sont independantes, aussi que le schema sera stable si chaque etape 

fi^actioimelle est stable. 

L'approche alternative qui a ete prouvee avec succes en pratique, est de garder 

les termes dissipatifs a leur valeurs au premier pas de temps. Aussi le schema de 

Runge Kutta d'ordre quatre est modifie, i l prend la forme : 

JJ(2) 

2h~ 2h 

h '~ h 

(IV.28) 

^{OU''' +20U''' + 20U^'^ + OU"') + — DU 
6h h 

les operateurs Q et D necessitent approximativement un temps de calcul egale. 

IV.5 Conditions aux limites 

Le traitement impropre des conditions aux limites pent conduire a des erreurs 

serieuses et I'lnstabilite du schema choisi. La diversite des conditions aux limites a 

imposer depend essentiellement de la nature d'ecoulement entrant ou sortant a travers 

les frontieres. La fig.IV.2 nous donne une idee globale et precise sur I'adaptation des 

conditions aux limites pour un ecoulement subsonique unidimensioimel a travers les 

frontieres limitant le domaine de calcul [8]. Les variables caracteristiques et par suite 

les duections des lignes caracteristiques ( t \ ,cv , ,c ) jouent mi role 

preponderantdans I'etude des conditions aux limites. Cependant les directions des 

lignes caracteristiques sont detemiinees par les vitesses d'oiides de propagation. 
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Entree 
subsonique 

Sortie 
subsonique 

x=x 0 

Fig.IV.2 Conditions aux limites pour un ecoulement uni-
dimensiormel non visqueux. 

Pour tiaiter I'ecoulement exterieur au profil, on doit intioduire une limite 

exterieure artificielle pour produue un domaine litnite. Si I'ecoulement est 

subsonique a I ' infini, ils seront trois caracteristiques entrantes et une sortante, 

correspondant a la possibilite des fuites des ondes acoustiques. Sur l'autre cote ou 

I'ecoulement est sortant, ils seront trois caracteristiques sortantes et une entrante. 

Selon la theorie de Krisse [12], trois conditions doivent etre specifiees a I'amont et 

une en aval, bien que les conditions sortantes sont determinees par la solution de 

I'equation differentielle. I I n'est pas coirect de specifier les conditions a I ' infini a la 

limite exterieure. 

Pour la fonnulation des conditions aux limites, i l est commode de prendre la 

transformation locale pour les cordonnees X et Y comme la limite coincide avec la 

ligne Y =constante. utilisant les indices X et Y pom- denoter les derivees, le 

jacobienn sera comme suit: 

h con-espond a la surface de la maille du schema de volumes finis, introduisant 

le vecteur du flux bransforme : 

(IV.29) 

(IV.30) 
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Ou / et g sont definis par I'equation (IV.4). 

La forme differentielle de I'equation (IV.3) devient: 

(IV.31) 

3 

Fig. IV. 3 Maille adjacente a la paroi 

Premierement, on considere la condition a la limite au profil a travers le cote 

(1) de la maille A de figure IV.3, i l n'est y a pas un flux convectif puisque : 

Mais la Ax/? et /Syp ont une contribution aux equations de mouvement, qui necessitent 

une estimation de pression a la paroi. Prenant la derive par rapport au temps de 

c c 
I'equation (IV.32) multiplie par p, et substituer de —{hpu) et —{hpv) de I'equation 

dt dt 
(IV.31), amene a la relation doimee par Rizzi[4] 

Ainsi jusqu'ici nous pouvons estimer py en termes de quantites qui peuvent etre 

determiner de la solution interieure. Et nous pouvons utiliser cette valeur de p^pour 

extrapoler la pression a partir du centre de la maille adjacente a la paroi. 

Les conditions aux limites stables ont ete doimees par Gottlieb, Turke^f^] et 

Gust pour des schemas differents. 

x^ .V - M = 0 . (IV.32) 

(xj- + y l )py = (x^ Xy + y^ .yy )p^ + p{yy .u - Xy .v)(v^ . x ^ + u.y,^) (IV. 3 3) 
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Le traitement des conditions aux limites exterieures adopte ici suit des lignes 

similaires. Les equations sont linearisees avec des valeurs a la fin du pas de temps 

president, et les variables caracteristiques correspondantes aux caracteristiques 

sortantes sont aussi determinees par extrapolation a partir de I'interieur bien que les 

conditions aux limites restantes sont specifiees de fa9on qu'elles consistent avec les 

conditions imposees par le champ lointain soit; 

A = ^ B = ^ ( IV .34 ) 

du . du 

Puisque la limite est une ligne de y=cte, les valeurs propres de B determinent 

les caracteristiques entrantes et sortantes. 

Si qn et qt sont les composantes de vitesse normale et tangentielle a la limite, et 

c est la celerite du son, les valeurs propres q,,, qt, qn - c, et qn *c sont les valeurs aux 

frontieres du pas de temps precedant indique par 0. et soit To le vecteur propre de la 

matrice B. 

Alors Bo se reduit a une forme diagonale par la transformation Ao=To' Bo TQ, et 

en mettant v= T^^ U , I'equation linearisee prend la forme : 

{hv) + T ; ' A J „ ^ + A , ^ = 0 ( IV .35) 
dt dx oy 

Les variables caracteristiques sont les composantes de v, qui sont: 

P-Clp, q,, p-p<)Coq„ et Po+PoCoq„-

Soit le vecteur extrapole de Finterieur et les vecteurs du champ libre denotes 

par les indices 'e' et ' c o ' , alors a la limite d'entree de I'ecoulement nous mettons les 

conditions suivantes : 

I V . S . l Conditions d'entree amont 

P-C^P=P.-C^P. (W.36.a) 

q,=q,^ ( IV.36.b), 
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P-PoCo^n ^P^-PoC^q„,^ (IV.36.C) 

P + PoC^q^ =p,+ p^C^q„^ (IV.36.d) 

donne : 

P^^^iPe'-P^'- PoC^(q„, -q„^^)) 

La masse volumique pent etre determiner a partir de I'equation (IV.36.a). 

Pour les calculs d'etat stationnaires, i l pent etre determiner altemativement en 

specifiant que I'enthalpie totale H a sa valeur au champs libre( oc). 

IV.5.2 Conditions a la sortie aval 

A la limite avale, une condition sera specifier. Si I'ecoulement est un champ 

dP 
parallele alors : — = 0, done pour un domaine ouvert: 

dy 

p = po3 ( IV. 3 7) 

La condition a la limite de non-reflexion qui fait eliminer les ondes entrant est: 

^ip-PoCoq.) = 0 (IV.38) 
ct 

cette equation n'assure pas la condition a la limite definie par I'equation (IV.37). 

Selon Rudy et Sstiikvs^erda [12], les equations (IV.27) et (IV.28) sont combinees 

comme suit: 

ip-PoCoqJ + ccip-pJ = 0 (IV.39) 
dt 

ou la valeur typique du parametre a est 1/8. 

Les composantes de la vitesse et de I'energie sont extrapoles de I'interieur. 

Differentes autres conditions aux limites sont designees pour reduire les 

reflexions a partir de la limite exterieme ont ete proposees par d'autres auteurs 
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IV .6 Critere de stabilite 

On dit qu'mi processus de calcul iteratif est stable si les erreurs d'arrondis ne 

Sqmplifient pas au fme et a mesm^e que les calculs progiessent. Afin d'eviter toute 

instabilite, et selon 1'analyse de Von Neimiarm, la stabilite des schemas explicites est 

determinee par le nombre C.F.L (Courant - Freiderich - Lewy )[8J3,18], qui se 

tiaduit par le At (accroissement du temps). 

At < min 
Ax A_>' 

u C V c , 

avecc= / ' ^ ^ est la celerite du son. 

D'apres Bijan.M [23], le calcul de la solution de I'etat stationnaire necessite 

toujoms I'utilisation du pas de temps local et pom" le cas m- statiomiaiie, le calcul 

du pas du temps global est necessaire, car le pas du temps global est le minimum 

des pas de temps locaux. 

IV .7 Generation de maillage 

La procedm^e de la solution nmnerique d'equations d'Euler est decouplee par 

la generation du maillage. De nombreux developpements des teclmiques de 

generations de maillage ont ete effectues notamment en ce qui conceme les 

problemes bidimensiomiels en utilisant des methodes nmneriques a savou : les 

elements finis, les volumes firus ou les differences finies. 

La generation automatique de maillage consiste a generer mi systeme de 

cordomiees cui"vilignes qui deteiniine le champ de calcul dans lequel seront 

exprimees toutes les equations de probleme physique. 

Les differentes techniques de generation de maillage different les mies des 

autres par des proprietes que verifient les maillages generes en relation avec les 

modeles mathematiques utilises. 

La methode des techniques algebriques utilisee dans notie etude produit une 

description fonctionnelle directe de la tiansfomiation entie les domaines 
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computatioimel et physique, et ses priiicipales caiacteristiques seront presentees dans 

ce qui suit: 

IV.7.1 Technique algebrique 

Les methodes algebriques les plus utilisees dans la generation des maillages 

sont celles qui interpolent les points des frontieres pour generer les points interr>«5. 

L'interpolation explicite pent efre en une dimension ou en 'n ' dimensions. La qualite 

demandee est que le maillage genere doit etre bien conditionnee en le variant 

doucement vers un maillage orthogonal. 

La distribution des points du maillage a I'interieur est gouvemee par les 

fr^nctions de condensation « stretching frmctions » aux frontieres. 

IV.7.2 Fonctions de condensation « S T R E T C H I N G » 

Les fonctions de condensation sont largement utilisees pour la distribution des 

points le long des frontieres particulieres ainsi que les regions specifiques (a foits 

gradients) des domaines qui necessitent un fraitement avec une grande precision. 

Pour les ecoulements autour des corps, i l est necessaire d'uitroduire ces fonctions 

pour resoudre les problemes oii les gradients des variables physiques sont larges. 

Les variables dependantes et mdependantes dans la fonction de condensation 

« sfretching » sont exprimees sous une forme normalisee, voir la figure (IV.5). 

La variable independante appropriee est: 

7 7 * = ^ ^ ^ (IV. 40) 

avec 0< Ti*<l ou qi<Ti<q2. 

Une fonction de condensation « sfretching » proposee par Rebert (1971) et 

modifie par Eissemaim (1979) [21], est la suivante : 

tanh(Z),) 
J- = a y + ( l - a i l - ^ ^ ^ ^ ^ " ' V ; 7 ^ J (IV.41) 

Ou ai et bi sont des paramefres de condensation des lignes coordoimees. 
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ai :exprime la pente de la distribution S « a, T; dans le cas particulier ou la valeur de 

TJ proche de zero. 

b i : est appele facteur d'amortissement de EISEMAN qui permet le controle de la 

ligne curviligne S. 

les petites valeurs de bi avec la variation de 77' causent de petites variations 

de la linearite de S. Une fois que S est obtenu, elle est utilisee pour specifier la 

distribution de x et y definie par : 

(IV-42) 

yi -yx 

par exemple si on prend / { S ) - g(S) = S , les relations (IV-42) donnent: 

x=Xi+S(xi-X2) (IV-43) 

y-y i+S (y ry2) ( IV -44 ) 

ai=1.8 et bi=2. i i I i i i 1 i i 
2 1 

ai=0.9 et bi=2. ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

2 1 

ai=0.1 et bi=2. 1 i i j j j j j 
2 1 

S=l s=o 

Figure.IV.4 Distributions de maillage 
suivant les parametres de controle 

Les distributions typiques des points sur le segment 1-2 de la figure(IV.4) sont 

obtenues suivant les formules (IV.43 et IV.44)pour des valeurs de ai et bi variables. 

IV.7.1.2 Technique de deux parois 

Cette methode est generalement illustree par un canal bidimensiormel courbe, 

voir figure (IV.5). I I est souvent necessaire que les fonctions de condensation 
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« stretching » SAD(TI*) et SBC (T]*) soient definies pour controler la distribution des 

points au-dessus et au-dessous des frontieres [ 143]. 

Des equations equivalentes a celles de (IV.41) sont utilisees pour generer 

SAD(TI*) et SBC (T|*)- Pour obtenir la valeur de ' S ' enfre les surfaces ' A D ' et ' B C , une 

simple interpolation lineaire est reconmiandee exprimee par : 

^ ~ ^AD + ^ {'^BC " ^AD ) 

O U : 

^2 

Figure.IV.5 Canal bidimensiormel curviligne. 

Par une voie similaire, la distribution des points de maillage le long de A B et 

CD est confrolee par les fonctions « sfretching » rAB('^*) et rDc('^*). Si TAB et roc sont 

considerees comme etant les coordoimees generalisees le long de la surface, alors 

XAB(rAB) et yAB(rAB) se smvent directement. I I en est de meme pour XDc(rDc) et 

yDc(rDc)-

La technique des deux parois utilise des moyens 

d'interpolation pour generer les points interieurs enfre les deux frontieres A B et DC. 

Une simple interpolation lineafre est donnee dans ce qui suit: 

x(^,?7) =(l-S)xAB(rAB)+S.XDc(rDc) 

y ( ^ , 7 ) =(l-S)yAB(rAB)+S.yDc(rDc) (IV.45) 

Ou S est donnee par (IV.41) 
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IV.7.3 Organigramme de generation de maillage 

Declaration des parametres d'entree & 
Lecture des parametres de condensation/ 

Introduction des points aux frontieres 

Appel au sous programme sfrech qui fait 
Generation des fonctions de condensations 

« STRETCHING FUNCTION » 
Tank {0{l-r])) 

S = Pri 

F{S) = x-x. 

Tank (0) 

Appel du Spg. Profil pour : 
Determination des coordonnees du profil AB 

y = +a2X~ +a^x^ +a^x'^ +a^x^) 

Generation des surfaces aux frontieres 1 et 4, 2 et 3 

Generation des points internes 

I 
Affichage des resultats X( i , j ) ,Y(i , j ) 

Fin 
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IV.8 Organigramme du programme Euler 2D .FVM. 

Declaration des parametres 
Appel au Spg parametres/ 

Appel au Spg Config 
Lecture des parametres d'entree initiaux 

Appel au Spg Mailla 
Introduction des cordoimees des points de maillage. 

Appel au Spg Aires 
Calcul des aires des volumes de control 

Appel au Spg init 
Entree les solutions physiques initiales 

Iteration kt =0 
t=0 

eps=l.e-10 

* 
Appel au Spg calpres 

Calcul de la pression initiale 

Appel au Spg result 
Stockage des solutions physiques 

initiales 
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kt=kt+l 

Appel au Spg caldt 
Calcul du dtmin, t=t+dt 

Appel au Spg RKresexp qui fait la resolution 
ExpUcite par le schema de Range-Kutta d'ordre 4. 

Appel au Spg cdl 
Calcul des flux convectifs 
aux limites. 

Appel au spg calpres 
calcul de la pression 

Appel au Spg cds 
Calcul des termes du flux 
dans chaque maille. 

Appel au Spg result 
Stockage des resultats 

Non Si kt > ktmax 
ou 

t-tmax > eps 

Oui 

Affichage des 
resultats 

I 
Fin 
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CHAPITRE V 

ANALYSE DES RESULTATS 

V . l Introduction 

Le code de calcul « EULER-2D.MVF » decrit precedemment a ete utihse pom-

la simulation numerique du probleme d'ecoulement transsonique compressible non 

visqueux autour d'lme geometric bidimensiormel de type profil d'aile NACA0012. 

On a choisi ce cas d'application (profil symetrique), car ce type de geometric a ete 

tres utilise dans plusieurs etudes comme un cas test, ce qui nous permet la 

confi-ontation de nos resultats avec ceux publics dans la litteratm-e specialisee. Avant 

d'aborder les differents resultats obtenus par notre code « EULER-2D.MVF », i l 

convient de mettre en evidence la robustesse du programme de generation de 

maillage « MESH2D», en presentant quelques exemples executes. 

V.2 Generation de maillage 

Dans le but de resoudre les equations physiques gouvemant le probleme, et 

afin d'exploiter le code « EULER-2D.MVF», un programme de generation de 

maillage « MESH2D » autour du profil d'aile a ete etabli. Plusieurs cas peuvent etre 

representes en executant le programme, en jouant sm- la diversite des parametres 

d'entree, en se limitant a quelques exemples qui illustrent les perfoi-mances du 

programme. 

Certains problemes physiques demandent une grande precision de calcul, ou le 

raffinement de maillage joue un role primordial, ainsi I'obtention d'un resultat 

adequat du probleme est conditionnee par un choix judicieux du raffinement de 
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maillage utilise. La figure V. 1 montre le raffinement de maillage autour d'un profil 

d'aile de type N A C A 0012 avec une repartition reguliere des lignes coordoimees. 

Le maillage pent etre rendu sensible aux regions de forts gradients grace aux 

fonctions de condensation en faisant varier les parametres de controle. Cette 

sensibilite est traduite par la repaitition des lignes coordonnees qui peuvent etre 

condensees dans des zones bien definies et suivant une direction £. ou rj. La figure 

V.2. montie un raffinement de maillage au voisinage du bord d'attaque qui 

represente un point d'arret de I'ecoulement, aux alentour de la paroi du profil ou la 

Hgne Sonique sera indiquer sur les figures qui representent les lignes iso-Mach, et au 

bord de fiiite (a la sortie aval). 
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(b ) Mail lage en C 7 9 x 4 0 

FigureV. 1. a , b Raffinement de maillage autour du profil 

NACAOO 12 (repaitition reguliere) 
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FigureV.2.a. Maillage en C 39x20 

Pac=Pfd=0.2, Pai^Pcd=l 

Figure V.2.b.Maillage en C 39x20 
Pac=0.2,Pfd=0.00r Paf=Pcd-0.1 
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Figure V.2.c Maillage en C 29x15 
Pac=pfd=l paf=pcd=0.1 

Figure V.2.d Maillage en C 29x15 
Pac=pfd=l paf=pcd=0.5 

Figure 5.2.Influence des fonctions de condensation sur la repartition 
des lignes coordonnees autour du profil NACAOO 12 
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V.3 Nombre de Mach critique 

Dans I'ecoulement transsonique, le nombre de Mach a rinfini est 
inferieur legerement a I'unite. Comme I'ecoulement est accelere autour d'un 
obstacle, il devient localement supersonique. Un champ d'ecoulement transsonique 
consiste en un domaine infini d'ecoulement subsonique avec une pochette 
d'ecoulement supersonique. Le nombre de Mach limite qui permet Fapparition des 
premiers points supersomques, et pai" la suite la pochette supersonique est appelee 
« le nombre de Mach critique ». La valeur de ce dernier change sous I'effet de Tangle 
d'incidence de I'ecoulement amont. Les resultats obtenus par Texecution de notre 
code sont presentes dans les tableaux V.l, V.2 et V.3. Ces demiers montrent 
quelques cas exemples de Teffet de Tangle d'incidence de I'ecoulement amont sur le 
nombre de Mach critique et sur les parametres physiques, a savoir le nombre de 
points supersomques, le nombre de Mach, la masse volumique, la pression et les 
vitesses d'ecoulement. Ces resultats sont representes sur les figures V.3 a, V.3b et 
V.3c qui montrent la repartition des hgnes iso-Mach d'un ecoulement amont 
subsonique autom du profil NACA 0012. 

Le tableau V. 1 presente les resultats d'un ecoulement transsonique autour du 
profil NACAOO 12 avec un angle d'incidence de I'ecoulement a Tinfini amont nul et 
un nombre de Mach M^=0.75 et le nombre de points supersomques egale a deux 
(02), ce qui nous permet de conclme que le nombre de Mach critique pour un angle 
d'attaque nul est legerement inferieur a 0.75. 

la representation graphique de la figure V.3 a montre clairement la repartition 
des lignes iso-Mach autour du profil. Une hgne sonique epouse la parol du profil 
avec une tres petite pochette supersonique qui vient de prendre naissance, ce qui 
justifie les conditions critiques de I'ecoulement. 

Les tableaux V.2 et V.3 presentent les resultats des deux exemples 
d'ecoulements transsoniques autour du profil NACAOO 12 avec les conditions de 
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Tableau V. 1 Parametres physiques d'un ecoulement transsonique 
autour du profil NACA0012 Mach =0.75 Alpha=0.deg CFL=1.5 

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS 

Nombre de points supersoniques 2 
Nombre de Mach maximum 1.00657300 
Nombre de Mach minimum .05146670 
Pression maximum 1.85231900 
Pression minimum .93473190 
Densite maximum 1.27569100 
Densite minimum .79746440 
Vitesse/x maximum 1.28836900 
Vitesse/x minimum .07337958 
Vitesse/y maximum .50659320 
Vitesse/y minimum -.50647380 

I'ecoulement a I'infini amont respectivement, 0=1.25 deg. et a =3 deg. pom- les 
angles d'incidences, 0.70 et 0.64 pour le nombre de Mach. Le nombre de points 
supersomques egale a un (01) et deux (02) respectivement, ce qui nous permet de 
conclure que le nombre de Mach critique pour les angles d'attaque cites auparavant 
est legerement inferieur aux nombrcs de Mach a I'infini amont respectivement. 

La representation graphique des figures V.3a,V.3b et V.3c montrent 
clairement la repartition des lignes iso-Mach autour du profil, qui sont reaffirmes par 
les resultats des tableaux V.l,V.2 et V.3. Ces repartitions permettent d'avoir un 
nombre de Mach critique de I'ecoulement transsonique pour chaque angle d'attaque 
et de voir I'effet de variation de Tangle d'attaque sur ce dernier, car ils sont 
inversement proportionnels. 
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Tableau V.2 Parametres physiques d'un ecoulement transsonique 
autour du profil NACAOO 12 Mach =0.70 Alpha=1.25deg CFL=1.5 

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS 

Nombre de points supersoniques 1 
Nombre de Mach maximum 1.00483200 
Nombre de Mach minimum .11544550 
Pression maximum 2.00542600 
Pression minimum .99798470 
Densite maximum 1.22507300 
Densite minimum .75402370 
Vitesse/x maximum 1.35638200 
Vitesse/x minimum .07545001 
Vitesse/y maximum .62925110 
Vitesse/y minimum -.42489760 

Tableau V.3 Parametres physiques d'un ecoulement transsonique 
autour du profil NACAOO 12 Mach =0.64 Alpha=3.deg CFL=1.5 

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS 
nombre de points supersoniques 2 
Nombre de Mach maximmn 1.00483400 
Nombre de Mach minimum .11349970 
Pression maximum 2.36669600 
Pression minimum 1.10125300 
Densite maximum 1.21242400 
Densite minimum .70562050 
Vitesse/x maximum 1.45534600 
Vitesse/x minimum .07732598 
Vitesse/y maximum .80499770 
Vitesse/y mmimum -.31137040 
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Figure V. 3 a Repartition des hgnes iso-mach autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.75 ALPHA=O.DEG 

O R T E ISO-MACH 

/ I hl/-.Gi-U0.7 
\5 

-1 .0^ . . . I I . . . I I , , , I 

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 

Figure V. 3b Repartition des hgnes iso-mach autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.70 ALPHA=1.25 DEG 
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Figure V. 3c Repartition des lignes iso-mach autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.64 ALPHA=3. DEG 
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V.4 Influence de Tangle d'attaque sur la distribution de pression 

Le coefficient de pression Cp est un parametre principal de I'ecoulement. La 
distribution de ce dernier est representee a travers la parol du profil NACA 0012 par 
rapport a sa corde « c ». Cette representation surfacique permet de suivre Tevolution 
du parametre donne au cours du mouvement et de detecter toute anomalie ou 
discontinuite dans I'ecoulement le long de la surface du profil. 

La figure V.4a presente Tevolution du coefficient de pression a travers le 
profil avec un angle d'incidence nul, ainsi avec un nombre de Mach a Tinfini amont 

= 0.60. Ces resultats ont ete obtenus avec un maillage de 59x30 noeuds et pour 
une configuration exteme de type « C ». la figure met en evidence Tevolution des 
zones de depression et de surpression le long de la parol du profil. Cette distribution 
graphique du coefficient de pression symetrique sur Textrados et sur Tintrados ne 
presente aucune discontinuite de I'ecoulement qui reste subsonique par tout, cela est 
justifie par Tabsence des points supersoniques, ainsi le nombre de Mach maximum 
de I'ecoulement reste inferieur a Tunite. Ces resultats sont illustres sur le tableau 
V.4a, obtenu par Texecution de notre code de calcul. 

Tableau V.4a Parametres physiques d'un ecoulement transsonique 
autour du profil NACAOO 12 Macli =0.60 Aipha=0,deg CFL=1,5 

PARAMETRES PBYSIQUES VALEURS 

Nombre de points supersoniques 0 
Nombre de Mach maximum .72683350 
Nombre de Mach minimum .04555451 
Pression maximum 2.57810600 
Pression minimum 1.74770900 
Densite maximum 1.17866300 
Densite minimum. 90674900 
Vitesse/x maximum 1.19061600 
Vitesse/x minimum .07971693 
Vitesse/y maximum .52483310 
Vitesse/y minimum -.52472580 
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Une representation bidimensionnelle des lignes iso-pression avec les meme 
conditions amont de I'ecoulement (M^= 0.60 avec angle d'incidence nul) permet 
d'avoir clairement la distribution de pression autour du profil. voir la figure. V.4b. 

La figure (V.4c) met en evidence I'effet de Tangle d'incidence sur 
Tevolution du coefficient de pression, tout en gardant le nombre de Mach de 
I'ecoulement amont constant (M^= 0.60) avec un angle d'incidence positif egale a 
1.25 degres. La figure montre clairement le mecanisme de sustentation et les zones 
de depression et de surpression et Tecart qui existe entre la courbe de Tintrados et 
celle de Textrados du profil. Sur Textrados, la distribution de pression a ete presque 
conservee comme dans le cas d'un ecoulement avec angle d'incidence nul mais avec 
une plus large zone de depression. Cependant sur Tintrados la zone de depression est 
tres petite. 

Le comportement de I'ecoulement le long du profil reste subsonique partout et ne 
presente aucune discontinuite, cela est justifie par les resultats du tableau V.4b qui 
montre que le nombre de Mach maximum est inferieur a Tunite, et le nombre de 
points supersoniques est nul. 

Tableau V.4b Parametres physiques d'un ecoulement transsomque 
autour du Drofil NACAOO 12 Mach =0.60 AlDha=1.25dea 

PARAA-IE I'RES PHYSIQUES VALEUHS 

Nombre de points supersoniques 0 
Nombre de mach maximum .76482460 
Nombre de mach minimum .11482650 
Pression maximum 2.55530700 
Pression minimum 1.65354600 
Densite maximum 1.17567400 
Densite minimum .86500080 
Vitesse/x maximum 1.24408900 
Vitesse/x minimum .08001219 
Vitesse/y maximum .64281150 
Vitesse/y minimum -.42341970 
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Une representation bidimensionnelle de la figure(V.4d) montre la 
distribution des hgnes iso-pression avec les memes conditions amont de I'ecoulement 
(M^ = 0.60 et un angle d'incidence egale a 1.25 degres.) et permet de voir clairement 
revolution de la pression autour du profil et la dissymetrie dans la repartition des 
lignes iso-pression. 

Figure V.4a Distribution du coefficient de pression sur la surface du 
profil NACA0012 Mach=0.6 Angle d'incidence =0. deg. CFL= 1.5 
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Figure V.4b Repartition des Lignes iso-pression autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.60 ALPHA=0. DEG 
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FigureV.4c Distribution du coefficient de pression autour du profil 
NACAOO 12 Mach=0.6 Angle d'incidence =1.25 deg. CFL= 1.5 
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Figure V.4d Repartition des lignes iso-pression autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.60 ALPHA= 1.25 Deg. 
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V.5 Influence de nombre de Mach amont sur la distribution de pression 

La figure (V.5.a) montre I'effet de 1'augmentation du nombre de Mach amont 
combme avec Tangle d'incidence sur revolution du coefficient de pression autour du 
profil NACA 0012. Pour un nombre de Mach a Finfini amont de 0.75 ( au-dela du 
Mach critique) avec un angle d'incidence de 2 degi-es, apparaissent des ondes de choc 
qui modifient les repartitions de pression. Les ondes de choc constituent des 
recompressions brutales avec forte croissance de la trainee a partir d'un point appele 
« mach de divergence de la trainee » et la portance chute pour un nombre de Mach 
legerement superieur appele « Mach de divergence de portance ». Et d'apres les 
resultats obtenus et presentes sur le tableau V.5.1 en executant noti-e code, 
I'ecoulement passe du regime subsonique au regime supersonique a tiavers une ligne 
sonique, cela est justifie par 1'augmentation du nombre de points supersoniques et le 
nombre de Mach de I'ecoulement qui a depasse I'unite. La figure montie aussi le 
phenomene de sustentation par une large zone de depression sur I'extiados suivi par 
une discontinuite de I'ecoulement. 

Tableau V.5.1 Parametres physiques d'un ecoulement transsonique 
autour du profil NACA0012 Mach =0.75 Alpha=2.deg CFL=1.5 

PARAMETRES PHYSIQL^S VALEURS 

Nombre de points supersoniques 26 
Nombre de Mach maximum 1.32123800 
Nombre de Mach minimum .15034320 
Pression maximum 1.83925600 
Pression minimum .63578340 
Densite maximum 1.27458600 
Densite minimum .60780350 
Vitesse/x maximum 1.59768700 
Vitesse/x minimum .07261971 
Vitesse/y maximum .64692280 
Vitesse/y minimum -.38194740 
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La figure V.5.b est une representation bidimensionnelle qui montre la 
distribution des lignes iso-pression avec les meme conditions amont de I'ecoulement 
(M^= 0.75 et un angle d'incidence egale a 2 degres.), elle permet de voir clairement 
revolution de la pression autour du profil et la diss^inetrie de la repartition des 
lignes iso-pression, cela reaffirme la theorie de sustentation qui dit que I'aile est 
aspiree vers le haut sous I'effet de la depression. 
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V.6 Influence de nombre de M a c h amont avec I 'angle d' incidence sur la 

distribution du nombre de M a c h local 

Les figures(V.6.a, V.6.b, V.6.c, V.6.d, V.6.e, V.6.f ) permettent de conclure 
que la repartition du nombre de Mach local varie considerablement selon 1'incidence 
du profil et selon le nombre de Mach amont; ainsi les points d'aixet se deplacent en 
fonction des differentes incidences, et la poche supersonique s'elargit, la ligne 
Sonique se rapproche du bord d'attaque, et le nombre de points supersoniques sur 
I'extrados a I'interieui- de la cloche supersonique augmente et I'onde de choc devient 
plus intense et se rapproche du bord de fuite. 
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Figure V.6a Evolution du nombre de Mach local a travers la surface du profil 
NACA0012 Mach =0.75 Alpha=0.deg CFL=1.5 
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Figure V.6d Repartition des lignes iso-mach autour du profil 
NACA0012 Mach =0.75 Alpha=2.deg CFL=1.5 
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CARTE ISO-MACH MACH=Q.SO ALPHA=a.Deg GFL=1.5 
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Figure V.6.f (A)&(B) Repartition des lignes iso-mach autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.8 ALPHA=3.Deg 
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V.7 Influence de nombre de M a c h amont avec Tangle d' incidence sur la 

distribution de pression 

la figure V.7 nous donne la repaitition des pressions autom" du profil et 
comment se materialise la sustentation pour un nombre de Mach amont de 0.8 et un 
angle d'incidence de Tecoulement de 3degre. L'ecoulement de Tair est arrete a un 
point appele « point d'arret» situe au milieu d'un champ de surpressions fortes 
deplace legerement vers Tintrados, a ce point Tenergie cinetique est transformee en 
energie de pression, la vitesse est nulle et la pression est maximale appelee « pression 
d'impact ou pression totale». Au-dela de ce point la vitesse augmente et la 
surpression diminue, et d'apres la figure 5.6.f ime ligne sonique apparait en 
consequence de I'augmentation de la vitesse sous Teffet d'une depression qui regne 
a Tinterieur d'une cloche supersonique. Cette depression se termine par une onde de 
choc qui modifie Tecoulement bmsquement. Une surpression est cree et 
Tecoulement rejoint les conditions amont. Sur Tintrados mi divergent faible 
provoque une zone de surpression. Le champ de depression a Textiados et le champ 
de surpression de Tintrados qui agissent dans le meme sens ont tendance a monter 
Taile. 
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CARTE ISO-PRESSION MACH=0.90 ALPHA=3.Deg CR-=1.5 
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Figure V.7 (A)&(B) Repartition des lignes ISO-PRESSION autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.8 ALPHA=3.DEG 
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V.8 Repart i t ion du champ d'ecoulement 

La figure (V.8.a) montre la repartition des Champs de vitesse d'mi ecoulement 
laminaire autour du profil NACA 0012 avec mi nombre de Mach amont de 0.8 et mi 
angle d'incidence nul. Les filets d'air glissent les uns contre les auties parallelement 
a eux-memes et s'ecartent insensiblement du profil a contoumer. Les paiticules d'air 
voient leur vitesse et leur trajectoire se modifient tres progressivement, pratiquement 
sans frottement du a I'hypotliese de non-viscosite de Tan (condition de glissement) : 
les filets d'air epousent la forme du profil; c'est ce que Ton observe legerement en 
avant du bord d'attaque, ainsi qu'au-dessus et au-dessous du profil. La figure V.S.b 
montre I'effet de I'augmentation de Tangle d'incidence sur la repartition des lignes 
de Tecoulement. Les filets d'aii- se mettent a onduler de facon plus ou moins 
desordormee : leur ligne generale suit le profil, mais chaque filet d'air voit sa vitesse 
evoluer rapidement apres son passage dans une zone dans la quel Tecoulement est 
accelere, puis elle decelere progressivement a la sortie, avant de rejoindre les 
conditions amont; cela est affinne par la figure V.S .C qui montie le champ de vitesse 
d'ecoulement selon Taxe y ou on observe les sens des vectems vitesses et les zones 
de pertm'bation. ce qui est reaffirme par la figure V.g.d ; qui presente les lignes iso-
vitesses et les zones d'acceleration et de deceleration de Tecoulement autour du 
profil avec ordre de grandeur. 
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Figure V.S.b (A)&(B) Repartition des Champs de vitesse/x (u) autour 
du profil NACA 0012 MACH-0.8 ALPHA=3.DEG CFL-1.5 
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Figure V.8.C Repartition du Champ de vitesse/y (v) autour du profil 
NACA 0012 MACH=0.8 ALPHA=3.DEG 
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Figure V.S.d Repartition des lignes iso-vitesse/y (v) autour du profil 
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V .9 Val idat ion des resultats: 

Les parametres principaux de recoulement sont le coefficient de pression, le 
nombre de Mach et le champ de vitesse de Tecoulement Ces demiers sont 
representes en fonction de la position x/c sur le profil. Des representations 
smfaciques unidimensionnelles et bidimensiormelles le long de la parol et autour du 
profil permettent de suivre Tevolution des parametres donnes au cours du 
mouvement, ainsi de detecter toute anomalie ou discontinuite dans Tecoulement 
autour du profil. 

La representation de la distribution du coefficient de pression autour du profil 
d'aile NACA 0012, est Tune des consequences physiques de Tapplication de ces 
resultats. Pour des nombres de Mach et angles d'incidences differents et pour un 
nombre CFL=1.5, les figures V.4a, V.4c et V.5.1 montrent ime bonne concordance 
avec les resultats donnes par les references [8, 9,31], et par le schema de Roe de la 
reference [23]. Une representation surfacique des resultats est donnee par les figures 
V.4b et V.4d a Taide d'lm logiciel appele « Tecplot». Les courbes obtenues ont 
Tallure suivante: a partir de la chute de pression le long de la surface du profil par 
rapport a sa valeur de stagnation au bord d'attaque, nous deduisons que Tecoulement 
est accelere et devient supersonique. Cette zone supersonique se termine par une 
onde de choc qui ramene Tecoulement aux conditions subsoniques amont. 

Le nombre de Mach joue un role primordial dans la definition de 
Tecoulement, la comparaison de la repartition des lignes iso-A4ach autour du profil 
NACA 0012 des figures V.6d et V.6.f avec les resultats donnes par les references 
[8,33,36] montre que les courbes ont les memes allures, presque sur tout le 
profil et se coincident a un certain ecart pres. Divers exemples ont ete executes, mais 
pom des raisons de clarte on a pas represente tons les cas possibles qui peuvent etre 
traites par notre code « EULER-2D.MVF ». 
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V . I O Effet de nombre C . F . L sur la convergence 

Afin de montrer I'effet du nombre C.F.L sur la convergence on a presente sur 
la figure V.IO la variation de residuel en fonction du nombre d'lterations pour 
differents nombres de C.F.L. 

La figure montre que pour un residuel eleve, le nombre C.F.L n'a pas une 
influence majeme sur le nombre d'lterations necessaire a la convergence, car le 
shema converge pratiquement dans la premiere centaine iterations. 

Cependant, I'effet du nombre C.F.L devient de plus en plus important en 
diminuant le residuel; par exemple pour avoir un residuel de (-4) on remarque 
d'apres la figure que la convergence atteint aux alentour de 800 iterations pom un 
C.F.L= 0.8, tandis que ce meme residuel peut etre obtenu avec un cout moindre de 
50% (environ 400 iterations) en prenant un C.F.L=1.5. 

0,00 

•1,00 — 

•2,00 - ^ 

-3,00 — 

•4,00 -n 

•5.00 H 

•6,00 — 

•7 00 

1 
i 

•8,00 — 

•9 00 

+ CFL=0,a 

O CFL=1,1 

CFL=1 5 

Mach=0,75 
alpha=0 deg 

0,00 200,00 400,00 600,00 

Iterations 
800,00 1000,00 

Figure V.IO EfiFet du CFL sur le residuel 
en fonction de nombre d'lterations 

79 



Conclusion 

CONCLUSION 

L'objectif principal de cette etude etait la simulation numerique des 
ecoulements transsoniques, compressibles, rotationnels, non visqueux regis par les 
equations d'Euler. La strategie numerique de la resolution utilisee consiste a 
discretiser les equations d'Euler qui forment un systeme hyperbolique non lineaire 
par la methode des volumes finis a I'aide d'un maillage pseudorthogonal a elements 
centres, et la resolution des equations differentielles ordinahes obtenues par le 
schema de Runge Kutta explicite. 

La construction de maillage bien adapte est un element 
important pour la precision et I'efficacite du traitement numerique du probleme. Une 
methode de generation de maillage basee sm les techniques algebriques est utilisee 
dans notre etude, elle dorme une description fonctioimelle directe de la 
transformation entre les domaines computatioimels et physiques. 

Dans cette etude, une methode robuste de prediction a ete proposee pour des 
ecoulements compressibles transsoniques, ainsi pour des ecoulements avec 
discontinuites comme les ondes de choc. Cette methode est basee sur une technique 
de volumes finis du deuxieme ordre dans I'espace et sur une discretisation explicite 
dans le temps, qui utilise des ressources informatiques moins importantes qu'une 
discretisations implicite meme si I'avancement de la solution dans le temps est moins 
rapide. 

Afin de resoudre les equations physiques gouvemant le probleme, on a utilise 
un schema qui se base sm la methode de Runge Kutta explicite en introduisant la 
viscosite artificielle d'ordre eleve pour minimiser les fluctuations qui peuvent se 
presenter dans les regions de discontinuites (choc) ou de forts gradients. 

Les methodes exphcites qui sont soumises a la restriction du pas de temps 
impose par le critere de stabilite CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy) consistent a 
trouver la solution au probleme de Reimann. Ces schemas demandent de la viscosite 
artificielle explicite pom satisfaire les criteres de stabilite, grace a I'idee de J. Von 
Neamann et R.D Richtmyer. Cette methode consiste a modifier les equations du 
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fluide parfait en introduisant un terme jouant le role d'lme viscosite artificielle, 
construite de 
fa9on a etre negligeable en dehors des ondes de choc, et donne a celles-ci une 
structme visqueuse artificielle sm ime epaissem de quelques mailles. 

Finalement on a simule im ecoulement autom du profil NACA 0012 pom 
differentes valems des parametres physiques a savoir le nombre de Mach a I'infini 
amont. Tangle d'incidence de Tecoulement et le critere de stabilite CFL. Ce dernier 
influe avec le raffmement de maillage sm le taux de convergence de la methode. 

La procedme de calcul a ete validee sm quelques tests pom- lesquels on 
disposait des resultats d'autres methodes ou schemas a savoir la methode integrale ( 
methode de panneaux ), methode de potentiel complet et avec d'autres tra 
recemment publics. En generale une bonne concordance a ete observee e 
predictions et ces travaux. 

En effet I'approche basee sm les equations d'Euler n'introduit aucime hypoth 
limitative sm Tintensite des ondes de choc ou la rotationnelite de Tecoulement 
comme c'est le cas dans les approches basees sm Tequation du potentiel complet ni 
en outre sm Tepaissem des profils. Elle donne des meillems resultats meme aux 
regions ou Tentropie et les gradients de vorticite sont importants. 

En conclusion, I'approche basee sm le systeme d'equations d'Euler avec xm 
maillage structme en utihsant le schema de Runge Kutta represente im schema 
robuste vers une bonne prediction de simulation numerique des ecoulements 
transsoniques, compressibles, rotationnels et non-visqueux au tour du profil d'aile. 

A la suite de ce travail, des extensions de I'approche sont envisageables. 
L'une de ces extensions est Tutilisation de la methode pom des maillages multi-
grilles ou pom des geometries complexes. Du point de vue mmierique, il serait 
interessant d'introduire la methode de maillage adapte en utilisant im maillage 
triangulaire instructme. Du point de vue physique, cette etude pourra etre etendue au 
cas d'ecoulements visqueux en introduisant les modeles de tmbulence afin de simuler 
Teffet de la couche limite laminaire ou tmbulente. 
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Annexe A Adimensionnement 

ANNEXE A 
ADIMENSIONNEMENT 

I. Adimensionnement des variables 
Les grandeurs physiques sont reperees par une barre « ~ » et rendues sans 

dimension afin de les utiliser pour la representation des resultats numeriques. En 
outre, selon [18], on peut adimensionner les grandeurs physiques en posant: 

a partir de celles-ci on definit les grandeurs adimensioimees 

1.1 Le temps : 
~t = tl{CIUJ 

C : corde du profil 
: vitesse de I'ecoulement a I'infini 

t : temps adimensioime 
1.2 Abscisse : 

x = x/C 

x : Abscisse adimensionnee 

1.3 Masse volumique : 

: masse volumique a rinfini 
p : masse volumique a-dimensionnee 

(A-1) 

(A-2) 

(A-3) 

1.4 Vitesse : 
u = u/U (A-4) 

u : vitesse a-dimensioimee 
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Pression : 
TP _ TP 1 c'-

pJJl YPJJI P.yUl yUl yMl (A-5) 

(A-6) 

p : pression a-dimensionne 
: nombre de Mach a I'infini 

X : rapport des chaleurs specifiques CP/Cv 
CP xhaleur specifique a pression constante 
Cv xhaleur specifique a volume constant 
c : celerite de son 

U Adimensionnement des equations : 

II.l Equation de continuite : (ID) 

ct dx (A-7) 

En rempla9ant les variables physiques par les variables adimensionnees, on 
obtient: 

o{pp-^) ^ djp.pJJ^u) ^ Q 
d(t.% ) d{x.C) 

(A-8) 

u<.p^ ^+£^^pjL=o 
C ' di C dx 

op I Spu ^ ^ 
dt dx 

II.2 Equation de quantite de mouvement: (ID) 
d(pu) d . , _ 

dt 6(x) 

(A-9) 

(A-10) 

substitution des variables adimensionnees 
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C dt o(x.C) 

apres la simplification ot o{x) (A-11) 

II.3 Equation de I'energie (ID) 

dt dx 
d{pE) d 

u{pE + /?)] = 0 

dt dx 
pu(E + ^) = 0 

(A-12) 

P 1 -

avec: E = -— +—u' 
(r-i)p 2 

H=E+P 
P 

Apres la substitution des variables adimensionnees et la simplificati' 
trouve : o 

Yt 

r — 
P 1 

^ — pii 

r-\^ 

o 
ox 

- /7 1 — 2 -
u{—^— + — pu + p) 

V - 1 2 
= 0 (A-13) 

En substituant p , I'equation de I'energie devient comme suit: 

d_ 
dt 

1 1 
rir-\)Mi 2^^ c 

+ — 
dx 

+ -pu +• rir-ml 2 ^ yMl) = 0 (A-14) 
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Annexe B Bilan des flux a travers les cotes de la maille 

ANNEXE B 

BILAN DES FLUX A TRAVERS LES COTES DE LA 
IVLVILLE 

B.l Formulation 
Le schema de discretisation en espace est developpe par 1'expression des 

equations d'EULER sous la forme integrale : 

s + {f.dy-g.dx) = Q 
as 

Pour le domaine S avec la limite ds 
U represente les quantites conservees. 
/ et g sont les flux en direction des x et des y. 

(B-1) 

U = 
pu 
pv 

pii 
pir + p 

piiv 
puH 

g = 

pv 
puv 
pv- +p 
pvH ^ 

(B.2) 

Le domaine computationnel est divise en maille quadrilaterale, note par les 
indices {i,J). Le systeme des equations differentielles ordinaires est obtenu par 
I'application des equations separement de chaque maille. Le flux suivant la direction 
des X, est donne par : 

f^O,ipii),+Ay,p, (B.3) 
Ar=l 

Ou Qi, est le flux de vitesse : 

a=Ay,«,-Ax,v, (B.4) 
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Annexe B Bilan des flux a travers les cotes de la maille 

La sonune est sur les quatre cotes de la maille. Chaque quantite est evaluee 
comme les valeius moyennes dans la maille sur Fun ou I'autre cote de profil. 

B.2 Calcul des composantes de flux net pour chaque surface de la maille 

SURFACE 1 

pi{ l=0.5*(p(y)*U( i j )+ P(l+l,J)*U(i+ij)) 

ul=0.5*(U(y)+U(KLj)) 

vl=0.5*(V(ij)+V(i.i.j)) 

pl=0.5*(p(U)+p(i^Lj)) 
p l -0 .5 * (p ( i j ) + p (i+ij)) 

pv l=0.5*(p (LJ)*V(y)+ P(l+ij)*V(i+ij)) 

SURFACE 2 
pu2=0.5*(p (i-i j)*U(i^i,j)+ p ( i- i , j- i)*U(i- i j^i)) 

u2=0.5*(u (Rij)+U(i-i. j^i)) 

v2=0.5*(v(i+ij)+V(Rij^i)) 

P2-0.5*(P(i.u)+P(i^i,M)) 

p 2=0.5*(p p (i-Lj.i)) 

yav2=0.5*(p (i^ij)*V(i+ij)+ p (i+Lj+i)*V(i^ij^i)) 

SURFACE 3 

pu 3=0.5*{p (LJ^ 1 )*U(LJ^ 1)+ p (I-1 j+1 )*U(i+1.1)) 

u3=0.5*(U(u^i)+u<i-i.j^i)) 

v3=0.5*(V(u..i)+V(Kij^i)) 

P3=0.5*(P(l,J+l)+P(I+l,j+l)) 
p3=0.5*(p( i j+ i )+ 

pv 3=0.5 * (p( i j+ i )*V( i j+ i )+ P(i+i j+i)*V(Kij+i)) 
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Annexe B Bilan des flux a travers les cotes de la maille 

SURFACE 4 
pu 4=0.5*( p (U)*u<Lj)+ p (u+i)*u<i,j+i)) 
u4=0.5*(U(ij)+U(Lj+i)) 

v4=0.5*(v(ij)+V(ij+i)) 

P4=0.5*(P(U)+P(io.i)) 
p4=0 .5* (p ( i j )+ Pdj+i)) 
/7V4=0 .5*( p (U)*V(i,j)+ p (Ij+l)*V(y+i)) 

B.3 Calcul de dx et de dy des cotes de la maille. 

DX 1=(X(i+1, j)-X(i J)) 
DYl=(Y(i.u)-y(U)) 
DX2=(X(i-1 1 )-X(K 1 J)) 
DY2=(Y(i-ij.i)-y(i+,j)) 
DX3 =(X(i+1 j+1 )-X(i j+1)) 
DY3=(Y(i.ij^i)-y(i.j+i)) 
DX4=(X(u.i)-X(U)) 
DY4=(Y(y,i)-y(ij)) 

B.4 Flux de vitesse 

D'apres I'equation (B.4) on deduit les flux de vitesse : 

Ql=(DYl*ul-DXl*vl) 
Q2=(DY2*u2-DX2*v2) 
Q3=(DY3*u3-DX3*v3) 
Q4=(DY4*u4-DX4*v4) 

B.5 Bilan des flux : 

D'apres I'equation (B.3) les flux a travers les surfaces de la maille sont 
evalues comme suit: 
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Annexe B Bilan des flux a travers les cotes de la maille 

FLUXl=p l*Ql+p2*Q2+/73*Q3+p4*Q4 

¥LVX2=Ql*pu 1+DY1*P1+Q2*PM2+DY2*P2+Q3*PM3+DY3*P3 
+Q4*PM4+DY4*P4 

rLUX3=Ql* p\' 1-DX1*P1+Q2* p»̂ 2-DX2*P2+Q3* pv3-
DX3*P3+Q4* pv4-DX4*P4 

FLUX4=[(Pl/(/- l) +0.5*/? l*(ul**2+vl**2))+Pl]*Ql+ 
+[(?2/{r-1)+0.5*p 2*(u2**2+v2**2))+P2]*Q2+ 
+[(P3/(;^-l)+0.5*p 3*(u3**2+v3**2))+P3]*Q3+ 
+[(P4/(x -l)+0.5* p 4*(u4**2+v4**2))+P4]*Q4 

Ou p,p,u,v,E eti/indiquent la pression, la densite, les composants cartesiens de la 
vitesse, energie totale et I'enthalpie totale pour un gaz parfait. 
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ANNEXE C 

LES TERMES DISSIPATIFS 
Suite a la definition de la viscosite artificielle doimee par le paragraphe IV.3 

et le role des termes dissipatifs introduit aux equations de I'ecoulement (Eq. IV.9 ) 

— ihU) + QU-DU = 0 (C.l) dt 
Ou Q : est I'operateiu- de discretisation spatiale defmi par I'equation (IV.7) 

D : est I'operateur dissipatif 
DU :est un melange de deuxiemes et quatriemes differences avec coefficient 

qui depend de gradient de pression local. 
La construction des termes dissipatives pour chacun des quatre variables 

conservatives est similaire. 

Pour I'eQuation de la densite on a : 

Dp = D^p + D^p (C.2) 

ou D^p et DyP sont les contributions correspondent au deux coordonnes de 

direction, ecrit en forme conservative : 
xr- 1+1;-,; o-̂  

les termes sur la droite tons ont une forme similaire : 

^W,; = ^ t e , ( A . u - A , , ( A . 2 , ; -3A.U +3A, - A-u)} 

'^IMA. = ^ f e , ; ( A , ; - A - , , , ) - ^S2, ; (A .U - + V,-,, - A-2. ;)} (C A) 

d\j.V2 = % ^ te./2 (A,.., - A,; ) - < ' l v 2 iPu-2 ~ ^Pu^. + 3 A,; ' A,.-. )} 

^l,,y-i/2 = ^ ^ ^ f e y V - ( A . ; - Pj-i)- s'C;^i2iPij^ - 3A,; +3p,-y-i - Pj^.)] 
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Annexe C Les termes dissipatifs 

Pour Vequation de la quantite de mouvement on a 

Dpu -D^pii + D nil (C.5) 

D^pu = d2,^,l,.-dl,_,l^. 

DyPU = d2^^^,,^ -A,;-l/2 
(C.6) 

d2^ MIX] 

d2 

^2, ,J+l/2 

d2 i,J-\l2 

-1/2,; 

h. i,y+l/2 

A? 

^i+l/2j(Pi+\.j Pi,] * " i , ; ) ^W / 2 , ; (A+2,; * "/+2,; 

^S2 , ; (A . , - P H J *"M,;)-^W/Z;(A+,,; *"«,;' 

S^^in (PUJ^I * " ; , ; + ! - Pi,] * « U ) - Sjy^yi iPiJ.2 * «/.;+2 

•i,y-i/2 <}-l/2(A,j - P,V-1 * " , , , - I ) - < / - 1 / 2 ( A , J . 1 
— < 

[- 3 A,; * + 3 Av-1 * "/.;-l - A,y-2 * " , , ; -2 ) 

(C.7) 

ou h est le volume de la maille, et les coefficients s^'^ et sont doimes par les 
equations (IV. 14), (IV. 15). 

Les termes dissipatifs pour les equations restantes sont obtenus en rempla^ant 
p v et p E ou p H a la place de p u dans la formule (C.5). 
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