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Résumé :

Notre sujet consiste a faire une simulation numérique des écoulements régis
par les équations d’Euler, ces dernieres sont utilisées pour obtenir des solutions des
écoulements non visqueux, compressibles et rotationnels. La stratégie numérique de
résolution utilisée consiste a discrétiser les équations par la technique de volumes
finis, a I’aide d’un maillage a €léments centrés.

Dans cette étude, un schéma robuste a été proposé pour la simulation des
écoulements compressibles transsoniques, ainsi pour des €écoulements avec
discontinuités comme les ondes de choc. Cette méthode est basée sur une technique
de volumes finis du deuxiéme ordre dans I’espace et sur une discrétisation explicite
dans le temps, qui utilise des ressources informatiques moins importantes qu’une
discrétisation implicite méme si I’avancement de la solution dans le temps est moins
rapide.

Afin de résoudre les équations physiques gouvernant le probléme, on utilise
un schéma qui se base sur la méthode de Runge Kutta explicite en introduisant la
viscosité artificielle d’ordre élevé pour minimiser les fluctuations qui peuvent se
présenter dans les régions de discontinuités (choc) ou de forts gradients. Ainsi ce
schéma est appliqué pour un cas test « profil symétrique NACA 0012 ».

Mots clés : Equations d’Euler- Runge Kutta -Ecoulement transsonique,
Ecoulement stationnaire - Méthodes numériques — Génération de maillage — Méthode
des volumes finis — Aérodynamique.

Abstract

The subject of this work is the numerical simulation of flows governed by the
Euler equations. The Euler equations are used to obtain solutions of non-viscous,
compressible and rotational flows. The numerical solution strategy consists in the
discretisation of the equation by means of finite volume technique using center
element of mesh.

In this work, we proposed a robust scheme for compressible and transonic
flows with discontinuities such as shock waves. The computational method is based
on a finite volumes technique of second order in space solved using an explicit time
discretisation. This technique uses low computational resources as compared to the
implicit discretisation, but the convergence of the solution in time is not as fast.

The flux across the cell faces is evaluated using a scheme based on Runge
Kutta explicit method, with introducing an explicit artificial viscosity of high order to
reduce a fluctuation witch can be present in a discontinuities regions or high gradient,
also this scheme will be applied for test case « symmetrical aerofoil NACA0012 ».

Keywords: Euler Equations - Runge Kutta - Transonic flow - steady flow -
Numerical methods —Grid generation — finite volume method— Aerodynamics.
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Nomenclature

:parametres de la fonction de condensation S « Stretching »
: Célérité de son.

: Corde de profil

: Coefficient de pression.

:chaleur spécifique a pression constante

:chaleur spécifique a volume constante

: Opérateur dissipatif

: Energie spécifique totale par unité de volume.

: Energie interne

: La composante du vecteur de flux suivant x
: La composante du vecteur de flux suivant y
: Enthalpie.

: Le volume de la maille

: Résiduel

: Nombre de Mach.

: L’opérateur de discrétisation spatiale défini par 1’équation (IV.7)
ac, P1d, Pa,Pcq :Parameétres de control du maillage.

: La composante de vitesse normale

: La composante tangentielle de vitesse

: Source volumique

: Abscisses curvilignes

: Constante des gaz parfait.

: Fonction de condensation S « Stretching »

: Temps.

. Température statique.

: Composante de la vitesse suivant I’axe x.
- Vitesse de I’écoulement a I’infini amont.

: Composante de la vitesse suivant I’axe y.
: Viscosité artificielle.

: Coordonnées cartésiennes.

: Masse volumique.

: Rapport des chaleurs spécifique.

: Angle d’entrée de I’écoulement.

: Pas du temps

: Coordonnées du plan transformé.

: Coordonnées normalisées.

- Indices des nceuds dans le maillage.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Introduction

L’objectif principal de ce mémoire est de développer une méthode numérique
efficace afin de simuler 1’écoulement transsonique, compressible et non visqueux

autour d’une géométrie bidimensionnelle de type profil d’aile.

Cette simulation peut €tre faite par la résolution de potentiel complet (full
potentiel ) qui nous permet de réduire le systeme d'équations d’Euler pour un

écoulement de faible rotationalité a une seule équation de la vitesse[1].

Cependant pour un écoulement de forte rotationalité, la méthode du potentiel
complet n’est plus valable et par suite, la résolution du systéme d’équations d’Euler

est inévitable pour une simulation correcte, qui est la problématique de notre sujet.

Dans la littérature spécialisée, il existe une variété de schémas numériques
pour la résolution du systtme d’équations d’Euler qui ont la nature convective et
hyperbolique par rapport au temps. Différents schémas numériques ont été élaborés
selon les différentes méthodes existantes en différences finies, volumes finis et

éléments finis, et selon la nature explicite ou implicite du schéma choisi.

Afin de résoudre le systéme d’équations d’Euler, on a adopté une méthode avec
indépendance par rapport au temps « time independante method » basée sur une
discrétisation en volume finis et la résolution des équations différentielles ordinaires

obtenus par le schéma de Runge Kutta explicite.
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Cette derniére, actuellement est largement utilisée par les plus célebres
laboratoires de recherches en CFD (Computational Fluid Dynamics) dans leurs
élaborations des codes de calcul pour la simulation des écoulements internes ou
externes (PHONIX, TEAM...) autour des géométries complexes, car elle est plus
efficace que les méthodes en différences finies du point de vue de sa forme intégrale
et de la flexibilité du maillage, contrairement a la forme différentielle et I'exigence
d’un maillage rectangulaire pour la méthode des différences finies ainsi la difficulté

de numérotation des nceuds exigée par la méthode des éléments finis. [2]

1.2 MOTIVATION :

L’expérience est un moyen indispensable et efficace pour prédire les
caractéristiques d’un écoulement, car elle a 1’avantage de générer la solution la plus
réaliste, ce type de méthode nécessite un coiit tres élevé du point de vue temps de
calcul et moyen d’expérimentations. Par exemple, il a été estimé que pres de 20.000
heures de temps des essais en soufflerie sont dépensées dans le développement de la

conception de 1’avion commercial Boeing 747.

Le régime transsonique, qui se rencontre dans le vol de croisiére des avions de
transport et dans le vol en manceuvre des avions militaires est caractérisé par un
nombre de Mach a I’infini amont inférieur 1égérement a 1’unité, ce qui va créer une
pochette d’écoulement supersonique limitée par une ligne sonique autour de la
géométrie en question. Cette derni¢re se termine généralement par une onde de choc

qui décélére 1’écoulement vers les conditions subsoniques, voir fig.(I.1).

Dans D’expérimentation, la simulation d’un tel écoulement nécessite
d’approximer le nombre de Mach du vol a I’intérieur de la soufflerie, cela conduit a la |

construction d’une soufflerie cryogénique trés complexe qui facilite la tiche [1].

Aujourd’hui, en dynamique des fluides et en aérodynamique, les résultats
numériques sont obtenus plus rapidement et a un cofit moindre que les résultats
expérimentaux, Cela fait que les organismes de recherches aéronautiques et spatiales,

méme les plus grands qui ont les moyens pour obtenir des résultats expérimentaux,
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accordent de plus en plus d’importance aux codes numériques afin de réaliser leurs

projets [10].

Donc I’approximation par simulation numérique est tres utile dans les étapes
préliminaires de conception, pour identifier rapidement les formes d’obstacles ou les

configurations complexes, afin de réduire le temps consommé par la soufflerie [4].

1.3 LES EQUATIONS D’EULER :

L’étude d’un tel écoulement est reliée au choix du modele mathématique. La
modélisation numérique a partir des équations completes de Navier-Stokes est assez
complexe. Lorsqu’on néglige la dissipation visqueuse, la représentation physique la

plus rigoureuse des écoulements est fournie par les équations d’Euler.

Les équations d’Euler constituent dans 1’approximation d’un fluide parfait non-
conducteur de la chaleur, et qui seront 1’objet du deuxiéme chapitre, le modele
mathématique le plus complet pour la simulation numérique des écoulements

transsoniques.

Les équations d’Euler forment un systéme hyperbolique non linéaire et selon la
méthode utilisée pour avancer la solution dans le temps, la résolution demande plus ou

moins de ressources informatiques.

En effet, ’approche basée sur les équations d’Euler n’introduit aucune
hypothése limitative sur ’intensité des ondes de choc, comme c’est le cas dans les
approches basées sur I’équation du potentiel complet [5-6] ni en outre sur I’épaisseur
des profils ou I’amplitude des mouvements comme il est fait dans I’approche

classique dite approximation des petites perturbations transsoniques.

[958}
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I-4 SCHEMAS NUMERIQUES DE DISCRETISATION :

On pourrait classifier les méthodes en explicites qui sont soumises a des
restrictions du pas de temps imposé par le critere CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy) de
stabilité, et implicites qui résolvent les équations de conservation d’une fagon couplée,
ce qui fait qu’elles ne sont pas limitées par le critere CFL. Par contre les schémas
numériques implicites demandent beaucoup de ressources informatiques parce qu’ils
conduisent a la résolution d’une matrice multidimensionnelle [3], la technique

employée lors de ce travail est basée sur une discrétisation explicite dans le temps.

développés par la technique des volumes finis. S.K Godunov (1957) [3-7] a éte~
premier a résoudre le probléme de Riemann qui se manifeste comme une
discontinuité entre deux états uniformes de fluide. Il a trouvé un procédé itératif pour
résoudre les problémes de Riemann présents a l’interface de chaque paire d’états
adjacents. Cependant, le coit de calcul est tres €levé lorsqu’on utilise une solution
initiale inadéquate. Toutes les méthodes développées pendant les années (1960-1970)
consistent a trouver la solution au probleme de Riemann. Ces schémas demandaient
de la viscosité artificielle explicite pour satisfaire les critéres de stabilité, grice a
I’idée de J. Von Neumann et R.D Richtmyer (1950). Cette méthode consiste a
modifier les équations du fluide parfait en introduisant un terme jouant le réle d’une
viscosité artificielle, construite de fagon a étre négligeable en dehors des ondes de
choc, et donne a celles-ci une structure visqueuse artificielle sur une épaisseur de

quelques mailles. [4].

Les schémas proposés aprés ’année 1970 sont basés sur la théorie des
caractéristiques et on peut les classifier en deux catégories ; division du vecteur du
flux (FVS-flux vector splitting) et division de la différence du flux (FDS-flux
différence splitting).

Steger et Warming (1979) [3-9] ont été les premiers qu’ont divis€ le flux a un

point d’écoulement en deux composantes de flux et chaque composante pouvait étre

5




Chapitre I INTRODUCTION

différencier en amont suivant le signe des valeurs propres correspondantes. Pour les

équations d’Euler les valeurs propres représentent les vitesses et les directions d’ondes

de propagation de I’information dans I’écoulement.

Faisant suite aux travaux précurseurs de Magnus-Yoshihara [7] pour le calcul
d’un profil portant en écoulement stationnaire a partir du schéma explicite de Lax-
Wendrof, une importante activité a été consacre au développement des méthodes
numériques de résolution des équations d’Euler par le calcul d’écoulement

transsoniques avec chocs.

1.5 GRANDES LIGNES

La logique de simulation des écoulements transsoniques autour du profil
d’aile gouvernés par les équations d’Euler nous a conduit a suivre le plan de travail
suivant :

Dans le premier chapitre d’introduction, nous avons parlé sur les écoulements
envisagés et le but de notre travail d’une maniere générale alors, que le deuxieme
chapitre présentera la formulation mathématique du systeme d’équations d’Euler, ou
en va rappeler les propriétés mathématiqﬁes et algébriques de ces derniéres.

Les méthodes de calcul proposées sont basées sur la technique de volumes

finis du deuxiéme ordre dans 1’espace, qui sera présentée dans le troisieme chapitre.

La discrétisation des équations physiques gouvernant le probleme en
volumes finis avec une méthode de génération de maillage appropriée, puis les
résoudre par un schéma de RUNGE-KUTTA explicite en introduisant la viscosité
artificielle d’ordre élevé, pour minimiser les fluctuations qui peuvent se présenter
dans les régions de discontinuités ou de forts gradients (chocs), seront développés
dans le quatriéme chapitre, en particulier, les organigrammes de notre code élaboré

représentent la contribution majeure de ce mémoire.
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Des confrontations avec d’autres schémas de résolution des équations
d’Euler ou avec ceux obtenus en résolvant I’équation du potentiel complet publiés
dans la littérature scientifique spécialisée nous permettons de discuter les résultats

obtenus, qui font ’objet du cinquiéme chapitre.

Finalement, une conclusion sera tirée et les perspectives de recherches

ultérieures seront présentees.
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CHAPITRE 1I

FORMULATION MATHEMATIQUE DU SYSTEME
D’EQUATIONS D’EULER

I1.1 Introduction

La premiére étape consiste & établir le modéle mathématique de 1’écoulement,
ou on va rappeler les propriétés mathématiques et algébriques d’équations ’EULER
qui forment un systéme hyperbolique non-linéaire, ces dernieres sont obtenues a partir
des équations de Navier-Stockes en posant I’hypothese d’un fluide non visqueux. Et
afin d’exposer un schéma numérique robuste capable de capter les discontinuités (onde
de choc)et les régions de fort gradient. La discrétisation spatiale sera effectuée par une

technique de volumes finis qui sera présentée dans le troisiéme chapitre.

11.2 Hypothéses

Pour étudier le comportement d’un fluide compressible autour d’une géométrie de
type profil d’aile, nous allons admettre les hypothéses suivantes :

e Fluide compressible { p #constante }

e Fluide non visqueux { £ =0}

e Ecoulement bidimensionnel {2-D}

e Ecoulement stationnaire

e Ecoulement adiabatique

e Gaz parfait {p=p.rT }

e Les forces de gravité négligeables
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I1.3 Les équations d’Euler

Les équations d’EULER constituent dans 1’approximation d’un fluide parfait
non-conducteur de la chaleur le modéle mathématique le plus complet [7] en
négligeant les termes de dissipation visqueuse dans les équations de NAVIER-
STOKES. Les équations d’EULER décrivent les écoulements compressibles non
visqueux, dont leur résolution représente un schéma naturel vers la simulation
numérique des équations de NAVIER-STOKES [3] .

Selon le choix des variables utilisées (conservatives, primitives ou

caractéristiques ), diverses formulations peuvent étre obtenues.

I1.4 Formulation conservative

La forme naturelle des équations d’écoulement est liée aux lois de conservation
de masse, de quantités de mouvement et d’énergie totale. La forme conservative des
équations d’EULER est nécessaire pour un calcul correct des intensités des

discontinuités,[5].

Pour un écoulement bidimensionnel et dans un systéme de coordonnés
cartésiennes, on peut écrire les équations d’EULER d’un écoulement compressible de

la fagon suivante :

oU @ G
T+ —FU)+—GU)=0 IL1
= e FE) = G) (IL1)

~

Ou «Up»est le vecteur des quantités conservatives qui possede quatre

composantes, écrit sous la forme:
U=[p, pu, pv, pE]" (I.2)

Les flux convectifs F(U) et G(U) sont les suivants :
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pu pV
u’+ P v+ P
FU) = | ° GU=|” (IL3)
puv puv
u(pE + P) v(pE + P)

Avec : p est la masse volumique.
u et v sont les composantes cartésiennes de la vitesse.
P est la pression.
E est I’énergie spécifique totale par unité de volume.

L’énergie interne est reliée a 1’énergie totale par :
1 o) 2
e= E—E(u‘+v ) (IL.4)
Le systéme sera fermé par 1’équation d’état pour le gaz parfait :
1 .
P=(y -1)pe = (y-D)p[E-— (v*+v))] (ILS)
Le systéme (IL.1)est hyperbolique non linéaire couplé.

I1.5 Formulation quasi-linéaire

Afin d’illustrer les propriétés mathématiques pour le systéme d’équation
d’EULER, il convient selon Charles Hirsh de réécrire ces équations sous la forme
quasi linéaire qui nous permet d’obtenir un systeme d’équation de premier ordre en

terme de vecteur des quantités conservatives U.

I1.5.1 Les matrices jacobiennes pour les variables conservatives

En introduisant les deux matrices jacobiennes A et B, la formulation quasi-

linéaire s’ écrit :

U, 4% g% _y (IL6)
ot Ox ay
avee A=CL . p=20 (IL7)
oU oU
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Les matrices A et B ont les expressions suivantes :

7__3u’~’ +Ev2 B-7)u —(y-Dv (-1
A= 2 2 v u 0 (IL.8)
—uy 1.
-2 7E—y v +3u*) -(-Dw m
| —mE~+(—Duv 2
- 0 |
0 0 1
—uy 0% u 0
B= |13, 7k (- G-y y-1 )
e —(y—Duv yE—}/T—l-(uz +3v?) YV

| —-wWE+(@ -Dvu

R
u est le vecteur vitesse de composantes u,v dans le systtme de coordonnés

cartésiennes (x,y ).
I1.5.2 Les matrices jacobiennes pour les variables primitives

Vue l’importance des valeurs propres dans 1’étude numérique de systeme
d’équations d’EULER, il est plus commode d’obtenir ces valeurs en partant d’une

formulation non conservative basée sur le vecteur des variables primitives V. Ce

dernier est généralement imposé par les conditions aux limites physiques.

| (I.10)

11
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En I’absence de la conduction et les sources de chaleur, de plus, les forces

extérieures sont négligées, les équations d’EULER peuvent s’écrire sous la forme :

§£+Z.§p+pV.u:0

ot

‘{—”+(Z.€)Z+Q=o (IL.11)
ot Yol

JE

& @ VE+=V(@.p) =0
ot P

Afin d’obtenir une équation pour la pression, on peut transformer I’équation de la
conservation d’énergie [8-10], en introduisant [I’hypothése « d’écoulement

isentropique » a travers les relations :

e=e(p,s)
P
op

2

ls =C
¢ : est la célérité du son

&:%ls.é‘p -

i s . . O A L . . .
la dérivée 1sentropique Te |s peut étre déduite a partir des relations
op

thermodynamiques :
Tds =dh—2=de+pd(l):0
p p
la condition d’isentropie conduit a écrire :
on 1
op”° p
oe ch 1 p (8,0) p
Sls=5 s~ Y75 | T2
op” op” p pl\ip)y pPec

dp = czdp
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le systéme (I1.11) devient :

%t’i+(2.§)p+p(§.5):o

%+(Z.€?)Z+E:o (IL12)
O

%+(u.V)p+pcz(V.u):O

Avec le vecteur de variables primitives V :

yo,

P
A I (IL.13)
v v

p

(7 =D p[E-0,5@* +v*)]
Ainsi, la formulation quasi-lingaire (IL.6) s’écrit :

Ly CLA- Ly (IL14)

ot ox oy

Les matrices jacobiennes A et B ont des expressions assez simples que les
matrices A et B :

u P ]

~ u - 1p
A= . (IL.15)

pet - u |

v P ]
B= v s (IL.16)

pe’ v |

I1.5.3 Les matrices de passage entre les variables

conservatives et les variables non-conservatives

La matrice jacobienne de passage de variables consetvativgs aux variables

non-conservatives est définie par :
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M= Z—g (I.17)
par suite on trouve :
1
M= L‘j g (I.18)
: P
D R

puisque le déterminant de M = —’D—l # 0 (y>1), il existe une matrice inverse M™

tel que :
1 : ]
B 1
P P
M'=| Vv 1 (I.19)
p p
y=1_, 2
5 W +v?) —(r-Du -(-Dv (¥-1)
L =
a_r-l
det M~ =—-)0
Yo,
I’identification entre les deux formulations (IL6) et (IL.14)nous donne :
A=M"AM A=MAM™
= ou - (1I.20)
B=M"BM B=MBM™

I1.6 Formulation caractéristique

Les schémas numériques et leurs propriétés, ainsi que la formulation
mathématique des équations sont dominés par le caractére hyperbolique (par rapport
au temps) d’équations d’Euler.

Du fait que les phénoménes de base sont de nature convective ou de
propagation, les caractéristiques de systeme d’équations d’Euler et leurs propriétés
jouent un role essentiel dans la description mathématique et ainsi dans plusieurs
techniques numériques de discrétisation, en particulier dans ’étude des conditions aux

limites physiques et numériques. Cependant une telle analyse nécessite la
14
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connaissance des valeurs propres et les vecteurs propres associés. Pour simplifier la
présentation, on considére ici le cas mono dimensionnel pour lequel les ¢quations

d’Euler s’écrivent sous la forme conservative suivante :

U [ IL.21)
ot 0Ox

Le cas bidimensionnel est traité en détail dans la référence [8].

si A, désigne les valeurs propres de la

matrice A obtenue a partir de :

det’/ﬁ - /NX‘ =0

ou .
u-1 p 0
0 u—-A l/p =0 (IL.22)
0 ﬂ_z u—ﬂ.

un calcul direct donne :

- T
A=|. A, .| (I1.23)
)

Avec Aest la matrice diagonale de toutes les valeurs propres :

A =u
A, =u+c (I1.24)
Ay =u—c

Du fait du caractére hyperbolique de I’équation (I1.21), la matrice A peut étre
écrite sous la forme :

A=LAL"
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L désigne la matrice de vecteurs propres gauches associés a chaque valeur
propre A, qui nous permet de définir une nouvelle ensemble des variables dites
« variables caractéristiques w» en partant des variables conservatives U ou de
variables primitives V & I’aide des matrices de passage P et L :

Sw=L"'6V
ow=P'8U

Ou I’indice & indique une variation temporelle % ou spatiale %
Ol

J,

La figure (II.1) résume les relations mathématiques entre les trois différents

groupes de variables :

Figure II.1 Relation entre les trois types de variables, conservativesU,

primitives V et caractéristiques W.

Ainsi, aprés développement, on obtient les différentes matrices de passage :

P 0 ~1/c?

0 1 1/ pe (I.25)
10 1 -1/ pc

(1 p/2c -p/2e ,_
o Y2 12 (I1.26)

L=]0
LO pe/2 -pef2 ]
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Les matrices P et P~ en variables conservatives jouent un role similaire a
celui de L et L' en variables primitives respectivement ; elles diagonalisent la

matrice A (A=PAP") :

-2 -0 L
2 ¢ ¢ c”
1 y-1, -
e =| Ll cuy Le-g-te] 2
pc 2 pec pc
1 y- o
———(7—1uz+uc) L[cﬂ—(;/—l)u] _r-l
L 2 pe e
) P
2c 2c
P=ML=\4 P, 0 L u—c) (I1.28)
2c 2c
2 2 2 2
W PN e © B
2 2c\ 2 y—1 2c\ 2 7=l |

Le vecteur des variables caractéristiques (ou les variables de Riemann)

s’écrit :

o7 s ls]

L |-
3

so=| B, |=| s L& (I1.29)
=

i
oW, 5‘)—02@

Les trois composantes de vecteurs &w(en bidimensionnel, quatre

composantes ) se propagent respectivement le long de caractéristiques C,,C,
et C_ avec des vitesses de propagation associées u,u+c et u—c (sont les

valeurs propres du systeme) figure I1.2.

17
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Figure 11.2 Les lignes caractéristiques dans le
cas mono-dimensionnei.

L’intérét pratique de variables caractéristiques réside essentiellement dans
I’étude des conditions aux limites selon le régime d’écoulement subsonique ou
supersonique (le nombre de conditions physiques 4 imposer a I’entrée ou a la sortie

du domaine de caicul seront détailiées dans le chapiire IV).
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CHAPITRE 111

METHODE DES VOLUMES FINIS ET LES
DISCRETISATIONS CONSERVATIVES APPLIQUEES AUX
EQUATIONS D’EULER

I11.1 Introduction

La méthode des volumes finis a été introduite dans le domaine de la
dynamique des fluides numérique par McDonald (1971), Mac Cormack et Paullay
(1972) pour la résolution des équations d’Euler bidimensionnelles dans le temps
(time dependent ), et étendue par Rizzi et Inouye (1973) pour I’écoulement
tridimensionnel. Volumes finis est le nom donné pour la technique par laquelle la
forme intégrale des lois de conservation sont discrétisées directement dans 1’espace
physique. Elle peut étre considérée comme une méthode des différences finies
appliquée a la forme conservative différentielle pour les lois de conservation [6]. la
méthode des volumes finis peut étre soit, de type « élément centré », ou de type a
« élément vertex », selon les points de calcul représentant les grandeurs physiques de

I’écoulement qui sont pris aux centres ou aux sommets des mailles [11].

La méthode a l’avantage d’étre applicable directement dans un maillage
arbitraire représentant le plan physique sans aucune transformation nécessaire, ou un
grand nombre des options sont ouvertes pour la définition des volumes de controle
autour du quels les lois de conservation sont exprimées. Modifiant la forme et la
position des volumes de contrdle associés au point de maillage donné, aussi bien
qu’en variant efficacement les régles pour 1’évaluation du flux a travers les surfaces

de contrdle donnent une flexibilité considérable pour la méthode des volumes finis.

19
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En outre, par la descritisation directe de la forme intégrale des lois de
conservation, nous pouvons assurer la conservation des quantités fondamentales,
quantités de mouvement et d’énergie resterons aussi conservées au niveau discontinu
[6]. Ceci est la propriété fondamentale pour les schémas numériques qui seront

discutés ultérieurement.

I11.2 Discrétisations conservatives

La méthode des volumes finis consiste a appliquer les lois de conservation
intégrale sur chaque cellule élémentaire Q; d’un maillage construit dans le domaine
Q. La forme générale de la quantité scalaire U, avec les sources volumiques Q, sont

données par :

O [vde+§Fds = [0,d0 (IIL1)
Ot Q S Q

L’importance de cette formulation réside dans la présence de la surface
intégrale, et le fait que la variation de U par rapport au temps a I’intérieur du volume
dépend seulement des valeurs de flux a travers les surfaces.

Donc pour une subdivision arbitraire 4 I’intérieur du volume €, disant trois
subvolumes, nous pouvons écrire la loi de conservation de chaque subvolume et
déduire de la lois de conservation globale par 1’addition des lois de conservation des
trois subvolumes.

En effet, d’aprés la figure 1.1, 1’équation (IIL.1) appliqué aux trois

subvolumes Q;, Q, Q; devient :

O [udar+ §Fds =] 040
at Ql ABCA o

9 [vda+ §Fds=]_0d0 (IIL.2)
at Q2 DEBD @2

% JsUdm §Fds= jm 0.dQ

AEDA

20
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En sommant les intégrales de surface, la contribution des lignes internes
ADB et DE apparait toujours deux fois mais avec des signes opposés, et serons
éliminés avec 1’addition des lois de conservation des trois subvolumes.
En effet pour le volume ,nous avons une contribution des flux
| Fds

tandis que pour {3 nous avons un terme similaire :

- -

Fds=-[ Fds (IIL.3)

ED DE

Cette propriété essentielle a ¢été satisfaite par la discrétisation
numérique des contributions de flux afin que le schéma soit conservatif. Si ce
n’est pas le cas, et aprés la sommation des équations discrétisées autour de
certain nombre de cellules adjacentes de maillage, I’équation résultante contient
les contributions de flux & partir de I’intérieur de la cellule totale, la discrétisation
et dite non-conservative, et les contributions des flux internes apparaissent

comme sources volumiques numériques internes.

Figure III.1 Lois de conservation pour
les sub-volumes du volume €2

Nous allons illustrer dans ce qui suit la loi de conservation en forme

unidimensionnelle, ou f est la composante du vecteur de flux suivant X :

n. Y g (II1.4)

21
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¢coulement discontinu comme [’écoulement transsonique avec onde de choc, ces
termes sources numériques peuvent devenir importants a travers la discontinuité et
donnent une amplification de ’erreur. (6]

Donc afin d’obtenir un calcul numérique des discontinuités correctes (tel que
les relations de Rankine — Hugoniot pour les équations d’Euler ), il a ét¢ montré par
Lax (1954) qu’il est nécessaire de discrétiser la forme conservative des équations
d’écoulement.

L’importance de cette formalisation de la condition de conservativité est
donnée par le théoréeme fondamental de Lax et Wendroff (1960) comme suit :

Si la solution U; de ’équation discrétisée converge aux limites presque partout aux

quelques fonctions u(x, t) quand Ax,As tendent vers zéro, alors u(x,t) est la solution

faible de 1’équation (111.4).
111.3 Méthode de volumes finis

Les lois de conservation intégrales sont écrites pour un volume discret ,

6% [UdQ+§F ds = [0,dQ (II1.10)
Q s Q

et appliqués a un volume de contréle Q;, quand I’équation discrétisée associ€e avec

Uja été définie, I’équation (II1.10) est remplacée par la forme discontinue :

a - -
ZWU,0)+ 3 (F.H=0,,0

ot

(IIL.11)

J
cotes

ou la somme des termes de flux se rapportant a tous les cotés externes de
I’élément de contrdle Q; (voir la fig.Ill.3(a)) et en cellule 1(1,j). Nous voulons
identifier U; avec U Q;avec la surface ABCD, et les termes de flux sont sommés sur

les quatre cotés AB, BC, CD, DA.
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fig. I11.3.a Maillage en volumes finis
structuré a maille centrée

fig. I11.3.b Maillage en volumes finis
structuré & maille vertex

Sur le maillage de la figure 1114, Q; est la surface des triangles qui ont le nceud
j en commun, et la somation des flux étendus au-dessus des six cotés 12, 23, 34, 45,
56, 61. C’est la formulation générale de la méthode de volumes finis et 1'usage
consiste a définir pour Q; sélecter, comment estimer le volume et les surfaces de face
de la cellule du volume de contrdle €; et comment approximer le flux aux faces,
nous discuterons dans ce qui suit quelques options les plus courantes, en deux et trois

dimensions.
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fig .I11.4 maillage en volumes finis
unstructuré a élément vertex

Les contraintes suivantes sur le choix des volumes € pour la méthode de

volumes finis ont été satisfaites:

*) Leur somme devra couvrir le domaine €2 complet.

*) Q) adjacent peut chevaucher si chaque surface interne I est commune entre

chaque deux volumes.
*) Les flux le long de la surface de la maille sont calculés par une formule

indépendante de la maille dans laquelle ils sont considéres.

I11.4 Méthode de volumes finis bidimensionnel

L’équation (II1.10) considérée pour la cellule de controle ABCD de la (fig.

I11.3.a) peut étre écrite comme suit:

0
= [UdQ+ § (fdy-gd)= [0,dQ

ot Qij ABCD Qij
Ou f et g sont les composantes cartésiennes du vecteur flux F. L’équation
est la plus adéquate pour une discrétisation directe.

Le vecteur surface pour un coté AB peut étre défini comme :

e — — —

Sz =AY I,—Ax,, Iy =y =y ), —(xp _x.4)Iy

(1.12)

(I .12)

(IL.13)
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et nous obtenons I’équation de volumes finis pour la cellule

20), + T a00s - 1) 8 s = 21= Q) (I 14)

ABCD

Lasomme Y étendue surles quatre cotés du quadrilatéral ABCD.

ABCD

Pour un quadrilatéral ABCD général, la surface Q peut étre évaluée a partir du

produit vectoriel des diagonaux, voir la figure (IIL.3).

1
Fig I11.3 Aire du plan arbitraire quadrilatéral.

Le parallélogramme 1234 construit sur les diagonales est égal a deux fois la

surface du quadrilatéral ABCD.

- — — -

En effet avec x ,, = x,—x, ou x, estle vecteur position du point A :

Q zep ZE X4 ™ Xpp
1
:_2‘[(xc_x,1)(yp "yB)_(yc_y,q)(xD_xB)] (HIIS)

1
= E[AxAC Aygp — Axgr Ay 4]

Le coté droite de 1’équation (IIL.15) est positif pour la cellule ABCD, ou

A,B,C,D sont positionnés dans le sens anti horaire
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avec la différence centrale appliquée au maillage de la fig.1I1.2, 1 ‘équation

discrétisée suivante est obtenue au point1i .

ou, Ty =Ty

ot Ax — 4

la méme discrétisation est appliquée au point (i+1) donne :

o, Ty Ty

=gq. .6
o - Gin (IIL.6)

et pour (i-1) :

: -3
o+ — =4, (IIL.7)

La somme de ces trois équations est la discrétisation consistante de la loi de
conservation pour 1’élément AB=(i-3 /2 , i+ 3/2)

0 u +u, +u, f:’*% _fi—% 1
Sl B - = R YR 22 —_(q.+q..,.+q. I11.8
6t ( 3 ) 3 ‘ 3 (qx q1+1 ql—l) ( )

Donc les contributions du flux aux points internes sont annulées, ceci est appelé

parfois « propriété télescopique » pour les termes de flux (Roach 1972).

1-3/2 i-1/2 i+12 1+3/2
I ] | | | 1 | 1 | X )
T SRR i i L
< Axw o >
A B

Figure II1.2 Subdivision unidimensionnelle de

I’espace
d’autre part, la forme non-conservative peut étre écrite comme suit :

ou ou
M o P = IL.9
oy )= (IIL.9)
Cependant, l’expérience numérique et les comparaisons constamment
montrent, que les formulations non-conservatives sont généralement moins efficaces

que les conservatives, et particuliérement en présence d’un fort gradient. Pour un
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¢coulement discontinu comme 1’écoulement transsonique avec onde de choc, ces
termes sources numériques peuvent devenir importants a travers la discontinuité et
donnent une amplification de I’erreur. (6]

Donc afin d’obtenir un calcul numérique des discontinuités correctes (tel que
les relations de Rankine — Hugoniot pour les équations d’Euler ), il a ét¢ montré par
Lax (1954) qu’il est nécessaire de discrétiser la forme conservative des équations
d’écoulement.

L’importance de cette formalisation de la condition de conservativité est
donnée par le théoreme fondamental de Lax et Wendroff (1960) comme suit :

Si la solution U; de I’équation discrétis€ée converge aux limites presque partout aux

quelques fonctions u(x, t) quand Ax,Ar tendent vers zéro, alors u(x,t) est la solution

faible de 1’équation (111.4).
I11.3 Méthode de volumes finis

Les lois de conservation intégrales sont écrites pour un volume discret ,

- 3 [vdQ+§F s = [0,d0 (II1.10)
ot Q S Q

et appliqués a un volume de contréle €;, quand I’équation discrétisée associ€e avec

Uj a été définie, I’équation (II1.10) est remplacée par la forme discontinue :

a - -
~WQ)+ T (F.H=0,0

cotes

(IIL11)

J

ou la somme des termes de flux se rapportant a tous les cotés externes de
I’élément de contrdle Q; (voir la fig.IIl.3(a)) et en cellule 1(1,j). Nous voulons
identifier U; avec Uj;, Q; avec la surface ABCD, et les termes de flux sont sommeés sur

les quatre cotés AB, BC, CD, DA.

o
(93]
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fig. I11.3.a Maillage en volumes finis
structuré a maille centrée

fig. I1.3.b Maillage en volumes finis
structuré a maille vertex

Sur le maillage de la figure I11.4, Q; est la surface des triangles qui ont le nceud
j en commun, et la somation des flux étendus au-dessus des six cotés 12, 23, 34, 45,
56, 61. C’est la formulation générale de la méthode de volumes finis et 1'usage
consiste a définir pour €; sélecter, comment estimer le volume et les surfaces de face
de la cellule du volume de contrdle €; et comment approximer le flux aux faces,
nous discuterons dans ce qui suit quelques options les plus courantes, en deux et trois

dimensions.
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fig.II1.4 maillage en volumes finis
unstructuré a élément vertex

Les contraintes suivantes sur le choix des volumes Q; pour la méthode de
volumes finis ont été satisfaites:
*) Leur somme devra couvrir le domaine Q complet.
*) (); adjacent peut chevaucher si chaque surface interne I'; est commune entre
chaque deux volumes.
*) Les flux le long de la surface de la maille sont calculés par une formule

indépendante de la maille dans laquelle ils sont consid€res.
I11.4 Méthode de volumes finis bidimensionnel

L’équation (II1.10) considérée pour la cellule de controle ABCD de la (fig.

I1.3.a) peut étre écrite comme suit:

g jﬂUdQ+ § (fdy - gdx) = J‘“deQ (1.12)

ABCD

Ou f et g sont les composantes cartésiennes du vecteur flux 7 . L’équation (III.12)
est la plus adéquate pour une discrétisation directe.

Le vecteur surface pour un coté AB peut étre défini comme :

- - - -

- S =M1, —Axy Iy =(¥s — V). - (x5 _x_4)Iy (II.13)
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et nous obtenons I’équation de volumes finis pour la cellule €;

gwm,., £ S s s =7 - 8 (65 ~£)1= (O, (IIL.14)

ABCD

Lasomme » étendue sur les quatre cotés du quadrilatéral ABCD.

ABCD

Pour un quadrilatéral ABCD général, la surface Q peut étre évaluée a partir du

produit vectoriel des diagonaux, voir la figure (II1.3).

Fig I1.3 Aire du plan arbitraire quadrilatéral.

Le parallélogramme 1234 construit sur les diagonales est égal a deux fois la

surface du quadrilatéral ABCD.

- - -

En effet avec x,, = x,—x, ou x, estle vecteur position du point A :

1 - -
Qpep = E X 0¥ Xpp
1
:5[(3‘0 -x,)p -y5)— ¢ - ¥ )(xp —%5)] (II1.15)

1
= E[AxAC Ayg, — Axpp Ay e ]

Le coté droite de I’équation (II1.15) est positif pour la cellule ABCD, ou

A,B,C,D sont positionnés dans le sens anti horaire
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IIL.5 Evaluation des flux a travers les faces d’une cellule

L’évaluation des composantes du flux le long des cotés, tel que fa, gas
dépends du schéma choisi, et aussi de la position des variables de 1’écoulement avec
respect du maillage.

Nous pouvons distinguer essentiellement entre les schémas de discrétisation
centrés et décentrés. Les schémas centrés sont basés sur les estimations de flux local,
tandis que le schéma décentré détermine les flux de face de cellule en accordant a la

propagation directe des composantes de 1’onde.

Pour le schéma centré et la méthode des volumes finis a cellule centrée, les
alternatives suivantes peuvent étre considérées :

*) La moyenne du flux :
1
fAB = —2_(.](;',]‘ + i+1,j) (IH 16)

Ji =fUy) (II1.17)

*) Comme les composantes du flux sont généralement des fonctions non linéaires

deU, le choix suivant n’est pas identique a 1’équation (IIL.16) :

U, +U,
fu=f (——z—i ) (II1.18)

*) On prend f ,, comme la moyenne du flux en A et B.

Jup = %(fA +/5) (I1.19)

ou 1’un ou I’autre des variables est évaluée en A et B et :
g, = %(Uu $U AU U, ) (II1.20)
fa=10,) (II1.21)
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Avec les flux sont donnés par :

1
fA = Z(f;] + Jinj +.fi+l,j—1 + i,j—l) (HI-22)

pour les schémas centrés et la méthode de volumes finis a maille « vertex »,
les équations (II1.18) et (II1.19) sont des approximations directes de flux fap.

Le choix de (II1.18) correspond & 1’application de la formule trapézoidal
I’intégrale.

[7dy=(fs+ )5 =212

4B

Par la sommation des contributions de ces intégrales sur les quatre cotés de la cellule

ABCD de la figure (IIL.3.b), nous obtenons les discrétisations et les termes du flux

donnés par :

§ﬁd;:}i[(fA — ) A +(f5 — f0)W 4 — (84— 8c)Axpp

ABCD

-(85 —8p)Ax,c1=0 (I11.23)

Cela aussi montre I’équivalence entre le calcul de flux par I’approche des
volumes finis a maille « vertex » avec la méthode de Galerkin des éléments finis aux
triangles linéaires ou bilinéaires quadrilatéraux identiques a la formule en différences
finies.

En effet, avec ;

Ay ;g = Y. Yy Yiapjapz = Ay
Ax,, =0 Axp. =—Ax (1I1.24)
Q, =AxAy Ayg. =0

En écrivant f,; = f,,,,, idem pour d’autres composantes on obtient :

0
5U,.J.Ax.Ay + (.fi+l/’.!,j - fi—l/z,j )Ay + (gi,j+1/2 —&ijan )Ax = Qv;ij‘Ay (II1.25)
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Apreés la division par AxAy cela se réduit a la forme différentielle centrale.

0Uy Sy =y | Eun = Jur _ 0, (IIL.26)
ot Ax Ay ’

Nous allons encore définir comment calculer les composantes de flux aux
centres des cotés fir1), Zi+12 - Avec le choix appliqué a la figure (I11.3.a), I’équation

(II1.26) devient :

U, fir:—fn:i 8iin—8ii
ij i+l,j i-1, i,j+1 i,j-1 _
P = H-90, (11.27)

bien que 1’équation (II1.19) avec 1’équation (II1.22) conduisent a :

o 4 2Ax 2Ax 2Ax

anj 1 I:z fi+1,j - .fi—l,j i fi+1,j+1 - f;’—l,j+1 i fi+1,j-1 - fi-l,j—l }4_

1{2 &i a1 — 81 + 8is1,jn ~ 8iv,ja i it a1 ~ iy } -0 (I11.28)

4 2Ay 2Ay 2Ay =

La méthode des volumes finis centrale donc conduit aux discrétisations en
espace, efficace en 2°™ ordre en maillage cartésien. On remarque que 5 . 5
n’apparait pas dans I’équation (IIL.27), et si (i+j) est paire, cette équation contient
seulement les points avec (i+j) impair. En effet, les nceuds de nombre pair et impair

sont séparés, et cela peut conduire aux oscillations dans le schéma numeérique.
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CHAPITRE IV

FORMULATION NUMERIQUE ET SCHEMAS
DE RUNGE-KUTTA

IV.1 Introduction

Une variété des schémas implicite et explicite en mécanique des fluides ont
été récemment développés pour la résolution des équations d’Euler [12].

Le schéma explicite 2 multi-pas propos¢ par Jamsson, Schmidt et Turkel pour la
résolution des systémes hyperboliques de lois de conservation a été prouvé comme 1'un
des schémas les plus efficaces. Ce schéma particulicrement adapté a un traitement
précis et efficace des problemes stationnaires régis par les équations d’Euler, il inclut
les termes dissipatifs artificiels qui rendrent les résultats précis du premier ordre.

Dans ce chapitre nous allons présenter le schéma a multi-pas de temps de Runge-
Kutta avec la conjonction d’une technique algébrique de maillage pour réduire le temps

de convergence d’algorithme de calcul vers les solutions de 1’état stationnaire des

équations d’Euler.
IV.2 Formulation des équations et la discrétisation en espace

L’idée fondamentale du schéma a multi pas est de séparer les procedures de
discrétisation de ’espace et de temps. La discrétisation en espace consiste a obtenir des
équations différentielles ordinaires qui peuvent étre résolues par un schéma a multi-
pas en temps. La reformulation du schéma 4 pas de temps pour 1’utiliser avec maillages

multiples préserve la méme solution en état stationnaire.
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Le schéma de discrétisation en espace est développé en exprimant les
équations d’EULER a la forme intégrale ou p, p,u,v,E etH indiquent la pression, la
masse volumique, les composantes cartésiennes de la vitesse, énergie totale et

I’enthalpie totale pour un gaz parfait.

N 4 1. 2, .2
. E (7ﬂl)p+2(u +v?) (IV.1)
H=E+£ IV.2)
- P

ou v est le rapport de la chaleur spécifique.

Les équations d’EULER peuvent écrites comme suit:
6 —>
— | Uds+ |(fdy—gdx)=0 V.3
Sl TS+ Y g ) (IV.3)

Pour le domaine S avec la limite &S
U représente le vecteur des quantités conservatives.

f et g sont les flux selon les directions des x et des y.

P pu yoid

2 v
PV puy pv +p
PE puH pvH

Le domaine computationnel est divisé en mailles quadrilatérales reperés par
les indices (i, j). Comme illustré sur la figure.l, les variables dépendantes sont
maintenant au centre de chaque maille. Le systéme des équations différentielles
ordinaires est obtenu par 1’application de 1’équation (IV.3) séparément pour chaque

maille [4g. Donc elle a la forme :

0
_ SA
az(

i,j°

U ,)+0.,;=0 (IV.5)
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Ou S, , est1’aire de la maille, et O, ; est le flux net sortant de la maille. Le flux suivant

la direction des x, est par exemple :

S0, (pu), + Ay, e (IV.6)

k=1

Avec Q, est le flux de vitesse :

O, =Au, —Ax,v,

La somme est faite sur les quatre cotés de la maille. Chaque quantité est évaluée comme

les valeurs moyennes dans la maille sur I’un ou 1’autre coté de profil.

(o), =5 o), + o0 (IV.8)

Figure IV.1 Discrétisation en espace

IV.3 Les termes dissipatifs

L’apparence des dandinements aux régions contenant des forts gradients de
pression au voisinage des ondes de choc ou au point d’arrét pose un probléme difficile,
A.Jamson a trouvé une solution tout a fait générale grace a I’idée de la viscosité
artificielle du a I’idée de Von Neumann et Richtmyer (1950). Cette méthode consiste a
modifier les équations du fluide en introduisant un terme jouant le réle d’une viscosité
artificielle, construite de fagon a étre négligeable en dehors des ondes de choc, et a
donner a celles-ci une structure visqueuse artificielle sur une épaisseur de quelques

mailles.
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%(hUHQU—DU: 0 (IV.9)

Ou  Q: est I’opérateur de discrétisation spatiale défini par I’équation (IV.7)

D : est ’opérateur dissipatif.

L’expériences numériques montre que la forme effective de DM est un
mélange de deuxiéme et quatrieme différences avec des coefficients qui dépendent
du gradient de pression local.

La construction des termes dissipatifs pour chacun des quatre variables
conservatives est similaire voir (Appendice C), ainsi :

Pour I’équation de la masse volumique on a :

Dp=D.,p+D,p (IV.10)

oi D,p et D,p sont les contributions dissipatives selon les directions x et y

respectivement.
Avec :
D p=d, 55 . =t s ;
’ s A (IV.11)
Dyp = di,j+l/2 "di,j—l/z
Tous les termes sur les membres droits ont une forme similaire.

Par exemple :

_ hi+1/2,j

C))
di+l/2,j - At

i(fl)/Z,j (pi+l,j - pi,j) —&Eilp,; (pi+2‘j =3p;t 3101‘,]‘ ~ Pia )} (IV.12)

ou A est le volume de la maille.

Les coefficients ¢® et ¢ sont adaptés a I’écoulement, définis comme suit :

‘pm.j - 2pij i pi—l,j' o
= (IV.13)
K 1P, | 2P|+ |Pis| ’
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aussl :
51-(31)/2,1‘ = RE (V15 Vi 5) (v.14)
et
o8, = max(0, (R = 3),) S

Les valeurs typiques des constantes R etR™ sont :

ro=Ll po-_L (IV.16)

Ty 256

Les termes dissipatifs pour les équations restantes sont obtenus en remplacant
pu, pvet pEou pHalaplace de p dans cette formule.

Le rapport h/Az dans I’équation (IV.12) conforme a ’inclusion de ’aire h de
la maille aux variables dépendantes de 1’équation (IV.9).

Comme 1’équation (IV.12) contient des différences indivisibles, il suit que si
£® = B(Ax®) et & =6(1), les termes ajoutés sont d’ordre Ax®, cela sera le cas dans
la région o I’écoulement est tranquillisé. Au voisinage de I’onde de choc & =6(1),

et le schéma se comporte localement comme un schéma précis de premier ordre [12].

1V.4 Schémas 3 itération en temps

Les méthodes & pas de temps stable de 1’équation (IV.9) peuvent étre un
modelés sur des schémas standards des équations différentielles ordinaires. Les
schémas multipas & deux niveaux de types Runge-Kutta ont 1’avantage qu’ils ne
nécessitent aucune procédure de démarrage spéciale, au contraste comme aux
méthodes de Adams Bashforth par exemple. Les pas supérieurs peuvent étre utilisés
pour :

* pour améliorer la précision, ou

* pour étendre la région de stabilité.

L’avantage de cette approche et que les propriétés de ces schémas ont éte

largement investiguées, et ils sont disponibles dans la littérature spécialisée, pour les

équations différentielles ordinaires.
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-

Considérons le systéme Iinéaire d’équations :

U 4U=0 V.17
- TAl = (IV.17)

A : peut étre écrite sous I'expression 4 =7TA7"" ou T est la matrice de vecteur
propre de A, et A le diagonal. Aussi en mettant v= V' rtendre les €quations
sépares.

%vk +Ay, =0 (IV.18)

pour chaque variable dépendant.v,, la région de stabilité est la région du plan

complexe contenant les valeurs de Ad7ou le schéma est stable. Considerons

maintenant, le probléme modeie :

oU oU 0 U —
—ta—+ EM—=10 (IV.19)
ot ox ox”

d’ordre Ax,
ce dernier peut étre réduit & un systéme ou & des équations différenticlles ordinaires
par
I’introduction des approximations de différence centrale pour les dériveées —— et ——
X -
du, a . € - _
dl'l + Zx‘ (Ui+1 - Ui-l) + Kx‘ (Ui+1 - 20:‘ - Ui—l) =0 (IV.ZO)
prenant la transformation de Fourier en espace
= 1 o Jwr - % T R
i=— [Ue™dx (IV.21)
27 -, :
S b I et &
€11€ ACVICILL .
(254 A 7 .
—+Au=0 (Iv.22)

dt

(%]
Ly
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ou i:—l—(iasin wa—4gsin2wéx—) (IV.23)
Ax 2

on peut voir que la valeur maximale admise de la partie imaginaire de AAf
détermine la valeur maximale du nombre de Courant ag— pour que le calcul soit

stable, tandis que I’addition du terme dissipatif change la région d’intérét a la gauche
de I’axe imaginaire.
Une fois le maillage est fixe ainsi que le volume de la maille h est

constant, le systéme d’équations (IV.9) prend la forme :

dU
— +pU=0 V.24
=7 ( )

L’opérateur non linéaire est défini comme :
U = %(QU 510 (IV.25)

avec : Q est I’opérateur de discrétisation défini par I’équation (IV.7)

D est I’opérateur dissipatif défini dans le paragraphe (IV.3)

L’investigation est concentrée sur les schémas a deux pas de temps, le premier
est le schéma d’ordre trois qui est défini comme suit, ou I’indice n note le niveau de

temps, et Az le pas du temps. Alors au niveau de tempsnona:

U =y© __Az_{(PUw) +PUD) (IV.26)

U(3) = U(O) __Ai(PU(O) +PU(2))
2
U(ﬂ+1) — U(3)
les variations de ce schéma ont été proposé par Gay, Stetter, Graves et
Johnson, il peut étre regardé comme le schéma de Crank Nicolson avec itération a

pas fixe pour déterminer la solution au niveau de temps (n+1) , et les itérations se

terminent aprés I’itération trois. Il est de précision de second ordre en temps, et pour
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le probleme modele (IV.19) avec £=0, il est stable lorsque le nombre de Courant

At
a_
X

<2.[12]

Cette limite n’augmente plus par des itérations additionnelles. Comparer aux
schémas standard de Runge Kutta d’ordre trois, ils donnent une précision plus
d’ordre trois en temps pour une limite plus large du nombre de Courant (C.F.L).

L’autre schéma qui a été¢ extensivement étudié et le schéma classique de

Runge Kutta d’ordre quatre, défini comme suit au niveau de temps n.

o - ym

U® =yo® —EPU(O)
2

U(Z) - U(O) _%(PU(I))
2 IV.27)

U(3) = U(O) _ _Az_t_ (PU(Z))
g = e — %(PU(O) +2PU® +2PU® + PU®)

ur =y®

Ce schéma est de précision d’ordre quatre en temps et pour le probleme

<242

At
a__

modele (IV.19) avec =0, il est stable pour un nombre de Courant
X

Les deux schémas ont la propriété que si PU™ =0 alors UD =U, et ainsi
de suite, aussi que U =U™ | et la solution d’état stationnaire est : PU =0

Indépendamment au pas de temps Az, cela permet un pas de temps variable
déterminé par la limite sur le nombre local de Courant (C.F.L) utilisé pour accélérer
la convergence a 1’état stationnaire sans la modifier. Une méthode pour introduire les
termes dissipatifs en étape fractionnée séparée apres la derniere étape du schéma de

Runge Kutta, I’équation (IV.25) est remplacée par :

oU (IV.25%)

S
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et le schéma de Runge Kutta d’ordre quatre défini par (IV.27) est modifie

par en mettant:

U™ =U® + DU

Cette méthode a ’avantage que les propriétés de stabilité pour les deux étapes
fractionnelles sonf indépendantes, aussi que le schéma sera stable si chaque étape
fractionnelle est stable.

L’approche alternative qui a été prouvée avec succes en pratique, est de garder
les termes dissipatifs a leur valeurs au premier pas de temps. Aussi le schéma de

Runge Kutta d’ordre quatre est modifie, il prend la forme :

U — g™

U(l) - U(O) _%QU(O) +§A£DU(0)

U@ =y - A oo L A pyo (IV.28)
2h 2h

Um:U@-E«RWU+ﬂDU@
h — h
U =y -2 QU +20U0 +20UP +QU®) + 5DV
les opérateurs Q et D nécessitent approximativement un temps de calcul égale.

IV.5 Conditions aux limites

Le traitement impropre des conditions aux limites peut conduire a des erreurs
sérieuses et 1’instabilité du schéma choisi. La diversité des conditions aux limites a
imposer dépend essentiellement de la nature d’écoulement entrant ou sortant a travers
les frontiéres. La fig.IV.2 nous donne une idée globale et précise sur I’adaptation des
conditions aux limites pour un écoulement subsonique unidimensionnel a travers les
frontiéres limitant le domaine de calcul [8]. Les variables caractéristiques et par suite

les directions des lignes caractéristiques (c,,¢,,c ) jouent un r10le

prépondérantdans 1’étude des conditions aux limites. Cependant les directions des

lignes caractéristiques sont déterminées par les vitesses d’ondes de propagation.
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C. / C, i
C.
t A P

P Lo

7 %
/ Entrée Sortie /

/ subsonique subsonique ?

/// /{‘—P X

X=Xy X=X1

Fig.IV.2 Conditions aux limites pour un écoulement uni-
dimensionnel non visqueux.

Pour traiter ’écoulement extérieur au profil, on doit introduire une limite
extérieure artificielle pour produire un domaine limité. Si I’écoulement est
subsonique a l’infini, ils seront trois caractéristiques entrantes et une sortante,
correspondant a la possibilité des fuites des ondes acoustiques. Sur ’autre coté ou
I’ecoulement est sortant, ils seront trois caractéristiques sortantes et une entrante.
Selon la théorie de Krisse [12], trois conditions doivent étre spécifiées a I’amont et
une en aval, bien que les conditions sortantes sont déterminées par la solution de
’équation différentielle. Il n’est pas correct de spécifier les conditions a I’infini a la

limite extérieure.

Pour la formulation des conditions aux limites, il est commode de prendre la
transformation locale pour les cordonnées X et Y comme la limite coincide avec la
ligne Y =constante. utilisant les indices X et Y pour dénoter les dérivées, le

jacobiénn sera comme suit:
A= Ve — Bpdis (IV.29)

h correspond a la surface de la maille du schéma de volumes finis. introduisant

le vecteur du flux transformé :

F=y, . f-x8 G=%y 8~ VxS (IV.30)
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Ou f et gsont définis par I’équation (IV.4).
La forme différentielle de 1’équation (IV.3) devient :

Q(hU)+€—F+§:o (IV.31)
ot ox oy

(98]

Fig.IV.3 Maille adjacente a la paroi

Premiérement, on considére la condition a la limite au profil a travers le coté

(1) de 1a maille A de figure IV.3, il n’est y a pas un flux convectif puisque :
Xy V—Yyu=0. (Iv.32)
Mais la Axp et Ayp ont une contribution aux équations de mouvement, qui nécessitent
une estimation de pression a la paroi. Prenant la dérivé par rapport au temps de
’équation (IV.32) multiplie par p, et substituer de %(hpu) et %(hpv) de I’équation
0 e

(IV.31), amené a la relation donnée par Rizzi[4]
(ex +Y2)Py = (0 Xy + Y Ve )Py + POy 2 =Xy V)V Xy TUY 1) (Iv.33)

Ainsi jusqu’ici nous pouvons estimer p, en termes de quantités qui peuvent étre
déterminer de la solution intérieure. Et nous pouvons utiliser cette valeur de p, pour

extrapoler la pression a partir du centre de la maille adjacente a la paroi.
Les conditions aux limites stables ont été données par Gottlieb, Turkel[14] et

Gust pour des schémas différents.

0
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Le traitement des conditions aux limites extérieures adopté ici suit des lignes
similaires. Les équations sont linéarisées avec des valeurs a la fin du pas de temps
président, et les variables caractéristiques correspondantes aux caractéristiques
sortantes sont aussi déterminées par extrapolation a partir de I’intérieur bien que les
conditions aux limites restantes sont spécifiées de facon qu’elles consistent avec les

conditions imposées par le champ lointain soit :

_ o g6 (1V.34)

A=
oU oU

Puisque la limite est une ligne de y=cte, les valeurs propres de B détenhinent
les caractéristiques entrantes et sortantes.

Si g, et q; sont les composantes de vitesse normale et tangentielle a la limite, et
¢ est la célérité du son, les valeurs propres Qg , qt, da — C, €t ¢, -C sont les valeurs aux
frontiéres du pas de temps précédant indiqué par 0. et soit Ty le vecteur propre de la
matrice B.

Alors By se réduit a une forme diagonale par la transformation Ay=T J Bo To et

en mettant v=T ;' U, I’équation linéarisée prend la forme :

%(hv) +T;'A,T, §+AO @y (IV.35)

-~

Les variables caractéristiques sont les composantes dev, qui sont :

P-Cip, q., p—pCoq, €t py+p,Coq,.

Soit le vecteur extrapolé de ’intérieur et les vecteurs du champ libre dénotés
par les indices ‘e’ et ‘co’, alors a la limite d’entrée de I’écoulement nous mettons les

conditions suivantes :

’IV.5.1 Conditions d’entrée amont

p-Cip=p,-C;p, (IV.36.a)
g, =G (IV.36.b) .

11
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p- pocoqn =Po — pOCan,oo (IV36C)

P+ PCoq, = P. + PeCo4,e (IV.36.d)

donne :

1
p= E(pe + P ¥ Py (0 = Q)

P~ Dy

qn = qn,m +
£,Co

La masse volumique peut étre déterminer a partir de 1’équation (IV.36.a).
Pour les calculs d’état stationnaires, il peut €tre déterminer alternativement en

spécifiant que 1’enthalpie totale H a sa valeur au champs libre(«).

IV.5.2 Conditions a la sortie aval

A la limite avale, une condition sera spécifier. Si 1’écoulement est un champ

-~

parallele alors : (’;—P =0, donc pour un domaine ouvert :
p=px (Iv.37)

La condition 2 la limite de non-réflexion qui fait éliminer les ondes entrant est :

0
= (P=PCig,) =0 (Iv.38)

cette équation n’assure pas la condition a la limite définie par I’équation (TV.37).

Selon Rudy et Sstrikwerda [12], les équations (IV.27) et (IV.28) sont combinées

comme suit:

ou la valeur typique du parametre o est 1/8.
Les composantes de la vitesse et de I’énergie sont extrapolés de I’intérieur.
Différentes autres conditions aux limites sont désignées pour réduire les

réflexions a partir de la limite extérieure ont été proposées par d’autres auteurs

[16-17].
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IV.6 Critére de stabilité

On dit gu’un processus de calcul itératif est stable si les erreurs d’arrondis ne
samplifient pas au fire et & mesure que les calculs progressent. Afin d’éviter toute
instabilité, et selon ’analyse de Von Neumann, la stabilité¢ des schémas explicites est
déterminée par le nombre C.F.L (Courant — Freiderich - Lewy )[8,13,18], qui se

traduit par le A¢(accroissement du temps).

N\
( ,
At < min| i—A}—
Uu|+c |v|+c

—
avec ¢ = \/ f% est la célérité du son.

D’aprés Bijan.M [23], le calcul de la solution de 1’état stationnaire nécessite
toujours 1’utilisation du pas de temps local et pour le cas in- stationnaire, le calcul
du pas du temps global est nécessaire, car le pas du temps global est le minimum

des pas de temps locaux.

1V.7 Génération de maillage

La procédure de la solution numérique d’équations d’Euler est découplée par
la génération du maillage. De nombieux développements des techniques de
génerations de maillage ont été effectués notamment en ce qui concerne les
problémes bidimensionnels en utilisant des méthodes numériques a savoir : les
éléments finis, les volumes finis ou les différences finies.

La génération automatique de maillage consiste a générer un systeme de
cordonnées curvilignes qui détermine le champ de calcul dans lequel seront
exprimées toutes les équations de probléme physique.

Les différentes techniques de génération de maillage different les unes des
autres par des propriétés que vérifient les maillages générés en relation avec les
modéles mathématiques utilisés.

La méthode des techniques algébriques utilisée dans notre étude produit une

description fonctionnelle directe de la transformation entre les domaines
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computationnel et physique, et ses principales caractéristiques seront présentées dans

ce qui suit :
IV.7.1 Technique algébrique

Les méthodes algébriques les plus utilisées dans la génération des maillages
sont celles qui interpolent les points des frontieres pour générer les points int€rnes:.
L’interpolation explicite peut €tre en une dimension ou en ‘n’ dimensions. La qualité
demandée est que le maillage généré doit étre bien conditionnée en le variant
doucement vers un maillage orthogonal.

La distribution des points du maillage a I'intérieur est gouvernée par les

fonctions de condensation « stretching functions » aux frontieres.

1V.7.2 Fonctions de condensation « STRETCHING »

Les fonctions de condensation sont largement utilisées pour la distribution des
points le long des frontieres particulieres ainsi que les régions spécifiques (& forts
gradients) des domaines qui nécessitent un traitement avec une grande précision.
Pour les écoulements autour des corps, il est nécessaire d’introduire ces fonctions
pour résoudre les problemes ou les gradients des variables physiques sont larges.

Les variables dépendantes et indépendantes dans la fonction de condensation
« stretching » sont exprimées sous une forme normalisée, voir la figure (IV.5).

La variable indépendante appropriée est :

nt=1"" (IV. 40)

m,—m

avec 0< n*il ou MN;<nN<ne.
Une fonction de condensation « stretching » proposée par Rebert (1971) et

modifie par Eissemann (1979) [21], est la suivante :

S=an +(-aq, )[1 - tanﬂi}fg )'7 )]] (IV.41)

Ou a, et b, sont des parametres de condensation des lignes coordonnées.

i
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a, :exprime la pente de la distribution S~ a,  dans le cas particulier ou la valeur de

77* proche de zéro.
by : est appelé facteur d’amortissement de EISEMAN qui permet le controle de la
ligne curviligne S.

les petites valeurs de b, avec la variation de n" causent de petites variations
de la linéarité de S. Une fois que S est obtenu, elle est utilisée pour spécifier la

distribution de x et y définie par :

X=X
f(8)= .
X; =%
(IV-42)
g(8) =22
Y2 =N
par exemple si on prend f(S)=g(§) =S , les relations (IV-42) donnent :
x=xX,+S(X1-X2) (Iv-43)
y=y1t8(y1-y2) (IV-44)
a1=1.8 et b1=2. N N WD G G W S—
2 1
2 1
a;=0.1 et b=2. ¢ N 44
2 1
S=1 S=0

Figure.IV.4 Distributions de maillage
suivant les parametres de controle

Les distributions typiques des points sur le segment 1-2 de la figure(IV.4) sont

obtenues suivant les formules (IV.43 et IV.44)pour des valeurs de a; et b; variables.
IV.7.1.2 Technique de deux parois

Cette méthode est généralement illustrée par un canal bidimensionnel courbé,

voir figure (IV.5). 1l est souvent nécessaire que les fonctions de condensation
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« stretching » Sap(’) et Sac () soient définies pour contrdler la distribution des

points au-dessus et au-dessous des frontiéres [ 1-73].

Des équations équivalentes a celles de (IV.41) sont utilisées pour générer
Sap() et Spe (n"). Pour obtenir la valeur de ‘S’ entre les surfaces ‘AD’ et ‘BC’, une
simple interpolation linéaire est recommandée exprimée par :

§= SAD +§*(SBC _SAD)
ou :

&6

Figure.IV.5 Canal bidimensionnel curviligne.

Par une voie similaire, la distribution des points de maillage le long de AB et
CD est controlée par les fonctions « stretching » rap(¢&”) et rpc( &™) Sirap et Ipc sont
considérées comme étant les coordonnées généralisées le long de la surface, alors

Xap(Tap) €t yap(tap) se suivent directement. Il en est de méme pour Xpc(rpc) et

— ype(Tne)-
La technique des deux parois utilise - ' des moyens

d’interpolation pour générer les points intérieurs entre les deux frontieres AB et DC.

Une simple interpolation linéaire est donnée dans ce qui suit :

x(&,m) =(1-S)xap(ras)+S.Xpc(rpc)
y(&,1) =(1-S)yas(raB)*+S.ypc(rnc) (IV.45)

Ou S est donnée par (IV.41)
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IV.7.3 Organigramme de génération de maillage

v

/ Déclaration des parameétres d’entrée & /
n

Lecture des parameétres de condensatio

‘

Introduction des points aux frontieres

I

Appel au sous programme strech qui fait
Génération des fonctions de condensations
« STRETCHING FUNCTION »

S=pPy +1-py1-Larn@d-n)

Tanh (Q)
F(§)=——"4  g(s)=2-
X4~ Xg Ya~—JE

Appel du Spg. Profil pour :
Détermination des coordonnées du profil AB

y=t(ax"? +a,x’ +a,x’ +a,x* +a,x’)

v

Génération des surfaces aux frontieres 1 et 4, 2 et 3

!

Génération des points internes

v

Affichage des résultats X(i,j) ,Y(1.))
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IV.8 Organigramme du programme Euler 2D.FVM.

Déclaration des parametres
Appel au Spg parametres

v

Appel au Spg Config
Lecture des parametres d’entrée initiaux

v

Appel au Spg Mailla
Introduction des cordonnées des points de maillage.

v

~ Appel au Spg Aires
Calcul des aires des volumes de control

Appel au Spg init
Entrée les solutions physiques initiales

: I

Itération kt =0
t=0
eps=1.e-10

I

Appel au Spg calpres
Calcul de la pression initiale

I

Appel au Spg result
Stockage des solutions physiques
initiales

| <
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T

> kt=kt+1

v

Appel au Spg caldt
Calcul du dtmin, t=t+dt

'

—> Appel au Spg RKresexp qui fait la résolution  |¢—
Explicite par le schéma de Range-Kutta d’ordre 4.

v

Appel au Spg cdl Appel au spg calpres
Calcul des flux convectifs calcul de la pression
aux limites.

v

Appel au Spg result
Stockage des résultats

Non ﬂi kt > ktmax
ou

\ t-tmax > €ps

Ouw

Affichage des
résultats

Appel au Spg cds
Calcul des termes du flux

dans chaque maille.
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CHAPITRE V

ANALYSE DES RESULTATS

V.1 Introduction

Le code de calcul « EULER-2D.MVF » décrit précédemment a été utilisé pour
la simulation numérique du probléme d’écoulement transsonique compressible non
visqueux autour d’une géométrie bidimensionnel de type profil d’aile NACA0012.
On a choisi ce cas d’application (profil symétrique), car ce type de géométrie a été
trés utilis€é dans plusieurs études comme un cas test, ce qui nous permet la
confrontation de nos résultats avec ceux publiés dans la littérature spécialisée. Avant
d’aborder les différents résultats obtenus par notre code « EULER-2D.MVF », il
convient de mettre en évidence la robustesse du programme de génération de

maillage « MESH2D», en présentant quelques exemples exécutés.
V.2 Génération de maillage

Dans le but de résoudre les équations physiques gouvernant le probleéme, et
afin d’exploiter le code « EULER-2D.MVF », un programme de génération de
maillage « MESH2D » autour du profil d’aile a été établi. Plusieurs cas peuvent étre
représentés en exécutant le programme, en jouant sur la diversité des parametres
d’entrée, en se limitant a quelques exemples qui illustrent les performances du
programme.

Certains problémes physiques demandent une grande précision de calcul, ou le
raffinement de maillage joue un role primordial, ainsi 1’obtention d’un résultat

adéquat du probléme est conditionnée par un choix judicieux du raffinement de
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maillage utilisé. La figure V.1 montre le raffinement de maillage autour d’un profil
d’aile de type NACA 0012 avec une répartition réguliére des lignes coordonnées.

Le maillage peut étre rendu sensible aux régions de forts gradients grace aux
fonctions de condensation en faisant varier les parametres de controle. Cette
sensibilité est traduite par la répartition des lignes coordonnées qui peuvent €tre
condensées dans des zones bien définies et suivant une direction Soun. La figure
V.2. montre un raffinement de maillage au voisinage du bord d’attaque qui
représente un point d’arrét de I’écoulement, aux alentour de la paroi du profil ou la
ligne sonique sera indiquer sur les figures qui représentent les lignes iso-Mach, et au

bord de fuite (a la sortie aval).

51



Chapitre V

Analyse des résultats

//T\‘ \ \ ‘\
7 ><T\ \ \
ST TN\ \ \

Fogll & sl I s’

I S - S N I S S

[/ / 7~ = = N R \ I |
VNN N . At
b S e
NN\ L S]]
\/ \ - ;/ s / / !
\\7 R / / // |

4 / / |

L yi / I

—T—
==
\\\\\ t
T : T
—
———
T T
o e
T s
e
T
;
4 T T
117177
"”m’ll , =

\\(\z\ e

- - =
S \ 74 ra T
S —— T PP

(b) Maillage en C 79x40

FigureV.l.a, b Raffinement de maillage autour du profil

NACAO0012 (répartition réguliére)
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FigureV.2.a. Maillage en C 39x20

Pac=P{d=0.2, Paf=Pcd=1

N Figure V.2.b.Maillage en C 39x20
Pac=0.2,Pfd=0.001, Paf=Pcd=0.1

n
(9%



Chapitre V

Analyse des résultats
/(’\' LN N W O
- 3 : \\ \\\ \\ \ \
N NN |
> N \\ \ |
i J N\ — NN \\ \
/ N\ \
/ / // g =
s N ===
\ [ |
> Vi /1
/ W - / //
L / /
4 [ [ [ ]
[ [ T 1 1

Figure V.2.c Maillage en C 29x15

Pac=pfd=1 paf=pcd=0.1
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Figure V.2.d Maillage en C 29x15

Pac=pfd=1 paf=pcd=0.5

Figure 5.2.Influence des fonctions de condensation sur la répartition

des lignes coordonnées autour du profil NACA0012
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V.3 Nombre de Mach critique

Dans I’écoulement transsonique, le nombre de Mach & l'infini M, est

inférieur 1égérement a 1’unité. Comme 1’écoulement est accéléré autour d’un
obstacle, il devient localement supersonique. Un champ d’écoulement transsonique
consiste en un domaine infini d’écoulement subsonique avec ume pochette
d’écoulement supersonique. Le nombre de Mach limite qui permet 1’apparition des
premiers points supersoniques, et par la suite la pochette supersonique est appelée
« le nombre de Mach critique ». La valeur de ce dernier change sous I’effet de 1’angle
d’incidence de I’écoulement amont. Les résultats obtenus par I’exécution de notre
code sont présentés dans les tableaux V.1, V.2 et V.3. Ces derniers montrent
quelques cas exemples de I’effet de 1’angle d’incidence de 1’écoulement amont sur le
nombre de Mach critique et sur les paramétres physiques, a savoir le nombre de
points supersoniques, le nombre de Mach, la masse volumique, la pression et les
vitesses d’écoulement. Ces résultats sont représentés sur les figures V.3a, V.3b et
V.3¢ qui montrent la répartition des lignes iso-Mach d’un écoulement amont

subsonique autour du profil NACA 0012.

Le tableau V.1 présente les résultats d’un écoulement transsonique autour du
profil NACAO0012 avec un angle d’incidence de ’écoulement & I’infini amont nul et
un nombre de Mach M _=0.75 et le nombre de points supersoniques égale a deux
(02), ce qui nous permet de conclure que le nombre de Mach critique pour un angle
d’attaque nul est légérement inférieur a 0.75.

la représentation graphique de la figure V.3a montre clairement la répartition
des lignes iso-Mach autour du profil. Une ligne sonique épouse la paroi du profil
avec une trés petite pochette supersonique qui vient de prendre naissance, ce qui

Jjustifie les conditions critiques de 1’écoulement.

Les tableaux V.2 et V.3 présentent les résultats des deux exemples

d’écoulements transsoniques autour du profil NACA0012 avec les conditions de

W
(O)]



Chapitre V Analyse des résultats

Tableau V.1 Parametres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.75 Alpha=0.deg CFL=1.5

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS
Nombre de points supersoniques 2

Nombre de Mach maximum 1.00657300
Nombre de Mach minimum .05146670
Pression maximum 1.85231900
Pression minimum 93473190
Densité maximum 1.27569100
Densité minimum 79746440
Vitesse/x maximum 1.28836900
Vitesse/x minimum .07337958
Vitesse/y maximum .50659320
Vitesse/y minimum -.50647380

I’écoulement a I’infini amont respectivement, «=1.25 deg. et « =3 deg. pour les
angles d’incidences, 0.70 et 0.64 pour le nombre de Mach. Le nombre de points
supersoniques €gale a un (01) et deux (02) respectivement, ce qui nous permet de
conclure que le nombre de Mach critique pour les angles d’attaque cités auparavant

est 1égerement inférieur aux nombres de Mach a 1’infini amont respectivement.

La représentation graphique des figures V.33,V.3b et V.3c montrent
clairement la répartition des lignes iso-Mach autour du profil, qui sont réaffirmés par
les résultats des tableaux V.1,V.2 et V.3. Ces répartitions permettent d’avoir un
nombre de Mach critique de I’écoulement transsonique pour chaque angle d’attaque
et de voir l'effet de variation de 1’angle d’attaque sur ce demier, car ils sont

inversement proportionnels.
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Tableau V.2 Parametres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.70 Alpha=1.25deg CFL=1.5

Tableau V.3 Parametres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.64 Alpha=3.deg CFL=1.5

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS
Nombre de points supersoniques 1

Nombre de Mach maximum 1.00483200
Nombre de Mach minimum 11544550
Pression maximum 2.00542600
Pression minimum 99798470
Densité maximum 1.22507300
Densité minimum 75402370
Vitesse/x maximum 1.35638200
Vitesse/x minimum .07545001
Vitesse/y maximum 62925110
Vitesse/y minimum -.42489760

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS
nombre de points supersoniques 2
Nombre de Mach maximum 1.00483400
Nombre de Mach minimum .11349970
Pression maximum 2.36669600
Pression minimum 1.10125300
Densité maximum 1.21242400
Densité minimum 70562050
Vitesse/x maximum 1.45534600
Vitesse/x minimum .07732598
Vitesse/y maximum .80499770
Vitesse/y minimum -.31137040
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CARTBISG-MACH
MACH=0.75

077 —

ALPHA=0Deg

-5 00 X 0.5 1.0 15

Figure V. 3a Répartition des lignes iso-mach autour du profil
NACA 0012 MACH=0.75 ALPHA=0.DEG
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Figure V. 3b Répartition des lignes iso-mach autour du profil
NACA 0012 MACH=0.70 ALPHA=1.25 DEG
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Figure V. 3¢ Répartition des lignes iso-mach autour du profil

NACA 0012 MACH=0.64 ALPHA=3. DEG
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V.4 Influence de I’angle d’attaque sur la distribution de pression

Le coefficient de pression Cp est un paramétre principal de ’écoulement. La
distribution de ce dernier est représentée a travers la paroi du profil NACA 0012 par
rapport a sa corde « ¢ ». Cette représentation surfacique permet de suivre 1’évolution
du parametre donné au cours du mouvement et de détecter toute anomalie ou
discontinuité dans 1’écoulement le long de la surface du profil.

La figure V.4a présente 1’évolution du coefficient de pression a travers le
profil avec un angle d’incidence nul, ainsi avec un nombre de Mach a 1’infini amont
M= 0.60. Ces résultats ont ét€ obtenus avec un maillage de 59x30 nceuds et pour
une configuration externe de type « C». la figure met en évidence 1’évolution des
zones de dépression et de surpression le long de la paroi du profil. Cette distribution
graphique du coefficient de pression symétrique sur ’extrados et sur 1’intrados ne
présente aucune discontinuité de 1’écoulement qui reste subsonique par tout, cela est
Justifié par I’absence des points supersoniques, ainsi le nombre de Mach maximum
de I’écoulement reste inférieur a 'unité. Ces résultats sont illustrés sur le tableau
V.4a, obtenu par ’exécution de notre code de calcul.

Tableau V .4a Paramétres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.60 Alpha=0.deg CFL=1.5

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS
Nombre de points supersoniques 0
Nombre de Mach maximum 72683350
Nombre de Mach minimum 04555451
Pression maximum 2.57810600
Pression minimum 1.74770900
Densité maximum 1.17866300
Densité minimum. 90674900
Vitesse/x maximum 1.19061600
Vitesse/x minimum .07971693
Vitesse/y maximum .52483310
Vitesse/y minimum -.52472580
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Une représentation bidimensionnelle des lignes iso-pression avec les méme

conditions amont de I’écoulement (A= 0.60 avec angle d’incidence nul) permet

d’avoir clairement la distribution de pression autour du profil. voir la figure.V.4b.

La figure (V.4c) met en ¢évidence D’effet de I’angle d’incidence sur
I’évolution du coefficient de pression, tout en gardant le nombre de Mach de
I’écoulement amont constant (M= 0.60) avec un angle d’incidence positif égale a
1.25 degrés. La figure montre clairement le mécanisme de sustentation et les zones
de dépression et de surpression et I’écart qui existe entre la courbe de I’intrados et
celle de I’extrados du profil. Sur I’extrados, la distribution de pression a été presque
conservée comme dans le cas d’un écoulement avec angle d’incidence nul mais avec
une plus large zone de dépression. Cependant sur I’intrados la zone de dépression est

treés petite.

Le comportement de I’écoulement le long du profil reste subsonique partout et ne
présente aucune discontinuité, cela est justifié par les résultats du tableau V.4b qui
montre que le nombre de Mach maximum est inférieur a 1’unité, et le nombre de

points supersoniques est nul.

Tableau V.4b Parametres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.60 Alpha=1.25deg

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS

Nombre de points supersoniques |0

Nombre de mach maximum 76482460
Nombre de mach minimum 11482650
Pression maximum 2.55530700
Pression minimum 1.65354600
Densité maximum 1.17567400
Densité minimum .86500080
Vitesse/x maximum 1.24408900
Vitesse/x minimum .08001219
Vitesse/y maximum 64281150
Vitesse/y minimum -.42341970
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Une représentation  bidimensionnelle de la figure(V.4d) montre la
distribution des lignes iso-pression avec les mémes conditions amont de 1’écoulement
(M= 0.60 et un angle d’incidence égale a 1.25 degrés.) et permet de voir clairement
I’évolution de la pression autour du profil et la dissymétrie dans la répartition des

lignes iso-pression.
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V.5 Influence de nombre de Mach amont sur la distribution de pression

La figure (V.5.2) montre I’effet de I’augmentation du nombre de Mach amont
combiné avec I’angle d’incidence sur 1’évolution du coefficient de pression autour du
profil NACA 0012. Pour un nombre de Mach a I’infini amont de 0.75 ( au-dela du
Mach critique) avec un angle d’incidence de 2 degrés, apparaissent des ondes de choc
qui modifient les répartitions de pression. Les ondes de choc constituent des
recompressions brutales avec forte croissance de la trainée a partir d’un point appelé
«mach de divergence de la trainée » et la portance chute pour un nombre de Mach
légérement supérieur appelé « Mach de divergence de portance ». Et d’apres les
résultats obtenus et présentés sur le tableau V.5.1 en exécutant notre code,
I’écoulement passe du régime subsonique au régime supersonique a travers une ligne
sonique, cela est justifié par I’augmentation du nombre de points supersoniques et le
nombre de Mach de I’écoulement qui a dépassé 1’unité. La figure montre aussi le
phénoméne de sustentation par une large zone de dépression sur I’extrados suivi par

une discontinuité de 1’écoulement.

Tableau V.5.1 Parametres physiques d’un écoulement transsonique
autour du profil NACA0012 Mach =0.75 Alpha=2.deg CFL=1.5

PARAMETRES PHYSIQUES VALEURS
Nombre de points supersoniques 26
Nombre de Mach maximum 1.32123800
Nombre de Mach minimum 15034320
Pression maximum 1.83925600
Pression minimum 63578340
Densité maximum 1.27458600
Densité minimum 60780350
Vitesse/x maximum 1.59768700
Vitesse/x minimum 07261971
Vitesse/y maximum .64692280
Vitesse/y minimum -.38194740

65



Chapitre V Analyse des résultats

La figure V.5.b est une représentation bidimensionnelle qui montre la
distribution des lignes iso-pression avec les méme conditions amont de I’écoulement
(M _=0.75 et un angle d’incidence égale a 2 degrés.), elle permet de voir clairement
I’évolution de la pression autour du profil et la dissymétrie de la répartition des
lignes iso-pression, cela réaffirme la théorie de sustentation qui dit que 1’aile est

aspirée vers le haut sous I’effet de la dépression.
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V.6 Influence de nombre de Mach amont avec I’angle d’incidence sur la

distribution du nombre de Mach local

Les figures(V.6.a, V.6.b, V.6.c, V.6.d, V.6.e, V.6.f ) permettent de conclure
que la répartition du nombre de Mach local varie considérablement selon 1’incidence
du profil et selon le nombre de Mach amont ; ainsi les points d’arrét se déplacent en
fonction des différentes incidences, et la poche supersonique s’élargit, la ligne
sonique se rapproche du bord d’attaque, et le nombre de points supersoniques sur
I’extrados a I’intérieur de la cloche supersonique augmente et 1’onde de choc devient

plus intense et se rapproche du bord de fuite.
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V.7 Influence de nombre de Mach amont avec I’angle d’incidence sur la

distribution de pression

la figure V.7 nous donne la répartition des pressions autour du profil et
comment se matérialise la sustentation pour un nombre de Mach amont de 0.8 et un
angle d’incidence de I’écoulement de 3degré. L’écoulement de I'air est arrété a un
point appelé « point d’arrét» situé au milieu d’un champ de surpressions fortes
déplacé légérement vers I’intrados, a ce point I’énergie cinétique est transformée en
énergie de pression, la vitesse est nulle et la pression est maximale appelée « pression
d’impact ou pression totale ». Au-dela de ce point la vitesse augmente et la
surpression diminue, et d’aprés la figure 5.6.f une ligne sonique apparait en
conséquence de 1’augmentation de la vitesse sous I’effet d’une dépression qui regne
3 Dintérieur d’une cloche supersonique. Cette dépression se termine par une onde de
choc qui modifie D’écoulement brusquement. Une surpression est crée et
I’écoulement rejoint les conditions amont. Sur 1’intrados un divergent faible
provoque une zone de surpression. Le champ de dépression a I’extrados et le champ
de surpression de I’intrados qui agissent dans le méme sens ont tendance a monter

1’aile.
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V.8 Répartition du champ d’écoulement

La figure (V.8.a) montre la répartition des Champs de vitesse d’un écoulement
laminaire autour du profil NACA 0012 avec un nombre de Mach amont de 0.8 et un
angle d’incidence nul. Les filets d’air glissent les uns contre les autres parallelement
4 eux-mémes et s’écartent insensiblement du profil a contourner. Les particules d’air
voient leur vitesse et leur trajectoire se modifient trés progressivement, pratiquement
sans frottement dii a I’hypothése de non-viscosité de 1’air (condition de glissement) :
les filets d’air épousent la forme du profil ; c’est ce que I’on observe légerement en
avant du bord d’attaque, ainsi qu’au-dessus et au-dessous du profil. La figure V.8.b
montre 1’effet de ’augmentation de 1’angle d’incidence sur la répartition des lignes
de 1’écoulement. Les filets d’air se mettent a onduler de fagon plus ou moins
désordonnée : leur ligne générale suit le profil, mais chaque filet d’air voit sa vitesse
évoluer rapidement aprés son passage dans une zone dans la quel I’écoulement est
accéléré, puis elle décélére progressivement a la sortie, avant de rejoindre les
conditions amont; cela est affirmé par la figure V.8 .c qui montre le champ de vitesse
d’écoulement selon 1’axe v ol on observe les sens des vecteurs vitesses et les zones
de perturbation. ce qui est réaffirmé par la figure V.8.d ; qui présente les lignes iso-
vitesses et les zones d’accélération et de décélération de 1’écoulement autour du

profil avec ordre de grandeur.
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V.9 Validation des résultats:

Les paramétres principaux de 1’écoulement sont le coefficient de pression, le
nombre de Mach et le champ de vitesse de 1’écoulement. Ces derniers sont
représentés en fonction de la position x/c sur le proﬁl.' Des représentations
surfaciques unidimensionnelles et bidimensionnelles le long de la paroi et autour du
profil permettent de suivre 1’évolution des parameétres donnés au cours du
mouvement, ainsi de détecter toute anomalie ou discontinuité dans I’écoulement

autour du profil.

La représentation de la distribution du coefficient de pression autour du profil
d’aile NACA 0012, est I'une des conséquences physiques de I’application de ces
résultats. Pour des nombres de Mach et angles d’incidences différents et pour un
nombre CFL=1.5, les figures V.4a, V.4c et V.5.1 montrent une bonne concordance
avec les résultats donnés par les références [8, 9,31], et par le schéma de Roe de la
référence [23]. Une représentation surfacique des résultats est donnée par les figures
V.4b et V.4d a ’aide d’un logiciel appelé « Tecplot ». Les courbes obtenues ont
’allure suivante: a partir de la chute de pression le long de la surface du profil par
rapport a sa valeur de stagnation au bord d’attaque, nous déduisons que I’écoulement
est accéléré et devient supersonique. Cette zone supersonique se termine par une

onde de choc qui raméne 1’écoulement aux conditions subsoniques amont.

Le nombre de Mach joue un role primordial dans la définition de
’écoulement, la comparaison de la répartition des lignes iso-Mach autour du profil
NACA 0012 des figures V.6d et V.6.f avec les résultats donnés par les références
[8,33,36] montre que les courbes ont les mémes allures, presque sur tout le
profil et se coincident & un certain écart prés. Divers exemples ont €t€ exécutés, mais
pour des raisons de clarté on a pas représenté tous les cas possibles qui peuvent €tre

traités par notre code « EULER-2D.MVF ».
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V.10 Effet de nombre C.F.L sur la convergence

Afin de montrer I’effet du nombre C.F.L sur la convergence on a présenté sur
la figure V.10 la variation de résiduel en fonction du nombre d’itérations pour
différents nombres de C.F.L.

La figure montre que pour un résiduel élevé, le nombre C.F.L n’a pas une
influence majeure sur le nombre d’itérations nécessaire a la convergence, car le
shéma converge pratiquement dans la premiére centaine itérations.

Cependant, effet du nombre C.F.L devient de plus en plus important en
diminuant le résiduel ; par exemple pour avoir un résiduel de (-4) on remarque
d’aprés la figure que la convergence atteint aux alentour de 800 itérations pour un
C.F.L= 0.8, tandis que ce méme résiduel peut étre obtenu avec un cout moindre de

50% (environ 400 itérations) en prenant un C.F.L=1.5.
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CONCLUSION

L’objectif principal de cette étude était la simulation numérique des
écoulements transsoniques, compressibles, rotationnels, non visqueux régis par les
équations d’Euler. La stratégie numérique de la résolution utilisée consiste a
discrétiser les équations d’Euler qui forment un systeme hyperbolique non linéaire
par la méthode des volumes finis a I’aide d’un maillage pseudorthogonal a €léments
centrés, et la résolution des équations différentielles ordinaires obtenues par le
schéma de Runge Kutta explicite.

La construction de maillage bien adapté est un €lément
important pour la précision et I’efficacité du traitement numérique du probléme. Une
méthode de génération de maillage basée sur les techniques algébriques est utilisée
dans notre étude, elle donne une description fonctionnelle directe de la
transformation entre les domaines computationnels et physiques.

Dans cette étude, une méthode robuste de prédiction a été proposée pour des
écoulements compressibles transsoniques, ainsi pour des écoulements avec
discontinuités comme les ondes de choc. Cette méthode est basée sur une technique
de volumes finis du deuxiéme ordre dans I’espace et sur une discrétisation explicite
dans le temps, qui utilise des ressources informatiques moins importantes qu’une
discrétisations implicite méme si 1’avancement de la solution dans le temps est moins
rapide.

Afin de résoudre les équations physiques gouvernant le probléme, on a utilisé
un schéma qui se base sur la méthode de Runge Kutta explicite en introduisant la
viscosité artificielle d’ordre élevé pour minimiser les fluctuations qui peuvent se
présenter dans les régions de discontinuités (choc) ou de forts gradients.

Les méthodes explicites qui sont soumises a la restriction du pas de temps
imposé par le critére de stabilit¢ CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy) consistent a
trouver la solution au probleme de Reimann. Ces schémas demandent de la viscosité
artificielle explicite pour satisfaire les criteres de stabilité, grace a I'idée de J. Von
Neamann et R.D Richtmyer. Cette méthode consiste a modifier les équations du
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fluide parfait en introduisant un terme jouant le role d’une viscosité artificielle,
construite de
fagon a étre négligeable en dehors des ondes de choc, et donne a celles-ci une

structure visqueuse artificielle sur une épaisseur de quelques mailles.

Finalement on a simulé un écoulement autour du profil NACA 0012 pour
différentes valeurs des paramétres physiques a savoir le nombre de Mach a I’infini
amont, 1’angle d’incidence de I’écoulement et le critére de stabilit¢ CFL. Ce dernier

influe avec le raffinement de maillage sur le taux de convergence de la méthode.

La procédure de calcul a été validée sur quelques tests pour lesquels on
disposait des résultats d’autres méthodes ou schémas a savoir la méthode intégrale (
méthode de panneaux ), méthode de potentiel complet et avec d’autres tra

récemment publiés. En générale une bonne concordance a été observéee e

prédictions et ces travaux.

e %

limitative sur l’intensité des ondes de choc ou la rotationnelité¢ de 1’écoulement

En effet I’approche basée sur les équations d’Euler n’introduit aucune hypoﬂi

comme c’est le cas dans les approches basées sur 1’équation du potentiel complet n1
en outre sur I’épaisseur des profils. Elle donne des meilleurs résultats méme aux

régions ou I’entropie et les gradients de vorticité sont importants.

En conclusion, I’approche basée sur le systeme d’équations d’Euler avec un
maillage structuré en utilisant le schéma de Runge Kutta représente un schéma
robuste vers une bonne prédiction de simulation numérique des €écoulements

transsoniques, compressibles, rotationnels et non-visqueux au tour du profil d’aile.

A la suite de ce travail, des extensions de 1’approche sont envisageables.
L’une de ces extensions est I'utilisation de la méthode pour des maillages multi-
grilles ou pour des géométries complexes. Du point de vue numérique, il serait
intéressant d’introduire la méthode de maillage adapté en utilisant un maillage
triangulaire instructuré. Du point de vue physique, cette étude pourra €tre étendue au
cas d’écoulements visqueux en introduisant les modeles de turbulence afin de simuler
’effet de la couche limite laminaire ou turbulente.
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Annexe A Adimensionnement

ANNEXE A

ADIMENSIONNEMENT

1. Adimensionnement des variables

Les grandeurs physiques sont repérées par une barre « » et rendues sans
dimension afin de les utiliser pour la représentation des résultats numériques. En

outre, selon [18], on peut adimensionner les grandeurs physiques en posant :

U, =p,=CP=p, =1
a partir de celles-ci on définit les grandeurs adimensionnées :

I.1 Le temps :

C : corde du profil
U, : vitesse de I’écoulement a I’infini

¢ : temps adimensionné

1.2 Abscisse :

x : Abscisse adimensionnée

1.3 Masse volumique :

p., . masse volumique a I’infini
p . masse volumique a-dimensionnée

1.4 Vitesse :

u - vitesse a-dimensionnée
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t=t/(C/U,) (A-1)

x=x/C (A-2)

p=plp, (A-3)

u=ulU, (A-4)



Annexe A

Adimensionnement
Pression :
= P yp _yp 1 _1c 1
pP= = = 5 - = 2 (A-S)
p UL ypU. p,vU. yU., yM,
= | p=— ~ (A-6)
Ve

p : pression a-dimensionné
M_ :nombre de Mach a I’'infini
y : rapport des chaleurs spécifiques CP/Cv

CP :chaleur spécifique a pression constante

Cv :chaleur spécifique a volume constant
¢ : célérité de son

II Adimensionnement des équations :

I1.1 Equation de continuité : (1D)

P2 LBy (A7)
ot ox

En remplagant les variables physiques par les variables adimensionnées, on
obtient :

8(pp.) , AppU.1) _ (A-8)
5(2.% ) a(xC)

Unpo 0p , UaPo 9P _
c 'a&¢ C o

- op , opu _ (A-9)
ot ox

I1.2 Equation de quantité de mouvement : (1D)

opu)y 0 . _ -
> +a(x)(pu +p)=0 (A-10)

substitution des variables adimensionnées
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U o(pu) 3 =2 = o
— ooUm —+ - mUm + ano =0
o (PaUa) = a(x_c)(p pu +ppU,)
aprés la simplification = HApw) +—Z (Ez?2 +p)=0 (A-11)
ot o(x)

I1.3 Equation de I’énergie (1D)

o(pE)
ot

ApE), O
ot Ox

+ 2 fu(oE + p)]=0

(A-12)

[pu(E+£):| -0
P

__p
(r-Dp
H=E+Z
)
Apres la substitution des variables adimensionnées et la simplificati

trouve .

1
avec : +—u
2

_61 P +laz +i 5( P +1H2+;) =0
ot\y—-1 2 ox| y-1 2

En substituant p, ’équation de 1’énergie devient comme suit :

0 1 1—:2 0 |+ 1 1—:2 1
| ——t—pu |+—|U| ————+—pu + =0 A-14
at[y(y—l)M; 27 j ax{ (y(y—l)Mi 2” yMiH .
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Annexe B Bilan des flux a travers les cotés de la maille

ANNEXE B

BILAN DES FLUX A TRAVERS LES COTES DE LA
MAILLE

B.1 Formulation
Le schéma de discrétisation en espace est développé par I’expression des

équations d’EULER sous la forme intégrale :

%HS Ud§+a£(f.dy—gwc):o (B-1)

. Pour le domaine S avec la limite &s
U représente les quantités conservees.

f et g sont les flux en direction des x et des .

P pu pv
pu P+ puv

- U= f=| TP g=|"", |, B2
o4 puy pv +p
PE puH pvH

Le domaine computationnel est divisé en maille quadrilatérale, noté par les
indices (i, /). Le systtme des équations différentielles ordinaires est obtenu par
I’application des équations séparément de chaque maille. Le flux suivant la direction

des x, est donné par :
4
ZQk(pu)k + Ay, Py (B.3)
k=1

Ou Q, est le flux de vitesse :

= O, =Ayu, —Ax, v, (B.4)

=
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La somme est sur les quatre cotés de la maille. Chaque quantité est évaluce

comme les valeurs moyennes dans la maille sur I’un ou I’autre coté de profil.

(o0, =5 o, + (o, ) (B.5)

B.2 Calcul des composantes de flux net pour chaque surface de la maille

SURFACE 1

pu 1=0.5*( p an*ueyt p a1y L)

ul=0.5*(uqytui-1,)
v1=0.5*(vantva-1j)

p1=0.5*(payytPa-1)
p1=0.5*(pant P @)

pv 1=0.5*(p wn*vant 2 a1 van)

SURFACE 2
pu2=0.5*(p @1p*Ue1nt £ L3 U11)
u2=0.5*(u (1,551 1,4+1))
v2=0.5*(Va1ntVaejy)
P2=0.5*(P+1,5yPa-1,j+1))
p2=05%(p @1t £ a1+

pv2=0.5*(p @1ny*VaLyt P a1 Vo)

SURFACE 3

o1 3=0.5%( p wre 1y Urge 1yt P @31y W15+ 1)
u3=0.5*(uqys 1y Wis14+1))
V3=0.5*(V( 11y Vi 1j+1))
P3=0.5*%(P(LJ+1)+P(I+1,j+1))

p3=0.5*(p Wiyt P asLj)

pv3=0.5*(p wp1y Vst O @1 Vi)




Annexe B Bilan des flux a travers les cotés de la maille

SURFACE 4

pud=0.5*(p apn*uanyt oy uesn)
- ud=0.5*(uq tugj1))
v4=0.5*(Vytv)
- P4=0.5*(Py5tPqj+1))
p4=0.5*(pant paj)

pv4=0.5*(p an*vant o ajrn*varn)
- B.3 Calcul de dx et de dy des cotes de la maille.

DX1=(Xq+1,5-Xw1)
DY 1=(Y 1 1,5Yan)
B DX2=(X11,3:1yX1+1.7))
DY2=(Y 1,51y Y+ 1.0)
_ DX3=(X 1+ 1,5:1y-X(L1+1))
DY3=(Ye1,51)Yasn)
DX4=(X 151 Xan)

DY4=(Yws+1)-Yan)
B.4 Flux de vitesse
D’aprés 1’équation (B.4) on déduit les flux de vitesse :

- Q1=(DY 1*ul-DX1*v1)
Q2=(DY2*u2-DX2*v2)
Q3=(DY3*u3-DX3*v3)
Q4=(DY4*ud-DX4*v4)

B.5 Bilan des flux :

D’aprés I’équation (B.3) les flux a travers les surfaces de la maille sont

— évalués comme suit :
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FLUXI1= p 1¥Q1+ p 2%Q2+ p 3*Q3+ p 4*Q4

FLUX2=Q1* pu 1+DY1*P1+Q2* pu 2+DY2*P2+Q3* pu 3+DY3*P3
+Q4* pu 4+DY4*P4

FLUX3=Q1* pv 1-DX1*P1+Q2* pv2-DX2*P2+Q3* pv 3-
DX3*P3+Q4* pv4-DX4*P4

FLUX4=[(P1/(y —1) +0.5% p 1¥(ul**2+v1**2))+P1]*Q1+
+[(P2/(y =1)+0.5% p 2*(u2**2+v2**2))+P2]*Q2+
+[(P3/(y —=1)+0.5* p 3*(u3**2+v3**2))+P3]*Q3+
+[(P4/(y —1)+0.5* p 4*(ud**2+v4**2))+P4]*Q4

Ou p, p,u,v,E etH indiquent la pression, la densité, les composants cartésiens de la

vitesse, énergie totale et I’enthalpie totale pour un gaz parfait.
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ANNEXE C

LES TERMES DISSIPATIFS.

Suite 4 la définition de la viscosité artificielle donnée par le paragraphe IV.3

et le role des termes dissipatifs introduit aux équations de 1’écoulement (Eq. IV.9)
%(hU)+QU—DU:O (C.1)
Ou  Q: est’opérateur de discrétisation spatiale défini par I’équation (IV.7)
D : est ’opérateur dissipatif
DU :est un mélange de deuxiémes et quatriemes différences avec coefficient

qui dépend de gradient de pression local.

La construction des termes dissipatives pour chacun des quatre variables
conservatives est similaire.

Pour ’équation de la densité on a :

Dp=D,p+D,p (C2)
ou D,p et D,p sont les contributions correspondent au deux coordonnés de

direction, écrit en forme conservative :

D.p=dl,,— dl,_y, ;

(C.3)
D,p=dl, .., —dl

les termes sur la droite tous ont une forme similaire :
Jl _ h,'+1/2,j {8(2) ( _ ye e® ( _3 +3 _ )}

/25 T T A ir/2.5 (Pis,j — Pij iw1/2.7 (Pisa,j 2Py TP — Piaj
gl By, {8(2) (p, - )—e® ( -3p..+3 — )} (C4)

P2 T T A, G WP Pia,;) = Eiapj\Pij =3Py T2Pin; T Pimzj '

[ , .

dli,J+1/2 = 2;/- &‘i(ff)ﬂ‘-l/l Py = Pij)— 81'(.j)+1/2 (Piyea =3Pisa 3Pi; = Pisa )}
Jl B hyap {g(z) (p, - y—e® ( —3p. . +3 - )}

b2 T T A g2\ Pi; — Piga g2\ P —3Pi; TIPisa ~ Pia-
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Pour ’équation de la quantité de mouvement on a_:

Dpu =D, pu+D,pu (=3)

D.pu=d2,,,—d2, ,,

(C.6)
D_vpu = d2i,j+1/” d2, Li-12
©) * % ) *
d2 _ 1+1/2 i gz+1/7 b (pi+l,j ui+1 J pz J ul ]) gr+l/2] (pi+2,j ui+2,j
e =30 . .*w..+3p . Fu . — Ku )
px+1,1 i+l,] pz,] i,j pi—l,j i-1,j
(2) _ “® *
d2 __1/2] 1 1/‘7](p1] ij pi—l,j 1 1]) gz -1/2,7 (pi+l,j ui+1,j (C 7)
H/ZJ - > * * ’
"3,01‘,1‘ u; ; +‘)pi«l,j Uir; = Pia ui—2,j)
£ 7 *u, )= &7 *u
d2 _ ,_]+1/7 J'+l/?. piJ+l 1]+1 pz] ij 1J+1/” pz J+2 i,j+2
iJ+/2 T
*
=30, 7.4 *1 4 T30 T U = Piga ui,j—l)
_ % _ @ %
d2 _ hi,j_1/2 tJ 12 (pi; * G T Piga ui,j—l) 5i,J—1/2(pi,J+1 U in
iJ-y2 =

_ * * _ *
At 3p,; Yu, ; + 3p, 0 Uy — P U j—z)

ou 4 est le volume de la maille, et les coefficients £ et ¢“ sont donnés par les
équations (IV.14), (IV.15).
Les termes dissipatifs pour les équations restantes sont obtenus en remplagant

pvet pEou pHalaplace de pu dans la formule (C.5).
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