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Reésume

Dans cette thése, nous avons fait une étude adaptative et comparative de trois
méthodes qui permettent la résolution d’un programme linéaire a savoir :

»  La méthode de Dantzig (simplexe).

» La méthode de Khachiyan (ellipsoidale).

» La méthode de Karmarkar (projective).
La méthode du simplexe, en générale n’est pas polynomiale comme ont signalé
Klee et Minty en fournissant un exemple de programme linéaire pour lequel la
méthode du simplexe croit en exponentiel.
Ceci a motivé des chercheurs pour 1’établissement de méthodes polynomiales
pour résoudre des programmes linéaires.
Ainsi Khachiyan et Karmarkar ont fourni dans les années 80 des algorithmes
théoriquement polynomiaux.
Dans ce mémoire, nous implémentons ces méthodes et nous comparons leur
efficacité sur des exemples concrets. La méthode du simplexe reste en pratique
la plus utilisée, vu sa simplicité dans son exécution et la complexité de la mise

en ceuvre des méthodes ellipsoidales et projectives.

Mots clés :
La programmation linéaire, algorithme polynomial, méthode du simplexe,

Méthode des ellipsoides, transformation affine, transformation projective.



Abstract

We propose an adaptive and comparative study based on three known
approaches to resolve the linear program such us:

»  Dantzig method (Simplexe).

"  Khachiyan method (Ellipsoidal).

= Karmarkar method (Projective).
Simplex approach results are usually not polynomial, for solving linear
programs, as reported by Klee and Minty. We provide an example for which the
Simplex method increases exponentially. This fact motivate researcher to look
for polynomial method for solving linear programs.
Therefore Khachiyan and Karmarkar provided in the 80" theoretically
polynomial algorithms.
In this work, we implemented Khachiyan and Karmarkar methods, and we
compare their efficiency on well-known examples. In Practice, the Simplex
method is still the most used, due to its simplicity and the complexity of the
implementation of the ellipsoidal and projective methods.
Keywords:
Linear programming, polynomial algorithm, Simplex method, -ellipsoidal

method, affine transformation, projective transformation.
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Introduction générale :

Beaucoup de problémes concrets, de notre monde réel peuvent étre modélisés
mathématiquement. En effet, une fois un probléme modélisé sous la forme d’équations
linéaires, des méthodes assurent la résolution du probléme de maniére exacte.

En 1947, G.B. Dantzig [4] a proposé la méthode du simplexe : une technique de résolution
tres efficace pour des problémes de programmation linéaire.

Depuis ce temps, la programmation linéaire a suscité un grand intérét chez les chercheurs qui
ont écrit des centaines de livres et ont publié des milliers d'articles sur le sujet.

Bien que la complexité de cette méthode soit exponentielle [16], dans la pratique elle s'est
montrée trés efficace et d'une grande utilité.

En 1979, le mathématicien soviétique L.G. Khachiyan [7] a mis en ceuvre le premier
algorithme polynomial pour la programmation linéaire : l'algorithme des ellipsoides.
Toutefois, l'algorithme proposé s'est révélé complétement inefficace dans la pratique.

En 1984, N. Karmarkar [13] a révolutionné le domaine de la programmation linéaire en
mettant en ceuvre un algorithme polynomial basé sur les méthodes de points intérieures.
Celui-ci s'est avéré un compétiteur sérieux de l'algorithme du simplexe. Depuis, une
recherche intense s'est déclenchée dans ce domaine et a donné comme résultat une grande
variété d'algorithmes de ce type.

Ce travail se veut une synthese de ces différentes méthodes: nous définissons leurs principes,
nous proposons leurs algorithmes et nous faisons une étude comparative entre eux.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les résultats fondamentaux en programmation
linéaire et plus particuliérement ceux concernant la dualité.

Dans le deuxieme chapitre on trouve la présentation générale de la méthode du simplexe et
son algorithme avec sa complexité (contre-exemple de Klee et Minty).

Le troisieme chapitre est consacré a la présentation de la méthode ellipsoidale (Khachiyan).
Dans le quatriéme chapitre, nous exposons la méthode projective de Karmarkar. Et enfin le
dernier chapitre est destiné 4 I’implémentation de ces méthodes suivi d’une étude comparative

entre les différentes méthodes étudiées.

11



Chapitre I

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA
PROGRAMMATION LINEATRE
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l.1. Introduction :

La programmation linéaire peut étre considérée comme faisant partie d'un grand
développement révolutionnaire qui a donné a I'humanité la possibilité d'énoncer des
objectifs généraux et d'établir un chemin de décisions détaillées a prendre afin de "mieux"
atteindre ses objectifs lorsqu'ils sont confrontés a des situations pratiques d'une grande
complexité.

Nos outils pour ce faire sont fagons de formuler des problemes du monde réel en termes
mathématiques détaillées (modeles), les techniques de résolution des modeles (algorithmes)
et les moteurs pour exécuter les étapes d'algorithmes (ordinateurs et logiciels) [5].

1.2. Modélisation :

Modéliser un probléme consiste a identifier:

e Les variables intrinséques (inconnues)

e Les différentes contraintes aux quelles sont soumises ces variables
e |'objectif visé (optimisation).

Les étapes de modélisation :

La détermination des variables de décision :

Les variables x4,X5, ..., X, sont appelées des variables de décision ou variables réelles du probleme.
La détermination des contraintes :

La contrainte peut étre assimilée a un obstacle tel que les limitations techniques scientifiques,
économiques, les lois de la nature, les délais, etc.

La détermination de la fonction objectif (économique) :

La fonction objectif est une fonction qui permet de déterminer I'optimum (max de profit /min de
Co(t).

Le but du probléme de programmation linéaire est alors de minimiser ou de maximiser cette
fonction jusqu'a I'optimum, par différents procédés comme par exemple la méthode graphique dans
le cas de deux variables ou trois variables a la limite.

La fonction objectif est une forme linéaire en fonction des variables de décision de type:

Max(ou Min)Z = c;X; + C3X5 + -+ + X, ou les coefficients cy, ¢y, ..., ¢, doivent avoir une valeur
bien déterminée et peuvent étre positifs, négatifs ou nuls.

Exemple d’un probléme de production :

Voici un petit exemple traitable par la programmation linéaire.

13



Une usine fabrique 2 produits Pjet P, nécessitant des ressources d'équipement, de main

d'ceuvre et de matiéres premiéres disponibles en quantité limitée.

P; P, Disponibilité
Equipement 3 9 81
Main d’ceuvré 4 5 55
Matiére premiére 2 1 20

P; et P, rapportent a la vente 6 euros et 4 euros par unité.

Quelles quantités (non entiéres) de produits P et P, doit produire I'usine pour maximiser le
bénéfice total venant de la vente des 2 produits ?

Variables : x; etx; sont les quantités de produits P; et P, fabriqué (x;,x,) € R?

Fonction objectif a maximiser : la fonction objectif Z correspond au bénéfice total
Max Z = 6x4 + 4%,

Contraintes :

Disponibilité de chacune des ressources :

3x; +9x, <81

4x, + 5%, < 55

2x%1 + %, < 20

Positivités des variables : x;,%x, = 0

En résumé, le probleme de production se modélise sous la forme d'un programme linéaire :
Max Z = 6x4 + 4x,

3%, +9x, < 81

4x, + 5%, < 55

2% + x5, < 20

X1,Xp =0

Résolution graphique :

Les contraintes ou apparaissent des inégalités correspondent géométriquement a des demi-
plans. Intersection de ces demi-plans = ensemble des variables satisfaisant & toutes les

contraintes. L'ensemble des contraintes est un polygdne convexe.

14
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Fonction objectif Max Z = 6x; + 4x, peut étre vue comme une droite de vecteur directeur
(-1,6/4).

Pour déterminer Max Z, on fait "glisser" la droite (translation paralléle a la direction de la
droite) du haut vers le bas jusqu'a rencontrer I'ensemble des variables satisfaisant les
contraintes (solution optimale).

(x4,%5) = (15/2,5) avec Max(Z) = 65

On remarque que le maximum de Z est atteint en un sommet du polygéne convexe des
contraintes.

I.3. Formes générales d’un programme linéaire :

Forme canonique mixte :

Max(Z) = c1X1 + CpXp + ++ + Xy = XiLq G X;

Contraintes d’inégalités

n
Vie II,Z ajjXj = Aj1Xq + ajXy + -+ ajpXy < bi
j=1

Contraintes d’égalités :

n

Vie Iz,z ain]- = bi

=1

Contraintes des signes :

Vi€Jy,x >0

Vj € ]5,%; de signe qulconque
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I =1; UL, Ensemble des indices de contraintes,
card(I) = m = m contraintes

] =J1 U], Ensemble des indices des variables,

card(]) = n & nvariables

Notations :

Vecteurs :

X = (Xq,Xp, -, Xn) " € R" (Les inconnues)

¢ = (cy,Cp, .., Cy)T ERN

b = (b, by, ...,by)T € R™

Matrice A de taille m X n
d11 " Arn
Aim **° @mn
Forme canonique :
Sous cette forme, pas de contraintes d’égalités [, = @ et], = @
Max(Z) = CTx = c;%q + C3%Xp + +++ + CuXp
Sous les contraintes :
Ax<Db
x>0

Forme standard :

Sous cette forme,I; = @et], =0
Max(Z) = CTx = ;X1 + X5 + -+ Xy

Sous les contraintes :

16



1.3.1. Remarque sur la positivité des variables.
Sous la forme canonique ou standard, on impose toujours la positivité des variables x =
0. En fait, on peut toujours se ramener au cas X = 0:
e Si la variable x a une borne inférieure non nulle x =1, il suffit de considérer la
nouvelle variabley = x — 1 a la place de la variable x et alorson a y = 0.
e S'il n'y a pas de borne inférieure sur x (variable libre), on peut toujours poser
x =y — z avec les nouvelles variables y = 0;z = 0.

1.3.2. Variables d’écarts :

Proposition 1 [9]:

Tout PL sous forme standard s'écrit de facon équivalente en un PL sous forme canonique et

inversement.

Démonstration :

Soit un PL sous forme canonique ona:
Ax<bo Ax+e=b,e=0

ou eT = (e, ey ..., em) " sont appelées variables d’écarts

_ (Ax<hb AE) =b _(Kx=b
Alns! {xzo ‘:’{ =0 @{izo

Avec A = (A|l,,) est une matrice de taille m X (n + m)

(Réciproquement) soit un PL sous forme standard on a :

Ax<b {AXSb

ax=be (P20 e 2y

o(t)xs () =A<b

Ou A est une matrice de taille 2m X netb € R*™

1.3.3. Solution de base réalisable :

PL sous forme standard Ax = b
Hypothése de rang plein :

17



On suppose que la matrice A est de taille m X navecrang(A) =m <n

Rappel :

rang(A)= nombre maximal de lignes de A linéairement indépendantes (=nombre max. de
colonnes linéairement indépendantes).

Remarque:

Sous I'hypothése de rang plein :

le systétme Ax = b admet toujours des solutions.

Sim < n, le systeme Ax = b admet une infinité de solution.

Sim = n, la solution est unique et vaut x = A™*b, dans ce cas, il n'y a rien a maximiser...
Hypothése non restrictive : si rang(A) <m le systeme Ax = b n'a pas de solution en général.
1.3.4. Quelques définitions :

Définition 2 (solution de base réalisable) :

On appelle solution réalisable tout vecteur x qui satisfait les contraintes du PL i.e. tel que
Ax=Dbetx=0

Définition 3 (variable de base) :

Soit B c {1, ... ... ,n} un ensemble d'indices avec card(B) = m tel que les colonnes Al,j € B,
de A sont linéairement indépendantes. Autrement dit, la matrice carrée Agformée des
colonnes Aj,j € B, estinversible. On dit que I'ensemble B des indices est une base.

Les variables xg = (x;j,j € B) sont appelées variables de base.

Les variables xgg = (x;,j & B) sont appelées variables hors-base.

Remarque :

Sous I'hypothése de rang plein, il existe toujours une base non vide. Quitte a renuméroter

les indices, on peut toujours écrire les décompositions par blocs :

A = (AglAgp)
()
X ==
XHB

Le systétme AxX = b est équivalanta:
ABXB + AHBXHB =b

Définition 4: (Solution de base)

On dit que x = (x’;BB) est solution de base associée a la base B sixyg = 0

18



1.3.5. Propriétés des solutions de base réalisables :

Six= (x’;BB) est une solution de base réalisable, alors xyg = 0 et xg = A™'b

1.3.6. Propriétés géométrigues des solutions de base réalisables :

On note :Dg = {x € R" | Ax = b,x = 0}

’ensemble des solutions réalisables d’un PL sous forme standard

Définition 5 :

Un polyedre Q de R" est défini par Q = {x € R" | Mx < b} ou M est une matricem X n.
Un ensemble E est dit convexe siVx,y € E,Ax+ (1 —A)y €EPourtout 0<A<1.
Proposition 2 [9]:

Uensemble Dy des solutions réalisables est un polyedre convexe fermé.

Exemple :
Dr={x€R3|2%; +3/2%X; +X3 =3, Xq,%,%3 = 0}

1.3.7. Caractérisation de I'optimum :

Définition 6:

Un point x € Dg est un sommet (ou point extréme) si et seulement s’il n’existe pas

y,z € Dg,y #ztelquex = Ay+ (1 -2z avec0 <1 <1

19



Théoréme 1[9] :

x est une solution de base réalisable si et seulement si x est un sommet de Dg.
L'optimum de la fonction objectif Z sur Dy, s'il existe, est atteint en au moins un sommet de
Dg.

Remargque :

Tout se passe donc avec les solutions de base : pour résoudre un PL sous forme standard, il
suffit de se restreindre aux solutions de base. Trois situations possibles :

Dy = @ : Le PL n’a pas de solution.
Dy # @ mais la fonction objectif n’est pas majorée sur Dg : Le maximum de Z vaut +oo

Dy # @ mais la fonction objectif est majorée sur Dg : le PL admet une solution optimale

(non nécessairement unique).

1.4. Dualité en programmation linéaire :

Exemple :

Deux produits P; et P, fabriqués en quantitéx; et X, nécessitant trois ressources
disponibles en quantités données. L'entreprise cherche a maximiser le bénéfice total
provenant de la vente des 2 produits.

Max Z = 6%, + 4%,

3x; +9x, <81

4x4 + 5%, < 55

2%, +x, < 20

X1,X; =0

Supposons a présent qu'un acheteur se présente pour acheter toutes les ressources de
I'entreprise. Il propose a l'entreprise les prix unitaires y;, y,, y3 pour chacune des
ressources. L'entreprise acceptera de lui vendre toutes ses ressources uniquement si elle
obtient pour chaque produit un prix de vente au moins égal au profit qu'elle ferait en
vendant ses produits.

De son coté, I'acheteur cherche & minimiser ses dépenses. Quels prix unitaires yi, Y2, V3
I'acheteur doit-il proposer a I'entreprise en question pour qu'elle accepte de vendre toutes

ses ressources ?

20



Programme linéaire :

Min w = 81y, + 55y, + 20y,
3y1 +4y, +2y; =6

9y1 + 5y, +y; =4

Y1 ¥2,¥3 20

matrice A de taille m X n
vecteurs c € R"etb € R™

Définition 7 (probléme dual) :

Au probleme linéaire primal :
Max(Z = CTx)
Ax<b

x=0

On associe le programme linéaire dual :

Min(w) = bTy
ATy > ¢
y=0

1.4.1 Définition générale de la dualjté :

primal

Max (Z = cTx)
n

Vi e Il,z ajjX; < bi
j=1

Vi€ Iy, Xt a% = by

dual
= Min( Z = bTy)
= Viel,y; =0

& Vi€l y;designegelconque

21



m
Vi€]ux =20 = Vjellfzaij}’izcj
i=1
m

Vj € J5,X; de signe quelconque & VjE€ ]2,2 aj;y;j = ¢j

1=1

Proposition 3 [10] :

Le dual du dual est le primal
Preuve :

Le dual d’'un PL sous forme canonique :

Min (Z = bTy) Max(— Z = (—bT)y)
Aly=c —ATy < —c
y=0 y=0

On prend le dual du dual :

Min (—cT)x Max cTx
(—=AT)Tx > —b Ax<b
x=0 x=0

1.4.3. Théorémes de dualité:

Théoréme 2 [10]:

Soit x une solution réalisable d'un (PL) sous forme canonique mixte et y une solution
réalisable du probléme dual (PLD). Alors:Z < w.
Si Z=w, alors xety sont des solutions optimales de primal (PL) et dual (PLD)

respectivement

22



Preuve :
(PL) sous forme canonique
1.0na Ax<b, x>0et ATy>c, y>0

Z=c"x < (ATy)Tx=yTAx<yTh=w
2.Soitx*, y* des solutions réalisables de (PL) et (PLD) telles que Z* = w*

D’aprés 1 pour x solution réalisable de (PL), on a Z < w = Z* donc x*est une solution

réalisable optimale.

Théoréme 3 [10] :

Si le probléme primal (PL) admet une solution réalisable optimale x*, alors le probléeme
dual (PLD) admet lui aussi une solution réalisable optimale y* etona: Z* = w*

Preuve :

On suppose (PL) mis sous forme standard.

Sil existe une solution réalisable optimale, alors il existe une solution de base réalisable
optimale xg- = Az} cpe

On montre que y* est une solution réalisable optimale pour le dual avec y* = (AgH)Tcp:,
ona:

Afy” = Ap-(Ag)Tepr = (A5*Ar) g = oy — Ly

Or a I'optimum Ly« < 0 donc AL.y* > ¢y puisque AL.y* = cpe

OnaATy>c, y* designe quelconque .

i.e. y* est une solution réalisable du dual (PLD) (pas de contrainte de positivité sur les
variables y du dual).

Z* = c"x" = cg.A'b = ((AgH)Tcg)™b = y'b = w*

Théoréme de dualité = y*est optimal pour (PLD)

Théoréme 4 [10] :

Etant donnés un probléme primal (PL) et son dual (PLD), une et une seule des trois situations
suivantes a lieu :
(a) les deux problémes possédent chacun des solutions optimales (a I'optimum, les
colts sont égaux).
(b) un des problémes posséde une solution réalisable avec un optimum infini, I'autre n'a
pas de solution.
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(c) aucun des deux problémes ne posséde de solution réalisable.

1.4.4. Conditions d’optimalité primal-dual (COPD) :

Théoréme 5 [10] :

Soient x et y des solutions réalisables respectivement du probléme primal (PL) et du
probléme dual (PLD). Alors x et y sont des solutions réalisables optimales si et seulement si
les conditions d'optimalité primal-dual (COPD) suivantes sont vérifiées:

Si une contrainte est satisfaite en tant qu’inégalité stricte dans (PL) (resp. (PLD)), alors la
variable correspondante de (PLD) (resp. (PL)) est nulle.

Si la valeur d'une variable dans (PL) ou (PLD) est strictement positive, alors la contrainte
correspondante de l'autre programme est une égalité.

Remarque :

(COPD) permettent de vérifier si une solution réalisable d'un (PL) est optimale ou non, a

partir de la connaissance d'une solution optimale du probleme dual.
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Chapitre 11

METHODES DE RESOLUTION D UN
PROGRAMME LINEATRE, METHODE DE
DANTZING (SIMPLEXE)

I1.1. Méthodes de résolution des problémes de PL:

11.1.1.Historique :

Les premiers mathématiciens qui se sont occupés de problemes, que I'on ne hommait pas
encore a I'époque « programmes linéaires » (P.L.), sont : LAPLACE (1749-1827) et le baron FOURIER

qui, vers 1825, a proposé une méthode d’élimination pour traiter des systéemes d’inéquations
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linéaires et qui a défini une méthode géométrique pour atteindre le point le plus bas d’un solide
délimité par des facettes planes (c’est-a-dire d’un « polyedre »), idée trés voisine de celle qui précede
a I'algorithme dit « du simplexe » (le plus courant actuellement pour résoudre le P.L.) ; FOURIER est
certes plus connu pour ses séries trigonométriques ou encore en physique pour sa résolution de
I’équation de la chaleur. Mais I'importance économique de la P.L. n’apparaissait pas a I'époque et

ses travaux sont tombés dans I'oubli.

De méme vers 1911, Charles DE LA VALLEE-POUSSIN, un mathématicien belge, s’est vu
confier par des astronomes un probléme d’approximation minimale qui revenait en fait a résoudre
un P.L.; il I'a résolu par une méthode de changement de base (tout comme dans le simplexe) ; mais il
était trop t6t pour qu’elle soit utilisée en économie et sa méthode n’avait été diffusée que dans le
cercle des astronomes. Elle est restée inconnue dans la recherche opérationnelle jusqu’a une date

bien postérieure de I'invention de I'algorithme du simplexe.

Il a fallu attendre I’époque de la seconde guerre mondiale pour que I'on modélise et résolve
des probléemes de logistique qui se formulaient en tant que P.L. : ainsi le russe KANTOROVITCH en
1939 a imaginé une méthode inspirée des multiplicateurs de LAGRANGE, classiques en mécanique,
pour résoudre des « programmes de transport ». Il faut étre patient dans la vie : ce n’est gu’en 1975
qu'il fut récompensé pour |'ensemble de ses travaux par le prix Nobel d’économie, conjointement

avec I'américain KOOPMANS...

La contribution décisive a été I'invention de I'algorithme du SIMPLEXE, développé a partir de
1947 notamment par G.B. DANTZIG [4] et le mathématicien VON NEUMANN. Cet algorithme a
ensuite été implémenté sur les premiers ordinateurs et perfectionné (« méthode révisée du
simplexe ») pour accroitre la précision des résultats et diminuer le volume de mémoire nécessaire 3

la résolution.

En 1955 K. R. Frisch invente une méthode de point intérieur pour résoudre un probléme
non-linéaire (méthode de potentiel logarithmique, utilisation d’une fonction barriere, cf.
plus loin) [11]

A. V. Fiacco et G. P. Mc Cormick développent I'utilisation des méthodes de point intérieur en
programmation convexe non-linéaire [2]

Vers 1975-1979, les mathématiciens soviétiques SHORR [16] puis KHACHIYAN [12] ont apporté une
avancée théorique concernant la complexité de la programmation linéaire, (en créant un algorithme

polyndmial) mais sans qu’elle débouche sur un algorithme plus efficace en pratique que le SIMPLEXE.
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Au milieu des années 80, I'indien KARMARKAR [14] a proposé une nouvelle méthode créée
aux Bell Laboratoires qui permettait de résoudre de trés gros problémes linéaires, par une démarche

« intérieure » au polyédre des solutions admissibles.

1.1.2. Classification :

Parmi les méthodes que les mathématiciens ont eues a utiliser on va présenter :
Méthode du simplexe [4] :

La Méthode de simplexe est un procédé itératif permettant d’effectuer une exploration
dirigée de I'ensemble des solutions de base réalisables sur 'ensemble des points extrémaux.
L’algorithme de simplexe, réputé trés efficace dans ce domaine résout dans |a majorité des
cas un programme linéaire est de m contrainte et n variables en un temps polynomial alors
que sa complexité théorique en général est de I'ordre de 2™ itération (exponentiel).

Méthode ellipsoidale [12] :
En 1979 Khachiyan propose un algorithme polynomial pour la programmation linéaire.

Ce fut un grand succes théorique, malheureusement est beaucoup moins efficace que
Ialgorithme de simplexe pour résoudre la plupart des programmes linéaires.

Méthode des points intérieurs [14] :

En 1984 Karmarkar propose un algorithme polynomial plus attractif : c’est une approche
originale en pratique pour résoudre des programmes linéaires. il est (aux dires de son
auteur) 50 a 100 fois plus rapide que I'algorithme du simplexe, ce qui a provoqué des
controverses dans la communauté de la programmation mathématique et incité plusieurs
recherches dans le domaine de la programmation linéaire.

1.2. Méthode du simplexe :

L'algorithme de simplexe est une méthode de résolution des problémes de PL qui se
concentre sur les points et rayons extrémes du polyédre considéré. Grossierement exprimé,
elle passe d’un point extréme du polyédre & un point extréme voisin tout en améliorant la

valeur linéaire a maximiser.

Remarque :
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On appelle n-simplexe ou simplement simplexe, I'enveloppe convexe d'un ensemble de n + 1

points (n=1:unsegment,n=2:un triangle, n =3 : un tétraédre).

Il .2.1. Présentation de la méthode de simplexe :

Pour introduire la méthode du simplexe, nous considérons le probléme linéaire PL sous
forme standard :

MinZ=c"x (1)

Ax=b 2)

x=0 3)

Oux = (x4, %5, ..., %) € R"

¢ = (cy,¢3 .., cp) ER®

b = (by, by, ...,by) ER™

Amatricem X n

Le systeme (2) peut étre ramené 3 la forme diagonale, par rapport aux " m " variables

(%1, X3, ..., %) et devient :
X1 T Gimi1Xme1 + GimioXmer + -+ Xy, = by

X2 t Aoms1Xmer + Aom42Xmz + o+ Aypxy = b,

Xi T Qimy1Xmer + Aim+2Xm+2 + -+ QX = b;

Xm t Qmmy1Xmer + Amm+2Xmiz + o+ QpXy = by,

Considérons I'équation Z = cx sous laforme —Z + cx = 0 (4)
Remplagons dans (4), les x, par leur valeur de I'expression :
Xi = TAim+1Xm+1 — Aim42Xmez — - — AinXn + byl = 1, ey M,
L'équation (1) devient :
—Z + Cmi1%mer + Cmt2¥m4z + 0+ Xy +Zy = 0
Le probleme (1), (2) et (3) devient sous la forme standard :
=Z+ Cy Xopas + Cm+2Xmaz T+ Xy + Z5 = 0
X1 T Qime1Xme1 + QimaaXmir + o+ agpx, = by

28



X2 + Aom+1Xm+1 T AameaXmez T+ AanXy = by

Xi + Qimi1Xmer  QGmaaXmez + 00+ QinXn = by

Xm T Cpm+1X¥m+1 T Amm+2X¥maz T+ QX = bm

Cette forme diagonale donne une solution du probleme x = (b4, by, ..., by, 0, ...,0)
x estréalisable siles b; = 0,i=1,..,met Z(x) = Z,
Considérons la relation suivante :
—Z + Cmy1Xmy1 T CmpaXmiz T+ CpXn = —Zg
Deux cas sont possibles :
Casl: Cpyq = 0,Cmy42 =0,...,cp = 0. Alors la solution x = (bq, by, ..., by, 0, ...,0) et

Min (Z) = Z(%) = Z,

Preuve :

Soit K = {x € R"*| Ax = b,x = 0} des contraintes

Bty R,y = (px'q o &am i Xn)

Zy) = Cm+1xlm+1 + Cm+2x’m+2 +otonxn +2Zp20=2(x)

Vy €K,Z(x) < Z(y) x estune solution optimale.

Cas 2 : Au moins un coefficient ¢; (j = m + 1, ...,n) est négatif.

X n'est pas une solution optimale. On peut trouver une autre solution de base réalisable y
telleque Z(y) < Z(x).

Pour déterminer une autre solution 7y, nous devons faire rentrer un nouveau vecteur hors
base dans la base et faire sortir un vecteur de la base et obtenir une nouvelle base.

Il faut donc déterminer quelle est la variable hors base qui va rentrer dans la base

(@i, Aoy ome s B )

On choisira de telle sorte que la valeur de la fonction objective diminue le plus possible et
que la solution de base correspondante soit encore réalisable.

Si I'on veut faire rentrer dans la base la variable hors base Xj,, m+ 1< Xj, < m, il faut

prendre une variable de base (qui sort de la base) x;, telle que i, vérifie :
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= mm{ r ,alo]0 >0} (7)

alo)o

bi,
Car on peut augmenter x;, de 0 a —% .
iojo

Chaque composante de y sera positive ou nulle et la valeur de la fonction objective

diminuera de Cjo

= Z(x) +¢; o ——,¢j, < 0. Sil'on veut que cette quantité soit la

plus petite possible on peut prendre Cjy = min{cj, ¢ < 0} (8)

Variable de base 1 X, X, | X3 | e Xm X1 Xmaz | o Xn
Xo Qoo 0 0 0 0 Qom+1 | Qom+2 Aon
X4 ago |1 0 0 0
X, o |O 1 0 0 Aim+1 | Aim+2 A1n
Xm—k Am—ko
Xm—l am—lO
Xm amO
0 0 1 0
0 0 0
1
amm+1 amm+2 amn
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Ecrivons le systéme des contraintes (5) sous forme de tableau (9) avec agg = —Zg et xg = Z
Avecag;=¢ j=m+1,..,m ap = b;,i=1,..,m.

11..2.2. Algorithme du Simplexe :

1.0n ale tableau (9) aveca;p = 0,i =1,...,m

2.Sitoutesles ajo =0, j=m+1,..,n

La solution X = (a1, A20) - » Amo 0, --.,0) estoptimale minZ = Z(x) = Z,

Sinon déterminons ao, = min{ay;, ag; < 0,j =m+1,...,n} (le choix de la colonne pivot
ou de la variable rentrante).

3. La variable x, rentre dans la base et déterminons,

Qso

=== min{%i— , iy > 0} (La ligne pivot est S et ag, est le pivot).

Asr

4 . On applique la méthode de Gauss pour obtenir une autre solution en faisant un pivotage
des variables.

Les trois pas sont répétées jusqu'a I'obtention d'un tableau avec des
a'pj20,j=m+1,..,n

Remarque :

1. Lorsqu'il y a dégénérescence (au moins un a;q ), alors la fonction objectif peut prendre a
I'itération suivante la méme valeur et la nouvelle solution de base réalisable est encore
dégénérée. Si un tel cas se produit dans plusieurs itérations successives, il est possible de
retrouver une base déja obtenue précédemment et a partir de 13, cycler indéfiniment.

Il'y a une méthode permettant d'éviter le cycle appelée " Méthode lexicographique ".

2. Si un  agj, < Oeta;j, < 0,vi=1,..,m la variable Xj, peut prendre une valeur
arbitraire aussi grande que I'on veut et obtenir chaque fois une solution de base réalisable.
On peut aussi donner a Z des valeurs négatives que I'on veut, alors le probléme ne possede
pas de solutions optimale finie et Min Z = —oo

3. Si on considére le probléme de maximisation (P)

Max Z = cx

Ax=Db

x>0

L'algorithme du simplexe s'énonce par : si ¢; < 0 alors la solution de base de départ est

optimale.
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Sinon s'il existe un j un indice hors base, tel que ¢; > 0, alors la solution de départ n'est pas

optimale.

Exemple :

Min z = 24x; + 9x, — 6x3
X4 +x3+e; =3
xlji-xz—2x3+e2 =2

X1,%X3,X3,€1,85 =0

Variables |1 X1 X, X3 e e,
de base

—Z 0 24 9 -6 0 0

e1 3 1 0 1 1 0

ez 2 1 1 -2 0 1

=Z 18 30 9 0 6 0

X 3 1 0 1 1 0

e, 8 3 1 0 2 1

La solution optimale est x* = (0; 0; 3) .

11.2.3.Variantes de la méthode :

L'application de la méthode du simplexe a la résolution des PL suppose la connaissance

préalable d’une solution de base réalisable de départ.

Lorsque celle-ci ne peut s’obtenir de maniere immédiate, on peut avoir recours 3 deux
méthodes qui permettent de construire de maniére systématique cette solution base
réalisable de départ, ces deux méthode _laméthode big M et la méthode des deux phases

reposent sur I'introduction des variables artificielles.
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11.3. Complexité et efficacité de la méthode du simplexe :

Dans la section précédente, nous avons étudié la méthode du simplexe, et sa variante, pour
résoudre des problemes de programmation linéaire. Le procédé reste largement utilisé dans
la pratique pour résoudre les problémes de société. Cependant, |a quantité de temps requis
pour calculer une solution en utilisant la méthode du simplexe croft rapidement car le
nombre de n composantes de la variable x € R" augmente. Plus précisément, il apparaft
que la relation entre la quantité de temps requise de I'algorithme pour trouver une solution
et |a taille n est exponentielle dans le pire des cas. Un exemple d'un probleme de LP pour

lequel cette relation est évidente a été concu par Klee et Minty en 1972 [17].
Ci-dessous, nous donnons une version de I'exemple Klee-Minty
Soit n un entier donné.

Exemple de Klee et Minty (PL,) :

Max(z)= Y7, 10" Ix;
22§;11 1Oi—jxj + x; <1001 i=1,...n.
x; =0 J=1,...n.

On fait deux observations

Premiére observation :

(@) Xy =%y =... =%X,.1=0, x,=10™ 1 est la seule solution optimale de (PL,). Donc dans
le tableau final de la méthode du simplexe de (PL,), cela correspond a une solution
de base yi, ¥2,..., V-1, Ya.

(b) Dans chaque tableau et pour chaque i correspond une des deux variables
Xi, ¥i une variable de base, sinon pour certaines i, les deux variables ne sont pas
des variables de base, alors y;= 0 et donc la i éme contrainte de (PLn)' est une
égalité, cependant x;= 0, mais I'égalité de la i éme contrainte contredit la (i-1)

iéme (comme il y’'a n variables de base et n variables hors base, quand les deux
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variable x; et y; sont des variables de base, alors il existe au moins un j x;ety;
sont des variables hors base et retombe sur le cas étudié.
Deuxieme observation :

PL, demande 2" tableaux de simplexe et dans chaque tableau Ia ligne correspondant 3 la
fonction objective est entiére.

L'application de la méthode du simplexe pour la réduction de quelques exemples de cette
classe confirme les deux observations.

Pourn=1:
Max x;
x1<1
X1= 0

Sous forme standard

(Max X]
4 X; Ty =1
x1=0
=0
L Y1
Variable de base 1 X1 Y,
Z 0 1 0
Y, 1 1 1
Z -1 0 -1
X1 1 1 1
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Pour n=2

\

Sous forme standard

([ Max 10x; +x,

X1 <1

20X] +x, < 100

([ Max 10x;+x;

X1 +y =1
< 20 X1 + X3 +y, =100
x1=0
L X2=> 0

Variable de |1 X1 X3 Y. Y,
base
-Z 0 10 1 0 0
Y1 1 1 0 1 0
\Z 100 20 1 0 1
Z -10 0 1 -10 0
X1 1 1 0 1 0
Y2 80 0 1 -20 1
-Z -90 0 0 10 -1
X1 1 1 0 1 0
Xz 80 0 1 -20 2
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-Z -100 -10 0 0 -1
Y1 1 1 0 < 0
X2 100 20 1 0 1
Pourn=3:

([ Max 100 x;+ 10 x, +x3

X <1
\ 20 %)+ %, <100
200 x; +20 % + x3 < 10000

\ x120,x1=20,x%x=0
Sous forme standard

( Max 100 x;+ 10X, +x3

X +y; =1
< 20x; +x +y,=100
200 x; +20 x5 + x3 + y3 = 10000
x120,%x=>0,x3=20

L yi=20,y,=20,y;=0
Variable 1 X1 Xa X3 \2 Y, Ys3
de base
-Z 0 100 10 1 0 0 0
Y1 1 1 0 0 1 0 0
Y2 100 20 0 0 0 1 0
Y3 1000 200 20 1 0 0 1
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-Z -100 0 10 1 -100 0 0
X1 1 1 0 0 1 0 0
Y, 80 0 1 0 -20 1 0
Ys 9800 0 20 1 -200 0 1
-Z -900 0 0 1 100 -10 0
X1 1 1 0 0 1 0 0
X 80 0 1 0 -20 1 0
¥ 8200 0 0 1 200 -20 1
7 -1000 -100 0 1 0 -10 0
Y, 1 1 0 0 1 0 0
X, 100 20 1 0 0 1 0
Ys 8000 -200 0 1 0 -20 1
Z -9000 100 0 0 0 10 =
Y, 1 1 0 0 1 0 0
X2 100 20 1 0 0 1 0
X3 8000 -200 0 1 0 -20 1
-Z -9100 0 0 0 -100 10 -1
X1 1 1 0 0 1 0 0
X5 80 0 1 0 -20 1 0
X 8200 0 0 1 200 -20 1
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-Z -9900 -10 0 0 100 0 -1
X1 1 1 0 0 1 0 0
Y, 80 0 0 0 -20 1 0
X3 9800 0 1 1 -200 0 1
-Z -10000 -100 -10 0 0 0 -1
Y1 1 1 0 0 1 0 0
Y, 100 20 1 0 0 1 0
X3 10000 200 20 1 0 0 1

On remarque que pour (n=1, n=2, n=3), I'application de la méthode du simplexe nécessite
pour résoudre (PL, ) : 2" tableaux de simplexe.

D’ol le théoreme suivant :

Théoréme 1[3]:

L'application de la méthode du simplexe pour les (PL,), nécessite 2" -1 tableaux.
Preuve :

On démontre le théoreme par récurrence sur n.

Pour n=1.

Le programme linéaire associé s’écrit (PL;) :
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Sous forme standard

\ yi1=0

On applique la méthode du simplexe sur (PL;) on trouve la solution optimale, I'algorithme
nécessite deux tableaux. Donc pour n=1 est démontrée, on suppose que le théoréme est

vérifié pour n, on le montre pour (n+1).

Posons XT=( X1,X2, .or , Xnol ) s YT=( Yi:Y2s:005Yn1)
On écrit alors le systéme sous la forme suivante :

[ Max (CX +x,)

(PL,) J AX+¥ =b

DCX + Xy + yn = 10™'

\X:Xn:YnZO

On considére le (1) et (2") tableaux de (PL,) :

Tableau 1:

Variable de |1 X X Y Vn
base

-Z 0 C 1 0 0

Y B A 0 1 0

Y 0™ 2C 1 0 1
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Tableaux 2" :

Variable de base | 1 X . Y Vn
-Z -10™* o€ 0 0 -1
Y B A 0 1 0
X, 10™* 2C 1 0 1
( Max (10CX + 10 Xy + Xue1 )
AX+Y =b
(PLpss) < 2CX + X + Va = T

20CX + 20, + Xps1+ Ve 1=10"

K X1 )XZ TRRR 7Xl'l 3X11+l 2 O ;YI :y?_ g a}’n ,y1'l+] 2 O

On représente le (PLn.1) dans le tableau 1, on remarque que si on élimine la partie colorée on
obtient le tableau 1 de (PL,) ol la premiére ligne est multipliée par 10, par conséquent les
(2") premiers tableaux de (PLns1) sont simulés par ceux de (PL,) donc la derniére ligne de (2")

tableaux (pour la résolution (PLn.) est par la multiplication de la derniére ligne de (2") par

10.

Tableau 1:

Variable de | 1 X X5 Xy Y Vi Vipi
base

-Z 0 C 10 1 0 0 0

Y B A 0 0 1 0 0

Y 10™* 2C 1 0 0 1 0

Viii 107 20C 20 1 0 0 1
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Tableau 2" :

Variable de | 1 X Xy e Y Vn Vi1
base

-Z -10™* -10C 0 1 0 -10 0

Y B A 0 0 1 0 0

X, i 2C 1 0 0 0
e g -20C 0 1 0 1

On appligue une autre fois la méthode du simplexe, on obtient :

Variable de | 1 X Xy X Y Vn Vi
base

-Z 0 10C 0 0 0 10 =1

Y B A 0 0 1 0 0

Xy, 6™ 2C 1 0 0 1 0

Xnii -10" -20C 0 1 0 -20 1

On remarque gu’on a obtenu pour la deuxieme fois un tableau qui

premier, on applique pour la deuxiéme fois 2" -1 itérations.

Tableau 2™

est le méme que le

Variable de | 1 X X; Xy Y Vn Vi
base

-Z -10" -10C -10 0 0 0 -1

Y B A 0 0 1 0 0
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In

10n—1

2C

Xn+1

10"

20C

20

Le passage du tableau 1 au tableau 2" demande 2" -1 tableaux et le passage du tableau 2" +1

Au tableau 2™* demande de méme 2" tableaux ce qui donne en tous 2" tableaux pour (PL

1.4. Conclusion :

L'algorithme du simplexe permet de résoudre les problémes de PL. Bien que cet algorithme
soit efficace en pratique et qu'il soit assuré de trouver I'optimum, son comportement dans le
pire cas peut étre mauvais. Il est ainsi possible de construire un PL pour lequel la méthode
du simplexe requiert un nombre d'étapes exponentiel 3 la taille du probléme [17]. Ainsi,

pendant plusieurs années, savoir si la PL était un probléme NP-complet ou polynomial est

resté une question ouverte.
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Chapitre 11T

METHODE ELLIPSOIDALE DE
KHACHIYAN
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I11.1. Méthode ellipsoidale :

111.1.1. Introduction

L'algorithme ellipsoidal a été introduit par le mathématicien soviétique L. G.Kachiyan en
1979 [4]. L’algorithme a comblé un vide théorique important, a savoir I'existence d’une
méthode polynomiale de résolution pour les problemes de PL .l'idée maitresse des
méthodes ellipsoidales et de construire une séquence d’ellipsoides contenant une solution

optimale au probléme et dont le volume décroit selon une progression gé¢ométrique.
Notation :

Inégalités linéaires (LI): Soit une matrice A (mxn) et un vecteur beR ™, trouver un vecteur

xeR"tel que Ax <b.

Inégalités Linéaires strictes (LSI): Ftant donné une matrice A (mxn) et un vecteur entier b,

trouver un xeRntelque Ax<b .

Nous allons voir que I'algorithme ellipsoidal est un algorithme en temps polynomial pour(LSI)

et peut étre utilisé pour construire un algorithme en temps polynomial pour résoudre (PL).
Définition 1 :

La taille d'un (PL) [ min ¢ Tx

j A x=b

x=0

\
est L=mxn + [ log,|P|] +n [ logz n], ou P est le produit de tous les nombres non nuls dans le

probléeme (en A betc).

111.1.2. Présentation du Méthode Ellipsoidale (Khachiyan 1979) :

Résoudre un PL ( Min(c Tx)
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Revient a résoudre

Pz<gq ou (CT b

6T b'
P=| -A 0
-1, 0
0 AT
ISy

En effet PL ( Min ( ¢c'x )
A x>b

x=0

Min ¢ x

xSRdePL

(ch—bTx=0
-Ax+0y<-b
= J-Inx+0yS0

0x+ATySC

\0x-I,y<0

/07

z=(" X 0
y q=| -b

0

c
Lo/

Dualde PL{ Max bTy

ATySc
y=0
Max by d’apres [3]
¥ S R du Dual
T ™ /0
T bT X 0
S| -A 0 <|-b
¥ 0 y 0
0 AT c
0 -Im) \0_/
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Soient LI [ Ax<bh LSI [ Ax<b
A (mXn) A (mxn)
be Rm be Rm

L=la taille de PL, L=mxn + [ logy|P|] +n [ logs n], ol P est le produit de tous les termes de
A,b et c.

On peut supposer que les éléments sont tous des entiers relatifs sinon multiplier par un

nombre de telle maniére a les rendre entiers.

Lemme1:

Si x est une S.R.B de LPS de taille L, alors il existe des entiers D+ 0, D; ,D- ,...,D, tels que
xj=% ol |D|< 2k et x;< 2t

Preuve :

Soit B (mxn) une base D=det B# 0

Voir la formule de déterminant |D| < m!|P| < n!|P| < 2!092())*log | P|

< zn[lagzn]+log2 1P| < 2L ) lDl < ln!IPI < om log,m+log;|P| < 2m><n+[log2P]=2L

Si j¢ Base x; =-g— donc x;< 2%

1] _
Si je Base xj=’+ < % comme D#0  |D|>1 (entier) = x;< 2*
Lemme 2 :

Supposons que deux S.R w, v de LPS satisfont [c"w—cTv| <272 alors c¢"w=cv

Preuve :

. T T
Supposons que le lemme est faux c-a-d c w#c'v

!

N . N N’
Alors cTw=% et ch=; DN-ND=#0 =>|CTW—CTV| = | 3'5‘,|=|

D'N-N'D
DD’
1 1

T - -2L
ZIDIID’I>27 = [c'w—c v|>27%
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Théoréme 1 [7] :

Il existe un algorithme polynomial pour LP si et seulement s’il existe un algorithme

polynomial pour LI
Preuve :

=) Facile, il suffit de prendre la fonction objectif =0 et éliminer les lignes redondantes et

ensuite résoudre LP pour obtenir une solution de LI
&) Soit LP Min ¢ "x
Ax=Db
x=0
1/ Utiliser LI algorithme pour tester si LP admet une S.R sinon il n’y a pas de solution

2/ considérer Ll systtme P z < g, I'algorithme de LI donne une solution en méme temps

pour le primal et le dual, sinon il n’y a pas de solution

LP a une solution si et seulement si LI (P z < q) a une solution

Au fait I'algorithme de Khachiyan donne une solution au probléme LSI = {Ax< b}
Pour cela le théoréme suivant est important

Théoréme 2 [7] :

Le systeme a;x < b; i=l,...,m aune solution si et seulementsi ajx <b;+& i

Il
3

avec £=272%L aunesolution.

Preuve :

Si a;x<b; i=1,...,m a une solution alors

aax<b;+& i=l,...,m avec €= 272L 3 une solution c’est évident

Pour I'inverse : A partir d’'une solutionde a;x < b; + & i=L,...,m ondonne une solution

x de a;x<b; i=1,...,m (analogue a la construction d’'une S.R.B a partir d’'une S.R)
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Soit X une solutionde (aix < b; + & i=1,...,m avec £=272L)
Soit I={a; /bi< a;xy <b;+ £} On peut supposer que pour toutj a; =Yae1 Bji a;
Sinon on peut trouver une autre solution x; avecI plus grand.
En effetsi 3 j/a; estindépendant des a; € I alors le systéme rajz=0 a €I
a;z =1

Admet une solution z (c-a-d ; il existe une base qui contient ajet a; a € I' c I qui donne la

S.B)
En prenant x; =x¢+ A zp avec 4 suffisamment petit

On crée une autre solution x; de (a;x <b;+ & i=l,.., m avec & =272L) quiaau

moins un vecteur en plus dans I et aprés m étapes on s’arréte.
Pour le choixde 4= 0

Onsaitque iel bi<a;xo<b; + &

1$ 1 a; Xo < bi
Et zy vérifie a;z=0 1€l
8 z=1

Si i€l bi<a;(xotAzp)=a;xo <b;+E car a;zy=0
Si igl a; X1—bj=a; Xo—bj+1 a; <0
bj-a;xg>0et a xo—b;<0
Si a;zp<0 alors a; x;—b; <0

b;— a; xq

Si a;zo >0 A< e il existe au moins a;z =1
140

a;zq >0

Donc il suffit de choisir A= Min;, [bi_aixO]

Qi 2o

Donc avec ce choix il existe au moins a; telque b;<a;x;<b; +&
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Alors on augmente I avec au moins un vecteur
Alors pourtout j =3, Bj; a; ol I' vecteurs linéairement indépendants de I et

D..
Bl =
Tt p|

Soit X la solution des équations a; x=b; a; €I’ , on montre que x est une solution de
(ax<bh; i=1,...,m)

Pourtout j | D] (aj%- bj) =X, Dj; a; X- | D| b; = Ya;er' Dji bi- | D| b par définition de

x
=- Yager Dji(a; xo — by) + | DJ (aj xo—bi) (en ajoutant et en retranchant |D| a; xo)
< &(Xaer|Dji |+ D) Car |ai xo—bi | <E i€l a x—b<E ¥]j
IDI (3% - bj) < e(Xger D | +1D]) ID] < 2*
|Dj;| < 2*
<27 (m+1 )2 =2"t(m+1 )< 1
Donc pour tout j | D[ (& £- bj) <1, on conclut que a £ .- b; <0 pour tout j

car| D| (a; X - b;) estun entier c—a—d £ est la solution désirée.

Corollaire 1:

Si 3 un algorithme polynomial pour LSI, alors il existe un pour LI et donc pour LP.
Preuve :

Pour trouver une solution qui satisfait Ax<b

On construit b’ par I'algorithme de LSI avec b; =22 b; +1 et A'=2%4  (Ax<b')

L'algorithme de LSI donne une solution v qui satisfait A'x < b’. Ensuite en temps
polynomial on construit une solution de A x < b a partir de v comme s’est fait dans le

théoreme précédent.
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111.2. Transformations affines et Ellipsoides :

Définition 2 :

T(x)=t+Q x est une transformation affine ol teR" et Q est une matrice non singuliere

(mxn) c—-a-d det Q=0.

Remarques:

Soit

1. Si T est une transformation affine, alors T =T~ (x) =Q Tx — t) est aussi une

transformation affine.

Si T est une transformation affineet A, B €Rn, T(ANB) = T(A)NT(B).

Si ll xll=VxTx alors | Uxll =l x|l si U est une matrice orthogonale unitaire
(Preuve : les distances)

Pour teRn et r>0, Str) = { xeR " I x -t <},
est la sphere de rayon r et de centre t .

Si T est une transformation affine, alors I'image de S (0, 1) est une ellipsoide. De
fagon équivalente, si T(x) =t+Qx, T(S (0, 1)) ={t+Qx /x x <1}.

Siy=t+Qx ,x=Q7(y-t). AinsiT(S (0, 1)={y/ Q™ y-t)" Q™ (y- <1}
=/ -9 Y- < B=y/(y-9"QQ"" (y-1t) <13
={y/(y-)B' (y-t) <1}ou B= QQ". Puisque Q est non singuliere, B est

définie positive.
E={xeR" / x'B'x <1} avec B définie positive

B=U"'BU

Ou B matrice diagonale et U est obtenue a partir des vecteurs propres.

\/d_jO -0

soitvD=[ 0 " ¢ D=vVDVD .
: " P g WPy 5, o S
’ "-'\ '''''' "'“‘“\ ‘:(\‘\J 2
0 - 0 yd 5 N AN
R ‘\
- o g \\ \ \\
g™ <))
* b i / ’
Fop "‘“ﬂi&_)\}
\ / * /

B=(/BU)'(/BUU"VB B U O,
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B'=UT(/B )" (/B)'"U= (/B )T (/p~1U).

En d’autres termes,
E={xeR" / x'(/B~1U)"(/B~TU)x<1}

={ xeR" / [(/B~TU)x]"[(/B~TU) x] <1}.

Maintenant, nous allons y=(/~1U) x, de sorte que x=(UT\/E) y. Alors

E={U"/By /Yyl

Alors I'ellipsoide E={x /x B 'x <1} peut étre obtenu a partir de la sphére S(0,1) par une

translation et par une rotation.
Propriétés :
Supposons que PCR" a un volume u

1. Soit T(x)=t+Q x transformations affine detQ=0.
Alors T(P) aunvolume=|detQ|u c-a-d ffT(P) dy = [f, (detQ) dx =] detQ| u

2. Soit I'n={xeR" /x>0 X7 x <1} n-simplexe le volume de I"n=$

3. Soit P un polytépe dans R"Int(P)={x / 3 €>0 S(x,£)CP}
4. Si TS R" I'enveloppe convexe ¢(T) de T est I'intersection de tous les ensembles
convexes contenant T.

5. Si Int(P)# 0 alors P a (x+1) sommets alors I’enveloppe convexe a un volume > 0.

6. Le volume d’une enveloppe convexe de point vq,vy,... ,v,€R" est égale a
. 1 1 |
— det I | e I
n!
vo vl Dy vn

7. Soit aeR", alors il existe une matrice orthogonale U telle que :

U= (llall, 0, ... ,0).
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111.3. Algorithme de Khachiyan [7] :

L'algorithme résout LSI en temps polynomial, dans chaque itération, il produit

un ellipsoide E qui contient la région réalisable F={ x / A x < b} et teste le centre
t de E pour la faisabilité. Si te F il retourne t et il s’arréte, ayant résolu

le probléme avec succes. Sinon, il trouve une contrainte LS| qui n’est pas vérifiée

par t (c’est-a-dire Alt>b).

Car Alt=>b;, pas de points réalisables pouvant se situer dans la moitié ellipsoide

'au-dessus’ de I’"hyperplan passant par t qui est parallele a la contrainte qui n’est pas vérifiée
par t. ( la ligne passant par l'origine dans I'image) . 'autre moitié de E (ombrée dans

I'image) contient toute F.
L'idée e