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RESUME

L’étude de cette thése comprend trois parties:

Dans la premiére partie, de ce travail nous définissons une autre extension naturelle de
la, k-domination dans les graphes définie par Fink et Jacobson (1985), que nous appelons
la k-domination dans les digraphes définie comme suit. Un sous-ensemble S de sommets
d’un digraphe D = (V, A) est un ensemble k-dominant si [N~ (u) N.S| > k pour chaque
sommet u dans V' — S. Le nombre de k-domination de D, noté 7, (D), est la cardinalité
minimale d'un ensemble k-dominant dans D. Un +, (D)-ensemble est un ensemble k-
dominant de D avec une cardinalité v, (D). Ce nouveau concept est une extension du

concept de domination dans les digraphes donné par Lee (1994). Aussi nous présentons

2kn

quelques bornes inférieures et supérieures pour v, (D). En particulier v, (D) < 5%

qui
est une borne qui généralise (D) < %" définie par Lee. En plus, nous caractérisons les
digraphes pour lesquels ces bornes sont atteintes.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, on s’intéresse a 1’étude de la domination ro-
maine dans les digraphes, notamment la borne supérieure y,(D) < n— A" (D) + 1 donné
par Kamaraj et Jakkammal en 2011 et la borne supérieure de type Nordhaus-Gaddum
Yr(D)+7vr(D) < n+3 donné par Chen, Hao et Xie en 2019. Dans cette partie nous carac-
térisons quelques classes spéciales de graphes orientés, satisfaisant v,(D) = n—A*(D)+1.
Aussi, nous caractérisons les digraphes D d’ordre n > 1 satisfaisant v,(D) + yp(D) =
n + 3. Puis, nous prouvons que le probléeme de décider si un graphe orienté D satisfait
Yr(D) =n — AT (D) + 1 est Co— N P-complet.

Dans la troisiéme partie de cette thése, on s’intéresse a I’étude de la domination romaine
double dans les digraphes, notamment la borne supérieure v(D) < 2(n — A1 (D)) +1 et
la borne supérieure de type Nordhaus-Gaddum v,5(D) +v,45(D) < 2n+3 donné par Hao,
Chen et Volkmann en 2019. Dans cette partie, nous caractérisons quelques classes spéciales
de graphes orientés satisfaisant v,5(D) = 2(n — A" (D)) 4+ 1. Aussi, nous caractérisons

les digraphes D d’ordre n > 1 satisfaisant v,5(D) + v4z(D) = 2n + 3 est atteinte.


info pc chiffa
Zone de texte 


ABSTRACT

The study of this thesis is divided into three parts:

In the first part, we define another extension of k-domination in graphs given by Fink
and Jacobson (1985), which we call it the k-in-domination or simply the k-domination
in digraphs defined as follows. A subset S of vertices in a digraph D = (V, A) is a
k- dominating set if |[N~(u) N S| > k for every vertex u in V' — S. The k-domination
number of D, denoted by 7,(D), is the minimum cardinality of a k-dominating set in D.
A 7,(D)-set is a k-dominating set of D with cardinality 7, (D). This new concept is also
an extension of the concept of domination in digraph given by Lee. And we will present
some lower and upper bounds for v,(D). Also, we will characterize digraphs achieving
these bounds. In particular v, (D) < %ﬁl, it is the generalized bound (D) < 2 given by
Lee (1994). The special case k = 1 mostly leads to well known classical results.

In the second part of this thesis, we characterize some special classes of oriented graphs,
namely out-regular oriented graphs and tournaments satisfying v5(D) =n — AT (D) + 1.
Moreover, we characterize digraphs D for which the equality vz (D)+v5(D) = n+3 holds.
Finally, we prove that the problem of deciding whether an oriented graph D vz(D) =
n—AT(D)+1is CO— N P-complete. In the third part of this thesis, we will give the exact
values of the double Roman domination number for directed paths and directed cycles.
Also, we give a descriptive characterization of k-out-regular digraphs with 1 <k <n —1
and tournaments, satisfying v,z(D) = 2 (n — AT(D))+ 1. Moreover, we give a descriptive
characterization of digraphs D of order n > 4 for which the equality of Nordhaus-Gaddum

type Yar(D) + var(D) = 2n + 3 holds.
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INTRODUCTION

Historiquement, ’étude de la domination dans les graphes a été posé par Jaenisch
[54] en 1862. Le probléme est de trouver le nombre minimum des reines qui peuvent étre
placées sur un échiquier de sorte que chaque carré de I’échiquier est attaqué ou "dominé"
par au moins I'une des reines. D’autres applications de la domination dans la théorie des
graphes sont utilisées dans le domaine de la communication et la théorie des réseaux ainsi
que le théorie du codage. De ce fait, I’étude de la domination dans les graphes a recu
beaucoup d’attention ces derniéres années. La théorie de la domination dans les graphes

a été formellement introduite par Berge [6] en 1958.

En 1962, Ore [58] a été le premier & publier sur la domination dans les graphes et
donna I'appellation actuelle du nombre de domination. La domination a connu sa véritable
expansion aprés les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [22]. Les deux livres de
Haynes, et Hedetniemi Slater [35, 36] témoignent de la pertinence et de I'intérét accru de ce
sujet dans les derniéres années. En 1984, lors d’une conférence a Kalamazoo (USA), Fink
et Jacobson [31] ont introduit la k-domination dans les graphes qui est une généralisation

de la domination dans les graphes.

En 1994, Lee [42] a introduit dans sa theése de doctorat le concept de domination dans
les digraphes, c’est une généralisation du concept de domination dans les graphes ot chaque
graphe ici est considéré comme étant un graphe associe (graphe sans orientations) a un
digraphe symétrique. En 1998, Ghoshal, Lasker et Pillone, ont donné dans [33] quelques
relations entre les paramétres de dominations et les invariants dans les digraphes. En

2002, Merz et D.J. Stewart [41] considérent des relations de type Gallai.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance
d’autres et nouveaux parameétres de domination. En effet, beaucoup de parameétres de
domination ont vu le jour lorsqu’on impose & la domination une condition supplémentaire
dans le graphe considéré. L’idée générale de la domination est de trouver dans un graphe

G un sous ensemble S de V' (appelé dominant) tel que tout sommet extérieur au sous
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ensembles S a au moins un voisin dans S. En 2004, Cokayne , Dreyer, S.M Hedetniemi, et
S.T Hedetniemi ont introduit une nouvelle variante de la domination dans les graphes non
orientés, appelée fonction de domination Romaine. En 2016, Beeler et al., ont introduit
aussi une autre nouvelle variante, c’est la fonction dominante romaine double. En 2011,
Kamaraj et Jakkammal ont généralisé la définition de la fonction dominante romaine pour
les digraphes, et certains résultats ont été donnés dans leur article notamment la borne
supérieure pour y5(D) a savoir y5(D) < n — AT (D) + 1. En 2017,Guoliang Hao et al
ont généralisé ainsi la nouvelle variante, la domination romaine double aux digraphes et

ils ont donné la borne supérieure pour v5(D) a savoir y,5(D) < 2(n — A1 (D)) + 1.

Dans cette thése, on s’est intéressé a certains types de paramétres de domination dans
les digraphes dans le but de trouver leurs valeurs exactes. Mais comme les valeurs exactes
de ces parametres sont difficiles a déterminer (problémes N P-Complets), nous essayerons
de trouver soit des bornes qui les encadrent le mieux possibles ou bien des relations entre
ces parameétres qui nous fournissent des informations précises et supplémentaires sur ces
parametres. En effet on s’est intéressé principalement & I’étude de la k-domination dans
les digraphes qui est bien évidemment une généralisation du concept de la k-domination
dans les graphes en passant par deux types de généralisations: la généralisation naturelle
de la domination dans les graphes a la domination dans les digraphes, puis la k-domination
dans les digraphes. Aussi, on s’est intéressé a une autre variante de domination qui est
la domination romaine dans les digraphes et qui généralise la domination romaine dans
les graphes introduite par Cockayne et al. (2004) [17] et motivée par un article de Ian

Steward dans Scientific American, intitulé "Defend the Roman Empire!" (1999) [72].
Le présent document est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Définitions de base et Notations
Dans ce chapitre, on rappelle toutes les définitions de base sur les digraphes nécessaires
a la compréhension de cette thése. Les notions propres & un chapitre donné seront définies

dans le chapitre lui méme.

Chapitre 2 : Etat de I’art

Dans ce chapitre, on aborde le théme de domination dans les graphes (non orientés)
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et les digraphes en donnant un apercgu sur la k-domination, la domination romaine et la

domination romaine double. On donne ainsi un recueil des principaux résultats existants.

Chapitre 3 : La k-domination dans les digraphes
On commence ce chapitre par présenter quelques bornes inférieures pour 7, (D) a savoir

m
Ye(D) > ket v, (D) >n— T Aussi, on donne une nouvelle borne inférieure pour le nom-

> iy @ sl la bome 2 (D) > 11y

fournie par Ghoshal et al. Ainsi on caractérise les digraphes atteignant ces bornes in-

bre de k-domination, 7, (D)

férieures. Ensuite, on donne une nouvelle borne supérieure dans les digraphes pour le

2kn
2k+1

nombre de k-domination v, (D) a savoir 7,(D) < qui généralise la borne y(D) < 2
donnée par Lee en 1998. En plus, on caractérise les digraphes pour lesquels cette borne

supérieure et atteinte.

Chapitre 4 : La domination Romaine dans les digraphes

Dans ce chapitre, nous étudions le concept de domination romaine dans les digraphes
en donnant quelques digraphes extrémaux, & savoir les graphes orientés ext-réguliers, les
tournois et les arbres orientés pour lesquels la borne supérieure de v5(D) de la fonction
dominante romaine v, (D) < n—AT(D)+1 est atteinte. Aussi, nous donnons les digraphes
extrémaux D d’ordre n > 1 pour lesquels la borne y5(D) + vz(D) < n + 3 est atteinte.

Enfin, nous prouvons que le probléme de décider si un graphe orienté D satisfait y5(D) =

n — AT(D) + 1 est Co-N P-complet.

Chapitre 5 : La domination Romaine double dans les digraphes

Dans ce dernier chapitre, on étudie un autre type de domination romaine, c’est la
domination romaine double dans les digraphes, nous commencons par donner des valeurs
exactes du nombre de domination romaine double pour les chemins et les circuits. Aussi,
nous caractérisons quelques classes spéciales de graphes orientés, & savoir les graphes
orientés ext-réguliers, les tournois et les arbres orientés satisfaisants, v,p(D) = 2n —

2AT(D) + 1 et les digraphes D d’ordre n > 1 pour lesquels la borne 7 ,5(D) + v,z(D) <
2n + 3 est atteinte.

Enfin on termine cette thése par une conclusion et quelques perspectives pour les

travaux futurs dans ce domaine de recherche.
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CHAPITRE 1

DEFINITIONS DE BASE ET NOTATIONS

1.1 Définitions et notations utilisées dans les digraphes

1.1.1 Digraphe, sommet, arc

Un digraphe (ou graphe dirigé) D = (V (D), A (D)) est défini par 'ensemble fini non vide
V(D) (ou V) dont les éléments sont appelés sommets, et une partie A (D) (ou A) des
paires ordonnées V x V dont les éléments sont appelés arcs (ou arétes orientées). L’ordre
de D, noté par n (D) (ou n ) est la cardinalité de V (D), n (D) = |V (D)] et la taille de D
noté par m (D) (ou m) est la cardinalité de A (D), m (D) = |A (D).

Nous utilisons les notations suivantes. Etant donné un digraphe D = (V (D), A (D)),

considérons deux sommets distincts, disant z et y de D :
e © — y signifie que (z,y) € A(D);
e 1 —» y signifie que (z,y) ¢ A(D);

e 1z — y signifie que (z,y) € A(D) et (y,z) ¢ A(D) et larc (x,y) est appelé arc

asymétrique,

e 1 < y signifie que (z,y) € A(D) et (y,x) € A(D), et 'arc (z,y) est appelé arc

symétrique,

e © <+ y signifie que (z,y) ¢ A(D) et (y,x) ¢ A(D) et que x et y ne sont pas

adjacents,

e © — x signifie que (z,2) € A(D) et 'arc a = (x,x) est appelé boucle.

De méme, étant données deux parties disjointes X et ¥ C V, et un élément x €

V(D) \ 'Y, nous utilisons aussi les notations suivantes:
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e ©r — Y signifie que x — y pour tout y € Y;
e 1 — Y signifie que z —— y pour tout y € Y
e Y — 1 signifie que y — z pour tout y € Y;
e X — Y signifie que x — Y pour tout = € X;

e X —— Y signifie que x —— Y pour tout = € X.

De plus, si a = (x,y) est un arc de D, alors x et y sont alors appelés les "extrémités"

de a. Ainsi,

e 1 est I’ "extrémité initiale" de a,

y est " "extrémité terminale" de a,

x est le "prédécesseur" de y,

y est le "successeur" de x.

e 1 et y sont reliés par a (ils sont adjacents).

Ainsi, deux arcs distincts a; = (x1,91), a2 = (x2,y2) sont appelés arcs multiples si
1 = Z9 et Y3 = Yo (ont les mémes extrémités initiales et finales). Un digraphe D = (V, A)
est dit digraphe simple s’il ne contient ni boucles ni arcs multiples. Tout au long de ce

document, seuls les digraphes finis et simples sont pris en compte.

Exemple 1.1. Un digraphe simple D d’ordre n =7 et de taille m = 11 représenté par la
Figure 1.1.

NS

Ficure 1.1. Un digraphe simple D.



15

1.1.2 Digraphe symétrique, digraphe asymétrique

Soit D = (V, A) un digraphe. Alors D est appelé digraphe symétrique si tous ses arcs sont
symétriques i.e., Vr,y € V : (z,y) € A = (y,x) € A, et est appelé digraphe asymétrique

si tous ses arcs sont asymétriques i.e., Vz,y € V : (z,y) € A = (y,z) ¢ A.

1.1.3 Graphe orienté, Tournoi

H
Un graphe orienté est un digraphe asymétrique. Un tournoi 7,, = (V; A) est un graphe
orienté complet, i.e., est un digraphe tel que pour toute paire de sommets x,y € V', on a

(r,y) € A si et seulement si (y,x) ¢ A.

1.1.4 Sous-digraphe, digraphe partiel

Soit D = (V,A) un digraphe simple. A chaque partie non vide X C V est associé le
sous-digraphe D[ X] = (X, (X x X)N A) de D induit par X. Si X =V et B C A, alors le
digraphe H = (V, B) est appelé digraphe partiel du digraphe D. Ainsi D[V — X| est aussi
noté D — X, et pour z € V., D — {z} est noté D — x.

1.1.5 Complément d’un digraphe

Le digraphe complémentaire d’un digraphe simple D = (V, A) est un digraphe simple noté
par D = (V, A) et tel que: (u,v) € A si et seulement si (u,v) ¢ A; ¥V u,v € V.

Exemple 1.2. La Figure 1.2 représente un digraphe D ainsi que son digraphe complé-

mentaire D.

@oQ+——>0

FIGURE 1.2. Un digraphe D et son complémentaire D.
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1.1.6 Isomorphisme

Un isomorphisme f entre deux digraphes Dy = (Vi, A) et Dy = (Va, A) est une bijection
f:V1 — V4 telle que |Vi| = |V3] et pour tout paire de sommets u,v de Vi, (u,v) est un arc
de D; si et seulement si (f(u), f(v)) est un arc de D,. Deux digraphes D; et Dy sont dits

isomorphes et et on écrit D; = D, 'l existe un isomorphisme f entre eux.

1.1.7 Graphe sous-jacent (ou graphe associe)

Etant donné un digraphe simple D = (V, A). Si on supprime ’orientation de ses arcs, on
obtient un graphe non orienté G = (V, E) telle que une aréte ¢ = xy € E reliant deux
sommets x et y existe dans G si les deux sommets = et y sont adjacents dans D, i.e., au
moins (z,y) € A ou (y,x) existe dans D (la disjonction "ou" n’est pas exclusive ici). De
méme un digraphe D peut étre obtenu a partir d'un graphe simple GG en assignant une
direction (éventuellement les deux) a chaque aréte de G. Nous disons que G est le graphe
sous-jacent ou associé ( Underlying graph en anglais ) de D et que D est une orientation

de G.

Remarque 1.3. Le graphe G représenté par la Figure 1.3 est le graphe associé au digraphe
D de la Figure 1.1. Comme le graphe G de cet exemple a 9 arétes et chacune d’elles peut
avoir 3 orientations possibles, alors le graphe G a 3° orientations possibles et D est l'une

de ses orientations.

FicURE 1.3. Le graphe associé GG au digraphe D

Remarque 1.4. Un graphe (non orienté ) G = (V,E) est considéré comme étant un
graphe associé & un digraphe symétrique D = (V, A) ou toute aréte de G est remplacée

par un arc symétrique, on peut constater que tous les résultats de recherche obtenus sur
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les graphes (non orientés) G sont également considérés comme des résultats particuliers
pour les digraphes et par conséquent on peut déduire que la notion de digraphes est plus

générale que la notion de graphes (non orientés).

1.1.8 Voisinage

Soit D = (V, A) un digraphe et z un sommet de D et S C V. On désigne par N} (z)
(respectivement, N, (z)) I'ensemble des successeurs ou voisinage extérieur (respective-
ment, l'ensemble des prédécesseurs ou wvoisinage intérieur) du sommet z, c’est-a-dire
Np(z)={y eV —{z}: 2 — y} (vespectivement, N, (z) = {y € V — {z} : y — z}).

Le voisinage extérieur (respectivement, intérieur) fermé du sommet x est I’ensemble,

Njlz] = Nj(z) U{z} (respectivement, Nj[x] = N, (z) U {z}). Le voisinage extérieur
(respectivement, intérieur) de S est 'ensemble, N/ (S) = |J Nj(s) (respectivement,
N, (S) = sLer N;(s)), de méme NA[S] = sLer Njls] et Ng[bf]ei SLEJSNB[S]. L’ensemble
des voisins de z, est I'ensemble, Np(z) = N} (z) U N, (x). Le voisinage fermé¢ de x
est 'ensemble, Np [z] = Np(x) U {z}. L'ensembles des prédécesseurs (respectivement,
successeurs) de x dans D [S], est ensemble, Npq(x) = Np(x) NS (respectivement,

Ng[s}(x) = Nji(z) N S). Le voisinage extérieur privé de x par rapport a S noté par

opn[z, S] est 'ensemble, opn[z, S| = Nj[z] — NA[S — {z}].

1.1.9 Degré

Le demi-degré extérieur de x noté par df(x), est le nombre d’arcs sortant de x, et on
écrit dj,(z) = |Nj(2)|. Le demi-degré intérieur de z noté par dj(z), est le nombre d’arcs

entrant dans z, et on écrit dj,(z) = |Np(z)] .
Exemple 1.5. La Figure 1.4. représente un sommet x avec ses voisins N, (z) et Nj)(z).

On notera par AT(D) = max {d}(z), z € V} et A (D) = max{dp(z), €V},
respectivement, le degré maximum extérieur et intérieur dans D. De méme on notera par
5" (D) = min {djg(x),a: € V} et 6~ (D) = min {dg(x),x € V}, respectivement, le degré

manimum extérieur et intérieur dans D.
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FIGURE 1.4. d},(z) = [N} (z)| =5 et dp(z) = | N}, (z)] = 3.

On a [Np(z)| = |[Nj(z)| + |Np(2)| — [Np(z) NNy ()] Le degré total dp(z) du
sommet z est défini par dp(z) = df(z) + dy(x) > |Np(z)|. Si D est un graphe orienté
alors, dp(z) = |Np(z)|. Ainsi, un sommet x de D est isolé lorsque dp(z) = 0. Comme
chaque arc a exactement un sommet d’arrivée (respectivement, un sommet de départ ) on

a|Al = > dj(z) (respectivement, |[A| = Y d(z) ). On obtient donc les deux identités:
eV zeV

D dp(x) = dfi(z) et Y dp(x) =2|A].

eV eV eV
Notation 1.6. Tout au long de ce document, on doit garder les notations int-voisin et ext-
voisin pour signifier respectivement le voisinage intérieur et le voisinage extérieur. Ainsi,

int-degré et ext-degré pour dire respectivement le degré extérieur et degré intérieur.

1.1.10 Digraphe k-int-régulier, digraphe k-ext-régulier

Soit k € N* et D = (V, A). Si pour tout sommet v € V, dp(v) = k (resp., df,(v) = k)

alors D est appelé digraphe k-int-régulier (resp., k-ext-régulier).

1.1.11 Digraphe vide, digraphe complet

Etant donné un digraphe D = (V, A). Si AT(D) = 0 alors D est dit digraphe vide. Tandis
que si pour toute paire de sommets, disant, x et y de V avec x # y, AN{(z,y), (y,z)} # 0,
alors D est dit digraphe complet d’ordre n noté par l—(—;

Notation 1.7. On note par [_(Z‘ le digraphe complet k-ext-régulier d’ordre n, avec k+1 <

n<2k+1. Sin==Fk+1, alors K, est le digraphe complet symétrique (ou digraphe
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(n — 1)-eat-régulier), et sin = 2k+1, alors K3, ., est un tournoi k-ext-régulier T,, d’ordre
E—
n > 3. Noter que le graphe complet K,, et le graphe associé a I—(Z, 777: et K.

Exemple 1.8. Pour k = 3, nous voyons dans la Figure 1.5 le digraphe 3-ext-régqulier I?jf)

d’ordre n =k + 1 =4 et le tournoi 3-ext-réqulier ﬁ d’ordren =2k +1=171.

AN

Q@Q+—T "0

— —>
FIGURE 1.5. Le digraphe complet symétrique K et le tournoi 77.

1.1.12 Digraphe bipart:, digraphe complet bipart:

Soit D = (V, A) un digraphe et S un sous-ensemble de V. S est dit stable ( ou indépendant)
si ses sommets ne sont pas deux a deux adjacents. D est dit biparti s’il existe une partition

de V en deux sous-ensembles stables.

1.1.13 Etoile orientée

—_—
Une étoile orientée d’ordre n, est un digraphe biparti complet k-ext-semi réqulier Ky, .

—
Exemple 1.9. Une étoile orientée K g d’ordre 9 est représentée par la Figure 1.6.

—
FIGURE 1.6.  Une étoile orientée K; g d’ordre 9.
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1.1.14 Chaine orientée, chemin, cycle orienté, circuit

Une chaine orientée P, = (V, A) d’ordre n, est une suite de sommets distincts x1, s, ..., T,
tels que pour tout 1 < i < n — 1,{(z;,zi11), (xiz1, )} N A # 0. Un cycle orienté C,, est
une chaine orientée fermée C,, = P, U {(z1, ), (zn, 1) }. Un chemin ]?n = (T1, %2, ..., Tp)
d’ordre n, est une suite de sommets reliés par des arcs consécutifs, i.e.,(x;, z;i11) € A(Fn)
pour tout 1 <7 < n—1. Un circuit C'—; = (x1, T2, ..., Ty, x1) d’ordre n, est un chemin fermé
(C_)’n = Fn) U (x,,v1)). Noter que, le circuit 62 d’ordre 2, est un sous-digraphe induit par

deux sommets reliés par un arc symétrique.

1.1.15 Digraphe connexe, fortement connexe

Soit D = (V, A) un digraphe. On définit sur V' les relations d’équivalences C et F de la
facon suivante.

Connexité. Pour tous z,y € V', xCy st x = y ou s’il existe une suite de sommets r =
T1, To..., 1, = y de D, telle que pour tout i € {1,....k—1}; AN{(zs, 1), (41, 7))} # 0.
Les classes d’équivalence de C sont appelées les composantes connexes de D. Le nombre des
composantes connexes de D est noté ¢(D). Le digraphe D est connexe lorsque ¢(D) = 1.
Un sommet x de D est isolé lorsque {z} est une composante connexe de D.

Forte connexité. Pour tous z,y € V, zFy si © = y ou x # y et il existe deux suites

T = Tgyeeey Ty = Y €6 Y = Yo,...,yn, = = d’éléments de V telles que pour tout i € {0,...,m—1},
(@i, zi41) € A et pour tout j € {0,....,n — 1}, (y;,y;j+1) € A. Les classes d’équivalences de

F sont appelées les composantes fortement connexes de D.

1.1.16 Arbre orienté

H
Un arbre orienté T = (V, A) (Directed tree en anglais) est un graphe orienté connexe sans

cycle orienté. Il contient exactement (n — 1) arcs.
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART

2.1 Introduction

Dominer des sommets d’un graphe c’est choisir un sous-ensemble de sommets tel que tout
sommet qui se trouve a 'extérieure du graphe a au moins un voisin dans cet ensemble.
Cet ensemble est appelé ensemble dominant. Cette notion de domination dans les graphes
a été introduite par Berge (1958) [6] et puis par Ore (1962) [58]. Nous commengons cette

section par donner la définition de la domination dans les graphes.

Définition 2.1. Soit G = (V, E) un graphe simple. Un sous-ensemble de sommets S C'V
de G est dit ensemble dominant si tout sommet de V — S est adjacent a au moins un
sommet de S. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G, noté v(G), est appelé
nombre de domination. Un v(G)-ensemble est un ensemble dominant de G de cardinalité

v(G). On note qu’un graphe G peut avoir plusieurs v(G)-ensembles.

Une autre notion est apparue dans la théorie des graphes avant la notion de domination,

c’est la notion d’indépendance (stabilité).

Définition 2.2. Un sous ensemble de sommets S CV d’un graphe G est appelé indépen-
dant (ou stable) s’il n'existe pas deux sommets adjacents dans S. Un ensemble indépendant

S est dit indépendant maximal si aucun indépendant de V' ne le contient.

Cette notion est reliée a celle de la domination par le fait qu’un stable maximal (au
sens de I'inclusion des ensembles) est un dominant. Le nombre d’indépendance, a(G), est
égal a la cardinalité maximale d’un ensemble maximal indépendant dans (G. Un ensemble

indépendant de cardinalité o(G) est appelé a(G)-ensemble.

Exemple 2.3. Pour le graphe G de la Figure 2.1, on a v(G) = 2 et a(G) = 4. L’ensemble

{1, 22} est un v(G)-ensemble et l'ensemble {y1,ya, ys, ya} est un a(G)-ensemble.
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T T2

U1 Y2 Ys Ya

FIGURE 2.1. Un graphe G avec v(G) =2, a(G) = 4.

En 1975, Cockayene et al. [15] ont construit le premier algorithme linéaire pour la
détermination du nombre de domination ~(7") pour tout arbre 7. Johnson (1975) [34]
était le premier qui a montré que le probléme de détermination du nombre (G) pour un
graphe arbitraire G est N P-complet. La domination n’a connue sa véritable expansion
quapres la parution de I'article de Cockayne et Hedetniemi (1977) [22]. Depuis, I’étude
de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a donné naissance a
plusieurs parametres de domination dont la résolution est N P-Complet (Voir [12, 45, 47]).
En outre, Dewdney (1981) [27], Chang et Nemhauser (1984) [55], Bertossi (1984) [13],
indépendamment, ont montré que le probléme reste N P-complet, méme si I’on se restreint
aux graphes bipartis. Booth et Johnson (1982) [12] ont montré que le probléme reste aussi

N P-complet pour les graphes triangulés.

En 1994, Lee [42] a introduit, dans sa thése de doctorat le concept de domination dans
les digraphes, qui est une généralisation du concept de domination dans les graphes, ot un

graphe (non orienté) peut étre vu comme un graphe sous-jacent d’un digraphe symétrique.

Définition 2.4. [/2] Soit D = (V, A) un digraphe. Un sous-ensemble S C V est appelé
dominant dans D, s’il existe pour chaque sommet v € V — S un sommet u € S pour lequel
(u,v) € A. La cardinalité minimale d’un ensemble dominant dans D s’appelle le nombre
de domination de D, noté y(D). Un ~(D)-ensemble est un ensemble dominant de D de

cardinalité (D).

Définition 2.5. Un sous-ensemble S C V' est appelé indépendant si A*(D[S]) = 0. Un
ensemble indépendant est maximal s”il n’y a pas d’ensemble indépendant qui le contient. Le

nombre d’indépendance, (D), est égal & la cardinalité mazimale d’un ensemble mazximal



23

indépendant dans D. Un ensemble indépendant de cardinalité a(D) est appelé a(D)-

ensemble.
Exemple 2.6. Pour le digraphe D représenté par la Figure 1.1, on a v(D) = (D) = 3.

Définition 2.7. Soit D = (V, A) un digraphe. Un sous-ensemble S C'V dans un digraphe
D = (V,A) est appelé un ensemble absorbant si, 4 chaque sommet v € V — S, il existe

un sommet u € S tel que (v,u) € A. C’est-a-dire, S est un ensemble dominant dans le

digraphe inverse D* = (V, A*}), ou A* = {(u,v) : (v,u) € A}.

Définition 2.8. Un sous-ensemble S C V' est un noyau de D si S est indépendant et

absorbant et S est une solution de D si S est indépendant et dominant.

Exemple 2.9. Dans la Figure 2.2, l’ensemble S = {3, x4} est une solution de D. Par

contre, le méme ensemble S forme un noyau dans le digraphe inverse D*.
) Ty ( X2 Ly >
[ @
//.\\ //\\ A X A X
. / \/ \
I3

[ ] [ ]
T Ts T1 x3 Ts

D
F1GURE 2.2. Un exemple d'un digraphe Det son digraphe inverse D*.

La domination dans les graphes a été étudiée de maniére approfondie et bien plus
que les digraphes, environ 90% des articles sur la domination ne prennent en compte que
les graphes. Quelques résultats connus sur la domination dans les digraphes donnés par
Ghosal et al. (1998) [33], peuvent étre trouvés aussi dans 'ouvrage de Teraza Haynes et
al. (1998) [35, 36], mais la plupart de ces résultats sont consacrés a I’étude du concept des
noyaux et de la domination dans les tournois. D’autre part, et pour diverses raisons, il y a
eu relativement peu de recherches impliquant la domination dans les digraphes. La raison
fondamentale est que les graphes (non orientés) forment une classe spéciale de digraphes
(digraphes symétriques) et par conséquent tous les problémes posés dans les digraphes sont
des problemes plus difficiles vus leur aspect combinatoire dans le domaine de la théorie des

graphes contrairement aux problémes posés dans les graphes (non orientés). Une autre
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raison est que, dans un graphe (G, tout ensemble maximal indépendant est également un
ensemble dominant, et donc v(G) < a(G). Cependant, cette inégalité n’est pas toujours
vraie pour les digraphes, comme on peut le voir pour le circuit Cs; v(C3) =2 > 1 = a(Cs).
Donc, un ensemble S de sommets de V' est une solution (dominant et stable) dans un
digraphe D si et seulement si S est un noyau dans son dual digraphe D*. Le probleme
de décision lié a I'existence d’une solution et d’un noyau dans un digraphe est connu pour

étre N P-complet, voir [29, 34].

Dans I’étude des parametres de domination, les chercheurs s’intéressent souvent a déter-
miner les valeurs de ces paramétres soit de fagon exacte, grace a des relations directes en
fonction de quelques invariants de base tels que l'ordre du graphe, degré maximum du
graphe ...etc ou bien a trouver des algorithmes polynomiaux. Cependant, pour un graphe
orienté quelconque, la détermination de la plupart de ces parameétres est un probléme
N P-complet. De ce fait, et en ’absence des valeurs exactes pour ces parameétres, on est
contraint & chercher des bornes supérieures et inférieures qui encadrent le plus possibles
ces paramétres. Evidement, la borne qui sera atteinte sera acceptable et souvent il est

difficile de ’améliorer.

Nous citons quelques bornes et formules de Gallai-type en fonction de quelques invari-

ants dans les digraphes.

Théoréme 2.10. [56] Pour tout digraphe D avec n sommets, on a:
n
———— < ~(D)<n—-AT(D).
sy <D <n-A%(D)
En 1994, Lee [42] a établi, dans la classe de digraphes fortement connexes, une borne

supérieure pour le nombre de domination orienté (D).

Théoréme 2.11. [42] Pour un digraphe D fortement connexe avec n sommets, on a

n
(D) < [—W :
En 2002, Merz et Stewart [41] ont établi des bornes supérieures pour le parametre

(D), a savoir y(D) + AT (D) < n, ils ont donné aussi les classes des graphes orientés pour

lesquelles la formule de Gallai-type (D) + AT (D) = n est vérifice.
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Théoréme 2.12. [}1] Si D est un digraphe avec n sommets, alors v(D) + AT (D) < n.

Théoréme 2.13. [}1] Soit D = (V,A) un digraphe de n sommets avec A+(D) = 1.
Alors v(D) + AT(D) = n si et seulement si pour tout sommet x de V tel que df(z) =

1, V — Nj[z] est un ensemble stable.

En 2007, Volkman, et al. [65] ont publié un article sur la domination dans les digraphes.
Dans cet article, ils ont défini et étudié pour la premiére fois la domination totale, la
domination connexe ou les nombres de domination totale et de domination connexe sont
respectivement v, (D) et v.(D) et ils ont fournis les deux bornes suivantes v,(D)+A™ (D) <
nety.(D) <25,(D)—1ou (D) est la cardinalité d’un couplage maximum. (Un couplage
(en anglais matching) d’un graphe G est un ensemble d’arétes de ce graphe qui n’ont pas
de sommets en commun. Un couplage maximum est un couplage contenant le plus grand

nombre possible d’arétes. Si D une telle orientation de G, alors 3,(D) = £,(G) ).

Théoréme 2.14. [65] Soit D = (V,A) un digraphe avec 6=(D) > 0. Alors v,(D) +
AT(D) <n+1.

Théoréme 2.15. [65] Soit D = (V, A) un digraphe connexe d’ordre n avec 6= (D) > 0. Si
AT(D) <n—2, alors v,(D) + AT(D) < n.

Théoréme 2.16. [65] Pour tout graphe connexe G, il existe une orientation D telle que

V(D) <26,(D) - 1.

En 2010, Blidia et Ouldrabah [7], ont établi une nouvelle borne supérieure pour (D).

Théoréme 2.17. [7] Pour tout digraphe D avec n sommets, on a:y(D) < n — ,(D)

2.2 La k-domination dans les graphes

En 1985, Fink et Jacobson ont donné dans [31, 32] un autre type de généralisation du
concept de domination dans les graphes. Dans leur article, ils ont défini le concept de

k-domination dans les graphes comme suit. Etant donné un entier positif k et un graphe
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G = (V, E). Un sous-ensemble S C V(G) est un ensemble k-dominant si chaque sommet
dans V(G) — S est adjacent & au moins k sommets de S. La cardinalité minimale d’un
ensemble k-dominant de G est le nombre de k-domination de G, noté v,(G). Lorsque
k =1, la 1-domination est la domination classique, v,(G) = 7(G).

En 1989, Jacobson et Peters [39] ont montré que la détermination de 7, (G) pour un
graphe arbitraire G est N P-complet et ont donné des algorithmes linéaires dans les arbres.
En 1994, Bean et al. [9] ont montré que le probléme reste NP-complet dans les graphes
bipartis et les graphes triangulés pour la détermination de 7, (G). De ce fait, de nombreux
chercheurs ont déterminé des bornes supérieures et inférieures efficaces en termes de calcul
pour ce paramétre. Comme pour la domination, la k-domination a également fait ’objet
de nombreuses études, pour les résultats sur la k-domination, nous renvoyons le lecteur
au Survey de Chellali et al.(2012) [14].

Nous citons quelque bornes pour ce parameétre v,(G) dans les graphes.
Théoréme 2.18. [31] Pour tout graphe G avec n sommets et m arétes et pour tout entier
positif k < A(G), on a:

m kn
>n— — > .
Y(G) = n 2 et 1x(G) > Atk

Théoréme 2.19. [18] Si G est un graphe d’ordre n, de degré minimum §(G) et k un

entier avec k < §(G), alors on a:

kn
G) < .

En 2017, Ramoul et Blidia [64] ont généralise le concept de la k-domination dans les

graphes non orientés a la k-ext-domination dans les digraphes. Dans leur document, ils

ont donné la définition suivante de la k-ext-domination dans les digraphes.

Définition 2.20. Soit D = (V, A) un digraphe et k un entier positif, un sous-ensemble
S CV est appelé un ensemble k-ext-absorbant de D si |N£)L (u) N S{ > k, pour tout sommet

u €V —S. Etils ont utilisé cette définition pour définir le concept de k-noyau.

Dans notre these, on s’intéresse en premier lieu au parametre 7, (D) dans les digraphes.
On définit une nouvelle généralisation de la k-domination dans les digraphes, qu’on appelle

la k-int-domination ou simplement la k-domination dans les digraphes définie comme suit:
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Définition 2.21. Soient D = (V, A) un digraphe et k un entier positif. Un sous-ensemble
S C V est un k-dominant si tout sommet de V — S a au moins k prédécesseurs dans
S. Autrement dit un sous-ensemble S de sommets de V' est un ensemble k-dominant st

|Np(u) N S| > k pour tout sommet u de V — S.

Définition 2.22. Soient D = (V, A) un digraphe et k un entier positif. Un k-dominant,

S CV est minimal si pour tout sommet x € S, S — {x} n'est pas un k-dominant.

Définition 2.23. Soient D un digraphe et k un entier positif. Le nombre k-domination
de D, noté v,(D), est la cardinalité minimale d’un ensemble k-dominant. Un ~y,(D)

-ensemble de D est un ensemble k-dominant avec cardinalité v, (D).

A notre connaissance, aucune étude n’a été faite pour ce parametre de domination.
Notons que ce nouveau concept (k-domination) est également une extension du concept
de domination dans les digraphes donné par Lee [42].

Pour les graphes non orientés, Fink et Jacobson [31] ont donné une condition nécessaire

et suffisante pour qu’un ensemble k-dominant soit minimal.

Théoréme 2.24. [31] Soit S un ensemble k-dominant d’un graphe G. Alors S est minimal

si et seulement si pour tout sommet v € S,

1. soit v a moins de k voisins dans S, ou bien

2. il existe un sommet u € Ng(v) N (V —5) tel que |[Ng(u) N S| = k.

Comme nous 'avons déja mentionné, on peut généraliser ce résultat pour n’importe
quel digraphe D.

Théoréme 2.25. Soit S un ensemble k-dominant d’un digraphe D. Alors S est minimal

si et seulement st pour tout sommet v € S,

1. v a moins k prédécesseurs dans S, ou

2. il existe un sommet u € N5 (v) N (V = S) tel que |Nj(u) N S| = k.
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De ce qui précéde, nous avons les propriétés générales suivantes. Pour un entier positif

k, il est facile de voir que:

1. v.(D) > k pour tout digraphe D ayant un degré maximum A~ (D) > k, et que
chaque sommet de degré au plus de k£ — 1 appartient a tout k-dominant ensemble de

D.

2. Tout ensemble (k + 1)-dominant est un ensemble k-dominant et donc 7,(D) <

Yie1(D) ce qui donne la chaine d’inégalités suivante:
(D) =71(D) £ 75(D) < .. 795-(D) <7a- (D) =n.
On en déduit alors le résultat suivant:

Observation 2.26. Soit D un digraphe d’ordre n, v,(D) < n. Evidemment, v,(D) = n

si et seulement si A~ (D) < k — 1. Donc, si D est un digraphe avec A~ (D) > k, alors
E<~,(D)<n-—1.

Dans le chapitre 3, on va présenter quelques bornes inférieures et supérieures pour
~v(D). Aussi, nous caractérisons les digraphes atteignant ces deux bornes. Le cas partic-

ulier £ = 1 conduit généralement a des résultats classiques bien connus.

2.3 Les fonctions de domination romaines

L’étude initiale de la domination romaine était motivée par les stratégies de défense util-
isées pour défendre I’empire romain sous le régne de I'empereur Constantin ler, de 272 a
337 ap. Il décréta que pour toutes les villes de I’empire romain, une légion ou deux légions
devraient étre stationnées dans chaque ville, et si un lieu ne comportant aucune légion
était attaqué, il devait alors se situer a proximité d’au moins une ville dans laquelle deux
légions étaient stationnées, afin qu’une des deux légions puisse étre envoyée pour défendre
la ville attaquée. Cette partie de ’histoire de I’Empire romain a donné naissance au con-
cept mathématique de domination romaine, défini et discuté a 'origine par un article de

Steward dans Scientific American, intitulé "Defend the Roman Empire!" [72] en 1999, puis
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développé par Cockayne et al. [17] en 2004, 11 s’agissait donc de sécuriser toutes les villes
de 'empire romain par un nombre minimum de légions. Ceci peut étre modélisé comme

suit:

Soit G = (V, E) un graphe dont un sommet de G représente une ville dans I'empire
romain. Soit f : V — {0,1,2} une fonction. Une ville (sommet v) est considérée non-
sécurisée si elle n’a aucune légion (f(v) = 0) et elle est sécurisée sinon (f(v) € {1,2}).
Une ville non-sécurisée (sommet u) peut étre sécurisée par 'envoi d’une légion d’une ville
v voisine (sommet adjacent). Cependant, 'empereur Constantine, décréta que toute ville
qui n’a pas de légion pour la sécuriser (f(u) = 0) doit étre voisine & au moins une autre
ville qui a deux légions (f(v) = 2). Sila 1°¢ serait attaquée, alors la 2°™¢ pourrait déployer
une légion pour la protéger sans qu’elle devient vulnérable elle méme. De cette maniére,
I’empereur Constantine pouvait défendre tout ’empire romain. Vu que le maintient d’une
légion & une ville coute chére, alors I'objectif de ’empereur est de minimiser le nombre

total de légions nécessaires pour protéger tout ’empire.

Définition 2.27. [17] Une fonction de domination romaine (RDF) sur un graphe G est
une fonction f 1V — {0,1,2} tel que si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au
moins un voisin dans Va. Soit (Vgy, Vi, Vo) une partition ordonnée de V' induite par f, ou
Vi={veV: f(v)=1i}, pouri=0,1,2. Notons qu’il existe un 1-1 correspondance entre
la fonction f : V. — {0,1,2} et la partition ordonnée (Vy, V1,V2) de V. On écrira donc
f= Vo,V1,Va). Le poids d’'une FDR est la valeur
w(f)=f(V)=)_ flu) =Vl +2[Va|.
uev
Le poids minimum de f est appelé le nombre de domination romaine de G, noté v5(G),

Yr(G) =min{w (f) : f est une FDR}. Cockayne et al. [17] ont donné des relations entre

le nombre de domination romaine et le nombre de domination d’'un graphe G, v(G) <

Yr(G) < 29(G).

Exemple 2.28. La fonction de domination romaine f : V — {0,1,2} pour le graphe G

donnée par la Figure 2.3, est de poids minimum vz(G) = 4.
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FIGURE 2.3. v4(G) =4

Le concept de domination romaine dans les graphes est largement étudié dans la lit-
térature, au moins 200 articles ont été publiés sur divers aspects de la domination romaine
dans les graphes notamment: la domination romaine, la domination romaine indépendante

et faible domination romaine, pour plus de détail voir ([16, 17, 30, 44, 51, 70, 71, 73, 74]).

2.3.1 Quelques résultats existants sur la domination romaine dans

les graphes

Nous citons ici quelques résultats existant pour le parameétre v,(G). Rappelons que la
chaine P, d’ordre n est le graphe associe d’un chaine orientée d’ordre n, ideme pour le

cycle C,, d’ordre n.

Proposition 2.29. [17] Si G est une chaine P, ou un cycle C,, alors v5(G) = [%].

Proposition 2.30. [16] Si G est un graphe d’ordre n et de degré mazimum A (G), alors

on a

vr(G) <n—A(G)+ 1.

Il semble assez naturel de généraliser ce concept aux digraphes. A cet effet, nous nous
sommes intéressés dans les deux derniers chapitres de cette thése aux problémes de la
domination romaine et la domination romaine double dans les digraphes. Ce probléme a
été défini et étudié pour la premiére fois en 2011 par Kamaraj et Jakkammal [40] ou ils

ont étendu le concept de la domination romaine dans les graphes aux digraphes.

Définition 2.31. [/0] Une fonction de domination romaine (FDR) sur un digraphe D =
(V, A) est une fonction f:V — {0,1,2} telle que chaque sommet u pour lequel f(u) =0
est un successeur de certains sommets v pour lequel f(v) = 2. Le poids d’une fonction

dominante romaine est la valeur f(V) = > .\ f(u). Le poids minimum d’une fonction
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de domination romaine sur un digraphe D est appelé le nombre de domination romaine
de D, noté y5(D). Soit (Vy, V1, Va) la partition ordonnée de V' induite par f, ou V; =
{veV: f(v) =i}, pouri=0,1,2. Notons qu’il existe une correspondance 1-1 entre la
fonction f :'V — {0,1,2} et la partition ordonnée (Vy, V1, Va) de V. Ainsi, nous allons
écrire f = (Vo, Vi, Vo). Le poids de f est
V)= flv) = Vil +2|Val,
veV

et on dit qu’une fonction f = (Vo, Vi, Va) est une vy -fonction s’il s’agit d’'une FDR avec

f(V) =r(D).

Exemple 2.32. La fonction de domination romaine f : V. — {0,1,2} donnée par la

Figure 2.4, est de poids 5.

0
1 9 0 9 \
NN /0 0
0

FIGURE 2.4. Un digraphe D avec y5(D) = 5.

Rappelons que dans les graphes, Dreyer [26] (dans le cadre de sa thése de doctorat,
2000) a construit un algorithme linéaire pour la détermination du nombre de domination
romaine pour tout arbre. En outre, en 2006, Schnupp [52] a montré que le probléme de
détermination du nombre v,(G) pour un graphe arbitraire est NP-complet, méme si ’'on
se restreint aux graphes bipartis, graphes scindés ou graphes planaires. Par conséquent,
vu que la classe des graphes est une sous classe des digraphes (digraphes symétriques),
alors le probléme de détermination de v(D) dans les digraphes reste NP-complet.

Il est a souligner qu’il y a trés peu de travaux sur les parametres de domination dans
les digraphes, notamment le paramétre v,(D). Kamaraj et Jakkammal [40] ont étendu
I'idée de la domination romaine aux digraphes et certains résultats ont été donnés dans
leur article [40], tels que la borne supérieure, y5(D) < n — AT (D) + 1. Dans [21],

Hao et Chen ont établi une borne supérieure pour I'inégalité de type Nordhaus - Gaddum
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Yr(D)+7r(D) < n+3. Dans ce document, nous caractérisons certaines classes de graphes
orientés, & savoir graphes orientés et tournois satisfaisant y5(D) = n — AT (D) + 1. De
plus, nous caractérisons les digraphes D pour lesquels 1'égalité v (D) + vz(D) = n + 3
est vraie. Finalement, nous montrons que le probléme de décider si un graphe orienté D

satisfait yp(D) = n — AT (D) + 1 est CO-N P-complet.

2.3.2 Quelques résultats existants sur la domination romaine dans

les digraphes

Les résultats suivants sont diis & Kamaraj et Jakkammal [40].

Proposition 2.33. [40] Si D est un digraphe d’ordre n, avec ext-degré mazimum A (D),
alors yr(D) <n — AT (D) + 1.

Proposition 2.34. [/0] Si D est un digraphe d’ordre n, alors v (D) < n si et seulement
si AT(D) > 2.

Proposition 2.35. [/0] Si T est un arbre orienté d’ordre n > 2, alors yp(T) = n si et

seulement si AT(T) = 1.
Chen, Hao and Xie [21] ont donné la relation de type Nordhaus-Gaddum suivante.
Théoréme 2.36. [21] Soit D un digraphe d’ordre n > 3, alors

Yr(D) +vx(D) <n+3.

2.4 Les fonctions de domination romaines doubles

En 2016, Beeler et al. [10] ont initié¢ I’étude des fonctions de domination romaines doubles

pour les graphes, et ils ont défini ce nouveau concept comme suit:

Définition 2.37. [10] Une fonction de domination romaine double (FDRD) d’un graphe
G est une fonction f:V — {0,1,2,3} telle que:

1. si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au moins deux voisins dans V5 ou un voisin

dans V3.
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2. si f(v) =1, alors le sommet v doit avoir au moins un voisin dans V5 U V3.

Le poids d'une FDRD est la valeur f(V) = 3 ., f(u). Le poids minimum de f est

appelé le nombre de domination romaine double de G, noté v,5(G).

Exemple 2.38. La fonction de domination romaine double f : V — {0,1,2,3} donnée

par la Figure 2.5, est de poids 6.

0
0 3 0 3 I

0
FIGURE 2.5. Un graphe G avec v,5(G) = 6.

Dans [5], les auteurs ont montré que le probléme de décision associé a 7,5 est N P-
complet, méme pour les graphes bipartis et triangulés. Ils ont également caractérisé les
graphes pour les petites valeurs de v,5. Dans [69], les auteurs ont présenté un algorithme
linéaire qui détermine la valeur de ce paramétre dans les arbres. De plus, ils ont donné
une caractérisation des arbres T avec 27(T") + 1 = y4(T) et vgr(T) + 1 = 27,45(T). Des
résultats supplémentaires sur les graphes concernant la domination romaine double sont

disponibles dans [1, 4, 2, 66, 67, 69].

2.4.1 Quelques résultats existants sur la domination romaine double

dans les graphes

Nous citons ici quelques résultats existant pour le parameétre 7v,5(G).

Proposition 2.39. [10] Pour une fonction de domination romaine double de poids v,5(G),

aucun sommet n’a besoin d’avoir la valeur 1.
Proposition 2.40. [10] Pour tout graphe G, v5(G) < v4r(G).

Corollaire 2.41. [10] Pour tout graphe G non trivial connexe, v5(G) < v4pr(G) <
27g(G).
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Théoréme 2.42. [10] Si G est un graphe connexe d’ordre n > 3, alors v,5(G) < 5n/4.

Théoréme 2.43. [75] Pour tout graphe G d’ordre n,
Yar(G) <2(n — A(G)) + 1.

Dans la suite, on s’intéresse & la notion de la domination romaine double dans les

digraphes. Rappelons que ce concept a été défini et introduit par Hao et al. [38].

Définition 2.44. [38] Une fonction de domination romaine double (FDRD) d’un digraphe
D est une fonction f:V — {0,1,2,3} telle que chaque sommet u pour lequel f(u) =0 a
un int-voisin (prédécesseur) v pour lequel f(v) = 3 ou au moins deur int-voisins assignés
2 sous f, tandis que si f(u) = 1, alors le sommet u doit avoir au moins un int-voisin
assigné 2 ou 3. Soit (Vo, Vi, Vo, V3) une partition ordonnée de V' induite par f, ot pour
i€{0,1,2,3}, Vi ={v e V: f(v) =i}. A noter qu’il existe un 1-1 correspondance entre
la fonction f:V — {0,1,2} et la partition ordonnée (Vo, Vi, Vo, V3) de V.. On écrira donc
f= Vo,V1, Vo, V3). Le poids d'une FDRD est la valeur

w(f)=f(V)=>_ flu)=|Vi| +2[Va| +3|V4].

ueV
Le poids minimum d’une FDRD d’un digraphe D est appelé le nombre de domination
Romaine Double de D, et est noté v, (D). On dit que f est une y,5(D)-fonction si f est
une FDRD de D et w (f) = vq4p (D).

Exemple 2.45. Un digraphe D d’ordre n = 7 avec 7,
2.6.

(D) = 7 représenté par la Figure

FIGURE 2.6. Un digraphe D avec y,z(D) =T7.

O

e}
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2.4.2 Quelques résultats existants sur la domination romaine double

dans les digraphes

Nous donnons ici quelques résultats obtenus par Hao et al [21] et qui serons utiles dans le

dernier chapitre de ce document.

Théoréme 2.46. [21] Si D est un digraphe d’ordre n. Alors v 5 (D) < 2n avec égalité si
et seulement si AT (D) = 0.

Proposition 2.47. [21] Pour tout digraphe D, il existe une v, (D)-fonction telle que la

valeur 1 ne doit pas étre affectée o aucun sommet de D.
Théoréme 2.48. [21] Pour tout digraphe D d’ordre n,

Yar(D) <2 (n— AT (D)) +1. (2.1)
Théoréme 2.49. [21] Pour tout digraphe D d’ordre n > 4,

Yar(D) + var(D) < 2n+ 3. (2.2)
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CHAPITRE 3

LA K-DOMINATION DANS LES DIGRAPHES

3.1 Introduction

L’étude de ce chapitre est divisée en deux sections, dans la premiére section, nous donnons
n

uelques bornes inférieures pour v, (D). En particulier v,(D) > —————— qui est une

quelq pour (D) p vk()_kJrN(D)q

généralisation de (D) > 1+++(D) donnée par Ghoshal et al. (1998) [33]. Aussi nous
caractérisons les digraphes atteignant ces bornes. Dans la deuxieéme section, nous donnons

2kn
2k+1

quelques bornes supérieures. En particulier v, (D) < qui est une généralisation de la
borne de Lee [43] (y(D) < %). En plus, nous caractérisons les digraphes pour lesquels ces
bornes sont atteintes.

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont publiés dans la revue (Journal of Combi-

natorial Optimization) [59].

3.2 Bornes inférieures sur 7, et les digraphes extrémaux

Dans cette section, nous présentons des bornes inférieures sur le nombre de domination
v (D). En outre, nous caractérisons les digraphes atteignant ces bornes. Le cas particulier
k =1 conduit le plus souvent & des résultats classiques connus. Nous rappelons le résultat

suivant:
Observation 3.1. Si D est un digraphe d’ordre n alors v,(D) < n, et v,(D) = n si et
seulement si A~ (D) <k —1.
Donc, si D est un digraphe avec A~ (D) > k, alors
k<%.D)<n-1. (3.1)

Nous commengons par donner les digraphes extrémaux pour lesquels v, (D) = k.
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3.2.1 Digraphes avec v,(D) =k

H
On note K*,, le graphe biparti complet orienté avec une bipartition X et Y tels que

| X| =p, |Y]|=qetd;(y) =p pour tout y € Y.

Proposition 3.2. [59] Soient D = (V, A) un digraphe d’ordre n, k > 1 un entier positif
et A= (D) > k. Alors, v,.(D) = k si et seulement si D contient Wk,n_k comme digraphe

partiel.

Preuve. Nécessité. Supposons que v,(D) = k et que S soit un 7,(D)-ensemble de
D, donc chaque sommet de V' — S a exactement k voisins dans S. Soient X = S, Y =
V—Set AIX,)Y] = {(u,v) € A:u € X et v € Y}, il est clair que le digraphe partiel
(X UY, A[X,Y]) est un graphe orienté biparti complet K+ kn—k avec une bipartition X, Y
et | X|=|5=k, |Y|=|V-S=n-E.

Suffisance. Si D contient K* kn—k comme digraphe partiel, alors I?k)k:,n—k a une bi-
partition X et YV telle que | X| =k, |Y| = n — k et d (y) = k pour chaque sommet
y € Y. Donc X est un ensemble k-dominant. De plus, v, (D) < ’yk(l_(_*)k.,n,k) < |X| <k,
et puisque v, (D) > k, on obtient ,(D) = k. O

Nous donnons maintenant une deuxiéme borne inférieure pour v, (D) en fonction de

n, m, k, ainsi les digraphes extrémaux pour lesquels cette borne est atteinte.

3.2.2 Digraphes avec v,(D) =n — %

Théoréme 3.3. Soient D = (V, A) un digraphe ayant n sommets, m arcs et ext-degré

mazimum AT (D) >k avecn > 1, m >0, et k > 1 alors

V(D) > n —

|3

avec éqgalité si et seulement si D est un digraphe biparti k-int-semi-régqulier.

Preuve. Soit S un v,(D)-ensemble. Posons X = S et Y =V —S. Le nombre m(X,Y)
d’arcs de X &Y satisfait:
m(X,Y) > k|Y].
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On peut déduire que le nombre m d’arcs dans D satisfait m > m(X,Y) > k|Y| =

kE(n —v,(D)). Dou v, (D) >n— 7.

Si v,(D) =n — 3, alors m = k (n —v,(D)) = kY], et donc tous les arcs de D sont
entre X et Y. D’ou X et Y sont des ensembles indépendants et chaque sommet de Y a
in-degré k, ce qui implique que D est un digraphe biparti k-int-semi-régulier.
Réciproquement, supposons que D est un digraphe biparti k-int-semi-régulier avec les
parties X et Y tels que chaque sommet de Y a int-degré k. Alors X est un ensemble

k-dominant dans D. Puisque m = k[Y| = k (n — | X]), il s’ensuit que |X| =n — 7. En

utilisant le fait que |X| > v, (D) > n — 7, on déduit I'égalité désirée. O
kn

3.2.3 Digraphes avec v,(D) = m

Nous donnons maintenant une borne inférieure sur v, (D) en fonction de n, k et A1 (D),

qui généralise la borne v(D) donnée par Ghoshal et al. [33], et qui aussi

> "
~ 1+ AT (D)
améliore la borne inférieure dans la chaine d’inégalités en (3.1), quand A* (D) < n — k.
Ainsi, nous donnons une caractérisation descriptive pour les digraphes atteignant cette

borne.

Théoréme 3.4. [59] Soit D = (V, A) un digraphe de n sommets d’ext-degré maximum

At (D) > k. Alors
kn

D)y> ————
)2 A D)
avec éqgalité si et seulement si V = X UY, ou X est indépendant, chaque sommet de X

est d’ext-degré AT (D) et chaque sommet de Y a exactement k int-voisins dans X .

Preuve. Nous montrons d’abord la borne inférieure. Soit S un 7, (D) -ensemble. Le
nombre m(S,V — §) d’arcs de S a V — S vérifie k |V — S| < m(S,V —5) < At (D)|S].

Donc |S| > , et la borne est prouvée.

kn
k+ AT (D)
Supposons maintenant que v, (D) = %. Alors, nous avons ’égalité tout au long
de la chaine d’inégalité précédente. Il est clair que chaque sommet de S a A* (D) ext-
voisins dans V' — S, et donc ’ensemble S est indépendant et chaque sommet de V' — S a

exactement k int-voisins dans S.
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Inversement, il est facile de voir que si D est I'un des digraphes décrits ci-dessus,
alors chaque sommet de X a exactement A" (D) ext-voisins dans Y et chaque sommet
de Y a exactement k int-voisins dans X. Ainsi X est un ensemble k-dominant de D et
[V —X|k=|Y|k=m(X,Y) =A% (D)|X], et donc v,(D) < |X| = %. L’égalité

O

vient du fait que v,(D) > %.

Corollaire 3.5. (Ghoshal et al.[33]) Pour tout digraphe D de n sommets et d’ext-degré

n
3 + > .
mazimum AT (D), v(D) > T+ AT (D)

Pour £ = A~ (D), nous avons le résultat suivant:

Corollaire 3.6. [59] Soit D = (V,A) un digraphe d’ordre n avec ext-degré maximum

A~ (D
A* (D) et int-degré mazimum A~ (D). Alors ya-(py(D) = A~ (D) :_ iﬁ D)

ment st D est un digraphe biparti avec V. = X UY, tel que chaque sommet de X a un

st et seule-

ext-degré AT (D) et chaque sommet de Y a un in-degré A~ (D).

3.3 Bornes supérieures sur v, et les digraphes extrémaux

Dans cette section, nous considérons des bornes supérieures sur v, (D). On note X

I’ensemble des sommets ont int-degré au moins k, c’est-a-dire
Xpy={zeV:idy(z) >k} et Vi={zeV:d,(z)=k}

ou k € N*. Rappelons qu'un digraphe complet d’ordre n est un digraphe dont son graphe

associé est le graphe complet K,,. On commence cette section par ces deux observations :

Observation 3.7. [59] Soit k un entier positif, et soit T,, = (V, A) un tournoi k-int-

régulier d’ordre n. Alors n = 2k + 1.

Preuve. Soit T;, = (V, A) un tournoi k-int-régulier d’ordre n. Alors,

b = 14 = 3y, (v) = 22— 1

2 7
veV

ce qui implique que n = 2k + 1. n
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Observation 3.8. [59] Soit k un entier positif, et soit T,, = (V, A) un tournoi k-int-

régulier d’ordre n. Alors v,(T,) = 2k.

Nous donnons une caractérisation des digraphes D avec v, (D) =n — 1.

3.3.1 Digraphes avec v, (D) =n —1

Théoréme 3.9. [59] Soit D = (V, A) un digraphe d’ordre n avec A~ (D) > k et k € N*.
Alors, v,(D) =n — 1 si et seulement si |Xy1| < 1, D[Xy] est un digraphe complet et si
X1 = {y} alors y — Y.

Preuve. Si |Xj1| > 2, alors X;.; a deux sommets disant, x et y tels que V — {z, y}
est un ensemble k-dominant de D, une contradiction.

Supposons maintenant que le graphe associé de D [X}] ne soit pas un graphe complet.
Cela signifie qu'il existe deux sommets de D [X}], disant et y qui ne sont pas adjacents. Il
est clair que V —{z, y} est aussi un ensemble k-dominant de D, d’ott on a une contradiction.
Supposons enfin que X, = {v} et qu’il existe au moins un sommet u dans Y} tel que
(v,u) ¢ A. Alors V — {u,v} est un ensemble k-dominant de D, encore une fois nous
obtenons une contradiction.

Pour la condition suffisante, supposons au contraire que 7,(D) # n — 1. Soit S un
vi-ensemble de D. Comme A~ (D) > k, la borne supérieure dans la chaine d’inégalités en
(3.1) donne ~v,(D) < n — 2, ce qui implique que V' — S a au moins deux sommets, disant
x,y. Si z et y sont dans Y}, alors on obtient une contradiction avec le fait que D [Xj] est
un digraphe complet. Comme | X} 1| < 1, on doit avoir z € Y} et y € X343 ou x € Xjiq
et y € Y. Sans perte de généralité, supposons que Xi.1 = {y}. Donc, (y,z) ¢ A, ce qui

donne une contradiction avec le fait que y = Y. O

Corollaire 3.10. Soit D un digraphe r-in-régulier d’ordre n > 2 avec r > k. Alors,

Ye(D) =n —1 si et seulement si D est un digraphe complet k-int-regulier.

Preuve. Siv,(D) =n — 1, alors d’apres le Théoréme 3.9, r = k car | X 1] < 1. Donc,
D est un digraphe complet k-int-régulier. L’inverse est évident puisque nous ne pouvons

pas avoir un ensemble k-dominant, S avec |S| < n — 2. O
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Corollaire 3.11. Soit D un graphe orienté d’ordre n avec 6~ > k et k > 1. Alors

Ye(D) =n —1 si et seulement si D est un tournoi T, k-int-réqulier d’ordre n = 2k + 1.

3.3.2 Digraphes avec v, (D) = %n

Dans cette sous-section, nous généralisons le résultat de Lee [43] en donnant une borne

supérieure pour v, (D) dans les digraphes D avec 6~ (D) > k a savoir, 7, (D) < %n,
puis nous donnerons une caractérisation descriptive pour lesquels cette borne est atteinte.
Le théoréme suivant donné par Caro [19] et Wei [68] pour les graphes simples sera utile

pour notre résultat.
Théoréme 3.12. [19, 68] Si G = (V, E) est un graphe d’ordre n, alors

a(G) > L

R T T &2

avec éqalité si et seulement si chaque composante connexe de G est un graphe complet.

Théoréme 3.13. [59] Soit D un digraphe d’ordre n avec 6~ (D) > k et k > 1 un entier
positif. Alors,

2%
D) <
(D) <5

De plus la borne est atteinte si et seulement si D est ['union disjointe de copies de tournois

n.

k-int-régquliers d’ordre 2k + 1.

Preuve. Soit D un digraphe d’ordre n avec 6~ (D) > k, ou k est un entier positif. Soit
H = (V, B) un digraphe partiel de D de degré minimum % défini comme suit: tant qu’il
existe un sommet v dans V' de int-degré au moins k£ + 1, nous supprimons un arc incident
a v. Finalement, nous obtenons, d(v) = k pour tout v € V(H) et par conséquent H est
un digraphe k-int-régulier. Maintenant, soit G = (V| F) le graphe associé de H. D’apres

le Théoreme 3.12 et I'inégalité de Jensen on a:

1 n?
a(G) > > : 3.3
D2 w1 Sl @D 33)
veV
Puisque 2 |E| = > d(v) et |E| < |B| = kn,
veV
n? n? n
G) > > = ) 3.4
Oz B 2 3B 10 i1 (3:4)
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Soit I un « (H )-ensemble. Alors chaque sommet de [ a k int-voisins dans V' — I, et donc
V' — I est un ensemble k-dominant de H. De plus, comme « (G) = a(H), et puisque la
suppression d’un arc ne diminue pas le nombre de k-domination de D, i.e.,y, (D) < 7, (H).

Par conséquent

2kn
< < — =n — < .
Ve (D) <v(H) <V —1I|=n &(G)_2k:—|—1

(3.5)
Maintenant supposons que D est formé par I'union disjointe de p copies de tournois
k-int-réguliers T d’ordre r = 2k + 1 pour ¢ = 1,...,p. Alors d’apres les Observations 3.7

et 3.8, onan=(2k+ 1)p et v,(T') =r —1 =2k pour i = 1,..., p. Par conséquent,

2kn
D = T = Qk = .
Vi (D) = py(Tox+1) P=5 1
Pour la condition nécessaire, si v, (D) = 2I§i1n alors nous avons 1’égalité dans (3.3),

(3.4) et (3.5). En particulier,

B = |B| et a(G) :Zm. (3.6)

La premiere égalité de (3.6) implique que H est un graphe orienté. D’apres le Théoréme
3.12 et la deuxieéme égalité de (3.6) implique que G a a (G) = a composantes connexes,
dont chacune est un graphe complet. Par conséquent, H est un graphe orienté k-int-
régulier, et chaque composante de H, est un tournoi k-int-régulier 77, pour j = 1,...,«
D’aprés les Observations 3.7 et 3.8, onar = 2k+1 > 3 et ’yk(TijH) =2k, pourj =1,...,«
respectivement. Maintenant pour terminer la preuve du théoréme 3.13, nous montrons que
H est exactement D, i.e., A = B. Pour se faire, supposons au contraire que D a au moins
un arc, disant, (y, z) tel que (y,z) € A et (y,x) ¢ B. Sans perte de généralité, supposons
que z est dans V (T2k+1) et y peut étre dans V (T2k+1) ou non. Puisque T3, est un
tournoi k-int-régulier d’ordre au moins trois, x a au moins un int-voisin, disant, z # y dans
V (T3.1) (notons que dans le cas ony € V (T3, 4), (y,z) est un arc symétrique de D).
Ainsi, nous pouvons construire un ensemble k-dominant de D en prenant V' ( S +1) {z, 2}
et 2k sommets de chaque Tgkﬂ pour j = 2,...,«, parmi eux y. Puisque n = (2k + 1) «

on a,

2kn

< _ _
Y (D)< 2k —1)+2k(a—1) < 1
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d’ott on a une contradiction avec le fait que . (D) = %n, ce qui compléte la preuve du

Théoréme 3.13. O

Remarque 3.14. [59] Pour les graphes non orientés G d’ordre n avec 6 (G) > k et k un

k
entier positif, la borne, v, (G) < k—fl donné par Cockayne, Gambel et Shepherd dans [18],

n’est vraie que si G est le graphe associé d’un digraphe symétrique D. Cependant, cette

inégalité n’est pas vraie pour tout digraphe D avec 6~ (D) > k. Considérons par exemple
2kn kn

> .
2k+1 " k+1

le tournoi k-int-régulier T,, d’ordre n =2k + 1. On a: v, (T,,) = 2k =
Pour le cas k = 1, nous avons le résultat de Lee [43].

Corollaire 3.15. [}3] Soit D un digraphe d’ordre n et d’int-degré minimum §~ (D) > 1.
Alors,

avec égalité si et seulement si D est ['union disjointe de copies de Cs.
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CHAPITRE 4

LA DOMINATION ROMAINE DANS LES DIGRAPHES

4.1 Introduction

Nous rappelons ici quelques résultats connus sur le paramétre de domination romaine

vr(D) dans les digraphes D et qui serons utiles dans la suite.

Proposition 4.1. [/0] Si D est un digraphe d’ordre n, avec ext-degré mazimum A* (D) >
1, alors

vr(D) <n—AT(D)+1 (4.1)

Proposition 4.2. [53] Si D est un digraphe d’ordre n, alors v (D) < n si et seulement
si AT(D) > 2.

Proposition 4.3. [53] Si T est un arbre orienté d’ordre n > 2, alors (1) = n si et

seulement st AT(T) = 1.

Proposition 4.4. [21] Si D est un digraphe d’ordre n > 3, alors
Yr(D) +7r(D) <n+3 (4.2)

Dans ce chapitre, on s’intéresse principalement & la caractérisation descriptive de
certaines classes de digraphes extrémaux a savoir les graphes orientés ext-réguliers, les
tournois et les arbres orientés atteignant la borne supérieure en (4.1). Ensuite, nous don-
nons les digraphes extrémaux pour lesquels la borne supérieure de la relation de type
Nordhaus- Gaddum, en (4.2) est atteinte. Enfin, nous prouvons que le probléme de dé-
cider si un graphe orienté D satisfait v5(D) =n — AT (D) + 1 est Co-N P-complet.

Les résultats obtenus dans ce chapitre ont fait I’'objet de deux articles, un article publié
dans la revue (Journal of Combinatorial Optimization) [60], et Pautre article soumis dans

la revue (Electronic Journal of Graph Theory and Applications ) [63].
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Notation 4.5. Soit D un digraphe, on note Xa+py l’ensemble de tous les sommets de D

ayant ext-degré mazimum AT (D) > 1, c’est-a-dire Xa+p) = {z € V : d}, (z) = AT (D)}

et pour tout sommet x € Xa+py, Nj, [x] =V — N} [z] et Z, = Nj (N} (z)) NN [z].

Nous commencons ce chapitre par donner les conditions nécessaires pour les digraphes
D atteignant la borne supérieure en (4.1) et qui seront trés importantes tout au long de

ce chapitre.

Observation 4.6. [60] Soit D un digraphe d’ext-degré maximum At (D) > 1, x € Xa+(p)
ety € N (x). Siypr(D)=n—AT(D)+1 alors

L AYD NSl < 1,
2. ‘Ni% () ﬂm‘ <2,
3. |Z,| < 2A% (D) — 1.

Preuve. Si v, (D) = n, alors AT (D) = 1, et les trois conditions nécessaires sont
vérifiees. Si yp(D) < n, alors AT (D) > 2. Raisonnons par I’absurde et supposons au

contraire que 1'une de ces trois conditions n’est pas vérifiée:

1. Si la condition 1 n’est pas vérifiée. Donc il existe au moins un sommet z dans N []

tel que [NJ (2) N Nj, [x}‘ > 2. La fonction f = (V, Vi, Va), ol
Vi=V-— (Ng (2] U (Ng 2] N NG, [x])) ot Vo = {, 2},

est une FDR de D avec w (f) = |[Vi| +2|Va] <n — At (D), d’oi on a une contradiction.
2. Si la condition 2 n’est pas vérifiée. Donc il existe au moins un sommet y dans

N} (z) tel que ‘NB (y) N N}, [a:]) > 3. La fonction f = (Vj, Vi, V3), ou
Vi=V— (N0 (NS () N NG [])) et Va = {0}

est une FDR de D, donc w (f) = [V1| +2|V2| <n— AT (D), d’ott on a une contradiction.
3. Si la condition 3 n’est pas vérifiée. D’apreés la condition 2, il est évident que

|Z:| < 2A% (D). Supposons que | Z,| = 2A%(D). La fonction f = (Vo, V4, V2), o
Vi=V — (N (z)UZ,) et Vo= N} (2),

est une FRD de D avec w (f) = |V1|42|Va| = n—A™ (D), d’ott on a une contradiction. [
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FIGURE 4.1. Un arbre orienté avec vp(D) < n — AT(D) + 1.

Nous notons que les trois conditions nécessaires données dans I’Observation 4.6 ne sont

pas suffisantes comme le montre le graphe orienté D présenté dans la Figure 4.1. On a

Yr(D)=7<n—-AT(D)+1=8.

Observation 4.7. [60] Soit D un digraphe avec ext-degré minimum 6* (D) > 2. Si

Yr(D) =n— AT (D) +1, alors D est un digraphe connexe.

Preuve. Soit © € Xa+(p). Puisque 67 (D) > 2, il résulte de 'Observation 4.6 que

chaque sommet de N} [z] a au moins un ext-voisin dans N}, [z] ce qui implique que D est

un digraphe connexe. O

Maintenant, pour 1 < A*™ (D) < 2, nous donnons des conditions nécessaires et suff-

isantes pour les digraphes D atteignant la borne supérieure en (4.1).

Proposition 4.8. [60] Soit D un digraphe avec 1 < AT (D) < 2. Alors ygz(D) = n —
A1 (D) +1 si et seulement si AT (D [Ng [w]]) < 1 pour chaque x € Xa+(p).

Preuve. Supposons que v5(D) = n — AT (D) + 1. Clairement, par ’Observation 4.6
que, AT(D [m]) < 1 pour tout x € Xa+(p).

Inversement, si AT (D) = 1, alors par la Proposition 4.2, v5(D) =n =n—A" (D) +1.
Maintenant supposons que A™ (D) =2 et y5(D) <n — AT (D) + 1. Soit f = (Vo, V1, Va)

une 7 (D)-fonction. Donc
Vil +2|Va| = 7p(D) <n— AT (D) +1=[Vo| + [Vi[ + [Va] — L.

ce qui donne, |V,| < |Vy| — 2. Puisque V; domine Vj, V5 contient au moins deux sommets
x, y tels que |N5r (x) N VO} = [N} (y) N Vo| = 2 et N [z] N NJ [y] = 0, on conclut que

AT(D [Ng [w]}) > 1, d’ou on a une contradiction. O
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4.2 Graphes orientés ext-réguliers et tournois

avec vp(D)=n— AT (D)+1

Dans la suite, nous donnerons la structure des graphes orientés k-ext-réguliers D et

tournois satisfaisant v,(D) =n—k+ 1, ou k > 1.

En utilisant I’Observation 4.6, on peut déduire le résultat suivant qui est important

pour la suite.

Proposition 4.9. [60] Soit D un graphe orienté k-ext-réqulier avec yp(D) =n — k + 1.
Alors 1 < k < 3.

Preuve. 1l est clair que k > 1, sinon y5(D) = n 4+ 1. Maintenant, soit x € V, par

I’Observation 4.6, chaque sommet y de N}, (z) a au plus deux ext-voisins dans N}, [z]. Ceci

implique que y a au moins k — 2 ext-voisins dans N}, (z). 1l est clair que le sous-graphe

orienté induit par N7 [z] a au plus *EX arcs. Alors
k(k+1)
+ ) S ST dhw) =dh @)+ Y dh () = k+(k—2)k,
yeENS[2] YeENS (@)
ce qui donne k < 3. O

Pour £ = 1, on not par F; la famille de tous les graphes orientés 1-ext-réguliers D
d’ordre n, ot chaque composante de D n’a qu'un seul circuit d’ordre au moins 3.

Pour k£ = 2, on note par F; la famille de tous les graphes orientés 2-ext-réguliers D
satisfaisant A" (D [W}) < 1 pour tout z € V.

Pour £ = 3 dans les lemmes structuraux suivants, D sera un 3-ext-régulier avec
vr(D) = n—2, z un sommet quelconque de D, et on note par Z, = N}, (N}, (z)) ﬂm.
Rappelons que le tournoi rotatif (rotational tournament en anglais) RT7 a pour ’ensemble
de sommets V(RT;) ={0,1,2,3,4,5,6} et un arci — jsi j —i =1, 2 ou 4 (mod 7)(voir
la Figure 4.2).

Lemme 4.10. [60] [N}, (y) N N} [z]| < 2, pour tout sommet y dans Z,.

Preuve. Supposons au contraire qu’il existe y € Z, tel que }N 5 (y) NN [x]! > 3.

Alors y a au plus un ext-voisin dans N, [z], cela signifie que le sommet y a au moins deux

ext-voisins dans N} [z], une contradiction avec 1’'Observation 4.6. O
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Lemme 4.11. [60] D [N}, (z)] = .

Preuve. 1l en suit de I’Observation 4.6, et le fait que D est un graphe orienté 3-ext-
régulier, }Ng (y) N Zx} <2et |N]3L (y) N Np (z)| < 2 pour tout sommet y dans N} (z), ce
qui implique que | N} (y) N N ()| = 1 pour tout sommet y dans N}, (z). 1l est facile de
voir que D [N} (z)] est un circuit d’ordre 3, ie., D [N} (z)] = Cs. O

Lemme 4.12. [60] D [N}, [z] U Z,] & RT5.

Preuve. Soit N (z) = {y1,v2,y3}. Vu du Lemme 4.11, on a (N}, (z)) est un circuit
et |Np (y;) N Zy| = 2 pour 1 < i < 3, donc |Z,| > 2. Si|Z,| = 2, alors il est facile de
voir que chaque sommet dans 7, a exactement trois int-voisins dans N}, (x), d’ou on a
une contradiction avec le Lemme 4.10, donc |Z,| > 3. Maintenant, sans perte de général-
ité on peut supposer que D [N} (2)] = (1,92, y3). Si N (y2) N Nj (y1) = 0 alors ys

a trois ext-voisins dans Z,,, et on a une contradiction avec 1’Observation 4.6. Alors on

1
doit avoir | N7, (y2) N Nj, (y1)| > 1. De maniére analogue au cas précédent, on obtient,
IND (y2) NNJ (ys3)| > 1 et [N (ys) N Nj (y1)| > 1. En utilisant le Lemme 4.10, on peut
déduire que |Nf5 (y;) " Np (yj)} = 1pour 1 <i,j < 3,1 # j. Par conséquent il est facile de
vérifier que | Z,| = 3. Soit Z, = {z1, 22, 23}. Sant perte de généralité on peut supposer aussi
que N (y1) = {21, 20}, NJy (y2) = {22, 23} et N}, (y3) = {z1,23}. Ainsi, par 'Observation
4.6, on a Nj(21) = {z,y2, w1}, Nj(22) = {z,ys, w2} et N} (z3) = {z,y1, w3}, ou
w1, Wy, W3 € m. Pour finir cette preuve, on doit montrer que D [Z,] = (21, 23, 22).
Tout d’abord, on doit montrer que w; = z3 i.e., 21 — z3. Pour ce faire, supposons au
contraire que w; # z3. Donc, {z3,y1} C N} (y3) avec {z3,y1} C m, mais dans ce
cas, on a AT(D [W]) > 2, ainsi on a une contradiction avec I’Observation 4.6. Donc
21 — 23, et par le méme argument, on peut déduire que z3 — 29 et 2o — z1, et ceci signifie
que D [Z,] est un circuit d’ordre 3 avec 21 — 23 — 29 — 21 — 23, i.e., D [Z,] = (21, 23, 22).

Par conséquent D [N}, [z] U Z,| = RT; (voir la Figure 4.2). O

Lemme 4.13. [60] N} [z] — Z, = 0.

Preuve. Supposons, au contraire que N}, [x] — Z, # 0. Soit w € N} [#] — Z,. D’apres

I’Observation 4.7, D est connexe, de plus puisque dj, (w) = 3, par ’Observation 4.6, w a
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FIGURE 4.2. Les tournois ext-réguliers T3, T5 et RT7.

au moins deux ext-voisins dans N [z]. Mais comme D [N} [z] U Z,| = RT7, il est simple
de vérifier qu’il existe un sommet u dans N}, [z]U Z, tel que w a au moins deux ext-voisins

dans N} [u], une contradiction avec I’Observation 4.6. O

Maintenant, nous donnons une caractérisation descriptive pour les graphes orientés

k-ext-réguliers avec k > 1 pour lesquels y5(D) =n — k + 1.

Théoréme 4.14. [60] Soit D = (V, A) un graphe orienté k-ext-régulier d’ordre n. Alors
Yr(D)=n—k+1 si et seulement si D € {Fy, Fa} ou D = RT;.

Preuve. Soit D = (V,A) un graphe orienté k-ext-régulier d’ordre n et k > 1. Si
Yr(D) = n —k + 1, alors d’aprés la Proposition 4.9, k¥ < 3. Pour k£ = 1, la Proposition
4.2, nous permet de vérifier facilement que vz(D) = n si et seulement si D € F;. Pour
k = 2, d’aprés la Proposition 4.8, yz(D) = n — 1 si et seulement si D € F;. Pour k = 3.
D’aprés les deux Lemmes 4.12 et 4.13, on a D = RT;. La condition suffisante est facile a
vérifiée. O

On en conclut alors facilement le résultat suivant :

Corollaire 4.15. [60] Soit T,, un tournoi k-ext-régulier d’ordre n > 3 et k > 1. Alors

Yr (1) =n—k+1 si et seulement si T,, € {T3,T5, RT7}, (voir la Figure 4.2).

Nous terminons cette section en donnant les conditions nécessaires et suffisantes sur

les tournois T,, pour lesquels v5(T,,) = n — AT (T,,) + 1.
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Théoréme 4.16. [60] Soit T,, un tournoi d’ordre n > 2. Alors yp(T,) =n— AT (T,) +1
si et seulement si AT (T,) >n—3, ou AT (T,,) =n—4 et Nj [u] UNJ [v] # V(T,) pour

tous les pairs de sommets u,v € V.

Preuve. Soit T, un tournoi d’ordre n > 2 et x € Xa+(z,). Supposons que v5(75,) =

n— AT (T,)+ 1. Comme D [NIJ“; [a:]} est un tournoi, et d’apres I’Observation 4.6,

At [NE ) <1,

on a

IV, el ([VE ]| -
2

1) o
= > df () < | N Tal]

'UGN;TL [z]

ce qui implique que ‘m‘ < 3, et nous en déduisons A1 (T,,) > n — 4. Pour A* (T,,) =
n — 4, supposons au contraire qu’il existe deux sommets distincts disons u,v € V tels
que N [u] U N [v] = V. Nous définissons la fonction f = (V — {u,v},0, {u,v}). Il est
clair que f est une FDR sur V, avec w(f) =4 <n— A" (T,) +1 =5, doil on a une
contradiction.

Inversement, si A™ (7,,) = n—1, n—2 oun — 3, alors il est facile de voir que v5(7,) =
n — A* (T,) + 1. Maintenant, pour A* (7,,) = n — 4, nous supposons au contraire que
Yr(Ty) < n—AT(T,) +1 =5, Soit f = (Vo,V1,V32) une vx(T,,)-fonction avec V; de
cardinalité minimum. Alors |V;| + 2|V;| < 4. Sans perte de généralité, on peut supposer
que ([Vi], [Va]) € {(0,1),(1,1),(0,2)}.

Si (|Va],|V2]) € {(0,1),(1,1)}, alors AT (7,,) > n — 2, on a une contradiction avec
AT (T,) =n—4. Si (|V4],|Va]) = (0,2). Alors T,, a deux sommets distincts disons u, v
tels que Nj[u] U Nj[v] =V, on a une contradiction avec le fait que N [u] UNF [v] #V

pour tous les pairs de sommets u,v € V. Donc y5(7,) =n — AT(T,) +1=5. O

— — —
4.3 Arbre orienté T avec yx(T)=n—AT(T)+1

BN
Dans cette section, nous donnons une caractérisation des arbres orientés T satisfaisant

— — —
Yr(T) =n—AT(T)+ 1. Soit T = (V,A) un arbre orienté d’ordre n > 2 et X =
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{a: evV: d% (x) = 2}. Rappelons qu’un arbre orienté est un arbre sans arcs symétriques.

On commence par donner quelques résultats existants pour les arbres orientés.

Observation 4.17. Si T est un arbre orienté d’ordre n > 2, alors ’YR(?) =n st et

seulement si Aﬂ?) =1.

Proposition 4.18. Soit ? un arbre orienté d’ordre n > 2 avec ext-degré maximum
Aﬂ?) > 1 et X un ensemble de sommets de ext-degré 2. Alors 'yR(?) =n—1siet
seulement si A*(?) = 2, tel que si |X| > 2 alors N%L, [z] N N%, [y]| = 1 pour tout couple

de sommets différents x, y dans X.

Preuve. Soit T un arbre d’ordre n > 2. Suppose que 7y R(?) =n — 1, et supposons au
contraire que A*(?) # 2. D’prés I’Observation 4.17, A*(?) > 3 et d’aprés la Proposition
4.1, VR(?) < n—A*(?)—i—l < n—2 < n—1, d’ou on a une contradiction. Donc A*(?) =2
et |X| > 1. Maintenant, supposons au contraire que |X| > 2 et il existe au moins deux
sommets, disons x et y dans X tels que N%C [z] N N% [y]) # 1. Puisque T est un arbre
orienté, N [1] 1 N [y] = 0. La fonction f = (Vo, Vi, Va), o0 Vi = V — (N%C 2] U N [y])
et Vo = {x,y}, est une FDR de ?, donc 'yR(?) < [Vi| +2|V5] =n —2, d’ott on a une
contradiction.

Inversement. Soit 7 un arbre orienté d’ordre n > 2 avec ext-degré maximum A*(?) =
2. 11 est clair que si X contient un seul sommet x, alors la fonction f = (Vp, V4, Vs) =
(NiTﬁ (x),V— N%ﬁ [z],{z}) est une 'yR(?)—fonction avec ’yR(?) = V1| +2|Va] = (n —3) +
2 = n — 1. Supposons maintenant que | X| > 2 et que N% [z] N N% [y]| = 1, pour tout
couple de sommets différents x, y dans X. Soit z € V tel que N%C [z] N N%C [y] ={z}, on
distingue deux cas:

Case 1. z ¢ X (voir la Figure 4.3 type (a)). Soit € X, la fonction f = (Vp, V4, Va) =
(N% (z),V — N%ﬁ [z],{z}) est une 73(?)—fonction avec VR(?) =|Vi|+2|Vol =n—1.

Case 2. z € X (voir la Figure 4.3 type (b)). Alors la fonction f = (Vp, V1, V2) =
(NiTﬁ (2),V — N;_Fi (2], {z}) est une ”yR(?)—fonction avec ’yR(T)) =Vi|+2|W|=n—-1. O

— —
Pour les deux lemmes suivants, 7' sera un arbre orienté d’ordre n satisfait y,(71") =

n— Aﬂ?) + 1 et d’ext-degré maximum A*(?) > 3.
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(@) (b)

FIRE

— —
FIGURE 4.3. (a) T avec z ¢ X. (b) T avec z € X.

é
Lemme 4.19. [63] T posséde un seul sommet avec ext-degré au moins trois.

— —
Preuve. Soit 7' un arbre orienté d’ordre n et d’ext-degré maximum AT(7) > 3.

H
Supposons qu’il y ait deux sommets = et y dans 7' avec un ext-degré d’au moins 3. Sans

—

perte de généralité, on peut supposer que dJ:_;) (r) = A*(?). Siy € N%E [z] puisque T

est un arbre orienté, alors y a au moins deux ext-voisins qui sont dans NiTﬁ [z], c’est-a-dire

NiTi (y) N N% [z]| > 2, on a une contradiction avec la condition 1 de ’Observation 4.6.

Donc le sommet y doit étre dans N%i(x) Mais dans ce cas, puisque 7" est un arbre orienté,

y a au moins trois sommets extérieurs dans N_. [z], c’est-a-dire )NiTK (y) N N2 [z]| = 3, on

a une contradiction avec la condition 2 de ’Observation 4.6. O

On définit les sous-ensembles suivants:

v = {ye Nk (@) dh (y) =2},
Z:{zeN%(a:):d%(z):2},

U:{ueN;[x]—Z;d;(u)zz}
W = (N* (z) — Y) N N (U),

Il est clair que U, Y et Z forment une partition de ’ensemble X (voir 'arbre orienté T

dans la Figure 4.4).
Lemme 4.20. [63] |R| > 1, et en plus si |R| =1 alors Z = ).

Preuve. Soit T un arbre d’ordre n > 2 avec 73(?) =n-— A(?) + 1, et  un sommet

de T satisfaisant d% (z) = A*(?). D’apres 1’'Observation 4.6, nous avons d% (v) <2
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pour chaque sommet v dans T -2 Si X = (), alors A*(D [? — m}) < 1, et la condition
est vérifiée. Supposons maintenant que X = ZUY UU # @. Comme Y UW C N%ﬁ (x)

et ? est un arbre orienté, nous avons
AY(T) = [N (@)] = [Y] + W] +|RI,
et donc
+ _ | vt + _ vt
‘N? [UUY]( = vz [U]( + ’N? ]| ’N? () mY‘
=2|U|+ |[W|+3]Y]
—2|y|+2|U|+ ANT) - |R].

D’abord, nous montrons que |R| > 1. Supposons au contraire que R = (), alors
(T +
A (T) = ‘N? (:c)) = Y|+ |W].
La fonction f = (Vp, V4, V3), ou
Vi=V(T)- (N4[UUY)) et Vo =UUY
ﬁ
est une FDR de T'. Donc,

.
Tr(T) < Vil +2[V|
= [V(T)| = (21v]+ 21U+ A*(T)) +2(U] + [Y])
H
=n—AT(T), dotl on a une contradiction.

Maintenant, nous devons montrer que si |R| = 1 alors Z = (). Supposons au contraire

que |R| =1 et Z # (). Donc A*(?) = Y|+ |W]|+ 1. La fonction f = (Vg, V1, V3), ou
Vi=V-— (NiTﬁ[UUYU{z}]) ot Vo= UUY U {2}
-
est un RDF de T ou z € Z. Donc,

R(T) < Vil + 2|V
- (v— (N;[UuYu{z}])( L2UUY U {2
= VI = (21Y]+20U) + A% = |R| + [N 1] ) + 201 + Y]+ [{z})

H
=n—AT(T), d’otl on a une contradiction.
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]

—
Dans la suit, nous fournissons une caractérisation des arbres 7' d’ordre n > 2 pour
— —
lesquels y5x(T) = n — AT (T) + 1. Pour le faire, nous définissons les familles d’arbres

suivantes. Rappelons que X = {x evV: di; (x) = 2}.

o 7 est la famille de tous les arbres orientés T avec A*(?) = 1.

— —
e F, est la famille de tous les arbres orientés AT(7T') =2, et T a un sommet unique,

disons z satisfait X C N~ [z].
ﬁ
e F; est la famille de tous les arbres orientés AT (7T) > 3 satisfaisant aux conditions
suivantes:

—_—
(a) T aun sommet z unique avec ext-degré au moins trois,

(b) AT(D [N;E [m]}) < 1, et chaque sommet y € N% (z) satisfait d% (y) <2,

(¢) |R| > 1 et en plussi |R| =1 alors Z = ().

FiGURE 4.4. Un exemple d’arbre orienté T' qui appartient a F3. Notez que R n’est pas

vide et que I'ensemble Z doit étre vide dans le cas ou |R| = 1.

On commence par donner le résultat suivant sur les digraphes qui sera utile dans cette

section.
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Proposition 4.21. [40] Soient D = (V, A) un digraphe et f = (Vo, V1, V2) une v5(D)-

fonction. Alors
(a) siv eV, alors Np, (v) NVy =0

(b) Soit H = D [V U Vy]. Alors v € Vi avec N, (v)NVa # ), a au moins deux ext-voisins

privés par rapport a V5 dans le sous-digraphe H.

Nous donnons maintenant notre résultat principal.

Théoréme 4.22. [63] Soit T un arbre orienté d’ordre n > 1 avec un ext-degré mazximum

Aﬂ?) > 1. Alors
— — —
Yr(T)=n—AY(T)+1 si et seulement si T € F{UFoU Fs.

Preuve. Soit T un arbre orienté d’ordre > avec un ext-degré maximum A*(?).
Si A*(?) = 1 ou 2, alors d’aprés I’ Observation 4.7 et la Proposition 4.21 yR(?) =
n — Aﬂ?) + 1 si et seulement si T € F; ou T € F,, respectivement. supposons
maintenant que A*(?) > 3. D’aprés I’Observation 4.6, Lemme 4.19 et Lemme 4.20,
T € Fi.

Inversement. Supposons que T € F3, d’apres la Condition (a) de la famille Fj, T a
un sommet unique, disons z avec di. (z) = A+(?) et At (D [mu RD <1

Nous allons d’abord montrer qu'il existe une 7 ,( 7 )-fonction f avec f(z) = 2. Sup-
posons au contraire que chaque 7y (D)-fonction 7, w(x) # 2. Soit f = (Vp, Vi, Vs) une

fyR(?)—fonction. S’il existe un sommet v dans R tel que f(v) = 0, alors il existe un

sommet w € N% [z] tel que w — v avec f (w) = 2, et la fonction
9=WVo—A{v}, ViU{w,v}, V2 —{w})

est une VR(?)—fonction avec g (v) = 1. Et s'il existe un sommet v dans R tel que f (v) = 2,

alors il existe un sommet w € N% [z] tel que v — w avec f (w) = 0 et la fonction

h= Vo —{w},ViU{w,v}, Vs — {v})
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H
est une y,( T )-fonction avec h (v) = 1. Par conséquent, on peut supposer sans perte de
ﬁ
généralité que f(v) = 1 pour tout sommet v dans R. Puisque T € Fj3, on déduit de la
condition (c¢) que |R| > 1. Puisque f(x) # 2, nous distinguons deux cas:

Case 1. f(z) = 1. Si |R| = 1, alors la fonction
f'=(MWURVI—(RU{z}), VaU{z})

est une yp-fonction avec f’(x) = 2, une contradiction avec le fait que chaque 73(?)-
fonction 7, w(x) # 2. Si |R| > 2, alors f’ est une FDR avec f'(V) < f(V), on a une
contradiction avec le fait que f est ~y R(?)—fonction.

Case 2. f(z) = 0. Dans ce cas il existe un sommet u € N%C (x), tel que u — x avec
f(u) =2, et comme z — v avec f (v) = 1, pour tout sommet v dans R. Nous avons trois
possibilités:

Subcase 2.1. |R| = 1. Alors
f'= WV UR—{z}, (Vi = R)U{u}, (Vo —{u}) U{z})

est une yy(7")-fonction avec f’'(x) =2, d’ou on a une contradiction.

Subcase 2.2. |R| > 2 et Z = (). Alors
f'= MV UR—{z}, (Vi = R) U{u}, (Vo —{u}) U{z})

est une FDR avec f' (V) < f(V), d’ot on a une contradiction.
Subcase 2.3. |R| > 2 et Z # (. Pour le cas u ¢ Z, comme pour le Subcase 2.2, on

obtient une contradiction. Supposons maintenant que u € Z. Si |R| = 2, alors
fr=((Vo —{z}) UR,Vi = R, V5 U {z})

est une R(T))—fonction avec f’ (x) = 2, ainsi on a une contradiction avec le fait que chaque
fyR(?)—fonction m, m(x) # 2. Et si |R| > 2, alors [’ est une FDR avec f' (V) < f(V),
encore une fois on a une contradiction avec f est R(?)—fonction. Dong, il existe une
VR(?)-fonction f (V)= (Vo, Vi, Va) tel que V5 contient .

— —
Maintenant, nous montrons que v5(7) = n—A*(T )+ 1. Supposons au contraire que

VR(?) <n-— A+(?) +1.
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Nous avons,
Vi +2[Val <n— AT(T)+ 1= [Vo| + |[Va| + [Va| = AT(T) + 1.

Cela implique que,

Vol > [Va| + AF(T). (4.3)

Il résulte de I'Item (a) de la Proposition 4.21, N%E () N V7 = ). Nous définissons les deux

sous-ensembles suivants:
P=N_(z)NVz et Q =Nz (z) NV

Soit |P| = p et |Q| = ¢, donc p+ ¢ = A*(?). Comme Vy C NiTC[VQ], il est clair que
|Va| > 2. De plus, chaque sommet de V5, a au moins un ext-voisin privé dans Vj par
rapport a V.

Supposons maintenant que P = (). Puisque |V3| > 2 on peut déduire de (4.3) qu’il
existe au moins deux sommets, disons u, v dans V; qui sont dominés par un autre sommet
disons, 2’ dans V, autre que x. ie, z - u, x -» v et ' = {u, v} ce qu’ils nous donnent
AT (D [m]) > 1, d’ot on a une contradiction avec la condition (b) de la famille Fs,
et donc P # (). Nous voyons maintenant, d’une part, d’apres 1'Item (b) de la Proposition
4.21 que chaque sommet de P a au moins deux ext-voisins privés dans V| par rapport a

Vs, et, de lautre part, d’aprés la Condition (b) de la famille F3 que chaque sommet de

N, (x) a au plus deux ext-voisins dans N;_;’ [z], ce qui implique que ’NiTﬁ (P)NVy| = 2p,
puisque ? est un arbre orienté.
Maintenant, nous définissons les sous-ensembles suivants:
F=V,— (PU{z}) etE:V[)—<QU<N%C(P)ﬂVO>>. (4.4)
Donc,
B = Vel — Q1 = [N (P) Vo = [Val — a — 2, (4.5)
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Il résulte de (4.3), (4.4) et (4.5) que

[F] = [Va| = (p+1)
+ —
< Vol =AN(T) = (p+1)
<|E|+q+2p—AYNT) = (p+1)
=|E|-1<|E|.
Nous avons donc montré que |F| < |E|. Mais, puisque V5 C N%[VQ], donc F # ()

et & C N% [F], ce qui implique qu’il existe au moins un sommet w dans F' qui satisfait

NiTC (w)NE

> 2, ce qu'il nous donne A*(D [NiTC [x]]) > 2, d’out on a une contradiction

avec la Condition (b) de la famille F3. Par conséquent, v, (D) =n — Aﬂ?) + 1. O

4.4 Egalité de Nordhaus-Gaddum

Dans cette section, nous donnons une caractérisation descriptive des digraphes D vérifiant
Yr(D)+~5(D) = n+3. Rappelons que le complément D d'un digraphe D est le digraphe

défini sur 'ensemble de sommets V', ot (u,v) € A si et seulement si (u,v) ¢ A.

Proposition 4.23. [60] Soit D un digraphe k-ext-requlier avec 1 < k < n — 2. Si
AT(D [Ng [:1:]}) <1etAT(D [N_% [x]]) <1 pour tout x € V, alors on a

Yr(D)=n—Fk+1.
Preuve. Soit D un digraphe k-ext-régulier avec 1 < k < n — 2 qui satisfait
AH(D [Ng [x]]) < 1etA*(D [N_g [x]}) <1VreV.

Sik € {1,2}, alors d’apres la Proposition 4.8, v (D) = n—k-+1. Supposons maintenant
que k >3 et yp(D) <n—k+1. Soit f = (Vy, Vi, V2) une v5 (D)-fonction. Donc,

Vil +2|Va| <n—k+1=|Vo| + [Vi| + |Vo| — k + 1.

D’ou,

Vol = V2| + k. (4.6)



59

Si |Va| = 0, alors |Vo| = 0 et d’apres I'inégalité (4.6), £ = 0, on a une contradiction avec
k > 3. De méme, si |V5| = 1 alors |Vp| = k et d’apres l'inégalité (4.6), & > 1+ k, d’on
on a une contradiction. Supposons maintenant que |Va| > 2. Soit V, = {z1,...,2,}, p > 2.
Puisque f est une 7y (D)-fonction, tout sommet z; dans V5, a au moins un ext-voisin
privé disons, b; dans Vj par rapport a Va, ie., |opn|z;, Va]| > 1. Soit B = {by,...,b,} ol
b; € opnlx;, Vo] pour i € {1,...,p} et C' =V — B. 1l résulte de I'inégalité (4.6) que

Cl = Vol = Bl = [Vo| = [V2| = k. (4.7)

D’apres la proposition 4.21, N (z;) N'V; = 0, pour i € {1, ...,p}. De plus, il est facile de
vérifier que N} (z;) N B = {b;} et |Np (z;)NC| <k — 1. Par conséquent, il existe au
moins un sommet, disons ¢; dans C tel que x; - ¢;, pour i € {1,...,p} (peut étre v; = v;
chaque fois que ¢ # j). Par ailleurs, puisque chaque sommet de Vj devrait étre dominé
par au moins un sommet V5. Alors, ¢; doit étre dominé par un autre sommet, disons xs
dans V5, c’est-a-dire, ©; - v et x5 — v1. De méme cy doit étre aussi dominé par un
autre sommet différent de xq, disons y (peut étre y = x1) dans Vs, c’est-a-dire x5 - vy et
y — v9. On distingue trois cas relatifs aux arcs entre x; et x5 dans D:

Case 1. x5 <» x1 ou x93 — x1. Comme {z3, by, 1} C W avec {by, c1} C N} (z2),
onaAT(D [m}) > 2, d’ot on a une contradiction avec notre hypothese.

Case 2. 1y «— x1. Comme {z1,by,c1} C m avec {by,c1} C Ng (1), on a
AT(D [m}) > 2, aussi, on a une contradiction avec avec notre hypothese.

Case 3. x1 — x9. Siy = xy, alors {z1,b1,c2} C m avec {b1,ca} C N}, (1), on
a AT (D [W}) > 2, d’ott on a une contradiction avec notre hypothese. Donc, ¢y doit
étre dominé par un autre sommet de V5, disons x3 i.e., x1 = v, To - Uy €t £3 — v3. On
considere deux sous-cas relatifs aux arcs entre x5 et x1 dans D:

SubCase 3.1. 3 <» z1, 3 — x1 ou x3 < z1. On a {b3,ca} C N} (x3). Utilisant
un argument similaire aux Case 1 et Case 2, respectivement, nous obtenons aussi une
contradiction.

SubCase 3.2. x; — x3. Si T3 <» x3 ou x9 — x3, alors {x1,b1, 22} C m avec
{by, 2} C N} (21). Aussi, si x5 — x5 alors {x3, by, o} € N [w] avec {bs, ca} € N (w3).

Et finalement, si x5 «— w3 alors {xg,b3,co} C NI [3] avec {b3, ca} C N2 (22), et dans
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FIGURE 4.5. Un digraphe 3-ext-régulier D et son complémentaire D.

tous les cas on obtient une contradiction avec avec notre hypothése, et la preuve est

terminée. O

Nous notons que la condition suffisante donnée dans la proposition 4.23 n’est pas
nécessaire comme on peut le voir dans le digraphe 3-ext régulier est donné a la Figure 4.5.
On vérifie aisément que, ce digraphe satisfait y(D) = 4 = n—k+1, et AT(D [N_% [x]] ) >2
pour tout x € V.

Rappelons ici que le digraphe symétrique complet ?n est un digraphe (n — 1)-régulier

d’ordre n, ainsi la relation de type Nordhaus-Gaddum donné par Hao et al. [21].
Proposition 4.24. [21] Si D est un digraphe d’ordre n > 3, alors
Yr(D) + (D) <n+3

Nous donnons maintenant une caractérisation descriptive pour les digraphes D d’ordre

n > 3 pour lesquels v5(D) + V(D) =n+ 3.
Théoréme 4.25. [60] Si D est un digraphe d’ordre n > 3, alors
4 <Yp(D) +7g(D) <n+3

De plus la borne inférieure est atteinte si et seulement si chacun de D et D a un sommet

d’ext-degré n — 1 et la borne supérieure est atteinte si et seulement si D est un digraphe

k-ext-régulier avec 1 < k < n — 2, pour chaque sommet x € V, A*T(D [NZ; [9:]} <1et
+ Nt

A*(D [NB [x]}) <1.

Preuve. Borne inférieure : quand D a au moins trois sommets, clairement que D et son

complément D satisfont v5(D) > 2 et y5(D) > 2, donc y5(D) 4+ vx(D) > 4 et I'égalité
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atteinte si et seulement si les deux digraphes D et D doivent avoir un sommet d’ext-degré
n—1.

Pour la borne supérieure, d’aprés la Proposition 4.24, (D) + (D) < n + 3. Pour
prouver I’égalité, nous commencons par la condition suffisante. Il est clair que si D est un

digraphe k-ext-régulier alors D est aussi un digraphe k-ext-régulier avec 1 < k' < n — 2 et

k 4+ k' =n — 1. Par la Proposition 4.23 on a

Yr(D)=n—k+1and v4(D) =n — k' +1,

ce qui implique que y5(D) + vr(D) = n + 3, et la condition suffisante est tenue.
Pour la condition nécessaire, soit D un digraphe de commande n > 3, et supposons
que

Yr(D) +vx(D) =n+3 (4.8)

1l résulte de (4.8), Proposition 4.1 et A*(D) =n —§7(D) — 1 que
n+3=7yg(D)+vx(D) <n— (AN(D)-6"(D)) +3<n+3 (4.9)

ce qui implique que AT(D) = §7(D) = k, et donc D est k-ext-régulier et D est aussi k'-
ext-régulier avec k + k' = n — 1. De plus, on peut déduire de (4.9) que

Yr(D)=n—k+1letyz(D)=n—k +1 (4.10)

Maintenant si k = 0 ou n— 1, alors D ou D est un E, et donc yz(D)+7vz(D) =n+2, on
a une contradiction. Donc, 1 < k < n—2. De plus, il découle de (4.10) et la condition 1 de
" Observation 4.6 que, AT (D [ijr [x]]) <let AT(D [N_% [w]}) <1 pour tout x € V. O

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate du Corollaire 4.15 et du Théoréme
4.25. Rappelons que si T}, est un tournoi k-ext-régulier alors T',, est aussi un tournoi k’-ext
régulier avec k+k' = n—1, ainsi ¥’ = k. Noter que si T}, = T, T5 ou RTy alors T, = T3, T}

ou RT%, respectivement.

Corollaire 4.26. [60] Soit T,, un tournoi d’ordre n > 3. Alors yp(T,.) +vr(Th) = n+3 si

et seulement si T,, = T3, Ts ou RT; (revoir la Figure 4.2 dans la section 4.2 de ce chapitre).
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4.5 NP-Complétude avec y5(D) =n— AT (D) +1

Dans cette section, nous considérons la complexité du probléme de décider si “oui” ou
“non” un digraphe orienté D satisfait y(D) = n — AT (D) 4+ 1. Nous montrons que ce
probléme est CO—NP-complet en utilisant la réduction (i.e. une transformation) du
probleéme de 3-satisfiabilité (3-SAT) au probléme de décider si vz(D) < n — AT (D) est
NP-complet. Noter que le probleme 3-SAT est un probléme N'P-complet [34].

FONCTION MINIMUM DE DOMINATION ROMAINE (FMDR)
INSTANCE: Un graphe orienté D = (V, A).
QUESTION: Est-ce que D a une FMDR f avec f (V) =n— A" (D) + 1?7

FONCTION DE DOMINATION ROMAINE (FDR)
INSTANCE: Un graphe orienté¢ D = (V, E).
QUESTION: Est-ce que D a une FDR f avec f(V) <n— A" (D)?

3-SATISFIABILITY (3-SAT)

INSTANCE: Un ensemble fini X = {z1,--,z,} et un ensemble C' = {C},Cy,...,C,}
de la collection d’ensembles de 3 éléments de X, appelés clauses, telle que chaque clause
Ci = Yi1 V¥is2 VUi 3, ot chaque occurrence y;,; soit z; ou 7; (la négation de x;).

QUESTION: Y a-t-il une instance (formule) I = C; A Cy---AC, de 3-SAT, pour
I'ensemble des clauses C, telle que D ait un FRD f avec f(V) < k si et seulement si

j’ai une assignation de vérité satisfiable ?

Nous notons par H; le graphe orienté décrit dans la Figure 4.6.

Y

FIGURE 4.6. Le graphe orienté H;.

Théoréme 4.27. [60] Le probleme FDR est N'P-complet pour les graphes orientés.
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Preuve. Soit D un graphe orienté d’ordre n. Premiérement, nous devons montrer
que FDRe NP. En effet, il est facile de vérifier une instance ’oui’ de F'DR en temps
polynomial, c’est-a-dire, pour un graphe orienté D = (V, A), un entier positif k& et une
fonction arbitraire f avec f(V) < k, il est facile de vérifier en temps polynomial si f est
un F'DR. Deuxiémement, nous devons construire une réduction du probléme N P-complet,
3-SAT bien connu au probléme de FDR.

Soit X = {x1, s, ...,x,} un ensemble de variables et C' = {C}, (s, ..., C, } un ensemble
de sous-ensembles de 3-éléments, appelés clauses, ot chaque clause C; contient trois oc-
currences distinctes d’une variable x; ou 7; (la négation de z;). Etant donné une instance
I de 3-SAT, pour I'ensemble des clauses C, nous construirons une instance D(I) (c¢’est-a-
dire un graphe orienté D correspondant a une instance I) telle que D a une FDR, [ avec

f(V) <k si et seulement si [ est satisfiable (i.e., j’ai une affectation de vérité satisfiable).

Ya

FIGURE 4.7. Instance [ = (Ty Vo V a3) A (Ty VT2V x3) A (T2 V 23V x4) A (T2 V T3 V 24).

Pour chaque clause C;, de C', nous créons un sommet de clause étiqueté c;, et pour
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chaque variable x; dans X, nous construisons un graphe orienté étiqueté H; décrit dans la
Figure 4.6. De plus, pour chaque clause C}, on ajoute trois arcs de trois littéraux dans la
clause C; au sommet c¢; correspondant et nous ajoutons un autre sommet, disons w, et le
relie par des arcs du sommet w a chaque sommet de y; et ¢; (Voir la Figure 4.7). Clairement
D (I) peut étre construit a partir d'une instance de 3-SAT en temps polynomial. Nous
devons montrer que / a une affectation de vérité satisfiable si et seulement si le graphe
orienté D(I) aun FDR, f avec f(V) < k, dans ce cas k = 4p + 1.

Supposons d’abord que j’ai une affectation de vérité satisfiable. On crée une fonction
f = (Vo,V1,V3) comme suit: si I (x;) =Vrai, alors x;, z; € V5. Autrement dit, 7;,t; € Va.
Ainsi, soit f(w) = 1 et tous les sommets restants sont en V4. Il est facile de voir que la
fonction f est une FDR sur D (I) du poids f (V) = 4p + 1.

Inversement, supposons que D([) a une FDR f = (Vp, V1, V2) du poids f (V) < 4p+1.
Nous devons montrer que j’ai une affectation de vérité satisfiable. Comme Np (w) = ()
alors f(w) > 1, et il est facile de voir que pour chaque H;, nous devons avoir f (V (H;)) > 4,
et donc f (V) > 4p + 1, ce qui signifie que f(V (H;)) = 4 pour chaque i, f(w) = 1, et
f(¢;) = 0 pour tout j. Donc, ou bien f(z;) =2, f(z;) = f(y;)) =0et (f(z),f(t)) €
{(2,0), (L, D}, ou f(T) =2, f(y:) = f(z) = 0et (f(z),f(t) € {(0,2), (1, 1)}
Puisque chaque sommet de clause doit étre dominé par au moins un sommet de V5. Nous
pouvons donc créer une affectation de vérité satisfiable comme suit: pour chaque variable
x;, assigner & x; la valeur TRUE si z; € V5, sinon assigner la valeur FALSE. Il est simple

de voir que c’est une affectation de vérité satisfiable pour I. O]

Corollaire 4.28. [60] Le probléme FMDR est CO-N"P-complet pour les graphes orientés.
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CHAPITRE 5

LA DOMINATION ROMAINE DOUBLE DANS LES DIGRAPHES

5.1 Introduction

Nous rappelons ici quelques résultats obtenus par Hao et al [38] et qui serons utiles dans

la suite.

Théoréme 5.1. [38] Si D est un digraphe d’ordre n. Alors vy 5 (D) < 2n avec égalité si
et seulement si AT (D) = (.

Proposition 5.2. [38] Pour tout digraphe D, il existe une vy, (D)-fonction telle que la

valeur 1 ne soit pas étre affectée o aucun sommet de D.
Théoréme 5.3. [38] Pour tout digraphe D d’ordre n,
Yar(D) £2(n— AT (D)) +1. (5.1)
Théoréme 5.4. [38] Pour tout digraphe D d’ordre n > 4,
Yar(D) +74r(D) < 20+ 3. (5.2)

Dans ce chapitre on s’intéresse principalement a la caractérisation descriptive de
quelques classes de digraphes pour lesquelles la borne supérieure (5.1) est atteinte. Nous
commengons tout d’abord par établir des valeurs exactes de /YdR(?n) et vdR(an), qui
seront utiles dans les sections suivantes. Ensuite on caractérise certaines classes de di-
graphes, a savoir les digraphes ext-réguliers, les tournois et les arbres orientés atteignant
cette borne supérieure en (5.1). En plus, on donne les digraphes extrémaux D d’ordre
n > 4 pour lesquels la borne supérieure en (5.2) de Nordhaus-Gaddum est atteinte.

Les résultats obtenus dans ce chapitre ont fait 'objet de deux articles, un article publié
dans la revue " Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society " [61], et 'autre

article soumis dans le journal " Discret Applied Mathematics " [62].
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5.2 Valeurs exactes de 'ydR(?n) et ’ydR( n

)
P,) < [%].

Preuve. Soit F}n = (v1,v2...v,) un chemin d’ordre n. On définit la fonction f :

Lemme 5.5. [61] Pour tout nombre entier positif n, v,p(

V(?n) — {0,1,2,3} par f(vgiy1) = 3 pour 0 < i < =2 et f(v) = 0 sinon si n = 0(mod
2). Par f(v,) =2, f(vais1) = 3 pour 0 < i < 23 et f(v) = 0 sinon quand n = 1(mod
2). 1l est facile de vérifier que si n est pair, alors f est une FDRD of l_D) de poids
w(f) =3|Vs] = = et si n est impair alors f est une FDRD de P de poids 3”“ Alors

’VdR(]—ﬁn) < (%ﬂ L

Proposition 5.6. [61] Pour tout nombre entier positif n, VdR(?n) = [22].

Preuve. Il découle du Lemme 5.5 que ’ydR(_P>n) < F’?ﬂ Maintenant, nous prouvons
Iinégalité inverse. On procéde par induction sur n. La propriété est triviale pour tous les
chemins d’ordre n < 4. Supposons que n > 5 et que I’hypothése est vraie pour tout chemin
d’ordre n’ inférieur a n, i.e., 'ydR(]_D)n/) > F’T"'W Soit f = (Vp, Vi, Vo, V3) une v, 5-fonction
de _P>n avec V) = () (Voir la Proposition 5.2). Clairement f(v,) # 3. Nous distinguons
deux cas:

Case 1. n = 0(mod 2). Alors nous devons avoir f(v,) = 0, sinon nous avons f(v,) = 2,
f(vp—1) =0et f(vn_2) = 3. Soit _P>n/ = ]_3,1 —{vn—2,Vp_1,v,} dordre n’ = n—3 = 1(mod

> % On définit la fonction

2). 11 découle de I’hypotheése d’induction que fydR(]_3>n/) >
g : V(ﬁn/) — {0,1,2,3} par g(v) = f(v) pour i = 1,...,n/. 1l est clair que g est une
FDRD de ]_3”/ de poids w (f) — 5. D’apres le Lemme 5.5,

2 > yar(Bo) = w (1) = w(0) +5 > va(Poos) +5= 202,
d’ott on a une contradiction. Donc, f(v,) = 0 et f(v,—1) = 3. Soit Py =D,
{vn_1,v,} dordre " =n —2 =0 (mod 2). Par I'hypothése d’induction, vdR( w) > 7”
On définit la fonction g : V(1—3>n/) — {0,1,2,3} par g(v) = f(v) pour i = 1,....,n". Il est

clair que g est une FDRD of ]_5”/ de poids w (f) — 3. Donc,

’YdR(1—3>n> =w(f)=w(g)+3=> vdR(Z_ﬁn,Q) +3=".
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Case 2. n = 1(mod 2). Comme d~ (v;) = 0 alors f(v;) € {2,3}. Nous considérons
deux sous-cas

Case 2.1. f(v1) = 2. Soit ?n/ = ?n — {v1} dordre n’ = n — 1 = 0(mod 2). Par
I’hypothése d’induction, vdR(l_D)nr) > 37”/ On définit la fonction g : V(I_D)n/) — {0,1,2,3}
par g(v) = f(v) pour i = 1,...,n'. 1l est clair que g est une FDRD of ﬁn/ de poids
w (f) — 2. Donc,

3n+1

Yar(Po) = (f) = w(g) +2 = Yap(Puoa) +2 = ==

Case 2.2. f(v;) = 3. Soit 1_D>n/ = ?n — {v1, v} dordre n’ = n — 2 = 1(mod 2).

I1 découle de I'hypothése d’induction que ’ydR(]—ﬁn/) > 34l On définit la fonction g :
V(?n/) — {0,1,2,3} par g(v) = f(v) pour i = 1,...,n'. Il est clair que g est une FDRD
de T;n/ de poids w (f) — 3. Donc,

3n+1

/YdR(F)n) =w (f) =w (g) +3 > 'YdR(]_D)n—Q) +3= 5 .

Par conséquent ’ydR(]—gn) > [22]. O

Proposition 5.7. [61] Pour tout nombre entier positif n, vdR(an) = [22].
. H . . H H
Preuve. Soit C',, un circuit de n sommets. Alors, P, = C, — (z,y) ou z et y sont
. — . — — —
deux sommets consécutifs de C',. Il est clair que v,5(C) < Vap(Cn—(2,9)) = Yar( Pr).

D’apres la Proposition 5.6,

Yar(C) < Yan(Pn) = F’?ﬂ .

Montrons 'inégalité inverse. Soit f une 7,z-fonction de Z’>n avec Vi = (0. 1l est clair
que pour tout arc (z,y) de 5}”, nous avons f(x) 4+ f(y) > 2. S'il existe un arc (u,v) de
6’)n tel que f(u) > 0 et f(v) > 0, alors la fonction f est une FDRD de f;n = 6’2 — (u,v).

D’apres la Proposition 5.6,

Yar(C) =0 (1) > van(P) = [37”] |

H
Sinon, chaque arc (z,y) de C,, vérifie f(z).f(y) = 0. Mais, comme f est une v,5-fonction
— —
de C',, nous devons avoir f(x)+ f(y) = 3, ce qui signifie que tous les sommets de C',
sont affectés alternativement par les valeurs 3 et 0. Il est clair dans ce cas que, n est pair

et ydR(Bn) = 3|V3] = 3%, et la preuve est compléte. O
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5.3 Lemmes structurels

Pour les trois lemmes suivants, D sera un digraphe qui satisfait:
Yar (D) =2 (n — AT (D)) +1

et z un sommet avec ext-degré maximum A (D) > 1.

Lemme 5.8. N}, [z] est un ensemble indépendant.

Preuve. Supposons au contraire que N;) [z] ne soit pas un ensemble indépendant.

Dong, il existe au moins un sommet y dans N}, [x] tel que ‘Ng (y)N m > 1. Alors,
la fonction
3 pour v € {z,y}
() =1 2 pow ve NSl - (Nj [N NG [+])
0 sinon
est une FDRD de D avec w (f) <2(n — AT (D)), d’oi on a une contradiction. O

Lemme 5.9. N}, (z) contient au moins un sommet sans int-voisins dans N}, [x].

Preuve. Supposons au contraire que Ny, (y) N N}, [z] # 0 pour tout sommet y dans

N7 (x). Alors, la fonction

2 pour veV — N} (z)

Jl)= 0 pour N (z)

est une FDRD de D avec w (f) =2(n — A" (D)), d’oi on a une contradiction. O

Lemme 5.10. Chaque sommet dans N}, (z), a au plus un ext-voisin dans N}, [x].

Preuve. Supposons au contraire que ‘Ng (y) N N}, [x]‘ > 2 pour tout sommet y dans

N7 (x). Alors, la fonction

3 pour v € {r,y}
Jw) =4 2 powr ve Njal - (N ] N N[
0 sinon

est une FDRD de D avec w (f) < 2(n— AT (D)), d’oi on a une contradiction.
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En utilisant les propositions 5.6 et 5.7, on peut facilement vérifier que les seuls chemins
et circuits atteignant 1’égalité dans la borne supérieure de (5.1) sont F;, F; et 53 Pour
les digraphes D avec A1 (D) = 1 satisfont vy,5(T) = 2(n — A" (D)) + 1 (voir la Figure

5.1), nous avons la proposition suivante. 0

Proposition 5.11. [61] Soit D un digraphe avec ext-degré mazimum A* (D) = 1. Alors
— = = —
Yar(D) = 2n — 1 si et seulement si D € {PQ, P, 02,03}.

Preuve. Soit D un digraphe, avec un maximum ext-degré A™ (D) = 1, qui satisfait
Yar(D) = 2n —1 = 2(n— AT (D)) + 1. Clairement que, A~ (D) > 1. Supposons que
A~ (D) > 2. Soit y un sommet avec d, (y) = A~ (D) et € N (y). Par conséquent,

x € Xa+(p) et N (y) N N [z] # 0, on a une contradiction avec le Lemme 5.9. Donc,
A~ (D) = 1 ce qui implique que D soit un chemin F)n, soit un circuit C’_; D’apres les
propositions 5.6 et 5.7, il est facile de vérifier que D € {1?2, ]?3, 5;,@} L’inverse est
évident. O

FIGURE 5.1. Digraphes avec Aﬂ?) =1, A‘(?) =1et y,p(D)=2n—1.

— —
5.4 Arbres orientés avec (T ) =2(n— AT(T)) +1

. — . — —
Dans cette sous-section, 7' sera un arbre orienté avec y,5(7) =2(n — AT(T)) + 1, et x

H
un sommet d’ext-degré maximum A*(7) > 2.

Lemme 5.12. [63] T posséde un seul sommet avec ext-degré maximum A*(?) > 2.
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H
Preuve. Supposons qu'’il existe un autre sommet y # x avec d% (y) =AT(T) >2. Si

y est dans N%L) [z]. 1l résulte du Lemme 5.8 que N%L) (y) C N%C [z] et puisque A*(?) > 2,
ﬁ
on obtient un cycle dans ’arbre 7', d’otl on a une contradiction. Donc y doit étre dans
—s
N% (x). Mais dans ce cas comme 7 est un arbre et d% (y) > 2, y a au moins deux

ext-voisins dans N%L) [z], ce qui donne une contradiction avec le Lemme 5.9. O

— —
Soit T' un arbre orienté avec un sommet x d’ext-degré maximum AT(7) > 2. On

deéfinit sur NiTK (x) les sous-ensembles suivants:

Vi = {y € N (@) [Ng () " NE [a]| = 0 et [N () N NE [a]| = 0},
Yo = {y € N& (0) £ |[Np () n NETal| = 0et N () N NE ]| = 1},
Ya={y € N (@) : |N7 () N NE[ol| = Lot | N2 () N NE o] = 0.
Y4:{y€Ni(x) N= () N NE[al| = Tet [N (y) N NE [a] :1},

Notez que Y7, Y3,Y3, Y, et Vs forment une partition de NlTL> (x).(voir la Figure 5.2.)
— —
Lemme 5.13. [63] Pour AT™(T) > 2, T satisfait a 'une des conditions suivantes:
1. |Z] =0.
2. |Z| =1et 2|Y1| + |Ya| + |Y3] + |Ya] > 2.
3. 120> 2 et 20| + [Val + [¥5] + | > 3.

_>
Preuve. Noter que d’aprés le Lemme 5.12, 7' a un unique sommet disant, x avec

ext-degré A+(?) > 2. D’aprés les Lemmes 5.8, 5.9 et 5.10, on a successivement,
A+(<m>) =0, V1| +[¥o| = Let |NZ (y) mm <19y e NE(2).

Si la condition 1 n’est pas vérifiée, alors |Z| > 0. Supposons tout d’abord que |Z| = 1. Si
2|Y1|+|Ya| + V3| 4+ |Ya] < 1, alors (|Y3], [Ya|, Y3 U Ys]) = (0,1,0) car |Yi| + |Ya] > 1. Soit
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Z ={z}, Yo = {ys} avec N% (y2) N NiTﬁ [z] = {u}. La fonction

3 pour v € {yo, 2}
g(v) =14 2 pour ve NiTC [z] — {z,u}
0 sinon

est une FDRD de T avec w (9) =2(n— A“L(?)), d’ott on a une contradiction. Donc nous
devons avoir |Z| =1 et 2|Y1| + |Ya| + |Ya3| + |Ya] > 2.

Supposons maintenant que |Z] > 2 et 2|Yy| + |Yo| + |Y3] + |[Ya] < 2. Il y a quatre
possibilités selon les valeurs de (|Yi], |Yz|, |Ys U Yyl).

1. (|Ya,|Ya], Y3 UYy]) = (0,1,0). Soit Yo = {y2} avec N% (y2) N N% [z] = {u}. La

fonction
3 for V= Yo
gv) =< 2 for ve N% [z] — {u}
0 sinon

est une FDRD de T avec w (9) =2(n— A*(?)) — 1, d’ot1 on a une contradiction.
2. (M, [Ya|, [Y3UYa]) = (0,1,1). Soit Yo = {y2} avec N7 (y2) N N [z] = {u},

Y3UYy = {y} et N= (y) N N* [z] = {v}. La fonction

3 pour v € {ya,v}
o) =1 2 powr e N[ - {u,v}
0 sinon

est une FDRD de T avec w (9) =2(n— A*(’._ﬁ)), d’ott on a une contradiction.
3. (IV1],|Yal], |Y3UYy|) = (0,2,0). Soit Yo = {y1,y2}, avec NiTC (y1) HN%C [z] = {u1} et

NZ (y2) N N [z] = {uz}. La fonction

3 pour v € {y1, Y2}
g(v)=1 2 pour ve N% [z] — {ur, ua}
0 sinon

est une FDRD de T avec w (9) =2(n— A*(?)), une contradiction.
4. (|Ya],|Ya],|Ys U Ys|) = (1,0,0). Soit Y7 = {y:}. La fonction

2 pour v € NI [z]U{y}
g9(v) = :
0 pour v € N% [z] — {v1}
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est une FDRD de T avec w (9) =2(n— A*(?)), d’ott on a une contradiction. Donc nous
devons avoir |Z| > 2 et 2 |Y1| + |Ya| + |Y3] + |Ya] > 3. O
Pour caractériser tous les arbres orientés T d’ordre n avec Ya R(?) = 2(n—A+(?))+1,
nous définissons la famille suivante.
Soit  la famille de tous les arbres orientés 7' d’ext-degré maximum A*(?) > 2

satisfaisant aux conditions suivantes:

H
a un sommet unique avec ext-degré A*(7T),

<l

2. NiTﬁ [z] est un ensemble indépendant,

w

: N%T (x) contient au moins un sommet sans int-voisins dans N%ﬁ [z],

4. Chaque sommet dans N% (z), a au plus un ext-voisin dans N%C [z],

ot

1Z) =0o0u, |Z] =1 et 2|Yi| + |Ya| + |Va| + |[Ya] > 2. ou, |Z| > 2 et 2|Y3| + |Ya| +
Y| + |Ya| > 3.

H
FiGURE 5.2. Un exemple d’arbre orienté T qui appartient a F.

Théoréme 5.14. [63] Soit T un arbre orienté d’ordre n avec d’ext-degré A*(?) > 1.
— — — - =
Alors y p(T) =2(n—AT(T)) + 1 si et seulement si T € {PQ, Pg} UF.
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Preuve. Soit T un arbre orienté avec un ext-degré maximum A*(?) > 1 qui satisfait
ydR(?) = 2(n — A*(?)) + 1. Soit  un sommet d’ext-degré maximum A*(?) > 1.
Supposons que At = 1. Si N;_Fi [z] = () alors T — ]3;, et si NiTC [z] # () alors d’aprés

— — — - —
les deux Lemmes 5.8 et 5.9, T" = P3;. Donc, T' € {Pg, Pg}. Supposons maintenant que
A*(?) > 2. Du Lemme 5.8 au Lemme 5.13, nous avons T e F.
— — = — —

Inversement, si T € {PQ,Pg}, alors clairement que v,5(7") = 2 (n - A(T)) + 1.
Supposons maintenant que T € F. Soit f = (Vp, V1, Va, V3) une v, 5-fonction de T avec
Vi = 0 (Voir la Proposition 5.2). Nous distinguons trois cas par rapport a f (z):

Case 1. f(z) = 0. Alors soit z a un int-voisin dans Z assigné la valeur 3 ou deux
int-voisins dans Z assigneés la valeur 2 sous f. Il est facile de voir que f(v) = 2, pour tout
sommet v dans Y3, f (N%C [v]) = 3 pour chaque sommet v dans Ys, f (N% [v]) = 3 pour
chaque sommet v dans Y3. Concernant I’ensemble Yy, soit v € Y et u, w € N%C [x] tels que
N~ (v)N N%ﬁ [z] ={u} N* (v)N N%ﬁ [z] = {w}. Il est claire que N= [v] — {2} = {u,v,w}.
Comme f est une 7,5-fonction de ?, alors (f(u), f(v), f(w)) € {(2,3,0),(3,0,2)}. Par

conséquent f(N= [v] — {x}) = 5 pour chaque sommet v dans Yj. Aussi, f(v) = 0 pour

chaque sommet v dans Ys, et finalement f(v) = 2 pour chaque sommet v dans N=(Ys) —

{z}. Alors,

R
Yar(T) = f(V)
= f(Z) + 21| + 32| + 3[Y3| + 5 |Va| +
2 (|NETe| - ¥al - il = 2yl - | 1)

=2 (n— AN(T)) + @Yl + Yol + Y| + Yal) — 2+ £ (2) - 22,

Puisque |Z| > 0, nous avons deux possibilités en ce qui concerne |Z]|:

Si |Z| = 1, alors il est facile de voir que f(Z) = 3|Z| = 3. D’apreés la Condition (5), on
a 2|Vi| + [Ya| + |Ya] + [Ya] > 2. Donc vyp(T) > 2(n — A*(T)) + 1. Légalité est obtenue
du fait que vdR(?) <2(n— A*(?)) + 1.

Si |Z] > 2, alors il est facile de voir que f(Z) = 2|Z|. D’apres la Condition (5), on
a 2|Y1| + |Ya| + |Y3] + [Y4] > 3. Donc fydR(?) > 2(n — A*(?)) + 1. Ainsi, I'égalité est
obtenue du fait que vdR(?) <2(n-— A*(?)) + 1.
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Case 2. f(z) =2. On a,
—

’YdR(T> :f(V)
:2+2Wﬂ+3&ﬂ+2dN§@M—Dﬂ)
:2+2Dﬂ+bﬂ+ﬂ<n—Aﬂ?)—Q
=2(n— A(T)) + 2 |Y| +[Yal.

D’apres la Condition (4), |Y1|+|Y2| > 1, et comme |Y;]| > 0, on a 2 |Y;|+|Ya| > |Yi|+]Y2]

v

1. Donc ydR(?) > 2(n — A*(?)) + 1. L’égalité est obtenue du fait que vdR(?)
2(n — AT(T)) + 1.

IN

Case 3. f(x) = 3. Alors par la minimalité de f, f(v) = 2 pour chaque sommet v dans

N%ﬁ [z] et f(v) =0 pour chaque sommet v dans NiTI (x). Donc,
— _— —
Yar(T) = [ (V) = 3+2 |NE[a]| = 20 — A*(T)) +1.

m
Dans la suite nous fournissons une caractérisation de quelques classes de digraphes D

a savoir les digraphes k-ext-réguliers avec 1 < k < n — 1, et les tournois D satisfaisants

Yar(D) =2(n — AT (D)) + L.

5.5 Digraphes ext-réguliers avec v,;(D) =2(n — A" (D)) + 1

Nous donnons dans cette sous-section, une caractérisation descriptive des digraphes ext-

réguliers vérifiant v,5(D) =2 (n — A1 (D)) + 1.

Observation 5.15. [61] Soit D un digraphe d’ordre n et d’ext-degré minimum 6+ (D) > 1.
Sivyr(D) =2(n— AT (D)) + 1, alors D est connexe.

Preuve. Soit € Xa+(py. Puisque 57 (D) > 1, il résulte du Lemme 5.8 que pour tout

sommet v dans N, [x], 'ensemble N} (v) doit étre dans N} [z] ce qui implique que D est

connexe. O
Théoréme 5.16. [61] Soit D un digraphe k-ext-régulier avec k > 1. Alors

Yar(D) =2(n— k) + 1 si et seulement si D € {KZH,KZH} )
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Preuve. Soit D un digraphe k-ext-régulier avec v,5(D) = 2(n — k) + 1 et soit x €
V. Notez que D est connexe (par Observation 5.15). Nous allons d’abord prouver que

‘Ng [x]‘ < 1. Pour ce faire, supposons au contraire que ’Ng [x]’ > 2. D’aprés le Lemme

5.8, chaque sommet z dans N}, [x] vérifie Njy(2) C N/ [x]. Maintenant, soit z € N} [x].
Selon le Lemme 5.9 et le fait que D est un digraphe k-ext-régulier, on a z — x et il existe
exactement un sommet y dans N7, (z) tel que z - . Puisque y € N [2] = V — N7 [2], on
peut utiliser le méme argument comme précédemment pour déduire que N}, (y) € N} [2]

avec y — z. Puisque ‘Ng [x]‘ > 2, soient u et v deux sommets quelconques distincts dans

N} [x]. Lemme 5.9 implique que N}, (z) a exactement un sommet y ¢ N}, (u) UN; (v), ce
qui implique que N} (u) = N}, (v) = N}, [z] —{y}. Donc N, (w) NN} [u] = {v} # 0 pour
tout sommet w € N} (u), ce qui conduit & nouveau a une contradiction avec le Lemme

5.9. Donc, )Ng [x]’ < 1, et cette condition nous permet de distinguer deux cas:

Case 1.

N [x]‘ = 0. Comme D est un digraphe k-ext-régulier, tout sommet y
dans N} (z) satisfait N} [y] = N, [z], ce qui implique que D est un digraphe symétrique
complet k-ext-régulier K, d’ordre k + 1.

Case 2. ‘m‘ = 1. Dans ce cas D est un digraphe k-ext-régulier d’ordre k + 2.
S’il existe deux sommets, disant u,v dans V tels que u «<» v, et comme n = k + 2 et
d}, (u) = df; (v) = k, alors on obtient N}, (u) = N} (v), et donc tout sommet dans N;) (u)
a int-voisin dans N+ [u] = {v} ce qui contredit le Lemme 5.9. Par conséquent D est un
digraphe complet k-ext-régulier K7} , d’ordre k + 2.

Inversement, soit D € {Kj, , K} ,,}. Sin = k+ 1, alors il est facile de voir que
Yar(Tn) = 3 = 2(n — k) + 1. Maintenant, pour n = k + 2, supposons au contraire que
Yar(Tn) < 2(n—k)+1=05. Soit f = (Vp, Va2, V3) une ~,5(T,)-fonction avec Vi = () (voir
la Proposition 5.2) et V; de cardinalité minimale. Comme n > 2, 3 < 2|V3| + 3|V5] < 4,
donc (|Va|,|V3]) = (0,1) ou (2,0). Si (|Va|,|Vs]) = (0,1), alors D a un sommet d’ext-degré
n — 1, d’ou on a une contradiction avec AT (D) = n — 2. Si (|V2],|V3]) = (2,0) alors
T, a deux sommets u, v tels que N (u) N Nj) (v) =V — {u,v} et u +» v, d’ott on a une

contradiction avec le fait que D est un digraphe complet. O]

Corollaire 5.17. Soit D un graphe orienté k-ext-régqulier d’ordre n avec 1 < k <n — 1.

Alors v p(D) =2 (n — k) + 1 si et seulement si D = (—7>3.
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5.6 Tournois avec v,z(D) =2(n— AT (D)) +1

Dans cette sous-section, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes sur les

tournois T;, pour lesquels v,z(T,) =2 (n — AT (T},)) + 1.

Théoréme 5.18. [61] Soit T, un tournoi d’ordre n et d’ext-degré mazximum A' (T,) > 1.

Alors vyp(Ty) =2 (n— AT (T,)) + 1 si et seulement si AT (T,,) > n — 2.

Preuve. Soit 7;, un tournoi d’ordre n et & € Xa+(g,). Supposons que V4z(T,) =
2(n— AT (T,)) + 1. D’apres le Lemme 5.8 et le fait que le sous-graphe D [W} soit
aussi un tournoi, nous avons ‘m‘ < 1, et nous déduisons que A* (T},) > n — 2.

Inversement, si A" (T,,) = n — 1, alors il est facile de voir que v, 5(T,) = 3 =
2(n— AT (T,)) + 1. Maintenant, pour A" (7,,) = n — 2, supposons au contraire que
Yar(Th) < 2(n— AT (T,))+ 1 =5. Soit f = (Vo, Va, V3) une v,45(7T),)-fonction avec Va de
cardinalité minimale. Comme n > 2, 3 < 2|V,| + 3 |V3] < 4, done (|Va], |V3]) = (0,1) ou
(2,0). Si (|Va],|Vs]) = (0,1), alors T}, a un sommet avec ext-degré n — 1, d’ot on a une
contradiction avec A1 (T,,) = n — 2. Si (|V2|,|V3]) = (2,0) alors T, a deux sommets u, v
tels que Nj© (u) N Nz (v) =V —{u,v} et u +» v, d’out on a une contradiction avec le fait

que T}, est un tournoi. O

5.7 Egalité de Nordhaus-Gaddum pour les Digraphes D avec

Yar(D) + v4r(D) = 2n +3

Dans cette section, nous donnons une caractérisation descriptive des digraphes D tels que
Yar(D) + v4r(D) = 2n + 3. Rappelons ici que m est le digraphe complet symétrique
k-ext-régulier d’ordre n = k + 1 (ou digraphe (n — 1)-ext-régulier). A partir d’un circuit
5;, on construit deux graphes orientés 1-ext-réguliers, notés par ﬁl et ﬁ2 tels que ﬁl
est obtenu a partir de C—>’3 en ajoutant un sommet, disant v et on I'attache par un arc de
v a un sommet de C_)‘g . ﬁg est obtenu a partir de ﬁl en ajoutant un sommet, disant, u et

N
on l'attache par un arc de v au sommet v de H .



7

Théoréme 5.19. [21] Pour tout digraphe D d’ordre n > 4,
Yar(D) +7var(D) < 2n+ 3.
Théoréme 5.20. [61] Si D est un digraphe d’ordre n > 4, alors

6 < v4r(D) + v4r(D) < 2n + 3.

De plus, la borne inférieure de v (D) + v4r(D) est atteinte si et seulement si chacun
de D et D a un sommet d’ext-degré n — 1 et la borne supérieure de yyp(D) + y4p(D) est
atteinte si et seulement si D ou D € {K,’;H, Cy, C5,2C5, Hq, HQ}.

Preuve. Lorsque D a au moins quatre sommets, il est claire que D et son complément
D satisfont y,(D) > 3 et y,5(D) > 3, donc v,5(D) + v4r(D) > 6 et 1'égalité est vraie
si et seulement si D et D ont tous les deux un sommet de ext-degré n — 1. Ainsi, il est

claire que, la borne supérieure découle du théoréme 5.19,

Yar(D) +v4r(D) < 2n + 3.

Pour prouver I’égalité, nous commencons par la condition nécessaire. Supposons que

Yar(D) + v4r(D) = 2n + 3. D’aprés le Théoréme 5.3 et AT (D) =n —§"(D) —1 on a,
20+ 3 = 74n(D) + 7un(D) < 20— 2 (A*(D) — 6 (D)) + 4 53)

ce qui implique que A*(D) = 67 (D) = k. Par conséquent D est k-ext-régulier et D

est aussi k'-ext-régulier avec k+ k' = n—1. Ainsi, d’apres (5.3), nous pouvons déduire que
Yar(D) =2 (n — k)+1 et y,5(D) = 2k+2 ou y,5(D) = 2 (n — k) et v45(D) = 2k+3. Sans

perte de généralité, supposons que v, (D) =2 (n — k) +1 et v45(D) = 2k + 2. D’apres le

_— —_— . .
le Théoréme 5.16, D = K}/, ou D = K}/ ,, et on obtient k¥ € {n — 1,n — 2}. Maintenant,

en utilisant le fait que v,5(D) = 2k + 2, nous avons deux cas: O
Case 1. k =n — 1. Dan ce cas, y,5(D) = 2(n — 1) + 2 = 2n. Par le Théoréme 5.1,
nous en déduisons que D est un digraphe vide (A*(E) = 0) et donc D = m .
Case 2. k=n—2. Dan ce cas, yp(D) =2k +2=2n—-2et k' =n—1—k = 1.
Par conséquent, D est un l-ext-régulier. Premiérement, notons que chaque composante

— —
de D contient exactement un circuit C}, comme un sous digraphe d’ordre p > 3. Aussi,
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on observe que si D contient au moins trois arcs différents, disant 27 — 1, T2 — ¥ et
x5 — y3 i.e., (2, ;) € A (D) tels que z; # x;,y; # y; et x; # y; pour tout 4, j € {1,2,3}
avec ¢ # j. Définissons f par f(z;) = 3, f(y;) = 0, pour tout ¢ € {1,2,3} et f(v) = 2
pour chaque v € V(D) — {x1, 22, 23,91, 2, y3}. Alors f est une FDRD sur D de poids
2n — 3, d’ott on a une contradiction avec le fait que v,5(D) = 2n — 2. Donc, D contient
au plus deux composantes connexes. 1l est claire que si D est connexe, alors D contient
un seul circuit C—; d’ordre p avec 3 < p < 5, et si D contient deux composantes connexes,
alors chacune d’elle contient C_)‘g, . De plus, on observe que tout sommet 2 de D satisfait

A~ (< NS [z] >) < 1 (Sinon, 8l existe un sommet, disant z dans N [z] tel que 2 a au

moins deux int-voisins dans N7 [z]. Nous définissons f par f(z) = 3, f(y) = f(2) =0
et f(v) = 2 pour chaque v € V(D) — {z,y,2}, ot x — y. Alors f est une FDRD sur
D du poids 2n — 3, d’otl on a encore une contradiction). En utilisant ces observations,
on déduit que 4 < n < 6, et il est simple de vérifier que si n = 4 alors D = C_>'4 ou
- . —_ — — . — —

Hq, sin=>5alors D =C5ou Hy, et si n = 6 alors D = 2(C3. Par conséquent, D ou
_ —_— = = = = —

D e {Ki1,Ci, G5, 205, Hy, Hy }.

La condition suffisante est facile & voir et nous omettons les détails.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thése, on a abordé trois thémes de recherche, a savoir la k-domination, la ro-
maine domination et la romaine domination double dans les digraphes. Dans un premier

lieu, pour la k-domination, nous avons donné quelques bornes inférieures pour v, (D).
n

> kn _n
~ k+ AT (D) 1+ A+ (D)
donnée par Ghoshal et all. Ainsi nous avons caractérisé les digraphes atteignant ces

En particulier v, (D) c’est la borne généralisée de (D) >

bornes. Ensuite, nous avons donné quelques bornes supérieures pour 7,(D). En par-

ticulier v, (D) < ;kk_fl c’est la borne généralisée de (D) < 2 donnée par Lee. En plus,

nous avons caractérisé les digraphes pour lesquels ces bornes sont atteintes.

Dans un second lieu, nous avons étudié la domination romaine dans les digraphes. On
a commencé par caractérisé quelques classes spéciales de graphes orientés satisfaisants,
vr(D) =n—AT(D)+ 1, a savoir les graphes orienté k-réguliers, les tournois et les arbres
orientés atteignant cette borne supérieure. Ainsi, nous avons caractérisé les digraphes D
d’ordre n > 1 pour lesquels la borne Nordhaus-Gaddum (D) + v5(D) = n + 3 est at-
teinte. Puis, nous avons prouvé que le probléme de décider si un graphe orienté D satisfait
Yr(D) = n—AT(D)+1 est CO-N P-complet. Dans le dernier théme, nous avons caractérisé
des classes spéciales de graphes orientés satisfaisants, y,5(D) = 2 (n — AT(D))+1. Aussi,
nous avons caractérisé les digraphes D d’ordre n > 1 pour lesquels la borne Nordhaus-

Gaddum 7,5(D) + v4r(D) = 2n + 3 est atteinte.

Les travaux réalisés durant cette thése ouvrent plusieurs perspectives, et nous pro-

posons qulques problémes.

e Caractérisation de quelques classes de digraphes tels que v, (D) = n — 2.
e Donner des relations de type Nordhaus-Gaddum pour 7, (D).

e Chercher les digraphes extrémaux dans certaines classes de digraphes D tels que

Yr(D)=n— A"t +1.
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e Chercher les digraphes extrémaux dans certaines classes de digraphes D tels que
Yar(D) =2(n — A%) + 1.

e Beeler et al.(2016) ont montré qui si G est un graphe sans sommets isolés, alors

var(G) < 37(G) et Cockayne (1978) a montré que y(G) < . D’ou:

%lR(G) < 3pB.

On propose les deux problémes suivants:
1- Etudier la complexité du probleme v,5(G) = 34.
2- Caractérisation des graphes tels que v,z(G) = 34.
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