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Résumé

Le but de ce mémoire est l'étude du concept de domination sommet-arête, abrégé ve-

domination, dans les graphes gon�és. Rappelons qu'un graphe GI est une in�ation (graphe

gon�é) d'un graphe G, si GI est obtenu à partir de G en remplaçant chaque sommet v de G,

de degré d(v) par une clique Kd(v), et en joignant deux sommets de cliques distinctes de GI

par une arête si et seulement si les sommets correspondants de G sont adjacents. Aussi, un

sous ensemble de sommets D est un ve-dominant, si chaque arête e est ou bien incidente à un

sommet de D ou adjacente à une arête incidente à un sommet de D. Le cardinal minimum

d'un ensemble ve-dominant d'un graphe G est appelé nombre de ve-domination, et est noté

par γve(G).

Dans ce mémoire, et en premier lieu, nous présentons quelques bornes inférieures et bornes

supérieures, du nombre de ve-domination dans l'in�ation GI , d'un graphe G, en termes des

caractéristiques du graphe G, ou en termes d'autres paramètres de domination du graphe

G, avec des caractérisations des graphes extrémaux. Aussi on donne une caractérisation

descriptive de la famille des arbres G dont le nombre de feuilles est égal au nombre de

ve-domination supérieur de son in�ation GI .

En second lieu, nous présontons une caractérisation des arbres G dont le nombre de

domination est égal au nombre de ve-domination de son in�ation GI . Aussi nous donnons

une caractérisation des graphes G dont le nombre de domination est égal au nombre de

ve-domination de son in�ation GI , et est égal à
⌊
n(G)
2

⌋
.

A la �n, on donne des bornes supérieures du nombre de ve-domination pour l'in�ation

d'une grille Gm,c pour m, c ≥ 2.
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Abstract

The objective of this thesis is to study the concept of vertex-edge domination, abbreviated

ve-domination, in in�ated graphs. Recall that a graph GI is an in�ation (in�ated graph) of

a graph G, if GI is obtained from G by replacing each vertex v of G, of degree d(v) by a

clique Kd(v), and by joining two vertices of distinct cliques of GI by an edge if and only if the

corresponding vertices of G are adjacent. Also, a subset of vertices D is ve-dominanting, if

every edge e is either incident to a vertex of D or adjacent to an edge incident to a vertex of

D. The minimum cardinal of a ve-dominanting set of a graph G is called the ve-domination

number, and is denoted by γve(G).

In this thesis, �rst, we present some lower bounds and upper bounds, of the ve-domination

number in the in�ation GI , of a graph G, in terms of the characteristics of the graph G, or

in terms of other domination parameters of the graph G, with characterizations of extremal

graphs. Also we give a descriptive characterization of the family of trees G whose number of

leaves is equal to the upper ve-domination number of its in�ation GI .

Secondly, we present a characterization of trees G whose domination number is equal to

the ve-domination number of its in�ation GI . Also we give a characterization of graphs G

whose domination number is equal to the ve-domination number of its in�ation GI , and is

equal to
⌊
n(G)
2

⌋
.

Finally, we give upper bounds on the ve-domination number for the in�ation of a grid

Gm,c for m, c ≥ 2.
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 ملخص
 

و المختصرررررره   ،حافررررررر-هاسطهوحررررررر  ررررررو ههانررررررر م  ررررررو    م ررررررر الغررررررهذ مرررررر   رررررر   اا    

 رررررو   𝐺𝐼 كه ا  الهنررررر  الض رررررا س .  ررررر، فرررررس الهنرررررو  الض ا  رررررر الم رررررخمر  م رررررر-𝑣𝑒علرررررا ا  رررررا 

 خرررر   مرررر  𝐺𝐼ا ا ترررر  الحصررررو  علررررا ،  𝐺 ررررخ  ر للهنرررر  الض ررررا س ت ررررخ  م هنرررر  ض ررررا س م

𝐺 عرررررررر  طه رررررررر  انررررررررتضها  كرررررررر  هاس 𝑣    مرررررررر𝐺  مرررررررر  الهه ررررررررر ،𝑑(𝑣)   ضوانررررررررطر  مرررررررره

𝐾𝑑(𝑣) هأنرررررر   مرررررر  م موعررررررا  متم رررررر   مرررررر   هضررررررطخرررررر    ، ومرررررر𝐺𝐼  ضحافررررررر ق ا وف ررررررط ق ا

ررررررا، م موعررررررر فهع ررررررر مرررررر  الرررررره وس  𝐺كا رررررر  الرررررره وس المواف ررررررر  لرررررر    𝐷مت رررررراوه  . أ  م

اوه  أو م رررررر 𝐷قمررررررا واى ررررررر علررررررا هأس  𝑒  م ررررررر، ق ا كا رررررر  كرررررر  حافررررررر -𝑣𝑒 ررررررس م موعررررررر 

 نررررررما  𝐺للض ررررررا  حافررررررر -  م ررررررر هاسال ررررررهه امصررررررلس لم موعررررررر  .𝐷لحافررررررر ت رررررر  علررررررا هأس 

 .𝛾𝑣𝑒(𝐺)و  هم  له ب حافر -هاس   م رض هه 

 الكضرررررره ،  رررررره  ض ررررررذ ال رررررر   الحه ررررررر الصررررررغه  و الحه ررررررر  ،أوا امطهوحررررررر،فررررررس  رررررر       

، مررررررر  ح ررررررر  خصرررررررا ص 𝐺لهنررررررر  ل، 𝐺𝐼 الهنررررررر  الض رررررررا س الم رررررررخ   م رررررررر فرررررررس -𝑣𝑒 رررررررهه لل

، مررررر  توصررررر   𝐺الهنررررر  الض رررررا س ، أو مررررر   اح رررررر أخررررره  م لمرررررا    م رررررر 𝐺الهنررررر  الض رررررا س 

رررررا توصررررر  ما وصررررر  ما ل ا لرررررر ام ررررر اه  الترررررس  نررررراو   𝐺الهنرررررو  الض ا  رررررر ال صرررررو .   طرررررس أ  م

 .𝐺𝐼فس الهن  الض ا س الم خ    م ر -𝑣𝑒   عهه اوهاى ا ال هه امكضه

-  م رررررر هاسالترررررس  كرررررو  هىررررر    م ت رررررا منررررراو ا ل رررررهه  𝐺ه  توصررررر  ما ل  ررررر اه ثا  مرررررا،   ررررر   

التررررررس  𝐺للهنرررررروما  الض ا  ررررررر   رررررره  توصرررررر  ما  و أ  ررررررا ،𝐺𝐼لهنررررررم ا الض ررررررا س الم ررررررخ  حافررررررر 

، 𝐺𝐼لهنرررررررم ا الض رررررررا س الم رررررررخ  حافرررررررر -  م رررررررر هاس كرررررررو  هىررررررر    م ت رررررررا منررررررراو ا ل رررررررهه 

⌋و ناو  
𝑛(𝐺)

2
⌋ . 

 ررررررضكر الم ررررررخمر للحافررررررر -  م ررررررر هاس،   طررررررس ىرررررر   حه ررررررر كضرررررره  ل ررررررهه خ ررررررهفررررررس امو    

𝐺𝑚,𝑐   م  ا  𝑚, 𝑐 ≥ 2 . 

 

 

  

 

 

 

 



Introduction

Chacun de nous a vu une fois au moins un plan de métro, une carte de lignes ferroviaires

ou aériennes ou un plan électrique ; ainsi, tout le monde sait plus ou moins intuitivement

ce qu'est un graphe. Toutefois, entre la vague notion d'un schéma formé de "points" et

de "trajets" reliant ces points et la théorie mathématique des graphes, il y a une longue

élaboration de concepts.

La théorie des graphes est aujourd'hui un domaine très important faisant le lien entre

les mathématiques discrètes et l'informatique. Une question provenant de la modélisation de

problèmes concrets (réseaux de transport, de téléphone, de microprocesseurs,.. etc.) peut être

étudiée par des méthodes purement abstraites et être appliquée en retour par des utilisateurs

potentiels dans le domaine qui lui a donné naissance ou dans n'importe quel autre domaine.

Parmi les branches les plus étudiées de la théorie des graphes �gure la domination dans

les graphes. En e�et, la domination constitue un domaine �orissant de recherche comportant

un nombre énorme de problèmes qui sont jusqu'à présent ouverts ou qui n'ont même pas été

étudiés.

Ce concept trouve son origine au dix-neuvième siècle avec les jeux d'échecs. Le principe

est de couvrir l'ensemble des cases par certaines pièces du jeu. En 1862, De Jaenisch [1] posa

le problème suivant : Déterminer le nombre minimum de reines à placer sur un échiquier de

tel sorte que chaque case est soit occupée par une reine, soit peut être occupée en un seul

mouvement par l'une des reines. La domination devient un domaine théorique en 1958 avec

Claude Berge [2], et plus tard, en 1977, avec Cockayne et Hedetniemi [3].

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance d'autres

et nouveaux paramètres de domination. En e�et, beaucoup de paramètre de domination ont
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vu le jour lorsqu'on impose à la domination une condition supplémentaire dans le graphe

considéré. L'idée générale de la domination est de trouver dans un graphe G un sous ensemble

D de sommets dans un graphe (appelé dominant) tel que tout sommet extérieur à D a au

moins un voisin dans D. Le problème de la recherche d'un ensemble dominant de taille

minimale est un problème NP-complet [4].

Parmi les variantes de la domination, nous citons par exemple, un ensemble sommet-arêtes

dominant abrégé ve-dominant, qu'est un sous ensemble D ⊆ V de G, si pour toute arête

e ∈ E, il existe un sommet v ∈ D tel que le sommet v ve-domine l'arête e. Le cardinal

minimum d'un ensemble sommet-arête dominant de G est appelé le nombre de sommet-arête

domination de G, noté γve(G) .

De nombreux chercheurs ont étudié le comportement de certains paramètres des graphes

quand le graphe subit des modi�cations par des opérations élémentaires comme la suppression

de sommets ou d'arêtes, l'ajout de sommets ou d'arêtes, identi�cation de sommets, contrac-

tion d'arêtes, ..etc. Ce mémoire est composé de trois chapitres qui sont développés comme

suit :

Chapitre 1 : Notions générales et terminologies

Dans ce chapitre, nous présentons les dé�nitions et les notions de base utilisées tout au

long de ce manuscrit. Ainsi, nous évoquons la notion de la domination dans les graphes, en

donnant un bref aperçu sur son histoire. Nous présentons par la suite quelques paramètres de

domination avec leur application, à savoir le nombre de domination, le nombre de domination

double, le nombre de domination totale, le nombre de domination couplée,..etc.

Les notions propres à un chapitre donné, seront dé�nies dans le chapitre lui même.

Chapitre 2 : État de l'art sur la domination sommet-arête dans les graphes

Le deuxième chapitre est consacré à l'état de l'art de la domination sommet-arête dans les

graphes. Nous y présentons quelques résultats antérieurs pour quelques paramètres de la

domination sommet-arête dans les graphes.

Chapitre 3 : Contribution à l'étude de la ve-domination dans les graphes gon-

�és

Dans le troisième chapitre, nous sommes orientés vers l'étude de la ve-domination dans les
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graphes gon�és (cette classe de graphes sera dé�nie dans le chapitre 3). D'abord, nous avons

établi une borne supérieure du nombre de ve-domination d'un graphe gon�é GI , en terme

du nombre de feuilles ℓ(G) et de l'ordre n(G), du graphe G, et nous avons donné une rela-

tion entre le nombre de transversal β(G), et le nombre de ve-domination γve(GI), du graphe

gon�é GI . Dans un second lieu nous avons donné une conditions nécessaire sur les graphes G

pour que γve(GI) = γ(G). De plus nous avons fourni une caractérisation des graphes G dont

le nombre de dominations et égale au nombre de ve-domination de GI . En�n, nous avons

donné une borne inférieure sur le nombre de ve-domination supérieur Γve(GI), d'un graphe

gon�é GI , en terme du nombre de feuilles de graphe G. De plus, nous avons établi une borne

supérieure de nombre de ve-domination dans le graphe gon�é de la grille G2,c : c ⩾ 2. Ainsi

que pour le graphe gon�é de la grille (Gm,c) : m, c ≥ 3.

Ce mémoires s'achève par une conclusion générale sur l'ensemble des travaux réalisés le

long de ce manuscrit et quelques futures perspectives.
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Chapitre 1

Notions générales et terminologies

Ce chapitre est consacré aux concepts de base et terminologies de la théorie des graphes

utilisés le long de ce mémoire. Nous donnons par la suite une vue historique sur la domination

dans les graphes, où on présente quelques paramètres et quelques types, de domination avec

leur application. Pour plus de détails sur la théorie des graphes, le lecteur peut se référer aux

livres de Claude Berge [5] et Chartrand et Lesniak [6], et pour la domination ceux de Haynes

et al. [7] et [8].

1.1 Notions de base

1.1.1 Dé�nitions et notations

Un graphe G = (V (G), E(G)) est dé�ni par deux ensembles V(G) et E(G) ; oŭ V(G) est un

ensemble de sommets �ni et non vide, et E(G) est un ensemble �ni d'une famille de paires de

sommets appelées arêtes. L'ordre de G est le nombre de ses sommets, noté par n = |V (G)|,
et la taille de G est le nombre de ses arêtes, notée par m = |E(G)|. L'orsqu'il n'ya pas

d'ambiguité, nous notons simplement G = (V,E).

Une arête e joignant deux sommets u et v notée par e = uv. Les sommets u et v sont

appelés les extrémités de e. On dit que u et v sont adjacents et que e est incidente à u et à v.

Un graphe d'ordre 1 est dit trivial, sinon il est dit non-trivial.

Une boucle est une arête dont les deux extrémités sont confondues, notée e = uu ∈ E.

12



Un graphe G est simple s'il est sans boucles, et sans arêtes multiples (arêtes qui possèdent

les mêmes extrémités). Dans la suite, nous considérons uniquement les graphes simples et

non-triviaux.

A titre d'exemple d'un graphe, on considère le graphe G de la Figure 1.1, dont l'ensemble

des sommets est {v1, v2, v3, v4, v5} et l'ensembles des arêtes est : {v1v2, v1v4, v2v3, v3v4, v4v5}.

t t
tt

t

v1 v2

v3v4

v5

�
�

�
�

Figure 1.1 � Un graphe G d'ordre n = 5 et de taille m = 5.

Voisinage et degré

Pour un sommet v d'un graphe G, le voisinage ouvert, noté par NG(v), est dé�ni par

NG(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}, et le voisinage fermé, noté par NG[v], est dé�ni par

NG[v] = NG(v) ∪ {v}. Pour un ensemble S ⊆ V (G), le voisinage ouvert de S est dé�ni

par N(S) = ∪v∈SN(v), et le voisinage fermé de S est N [S] = ∪v∈SN [v]. Le voisinage privé

d'un sommet v ∈ S par rapport à S, noté pn[v, S], est l'ensemble des sommets du voisinage

fermé de v qui n'ont pas de voisins dans S autre que v, i.e, pn[v, S] = {u ∈ V (G) oǔ

NG[u] ∩ S = {v}}.

Le degré d'un sommet u dans un graphe G, noté par dG(u), est le nombre de sommets

adjacents à u. On note par ∆(G) et δ(G) le degré maximum et le degré minimum dans un

graphe G, respectivement. Un sommet de degré nul est dit sommet isolé. Un sommet de degré

un est dit feuille ou pendant, et son voisin est dit support.

Un sommet support est dit fort s'il est adjacent à au moins deux sommets pendants, sinon,

il est dit faible. L'ensemble de sommets supports de G est noté par S(G), et l'ensemble de

sommets pendants de G est noté par L(G). Aussi on note par ℓ(G) = |L(G)| et s(G) = |S(G)|.
D'aprés la Figure 1.1, ∆(G) = 3 et δ(G) = 1 avec dG(v1) = dG(v2) = dG(v3) = 2 et
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dG(v4) = 3. v4 est un support faible et v5 est un sommet pendant.

Chaînes, cycles

Une chaîne de longueur k− 1 dans un graphe G est une séquence alternée de sommets et

d'arêtes v1, e1, v2, e2, .., vi−1, ei−1, vi, ..., vk−1, ek−1, vk tel que ei−1 = vi−1vi pour i = 2, 3, ..., k.

Le nombre d'arêtes dans la chaîne dé�nit sa longueur et le nombre de sommets dé�nit son

ordre. L'entier k ⩾ 1 représente le nombre de sommets de la chaîne.

Une chaîne dans laquelle aucune arête ne se répète est dite simple, et une chaîne dans laquelle

aucun sommet ne se répète est dite élémentaire.

Une corde est une arête reliant deux sommets non consécutifs dans une chaîne. Une chaîne

minimale induite par k sommets, notée Pk, est une chaîne élémentaire sans cordes.

Un cycle, noté Ck est une chaîne simple de longueur k ⩾ 1 dont lequel les deux extrémités

initiale et terminale sont confondues. Dans ce cas le nombre de sommets de Ck est égal à sa

longueur.

t
t t�
�� @

@@ t t t t
C3 P4

Figure 1.2 � Un cycle C3 et une chaîne P4.

Distance et diamètre

La distance entre deux sommets u et v, notée d(u, v), est la longueur de la plus courte

chaîne joignant u et v. Le diamètre d'un graphe G = (V,E), noté diam(G), est la distance

maximum entre deux sommets de G, c-à-d diam(G) = maxu∈V {{ max(d(u, v)) : v ∈ V } :

u ∈ V }.

Connexité

Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets u, v ∈ V (G), il existe une chaine

qui les relient. Un graphe qui n'est pas connexe est dit dis-connexe ou non connexe. Une

composante connexe d'un graphe est un sous-graphe maximal connexe.
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Un sommet x d'un graphe G est un sommet d'articulation si sa suppression augmente le

nombre de composantes connexes, i.e, si G est connexe alors G− x n'est pas connexe.

La notion connexe non-trivial est abrégée dans ce qui suit par cnt.

1.1.2 Graphes particuliers

Soit G =(V,E) un graphe simple.

Graphe partiel et sous-graphe

Le graphe H est appelé un sous-graphe partiel de G si V (H) ⊆ V (G) et E(H) ⊆ E(G), et

il est appelé un graphe partiel du graphe G si V (H) = V (G) et E(H) ⊆ E(G). Pour un sous

ensemble de sommets non vide S ⊆ V (G) du graphe G, le sous-graphe H = (S,E) induit

par S dans G ; noté par G[S], est le sous graphe du graphe G avec l'ensemble de sommets

V (G[S]) = S et l'ensemble d'arêtes E(G[S]) = {uv ∈ E(G) : u, v ∈ S}.

Graphe k-régulier

Un graphe k-régulier est un graphe dont tous les sommets ont le même degré k. Ainsi les

cycles élémentaires Cn sont des graphes 2-réguliers.

Graphe complet

Un graphe complet d'ordre n, noté par Kn, est un graphe dont tous les sommets distincts

sont adjacents, c'est à dire, G est (n-1)-régulier. Comme illustration du concept, le graphe

complet K5 de la Figure 1.3.
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Figure 1.3 � Le graphe complet K5.
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Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire de G =(V,E), noté par Ḡ = (V, Ē) est un graphe ayant le

même ensemble de sommets que G, et une arête existe dans Ḡ si elle n'existe pas dans G.

A titre d'exemple, le graphe G et son graphe complémentaire Ḡ de la Figure 1.4.
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Figure 1.4 � Un graphe G et son complémentaire Ḡ.

Graphe multiparti

Un graphe est dit multiparti, si l'ensemble des sommets peut être partitionné en p ⩾ 2

sous-ensembles, sachant qu'aucune arête du graphe G ne joint deux sommets appartement

au même sous ensemble. Pour p = 2, le graphe G est appelé biparti.

Un graphe est biparti si et seulement s'il ne contient pas de cycles impaires. Si un sommet

appartenant à un sous ensemble Vi de la partition d'un graphe multiparti est adjacent à

tout sommet des autres sous ensemble Vj:j ̸=i pour tout i = 1, p, alors le graphe G est appelé

multiparti complet, et est noté par Kk1,k2,...,kp avec ki = |Vi|.
Des exemples, du graphe biparti G, et du graphe biparti complet K2,3 sont représentés dans

la Figure 1.5.
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Figure 1.5 � Un graphe biparti G et un graphe biparti complet K2,3.
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Graphe cactus

Un cactus est un graphe connexe dans lequel chaque 2 cycles ont au plus un sommet en

commun, i.e, chaque arête appartient à au plus un cycle simple.
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Figure 1.6 � Un graphe cactus.

Arbre

L'une des structures les plus simples d'un graphe connexe est connue sous le nom d'arbre.

Un arbre est un graphe connexe sans cycle, et est noté par T. Comme cas particuliers des

arbres on a :

L'étoile, est un graphe biparti complet, tel que |V1| = 1 et |V2| = p, et est notée par K1,p.

Le sommet de V1 est appelé centre de l'étoile.

Une étoile double, notée par Sp,q, est l'arbre obtenu à partir de deux étoile K1,p et K1,q en

ajoutant une arête relient les deux centres.

Une étoile subdivisée , notée par SSp, est un arbre obtenu à partir d'une étoile K1,p : p ≥ 1,

en subdivisant chacune de ses arêtes.

Une chenille C(t1, t2, ..., ts) est un arbre dont la suppression de ses feuilles donne une chaîne

u1, u2, ..., us, où ti est le nombre des feuilles adjacentes à ui.

Une forêt est un graphe dont toutes ses composantes connexes sont des arbres.

A titre d'exemples, les arbres particuliers de la Figure 1.7 suivante. Notons que l'ensemble

des arbres particuliers forme une forêt.
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Figure 1.7 � Arbres particuliers.

Couronne de deux graphes

La couronne G de deux graphes G1 et G2, comme c'est dé�nit dans [9], est le graphe

G1 ◦ G2 obtenu à partir d'une copie de G1 et |V (G1)| copies de G2 oǔ le ime sommet de G1

est adjacent à tous les sommets de la ime copie de G2. A titre d'exemples, les deux graphes

de la Figure 1.8.
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C4 ◦K2 C3 ◦K1

Figure 1.8 � Couronne de deux graphes.

1.1.3 Propriété des ensembles

Minimalité et maximalité d'un ensemble

Soient G = (V,E) un graphe et P une propriété. Un sous ensemble S de V est dit minimal

par rapport à la propriété P si aucun sous ensemble strict de S ne véri�e cette propriété. Un

sous ensemble S est dit maximal par rapport à la propriété P , si aucun sous ensemble de V

contenant S et di�érent de S ne véri�e la propriété P .

Ensemble minimum et ensemble maximum

Un sous ensemble B de V est dit minimum ou de taille minimale par rapport à la propriété

P si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous ensemble de B) ne véri�e cette

propriété. De même, l'ensemble B est dit maximum ou de taille maximale par rapport à P ,
si aucun ensemble plus grand que B (sans nécessairement le contenir) ne véri�e P .
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1.1.4 Invariants de graphes

Soit G = (V,E) un graphe simple d'ordre n.

Stable, clique

On appelle stable (indépendant) d'un graphe G = (V,E) un sous-ensemble S de sommets

de V deux à deux non adjacents. Le cardinal maximum (resp. minimum) d'un ensemble indé-

pendant maximal est appelée nombre de stabilité ou nombre d'indépendence (resp. nombre

d'indépendence inférieur) de G, noté par α(G) (resp. i(G)) .

Une clique K de G est un sous ensemble de sommet de V deux à deux adjacents.

Couplage

Un couplage dans un graphe G est un ensemble d'arêtes deux à deux non adjacentes ; chaque

sommet est donc incident à au plus une arête du couplage. La taille maximale d'un couplage

dans G est noté par α
′
(G). Un couplage maximum est un couplage de taille maximale. Un

couplage de G est dit parfait si tout sommet de G est incident à une arête du couplage,

autrement dit si α
′
(G) = n/2.

Transversal

Un sous-ensemble de sommets T d'un graphe G est un transversal si toute arête de G

est incidente à au moins un sommet de T. On notera par β(G) le cardinal minimum d'un

transversal de G.

1.2 La domination dans les graphes

1.2.1 Vue historique et application de la domination

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d'échec. Le principe est de cou-

vrir (dominer) l'ensemble des cases par certaines pièces du jeu. L'idée semble remonter au

16éme siècle en Inde (voir [10]). En 1862, De jaenish [1] posa le problème suivant : Déter-

miner le nombre minimum de reines R à placer sur l'échiquier de telle manière que chaque

case soit occupée en un seul mouvement par l'une des reines. Pour un échiquier 5 × 5 le
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nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8×8 le nombre minimum est 5. Le nombre mini-

mum pour un échiquier n×n reste indéterminé jusqu'à présent. Pour plus de détails voir [11].

Figure 1.9 � Un échiquier 5× 5 et un échiquier 8× 8.

En 1958, Claude Berge [12] donna une formulation de la domination dans les graphes

orientés. Le nombre de domination s'appelait alors le coe�cient de stabilité externe.

L'appelation actuelle du nombre de domination est due à Ore [13] en 1962. La domination

n'a connu sa véritable expansion qu' après la parution de l'article de Cockayne et Hedetniemi

[3] en 1977. L'étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a

donné naissance à plusieurs paramètres de domination dont la résolution est di�cile au sens

de la complexité algorithmique (Voir [4], [14]). Ainsi beaucoup d'axes de recherches ont vu

le jour, par exemple : la détermination des bornes supérieures et des bornes inférieures, la

recherche d'algorithmes polynomiaux, ..etc. Pour son application, considérons un réseau de

communication constitue de stations �xes, et entre deux stations quelconques il peut exister

une communication directe. Le problème posé est de sélectionner un ensemble minimum de

stations pour installer des transmetteurs, tout en assurant pour les stations qui ne possèdent

pas de transmetteurs d'avoir une liaison directe avec celles qui en possèdent.

1.2.2 Dé�nitions et propriétés préliminaires

Dé�nition 1.1 Soit G = (V,E) un graphe simple. Un ensemble dominant est un sous en-

semble de sommets D ⊆ V tel que tout sommet de V −D est adjacent à au moins un sommet

de D.

Un ensemble dominant D est dit minimal si aucun sous ensemble propre de D n'est un

ensemble dominant. Un dominant de cardinalité minimum est un dominant minimal l'inverse
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est faux.

Dans la littérature, il existe d'autre dé�nitions équivalentes aux ensembles dominants dans

les graphes. En voici quelques unes.

• Un ensemble S ⊆ V est un dominant si pour tout sommet v ∈ V, |N [v] ∩ S| ≥ 1.

• Un ensemble S ⊆ V est un dominant si pour tout sommet v ∈ V, N(v) ∩ S ̸= ∅.

• Un ensemble S ⊆ V est un dominant si N[S] = V .

Le nombre de domination inférieur (ou nombre de domination) d'un graphe G, noté par

γ(G), représente la cardinalité minimum d'un ensemble dominant de G. Un ensemble domi-

nant minimum avec une telle cardinalité est appelé γ(G)-ensemble. La cardinalité maximum

d'un ensemble dominant minimal est appelé nombre de domination supérieur, et est noté par

Γ(G). Un exemple d'un graphe illustratif de ce concept est le graphe G de la Figure 1.10.
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Figure 1.10 � Un graphe G avec γ(G) = 3 et Γ(G) = 4.

1.2.3 Quelques types de domination avec application

En raison de la large variété des problèmes liés à la domination, nous allons nous restreindre

dans cette partie uniquement a quelques types de dominations.

Domination totale

En 1980, Cockayne, Dawes et Hedetniemi [15] introduisent le concept de domination

totale. Un ensemble dominant est dit total s'il est sans sommets isolés, c'est à dire chaque

sommet de l'ensemble possède au moins un autre voisin dans le même ensemble. Le cardinal
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minimum d'un ensemble dominant total noté par γt(G), est appelé le nombre de domination

totale. Pour son application, on cite l'exemple suivant :

Considérons un groupe d'individus. On veut sélectionner parmi ces individus, un comité

restreint tel que toute personne du groupe ait des a�nités avec au moins un membre de

ce comité. Si nous modélisons ce problème par un graphe G dont l'ensemble des sommets

représente le groupe d'individus et deux sommets sont adjacents s'il y a a�nités entre les

personnes représentées. Alors le comité restreint sélectionné est un dominant total du graphe.

A titre d'exemple du concept, le graphe G de la Figure 1.11.
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Figure 1.11 � Un graphe G avec γt(G) = 2.

Domination couplée

La domination couplée a été introduite par Haynes et Slater [16]. Un sous ensemble D

de V est dit dominant couplé de G si D est dominant de G et si le sous graphe induit par

D admet un couplage parfait. Le nombre de domination couplée, noté γpr(G), désigne la

cardinalité minimum d'un ensemble dominant couplé. Comme exemple pratique, considérons

un village au sein duquel on veut placer un groupe de vigiles qui assure la protection de ses

voisins tout en s'assurant lui même une protection mutuelle avec un collègue. Le plus petit

groupe de vigiles représente un ensemble dominant couplé minimum du graphe. Par exemple

dans le graphe de la Figure 1.12, le nombre de domination couplée est γpr(G) = 2.
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Figure 1.12 � Un graphe G avec γpr(G) = 2.
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Domination double

Un ensemble dominant double est un ensemble dominant D de V tel que tout sommet de

V est dominé au moins deux fois par D, c'est à dire tout sommet de D possède au moins un

voisin dans D et tout sommet de V −D possède au moins deux voisins dans D. Le nombre

de domination double est le cardinal minimum d'un ensemble dominant double, noté par

γ×2(G). La domination double a été introduite en 2000 par Haray et Haynes [17].

Si nous reprenons l'exemple précédent, en spéci�ant que tout villageois soit protégé par

au moins deux vigiles et que chaque vigile soit lui même protégé par un des ses collègues,

alors le plus petit groupe constitué est un ensemble dominant double minimum du graphe

représentatif des habitants du village. Un exemple d'un graphe illustratif du concept est le

graphe de la Figure 1.13, dont le nombre de domination double est γ×2(G) = 4.
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Figure 1.13 � Un graphe G avec γ×2(G) = 4.
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Chapitre 2

État de l'art sur la domination

sommet-arête dans les graphes

Les deux concepts, domination sommet-arête et domination arête-sommet, abrégés ve-

domination et ev -domination, respectivement, ont été introduits par Kenneth Peters en 1986

[18] dans sa thèse de PhD, dirigée par Renu Laskar à l'université de Clemson, intitulée

"Theoretical and Algorithmic Results on Domination and Connectivity", ensuite, J.R lewis a

réinsé l'etude de ces deux paramètres dans sa thèse de PhD dans [19]. Nous allons consacrer

ce chapitre composé de deux sections 1 et 2, à l'étude du concept ve-domination. Dans la

section 1, nous présentons quelques terminologies et dé�nitions qui sont liées au concept de

ve-dominations. Tandis que dans la section 2, nous présentons quelques résultats antérieurs

liés à ce concept. Il convient de noter que les résultats existants sont loin de fournir des

réponses à tous les problème ouverts dans ce contexte.

2.1 Terminologies et dé�nitions

Nous commençons d'abord par introduire quelques dé�nitions et terminologies nécessaires

sur la ve-domination dans les graphes.

Dé�nition 2.1 (J.R. Lewis. [19]). On dit qu'un sommet u d'un graphe G = (V,E) ve-

domine l'arête e ∈ E si :

1. e est incidente à u, ou

2. e est adjacente à une arête incidente à u.

En d'autres termes, un sommet u ve-domine toutes les arêtes incidentes à tout sommet dans
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NG[u].

Dé�nition 2.2 (J.R. Lewis. [19]). Un sous ensemble S ⊆ V est un ve-dominant de G,

si pour toute arête e ∈ E, il existe un sommet v ∈ S tel que v ve-domine e. Le cardinal

minimum d'un ensemble ve-dominant de G est appelé le nombre de ve-domination de G,

noté γve(G) et le cardinal maximum d'un ensemble ve-dominant minimal de G, appelé le

nombre de ve-domination supérieur de G, et est noté par Γve(G).
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Figure 2.1 � Un graphe G avec γve(G) = 2 et Γve(G) = 3.

Dé�nition 2.3 (J.R. Lewis. [19]). Un sommet v ∈ S ⊆ V a une arête privée e = uw ∈ E

(relatif à l'ensemble S ) si :

1 : v est incidente à e, ou

2 : v est adjacente à u ou w, et

3 : pour tout sommet x ∈ S − {v}, e n'est pas incidente à x et x n'est pas adjacent ni à u ou

w.

En d'autres termes, v ve-domine l'arête e et aucun autre sommet de S ne ve-domine e.

Dé�nition 2.4 (J.R. Lewis. [19]). Un sous ensemble S de V est dit ve-dominant indépen-

dant de G, si S est un ve-dominant et le sous graphe induit par S ne contient pas d'arêtes.

Le nombre de ve-domination indépendante de G, ive(G), est le cardinal minimum d'un en-

semble ve-dominant indépendant de G et le nombre de ve-domination indépendante supérieur

βve(G), est le cardinal maximum d'un ensemble ve-dominant indépendant minimal de G.

Dé�nition 2.5 (J.R. Lewis. [19]). Un sous ensemble S de V est dit ve-irrédondant de G,

si chaque sommet de S possède une arête privée. Le cardinal minimum (resp. maximum)

d'un ve-irrédondant maximal de G noté irve(G) (resp. IRve(G)) est appelé le nombre de

ve-irrédondance (resp. le nombre de ve-irrédondance supérieur).
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Nous donnons la dé�nition de la domination e�cace qui été établie par Bange et al [20].

Dé�nition 2.6 Un ensemble de sommets S d'un graphe G est un dominant e�cace de G si

tout sommet de V est dominé exactement une seule fois par S.

2.2 Quelques Résultats antérieurs

Nous commençons par la chaîne d'inégalité reliant les paramètres de ve-domination .

Théorème 2.7 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe cnt G d'ordre n,

irve(G) ⩽ γve(G) ⩽ ive(G) ⩽ βve(G) ⩽ Γve(G) ⩽ IRve(G) ⩽ n/2.

La comparaison entre la chaine d'inégalité pour les paramètres de domination et la chaines

d'inégalité pour les paramètres de la ve-domination.

Théorème 2.8 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe cnt G d'ordre n,

Il convient de noter que les paramètres ir(G) et irve(G) sont incomparables en générale de

même pour Γ(G) et Γve(G)

Proposition 2.9 (J.R. Lewis et al. [21]) . Comme tout ensemble dominant est un ve-

ensemble dominant de G pour tout graphe cnt, donc γve(G) ≤ γ(G).

Le résultat suivant fournit une classe de graphes G pour lesquels γve(G) = ive(G). Disons

qu'un graphe G appartient à la famille G si pour tout γve-ensemble non indépendant S de G,

il existe une paire de sommets adjacents u et v dans S telle que, sans perte de généralité, v

a exactement une arête privée par rapport à S .

Théorème 2.10 (J.R. Lewis et al.[21]). Pour tout graphe cnt G ∈ G, γve(G) = ive(G).

Dans les propositions suivantes, on donne la valeur du paramètre γve pour quelques classes

particulières de graphes.
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Proposition 2.11 (J.W. Peters. [18]). Soit G un graphe cnt d'ordre n. Alors γve(G) = 1 si

et seulement s'il existe un sommet v ∈ V , tels que tout sommet de G est à distance inférieure

ou égale à deux par rapport à v et si Y = {u ∈ V : dG(u, v) = 2}, alors Y est un ensemble

indépendant.

Proposition 2.12 (J.W. Peters. [18])

a) γve(Kn) = γve(Kn,m) = γve(Kn1,n2,..,nt) = 1.

b) Pour toute chaîne Pn d'ordre n ⩾ 2, γve(Pn) = ⌊n+ 2

4
⌋.

c) Pour tout cycle Cn, γve(Cn) = ⌊n+ 3

4
⌋.

Proposition 2.13 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe grille G2,c avec n = 2c,

γve(G2,c) = ⌈ c
3
⌉ = ⌈n

6
⌉.

Preuve. C'est un exercice simple de montrer que la formule est valable pour c ≤ 6. Par

conséquent, supposons que c ≥ 7. Soit S un γve-ensemble de G2,c. Noter que G2,c a 3c − 2

arêtes. A�n de ve-dominer les arêtes de la �n, S doit contenir au moins un sommet de la

colonne 1 ou 2 et au moins un de la colonne c-1 ou c. Chaque sommet des colonnes 1, 2, c− 1

et c peut ve-domine au plus 8 arêtes, et tout autre sommet peut ve-domine au plus 9 arêtes.

Ainsi, |S| − 2 sommets doivent ve-domine au moins 3c− 18 arêtes et donc

|S| − 2 ≥ 3c− 18

9
=

3(n
2
)− 18

9
= ⌈n

6
⌉ − 2.

Ainsi γve(G2,c) = |S| ≥ ⌈n
6
⌉.

Pour voir que γve(G2,c) ≤ ⌈n
6
⌉, soit S = {a1,6i+2, a2,6j+5|0 ≤ i ≤ ⌊ c−2

6
⌋ et 0 ≤ j ≤ ⌊ c−5

6
⌋}.

Si c ≡ 0, 2 mod(3), sinon soit S = {a1,6i+2, a2,6j+5, a1,c|0 ≤ i ≤ ⌊ c−2
6
⌋} et 0 ≤ j ≤ ⌊ c−5

6
⌋.

Peters [18] a établi aussi une borne supérieure sur γve(G) en fonction de degré maximum

∆ et de degré minimum δ :

Proposition 2.14 (J.W. Peters. [18]). Pour tout graphe cnt G, de degré maximum ∆ et

de degré minimum δ,

γve(G) ≤ n−∆− ∆(δ−1)
2

+ 1.
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Pour un graphe G cnt d'ordre maximum ∆ = ∆(G) et du taille m, la Proposition 2.15

donne une borne inférieure pour γve(G) en fonction de ∆.

Proposition 2.15 (J.R. Lewis et al. [21]). Si G est un graphe cnt de taille m et de degré

maximum ∆, alors

γve(G) ⩾ ⌈ m
∆2

⌉.

Ainsi, pour les graphes k−réguliers, on a :

Corollaire 2.16 (J.R. Lewis et al. [21]). Si G est un graphe k-régulier, alors

γve(G) ⩾ ⌈ n

2k
⌉.

Rappelons qu'un graphe 3-régulier est appelé un graphe cubique.

Corollaire 2.17 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe cubique, γve(G) ⩾ ⌈n
6
⌉.

Soit Ψ(G) le cardinal maximum des sommets d'un ensemble S ⊆ V qui ne contient pas

une enclave ( une enclave est un sommet v ∈ S tel que N [v] ⊆ S). Par cette dé�nition, on a

immédiatement les deux résultats suivants.

Proposition 2.18 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe cnt G, Γve(G) ≤ Ψ(G).

En 2017, X.Chen et al. [23] ont répondu sur la question posée par R.Boutrig et al. [25],

par une nouvelle relation entre le nombre supérieur de non-enclavement et le nombre de

ve-domination indépendante.

Théorème 2.19 (X.Chen et al. [23]). Soit G un graphe connexe avec ∆(G) ⩾ 3. Alors

Ψ(G) +
2

∆(G)− 1
(ive(G)− 1) ⩽ n− 1.

Une comparaison entre les paramètres de domination et les paramètres de ve-domination

a été faite par J.R. Lewis et al. [21].

Théorème 2.20 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe G,

1. ive(G) ≤ i(G).

2. βve(G) ≤ α(G).
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3. IRve(G) ≤ IR(G).

4. IRve(G) ≤ α
′
(G) ≤ n/2.

Théorème 2.21 (J.R. Lewis et al. [21]). Soit G tout graphe cnt. Alors le complément

V − S de tout ensemble minimal ve-dominant est un ensemble ve-dominant. En fait, le

complément V − S de tout ensemble minimal ve-dominant est un ensemble dominant.

Corollaire 2.22 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe ntc G, Γve(G) + γ(G) ≤ n.

Proposition 2.23 (J.R. Lewis et al. [21]). Soit G un graphe cnt. Alors le complément

S − V de tout ensemble dominant minimal S est un ensemble ve-dominant.

Corollaire 2.24 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout graphe ntc G, Γ(G) + γve(G) ≤ n.

D'autre résultats ont été établis par R. Boutrig et al. [24, 25, 26], sont donnés dans ce qui

suit.

Théorème 2.25 (R.Boutrig et M.Chellali. [24]). Pour tout graphe cnt biparti G,

γve(G) ≤ ive(G) ≤ γt(G)
2

.

Théorème 2.26 (R.Boutrig et al. [25]). Soit G un graphe connexe d'ordre n. Alors IR(G)+

ive(G) ⩽ n, avec égalité si et seulement si G est une étoile.

Théorème 2.27 (R.Boutrig et al. [25]). Si G est un graphe connexe d'ordre n ⩾ 3 et sans

C5, alors γve(G) ≤ n
3
.

Corollaire 2.28 (R.Boutrig et al. [25]). Si G est un graphe biparti d'ordre n ⩾ 3, alors

γve(G) ≤ n
3
.

Corollaire 2.29 (B. Krishnakumari et al. [26]). Si T est un arbre d'ordre n ⩾ 3, alors

γve(T ) ≤ n
3
.

29



Observons que la condition "sans C5" est nécessaire pour l'enoncé du Théorème 2.27. Pour

un exemple simple, on considère le cycle C5 pour lequel γve(C5) = 2 > 5/3. Cependant, ceci

est le seul exemple du graphe que les auteurs de [25] ont trouvé pour lequel la borne du

Théorème 2.27 n'est pas véri�ée.

Ils ont laissé comme un problème ouvert, soit de prouver que le Théorème 2.27 est vrai pour

tous les graphes cnt d'ordre n ⩾ 6, ou bien de donner une famille de graphes comme un

contre-exemple.

Théorème 2.30 (R.Boutrig. [22]). Si G est un graphe connexe tel que 3 ≤ ∆(G) ≤ 5,

alors ive(G) ≤ ∆(G)
2

γve(G).

Corollaire 2.31 (R.Boutrig. [22]). Pour tout graphe 3-régulier G, ive(G) ≤ 3
2
γve(G).

P. Zylinski a répondu sur la conjecture proposé par R. Boutrig et al. [25] par le théorème

suivant :

Théorème 2.32 (P.Zylinski. [27]). Si G est un graphe connexe d'ordre n ⩾ 6, alors

γve(G) ≤ ⌊n
3
⌋.

Théorème 2.33 (R.Boutrig et al. [25]). Si G est un graphe cnt sans sous-graphe induit

isomorphe à K1,k pour k ⩾ 3, alors ive(G) ≤ (k − 2)γve(G)− (k − 3).

Comme conséquence du Théorème 2.33, nous considénons le corollaire suivant.

Corollaire 2.34 (R.Boutrig et al. [25]). Si G est un graphe sans K1,3 cnt, alors γve(G) =

ive(G).

Proposition 2.35 (R.Boutrig et al. [25]). Si G un graphe cnt d'ordre n ⩾ 3, alors

γve(G) ≤ ive(G) < n/2.

Théorème 2.36 (W.F. Klostermeyer et al. [28]). Si G un graphe cubique, alors γve(G) ≤
9n \ 26.
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2.2.1 La ve-domination dans les arbres

Lewis et al.[21] se sont intéressés à caractériser les arbres T tels que γve(T ) = γ(T ), oǔ

la caractérisation est à la fois descriptive et constructive. Soit F la famille des arbres T qui

peuvent être obtenus à partir de l'union de k ⩾ 1 étoiles d'ordres au moins trois en ajoutant

(k-1) arêtes joignant les feuilles des étoiles.

La caractérisation des arbres pour lesquels le nombre de ve-domination et le nombre de

domination sont égaux est obtenue dans [21] par le théorème suivant.

Théorème 2.37 (J.R. Lewis et al. [21]). Pour tout arbre T d'ordre n ⩾ 3, les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. γve(T ) = γ(T ).

2. T a un ensemble dominant e�cace S, dont chaque sommet de S est un sommet support

de T.

3. T ∈ F .

On considérant que si T est un arbre non trivial d'ordre n avec ℓ feuilles et s sommets

suports, alors γve(T ) est borné inférieurement par (n−ℓ−s+3)/4. Dans le but de caractériser

les arbres atteignant cette borne, soit la famille O d'arbres T = Tk qui peut être obtenue

comme suit.

Soit T1 une chaîne P5. Si k est un entier positif, alors Tk+1 peut être obtenu récursivement à

partir de Tk par l'une des opérations suivantes :

- Opération O1 : attacher un sommet en le joignant à n'importe quel sommet support de Tk.

- Opération O2 : Attacher une chaîne P2 en joignant l'un de ses sommets à un sommet de Tk

qui n'est pas une feuille et qui est adjacent à un sommet de support de degré deux.

- Opération O3 : Attacher une chaîne P4 en joignant une de ses feuilles à une feuille de Tk

adjacente à un sommet support faible.

Théorème 2.38 (B. Krishnakumari et al. [26]). Si T est un arbre non trivial d'ordre

n avec ℓ feuilles et s sommets supports, alors γve(T ) ⩾(n − ℓ − s + 3)/4 avec égalité si et

seulement si T ∈ O.

On considérent que si T est un arbre non trivial d'ordre n avec ℓ feuilles, alors γve(T ) est

borné inférieurement par (γt(T )− ℓ +1)/2. Dans le but de caractériser les arbres atteignant

cette borne, considérant la famille N d'arbres T = Tk qui peut être obtenue comme suit. Soit
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T1 = P5. Si k est un entier positif, alors Tk+1 peut être obtenu récursivement à partir de Tk

par l'une des opérations suivantes.

- Opération N1 : Attacher une chaîne P2 en joignant l'un de ses sommets à un sommet de Tk

adjacent à une chaîne P2.

- Opération N2 : Attacher une chaîne P4 en joignant une de ses feuilles à une feuille de Tk

dont le sommet support est faible.

Théorème 2.39 (Y. B. Venkatakrishnan et al. [29]). Si T est un arbre avec ℓ feuilles,

alors γve(T ) ⩾ (γt(T )− ℓ+ 1)/2 avec égalité si et seulement si T ∈ N .

Une borne supérieure de γve(T ) par (γt(T )+ℓ−2)/2 a été fournit par Y. B. Venkatakrishnan

et al. [29]. Dans le but de caractériser les arbres atteignant cette borne, soit la famille H des

arbres T = Tk qui peut être obtenue comme suit. Soit T1 ∈ {P2, P3, P4}. Si k est un entier

positif, alors Tk+1 peut être obtenu récursivement à partir de Tk par l'opération N2.

Il est facile de voir que H consiste en chaînes Pn où n ̸= 4k + 1 pour k entier positif.

Théorème 2.40 (Y. B. Venkatakrishnan et al. [29]). Si T est un arbre d'odre n ⩾ 3

avec ℓ feuilles, alors γve(T ) ⩽ (γt(T ) + ℓ− 2)/2 avec égalité si et seulement si T ∈ H.

Théorème 2.41 (R.Boutrig et al. [25]). Pour tout arbre non trivial T,

γve(T ) ≤ ive(T ) ≤ γ(T ).

Il convient de noter que le nombre de domination peut être plus petit ou plus grand que

le nombre supérieur de ve-domination indépendante, même pour les arbres. En e�et, pour la

chaîne P9, on peut voir que γ(P9) = 3 < βve(P9) = 4, alors que pour l'arbre T illustré dans

la Figure 2.2, on a γ(T ) = 8 > βve(T ) = 7.

t t t t
t t t t

t t t t t t
t t t t

Figure 2.2 � Un arbre T avec γ(T ) = 8 et βve(T ) = 7.
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Chapitre 3

Contribution à l'étude de la

ve-domination dans les graphes gon�és

Nous nous sommes intéressés dans le chapitre précédent, à l'étude du concept de

ve-domination dans les graphes. Dans ce chapitre qui représentre notre contribution, on

s'intéresse au concept de ve-domination dans la classe de graphes gon�és. D'autres paramètres

de domination ont été étudiés dans cette classe de graphe à savoir la domination totale par

M.A. Henning et A.P. Kazemib [30] et la domination couplée par L. Kang et al. [31]. Pour

un graphe gon�é GI , d'un graphe G, on a établi des bornes en terme des caractèristiques

du graphe G, tels que le nombre de sommets support, le nombre de feuilles et l'ordre du

graphe, où en terme d'autres paramètres de domination de G. Ainsi de caractériser les graphes

extrémaux atteignant certaines bornes.

Le travail présenté dans ce chapitre a été réalisé en collaboration avec Mme Meddah.

3.1 Terminologies et dé�nitions

Avant d'aller plus loin, nous devons d'abord introduire certaines terminologies qui seront

utiles par la suite. Pour les notations des graphes gon�és, nous suivons [32]. L'in�ation ou

graphe gon�é GI d'un graphe G sans sommets isolés est obtenu comme suit : chaque sommet

xi de degré d(xi) de G est remplacé par une clique Xi
∼= Kd(xi) et chaque arête xixj dans G

est remplacée par une arête uv de telle sorte que u ∈ Xi, v ∈ Xj, et deux arêtes di�érentes

de G sont remplacées par des arêtes non adjacentes de GI . Il existe deux types d'arêtes dans
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GI . Les arêtes de la clique Xi qui sont colorées en rouge et les Xi sont appelées cliques rouges

(une clique rouge Xi est réduite à un sommet si xi est une feuille de G). Les autres, qui

correspondent aux arêtes de G, sont colorés en bleu et forment un couplage parfait dans

GI . Chaque sommet de GI appartient à exactement une clique rouge et est incident avec

exactement une arête bleue. Pour des raisons de simplicité, nous désignons l'ensemble des

sommets d'une clique rouge Xi par Xi. Un exemple illustratif du ce concept, le graphe gon�é

GI du graphe G, de la Figure 3.1.
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Figure 3.1 � Un graphe G et son graphe gon�é GI .

Suivant la notation de Kang et al. [31], si xi et xj sont deux sommets adjacents de G,

alors les extrémités de l'arête bleue dans GI remplaçant l'arête xixj de G, sont xixj ∈ Xi

et xjxi ∈ Xj. Par dé�nition, chaque feuille de G correspond à une feuille de GI et chaque

sommet support xjxi de la clique Xj dans le graphe GI n'est adjacent qu'aux autres sommets

de la clique Xj et à la feuille unique xixj qui lui est adjacente dans GI (où xi est une feuille

adjacente au sommet support xj dans G). Une conséquence évidente de la dé�nition est que

n(GI) =
∑

xi∈V (G)

dG(xi) = 2m(G), δ(GI) = δ(G) et ∆(GI) = ∆(G).

Soit T un arbre non trivial. Si nous remplaçons chaque arête de T par deux arêtes multiples

et que nous subdivisons ensuite chaque arête, nous appelons le graphe résultant un C4-cactus.

3.2 Résultats principaux

Notre objectif dans cette section est d'étudier la ve-domination dans les graphes gon�és.

Nous commençons notre étude par le premier théorème qui consite à établir une borne supé-

rieure du nombre de ve-domination d'un graphe gon�é GI , en terme du nombre de feuilles

ℓ(G) et de l'ordre n(G), du graphe G.
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Théorème 3.1 Soit G un graphe cnt d'ordre n(G) ⩾ 3 avec ℓ(G) feuilles. Donc γve(GI) ≤
n(G) − ℓ(G), avec égalité si et seulement si chaque sommet dans G est une feuille ou un

sommet support.

Preuve. Si V (G) = {x1, ..., xn} , alors soit xj un sommet de V (G), di�érent d'une feuille.

Soient encore xjxt ∈ Xj et Sj = {xjxt}. Il est clair que, dans le graphe GI , Sj ve-domine

toutes les arêtes de la clique rouge Xj, ainsi que les arêtes bleues incidentes à Xj. En parti-

culier, si xj est un sommet support avec une feuille xi, alors l'arête pendante (xixj, xjxi) est

ve-dominée par Sj. Par conséquent l'ensemble D =
n(G)−ℓ(G)⋃

j=1

Sj est un ve-dominant de GI .

D'où

γve(GI) ≤ |D|

=

∣∣∣∣∣∣
n(G)−ℓ(G)⋃

j=1

Sj

∣∣∣∣∣∣
= n(G)− ℓ(G).

Supposons que γve(GI) = |D| = n(G)− ℓ(G). Soit xk un sommet de G. Supposons que xk

n'est ni une feuille ni un sommet support dans G. Pour i ∈ {1, ..., d(xk)}, soit xi ∈ NG(xk).

Comme γve(GI) = n(G)−ℓ(G), alors D contient un sommet de la clique Xi, disons xixk pour

i ∈ {1, d(xk)}, et un sommet de la clique Xk, disons xkxj pour un j ∈ {1, ..., d(xk)}. Par
conséquent toutes les arêtes de la clique Xk seront ve-dominées par l'ensemble D − {xkxj}.
Ceci implique que γve(GI) ≤ |D − {xkxj}| = n(G)− ℓ(G)− 1 < n(G)− ℓ(G), contradiction.

Donc G est un graphe dont chaque sommet est une feuille ou un sommet support.

Inversement, supposons que chaque sommet dans G est une feuille ou un sommet support.

Soient S(G) l'ensemble de sommets support de G et D un γve(GI)-ensemble. Dans le graphe

GI , il est clair que pour ve-dominer toutes les arêtes pendantes ainsi que toutes les arêtes des

cliques rouges correspondantes aux sommets support xi ∈ S(G) : i = 1, |S(G)|, l'ensemble
D contient au moins un sommet de chaque clique Xi. Par conséquent |S(G)| ≤ γve(GI) ≤
n(G)− ℓ(G) = |S(G)| . D'où γve(GI) = n(G)− ℓ(G) = |S(G)| .

Une relation entre le nombre de transversal β(G), du graphe G, et le nombre de ve-

domination, γve(GI), du graphe gon�é GI , est donnée par le Théorème 3.2 suivant.

Théorème 3.2 Si G est un graphe cnt, alors γve(GI) ≥ β(G).
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Preuve. Soit G = (V,E) où V = {x1, x2, ..., xn}. Soit S un γve(GI)-ensemble contenant de

chaque clique rouge au plus un sommet. Soit aussi (V0, V1) une partition de V , où V0 = {xi ∈
V | |S ∩Xi| = 0}, V1 = {xi ∈ V | |S ∩Xi| = 1}. Pour i = 0, 1, notons ni = |Vi|, et donc
n = n0+n1 et |S| = n1. Il est clair que dans un graphe G cnt on a toujours n0 ̸= 0 et n1 ̸= 0.

Soit x un sommet d'une clique rouge qui ne contient aucun sommet de S. Alors, x = xixj

pour certains entiers i et j. Notons que S∩Xi = ∅. Par conséquent, chaque arête de la clique
rouge Xi qui ne contient aucun sommet de S est ve-dominée par au moins un sommet d'une

clique rouge voisine contenant exactement un sommet de S. En particulier, on note que V0

est un ensemble indépendant dans G (sinon S ne sera pas un ve-dominant dans GI). Alors

l'ensemble V1 est un transversal dans G. Ceci implique que β(G) ≤ |V1| = n1 = γve(GI).

D'où le résultat désiré γve(GI) ≥ β(G).

Corollaire 3.3 Si G est un graphe cnt, alors γve(GI) ≥ β(G) ≥ α′(G) ≥ γ(G).

Remarque 3.4 Il est clair d'aprés la chaine d'inégalité γve(GI) ≥ β(G) ≥ α′(G) ≥ γ(G),

que si G est un graphe cnt avec γve(GI) = γ(G), alors β(G) = γ(G). Mais la réciproque

de cette condition nécessaire n'est pas vraie en général. A titre d'exemple le graphe biparti

K2,3 pour lequel l'ensemble dominant est un transversal de cardinal β(G) = γ(G) = 2, mais

γve((K2,3)I) = 3. Ceci signi�e que la famille Cγ=β, des graphes bipartis dont le nombre de

transversal est égal au nombre de domination, caractérisée par A. Lingas et al. [37], est

di�érentes des graphes bipartis, pour lesquels γve(GI) = γ(G).

Puisque γ(G) ≥ γve(G) pour tout graphe G cnt, il s'ensuit que :

Corollaire 3.5 Si G est un graphe cnt, alors γve(GI) ≥ γve(G), et cette borne est atteinte

pour les étoiles K1,t.

Ainsi, on établit une condition nécessaire sur les graphes G pour que γve(GI) = γ(G). Pour

cela, nous présentons quelques dé�nitions supplémentaires qui nous seront utiles dans la

preuve de notre résultat. Pour un couplage M dans G, de taille α′(G), dé�nissons ϕL(G)

comme l'ensemble des feuilles de G qui ne sont pas saturées par M dans G. Dé�nissons

également ϕ≥2(G) comme étant l'ensemble des sommets de degré au moins 2 qui ne sont pas

saturés par M dans G. Soient ϕL = |ϕL(G)| et ϕ≥2 = |ϕ≥2(G)| .

Théorème 3.6 Soit G un graphe cnt. Si γve(GI) = γ(G), alors β(G) = γ(G) et G contient

un couplage maximum M de cardinalité γ(G) qui sature tous les sommets de degré au moins

2 (i-e ϕ≥2 = 0).
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Preuve. Soit D un γve(GI)-ensemble contenant au plus un sommet de chaque clique rouge,

sauf les cliques pendantes, s'ils en existent. Si γve(GI) = γ(G), alors d'après le Corollaire

3.3, on a γve(GI) = β(G) = α′(G) = γ(G). Soit D′ = {xj ∈ V (G) | xjxi ∈ D}. Il est clair
que |D′| = |D| . Par le même argument utilisé dans la preuve du Théorème 3.2, il est clair

que D′ est un ensemble à la fois dominant minimum et transversal minimum, dans G. De

plus, il existe, dans G, un couplage maximum, reliant D′ à V −D′ de cardinal γ(G). Parmi

tous ces couplages maximums, nous choisissons M, un couplage qui maximise ϕL, et dont

une extrémité de chaque arête est dans le β(G)-ensemble. Supposons que le couplage M ne

sature pas tous les sommets de degré au moins 2, i-e ϕ≥2 ̸= 0. Et soit xk un sommet de G de

degré au moins 2, non saturé par M. Si on considère la correspondance inverse de D′ (dans

G) à D (dans GI), alors les arêtes de la clique rouge Xk ne seront pas toutes ve-dominées

par D, contradiction avec D un γve(GI)-ensemble.

La réciproque de ce résultat n'est pas vrai en général. A titre d'exemple le graphe biparti

G, de la Figure 3.2, où on a β(G) = γ(G) = 3, et G contient un couplage maximum M de

cardinalité γ(G) avec ϕ≥2 = 0, mais γve(GI) = 4.
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′
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Figure 3.2 � Un graphe biparti G et son graphe gon�é GI .

Dans ce qui suit, on s'intéresse à caractériser les graphes G dont le nombre de domi-

nation est égal au nombre de ve-domination de GI . Pour cela on donne un ensemble de

résultats antérieurs pour les graphes où on a le nombre de domination est égal au nombre du

transversal.
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Proposition 3.7 (L. Volkmann [33]) Si G est un graphe connexe avec γ(G) = β(G),

alors δ(G) ≤ 2.

Corollaire 3.8 Si G est un graphe connexe avec δ(G) ≥ 3, alors γve(GI) > γ(G).

Preuve. D'aprés la Proposition 3.7, on a si G est un graphe connexe avec δ(G) ≥ 3, alors

γ(G) < β(G) et donc γve(GI) ≥ β(G) > γ(G).

Théorème 3.9 (L. Volkmann [34]) Si G est un graphe cnt avec δ(G) = 2, alors γ(G) =

β(G) si et seulement si G est biparti sachant que pour chaque pair de sommets x et y appar-

tenant à la plus petite partie de G, et qui sont à distance 2, il existe au moins deux voisins

communs de x et y de degré 2.

Corollaire 3.10 Si G est un graphe cnt avec δ(G) = 2, alors γ(G) = γve(GI) si et seulement

si G = C4.

Preuve. Soit G un graphe cnt avec δ(G) = 2 et γ(G) = γve(GI). D'aprés le Théorème 3.9,

G = ((A,B), E(G)) est un graphe biparti avec 1 ≤ |A| ≤ |B| . Soient x et y deux sommets à

distance 2 appartenant à A. Supposons que x, y, z des voisins communs de x et y de degré 2

dans B. Soit M un couplage maximum de cardinal γ(G), alors d'aprés le Théorème 3.6, un

des trois sommets, x, y, z, serait non saturé par le couplage maximum M de cardinal γ(G),

i-e ϕ≥2 ̸= 0, ce qui implique que γve(GI) > γ(G).

Si de plus, il existe z qui est dans A avec dG(x, z) = 2, alors, d'aprés la discussion

précédente, il existe deux sommets x ̸= x et z dans B tels que NG(x) = NG(z) = {x, z}.
De même que précédement, un des deux sommets, x ou x, sera non saturé par le couplage

maximum M de cardinal γ(G), i-e ϕ≥2 ̸= 0, ce qui implique que γve(GI) > γ(G). Par

conséquent G = C4.

Inversement, si G = C4, alors il est évident que γ(G) = γve(GI) = 2.

Notre prochain objectif est de caractériser les arbres cnt avec γ(G) = γve(GI). Pour

cela, nous devons rappeler le résultat de base dû à L. Volkmann [35], Stracke [36]. Ainsi,

nous présentons quelques dé�nitions supplémentaires qui nous seront utiles dans les deux

caractérisations données par les deux Corollaires 3.12 et 3.14. Soit G∗ l'ensemble des sommets

d'un graphe G qui ne sont ni des feuilles ni des supports dans G. Aussi, soit T (S(G), G∗)

l'ensemble des arêtes reliant les sommets support de G, aux sommets de G∗.

Théorème 3.11 (L. Volkmann [35], Stracke [36]) Soit G un arbre d'ordre n ≥ 2. Alors

γ(G) = β(G) si et seulement si :
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1. G∗ = ∅, ou

2. chaque composante de G∗ est un sommet isolé, ou

3. une étoile, où les centres de ces étoiles ne sont pas adjacents à un sommet support.

Corollaire 3.12 Soit G un arbre d'ordre n ≥ 2. Si G possède s sommets support, alors

γ(G) = γve(GI) si et seulement si :

1. G∗ = ∅, ou

2. chaque composante de G∗ est un sommet isolé, ou

3. une étoile, où les centres de ces étoiles ne sont pas adjacents à un sommet support.

Preuve. Soit D un γ(G)-ensemble et soit S(G) = {x1, x2, ..., xs} l'ensemble des sommets

support de G. La condition su�sante du Corollaire 3.12 est simple à véri�er si G∗ = ∅ (item

1), car ceci signi�e que G est une forêt dont chaque composante est une chenille C(t1, ..., ts′ )

avec s
′ ≤ s et ti ⩾ 1. Donc γ(G) = |S(G)| = γve(GI) = s.

Soient S1(G) et S2(G) une partition de l'ensemble de sommets support de G, où S1(G)

est le sous-ensemble de sommets support qui sont reliés à au moins un sommet de G∗ et

S2(G) = S(G)− S1(G).

Suppososns maintenant que G∗ véri�é l'item 2, i-e G∗ contient m sommets isolé ai :

i = 1,m. D'aprés le Théorème 3.11, γ(G) = β(G) = s avec D = S(G). Considérant la

correspondance entre D dans G, et D′ dans GI , avec D′ = D1 ∪D2 où :

D1 = {xjai | xj ∈ S1(G) et (xj, ai) ∈ E(G) : i ∈ {1, ...,m}},

D2 = {xjxi | xj ∈ S2(G) et (xj, xi) ∈ E(⟨S(G)⟩)}.

Il est clair que toutes les arêtes des m cliques rouges dans GI , correspondantes aux m sommets

isolés dans G∗, ainsi que les cliques correspondantes aux s sommets support, et les arêtes

pendantes de GI , seront ve-dominées par l'ensemble D′ de cardinal s. D'où γve(GI) ≤ |D′| =
γ(G). Comme γve(GI) ≥ β(G) = γ(G), alors γ(G) = γve(GI).

Finalement, supposons que G∗ véri�é l'item 3, i-e G∗ contient m étoiles, Ri avec des

centres ai et des feuilles yij : j = 1, L(ai) dans G∗. Alors d'aprés le Théorème 3.11, γ(G) =

β(G) = |D| avec D = S(G) ∪ {a1, ..., am}. Dans le graphe gon�é GI , considérant toujours la

correspondance entre D et D′ de GI , avec D′ = D1 ∪D2 ∪Da où :

D1 = {xjy
i
k | xj ∈ S1(G), (xj, y

i
k) ∈ T (S(G), G∗) et yik ∈ L(ai) pour un i ∈ {1, ...,m}},

D2 = {xjxi | xj ∈ S2(G) et (xj, xi) ∈ E(⟨S(G)⟩)},

Da = {aiyij : i = 1,m pour un j ∈ {1, ..., |L(ai)|}}.
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Il est clair que |D′| = |S1(G)| + |S2(G)| + m = s + m. Aussi, il est clair que toutes les

arêtes des m cliques rouges Ai dans GI , correspondantes aux m centres ai, ainsi que toutes

les arêtes bleues incidentes à la clique Ai, sont ve-dominées par l'ensemble des sommets Da.

Les arêtes des cliques rouges correspondantes aux feuilles, des m étoiles Ri dans G∗, ainsi

que les cliques correspondantes aux sommets support et les arêtes pendantes de GI , sont

ve-dominées dans GI , par l'ensemble des sommets de D1 ∪ D2. Par conséquent D′ est un

ve-dominant de GI , d'où γve(GI) ≤ |D′| = γ(G). Et comme γve(GI) ≥ β(G) = γ(G), alors

γ(G) = γve(GI).

Pour la réciproque, supposons G est un arbre d'ordre n ≥ 2 avec γ(G) = γve(GI). Il est

clair que si aucun des trois items : 1), 2) et 3) n'est véri�é, alors d'aprés le Théorème 3.11,

γ(G) < β(G) ≤ γve(GI), contradiction. D'où les trois items sont véri�és.

Ainsi, on s'intéresse à caractériser les graphes cnt avec γ(G) =
⌊
n(G)
2

⌋
et γve(GI) = γ(G).

Cette caractérisation est donnée par le Corollaire 3.14. Pour cela, nous rappellons le résultat

de base dû à B. Randerath, L. Volkmann [34], suivant.

Théorème 3.13 (B. Randerath, L. Volkmann [34]) Soit G un graphe cnt avec γ(G) =⌊
n(G)
2

⌋
et β(G) = γ(G). Si G possède s sommets support et ℓ feuilles, alors les cas suivants

sont possibles :

a) Si n(G) est pair, alors G = C4 ou G = H ◦K1 pour un graphe connexe H.

b) Si n(G) est impair et δ(G) = 2, alors G est un C4-cactus graphe, constitué de deux

cycles ou G est un C4 avec un autre sommet adjacent à deux sommets non adjacents

du C4, c'est-à-dire le graphe biparti complet K2,3.

c) Si n(G) est impair et δ(G) = 1, alors les cinq cas suivants sont possibles :

1) s = ℓ− 1 et G∗ = ∅.

2) s = ℓ et G∗ est un sommet isolé.

3) s = ℓ et G∗ est une étoile d'ordre trois.

4) s = ℓ et G∗ est un graphe biparti d'ordre 5, γ(G∗) = β(G∗) = δ(G∗) = 2 et le sous-

graphe induit par les sommets de G∗ qui ne sont pas adjacent à un sommet support,

est un C4.

5) s = ℓ et G∗ est un graphe biparti avec un sommet pendant u, qui est un sommet

d'articultation de G, et G∗′ = G∗ − u = C4.
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Corollaire 3.14 Soit G un graphe cnt avec γ(G) =
⌊
n(G)
2

⌋
et γve(GI) = γ(G). Si G possède

s sommets support et ℓ feuilles, alors les cas suivants sont possibles :

a) Si n(G) est pair, alors G = C4 ou G = H ◦K1 pour un graphe connexe H.

b) Si n(G) est impair et δ(G) = 1, alors les quatres cas suivants sont possibles :

1) s = ℓ− 1 et G∗ = ∅.

2) s = ℓ et G∗ est un sommet isolé.

3) s = ℓ et G∗ est une étoile d'ordre trois.

4) s = ℓ et G∗ est un graphe biparti avec un sommet pendant u, qui est un sommet

d'articultation de G, et G∗′ = G∗ − u = C4.

Preuve. Soient D un γ(G)-ensemble, et S(G) = {x1, x2, ..., xs} l'ensemble des sommets

support de G. La condition su�sante du Corollaire 3.14 est simple à véri�er pour l'item a),

i-e n(G) est pair, et donc G = C4 ou G = H ◦ K1 pour un graphe connexe H. Où on a

γve((C4)I) = γ(C4) = 2 = n(C4)
2

et

γve((H ◦K1)I) = γ(H ◦K1)

= |V (H)|

= |S(H ◦K1)|

=
n(H ◦K1)

2
.

Aussi, pour l'item b,1). Si n(G) est impair et δ(G) = 1, et donc G∗ = ∅, car ceci signi�e
que G est une couronne H ◦K1 pour un graphe connexe H, où on rajoute une feuille à un

sommet support. Donc γ(G) = |S(G)| = γve(GI) = s.

Pour les deux items b,2) et b,3), le principe de démonstration est identique à celui utilisé

dans la preuve de la su�sance du Corollaire 3.12, pour les des deux items 2) et 3).

Ainsi, pour l'item b,4), supposons que s = ℓ et G∗ est un graphe biparti ((A,B), E(G∗))

d'ordre 5, avec un sommet pendant u, qui est un sommet d'articultation de G, et G∗′ =

G∗ − u = C4. Donc le graphe G∗ est un cycle C4, où l'un des quatre sommets est relié à un

sommet u, qui est relié lui même à au moins un sommet support de G.

Supposons maintenant que C4 = G∗′ = {y1, y2, y3, y4} où y1 est le support de G∗ dont

la feuille est le sommet u. Considérant A = {y1, y3} et B = {u, y2, y4} comme partition de

V (G∗). Il est clair donc que D = A ∪ S(G) est à la fois un ensemble, dominant minimum et

transversal minimum de G avec γ(G) = β(G) =
⌊
n(G)
2

⌋
=

⌊
2s+5
2

⌋
= s+ 2 = |D| .
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Nous considérons la partition de S(G) en deux sous-ensembles S1(G) et S2(G), où S1(G)

est le sous-ensemble de sommets support qui sont reliés au sommet u et S2(G) = S(G)−S1(G).

Dans le graphe gon�é GI , considérant la correspondance entre D dans G et D′ dans GI ,

avec D′ = D1 ∪D2 ∪Dy où :

D1 = {xju | xj ∈ S1(G), (xj, u) ∈ T (S(G), G∗)},

D2 = {xjxi | xj ∈ S2(G) et (xj, xi) ∈ E(⟨S(G)⟩)},

Dy = {y1y2, y3y4 : y1y2 ∈ Y1 et y3y4 ∈ Y3}.

Il est clair que toutes les arêtes de la clique rouge U, ainsi que les arêtes des cliques

Xj correspondantes aux sommets supports, et les arêtes bleues incidentes à Xj, seront ve-

dominées par D1 ∪ D2. Le reste des arêtes de (G∗)I dans GI , seront ve-dominées par Dy.

Donc l'ensemble D′ est un ve-dominant de GI . D'où

γve(GI) ≤ |D′| = s+ 2 =

⌊
2s+ 5

2

⌋
= γ(G) =

⌊
n(G)

2

⌋
.

Et comme γve(GI) ≥ β(G) = γ(G) =
⌊
n(G)
2

⌋
, alors γ(G) = γve(GI) =

⌊
n(G)
2

⌋
.

D'autres résultats, donnés par les Corollaires 3.16 et 3.17, sont dû au Théorème 3.15

suivant :

Théorème 3.15 (L. Volkmann [35]) Pour un graphe G, r-régulier avec r > 0, on a

γ(G) = β(G) si et seulement si G = K2 ou G = C4.

Corollaire 3.16 Pour un graphe G, r-régulier avec 1 ≤ r ≤ 2, on a γve(GI) = γ(G) = n(G)
2

si et seulement si G = K2 ou G = C4. Pour r > 3, on a γve(GI) > γ(G).

Corollaire 3.17 Si G est un graphe cnt avec δ(G) = 2, alors γ(G) = γve(GI) si et seulement

si G = C4.

Proposition 3.18 (B. Randerath, L. Volkmann [34]) Soit G un C4-cactus cnt avec la

partition des sommets A et B. Si |A| ≤ |B|, alors |A| = γ(G) = β(G) et |B| = 2 |A| − 2.

Corollaire 3.19 Le graphe G = C4 est l'unique graphe C4-cactus avec γ(G) = γve(GI).
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Preuve. Soit G un C4-cactus cnt avec la partition des sommets A et B. Si |A| ≤ |B|, alors
d'aprés la Proposition 3.18, on a |A| = γ(G) = β(G) et |B| = 2 |A|−2. Et d'aprés le Théorème

3.6 on a |B| = |A| pour ne pas avoir des sommets de degré au moins 2 non saturés par le

couplage maximum, ceci implique forcément que |B| = |A| = 2. Par conséquent G = C4. On

note que si |A| ≥ 3, alors |B| > |A| , et donc le couplage maximum ne sature pas tous les

sommets de degré au moins deux. Donc γve(GI) > γ(G).

D'aprés le Théorème de König-Egeváry, il est connu que pour tout graphe G d'ordre n,

β(G) + α(G) = n(G). Une autre conséquece du Théorème 3.2, est donnée par le Corollaire

3.20 suivant :

Corollaire 3.20 Si G est un graphe cnt d'ordre n(G), alors γve(GI) + α(G) ≥ n(G).

Pour un graphe G cnt où δ(G) = 1, on a γ(G) ≥ s(G). Sachant que γ(G) = s(G)

si et seulement chaque sommet de G est un support où adjacent à un support. A partir

du Théorème 3.6 précédent, on déduit une autre conséquence donnée par le Corollaire 3.21

suivant.

Corollaire 3.21 Si G est un graphe cnt où δ(G) = 1, alors γve(GI) ≥ s(G), et cette borne

est atteinte pour G = C(t1, ..., ts), une chenille de s supports.

Dans le théorème suivant, on établit une nouvelle borne inférieure du nombre de ve�

domination supérieur Γve(GI), d'un graphe gon�é GI , en terme du nombre de feuilles de

graphe G. Pour cela, on considère la famille N (H) des graphes dont tout sommet est une

feuille ou un support, sachant que deux supports forts ne soient pas adjacents. Rappelons que

si G est une couronne H ◦K1 d'un graphe connexe H, alors ceci signi�e que chaque sommet

de G est une feuille ou un sommet support faible. Notons que H ◦ K1 ∈ N (H). Comme

exemple d'un graphe de la famille N (H), on considère le graphe de la Figure 3.3 suivante.

u u
u

u u
u

u
u u

u
�

�
�

��

�
�

�
�� @

@
@

@@

Figure 3.3 � Un graphe de la famille N (H).

Ainsi, une nouvelle borne inférieure pour le nombre de ve-domination supérieur, Γve(GI),

dans un graphe gon�é GI , en terme du nombre de feuilles ℓ(G) dans le graphe G, est donnée
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par le Théorème 3.22. Aussi une caractérisation descriptive de la famille N (H) des graphes

G dont la borne du Théorème 3.22 est atteinte a été établie.

Théorème 3.22 Soit G un graphe avec δ(G) = 1. Si G ne contient pas deux supports forts

adjacents, alors Γve(GI) ≥ ℓ(G), avec égalité si et seulement si G est une étoile K1,p : p ≥ 2,

ou G ∈ N (H) pour quelques graphes connexes H.

Preuve. Soient D un Γve(GI)-ensemble et xk un sommet support de G. Si G est une étoile de

centre xk, alors pour ve-dominer toutes les arêtes de la clique rouge Xk, ainsi que les arêtes

pendantes attachées à la clique Xk, il su�t de prendre, dans D, tous les sommets pendants

de type xjxk pour tout xj ∈ L(xk), où on a Γve(GI) = |D| = ℓ(G).

Supposons maintenant que G est di�érente d'une étoile. Si G contient deux supports

adjacents, disons xt et xk. Soient xi ∈ L(xt) et xj ∈ L(xk), respectivement. Puisque G ne

contient pas deux supports forts adjacents, alors, au moins l'un des deux supports xt ou xk

est faible. Sans perte de généralité, supposons que xt est faible. De même que précédemment,

pour ve-dominer toutes les arêtes des deux cliques rouges Xk et Xt, ainsi que les arêtes

pendantes attachées aux deux cliques Xk et Xt, il su�t de prendre, dans D, les sommets

pendants de types xjxk pour tout xj ∈ L(xk) et le sommet xixt. Et pour ve-dominer l'arête

bleue (xtxk, xkxt), il su�t de remplacer le sommet xixt dans D par le sommet xtxi. Donc

pour chaque feuille de G, il correspond un seul sommet dans D. Par conséquent Γve(GI) =

|D| ≥ ℓ(G).

Maintenant, si G ne contient pas de supports adjacents. Alors il existe au moins un

sommet xr ∈ NG(xk), de degré au moins 2, qui n'est ni feuille ni support dans G. Donc, il

est clair que pour ve�dominer les arêtes de la clique rouge Xk, ainsi que les arêtes pendantes

attachées à la clique Xk, il su�t de prendre, dans D, les sommets pendants de type xjxk pour

tout xj ∈ L(xk). Aussi pour ve-dominer les arêtes de la clique rouge Xr, ainsi que les arêtes

bleues incidentes à Xr, il su�t de prendre un sommet de la clique rouge Xr. Par conséquent

Γve(GI) = |D| ≥ ℓ(G) + 1 > ℓ(G). Par conséquent, à chaque feuille de G correspond un

sommet unique dans GI qui appartient à D. Ainsi, le résultat désiré Γve(GI) = |D| ≥ ℓ(G).

Supposons maintenant que Γve(GI) = ℓ(G). Donc D est composé entièrement de ces ℓ(G)

sommets pendants dans le graphe GI , qui ve-dominent toutes les arêtes de GI . Supposons

que G n'est ni une étoile K1,p : p ≥ 2, ni un graphe de N (H). Par conséquent G contient au

moins deux sommets adjacents xt et xk, de degré au moins 2. Puisque G n'appartient pas

à la famille N (H), et que pour chaque feuille de G, il correspond un seul sommet dans D,

nous pouvons donc discuter deux situations :
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- xt et xk ne sont pas des sommets supports dans G : Pour ve-dominer toutes les arêtes

des deux cliques rouges Xt et Xk, ainsi que les arêtes bleues incidentes aux deux cliques Xt et

Xk, l'ensemble D contient au moins un sommet des deux cliques Xt ou Xk. Par conséquent

Γve(GI) ≥ ℓ(G) + 1 > ℓ(G), contradiction.

- xk est un support et xt n'est pas support : De même que précédemment, pour ve-dominer

toutes les arêtes de la clique rouge Xt ainsi que les arêtes bleues incidentes à la clique Xt,

l'ensemble D contient au moins un sommet de la clique Xt. Par conséquent Γve(GI) ≥
ℓ(G) + 1 > ℓ(G), contradiction.

Inversement, si G est une étoile K1,p : p ≥ 2, ou G est un graphe de la famille N (H), alors

en utilisant le principe de la preuve de cette borne, décrit ci-dessus, on aura Γve(GI) = ℓ(G).

Remarque 3.23 Le résultat du Théorème 3.22, ne peut être généralisé pour tout graphe. A

titre d'exemple, le graphe G = Sp,q où 2 ≤ p ≤ q, pour lequel on a, Γve(GI) = q+1 < ℓ(G) =

p+ q.

3.2.1 Relations de type Nordhauss-Gaddum

Théorème 3.24 Si G est un graphe cnt avec δ(G) = 1 et n ⩾ 3, alors γve(G) = 1

Preuve. Soit xi une feuille dans le graphe G. Soit D un γve(G)-ensemble. Il est clair que le

sommet xi dans le graphe complémentaire G du graphe G, est un ensemble ve-dominant de

G. Par conséquent γve(G) = |D| = 1.

Puisque δ(GI) = δ(G) = 1, alors la conséquence suivante est évidente :

Corollaire 3.25 Si G est un graphe cnt avec δ(G) = 1 et n ⩾ 3, alors γve(GI) = 1.

Comme conséquence directe du Théorème 3.1 et du Corollaire 3.25, on a le corollaire

suivant :

Corollaire 3.26 Si G est un graphe cnt d'ordre n(G) ⩾ 3 avec ℓ(G) feuilles, et δ(G) = 1,

alors : {
γve(GI) + γve(GI) ≤ n(G)− ℓ(G) + 1, et

γve(GI)× γve(GI) ≤ n(G)− ℓ(G).
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Théorème 3.27 Soit G un graphe cnt d'ordre n(G) ⩾ 3 et G son graphe complémentaire,

avec δ(G) = 1, alors : {
γve(G) + γve(G) ≤ n(G)

2
+ 1, et

γve(G)× γve(G) ≤ n(G)
2

.

Preuve. Véri�ons d'abord la borne supérieure sur la somme. Soit G un graphe cnt avec

δ(G) = 1 et n ⩾ 3. Sachant que γve(G) ≤ γ(G), et d'aprés le Théorème d'Ore, pour un

graphe sans sommets isolés on a γ(G) ≤ n(G)
2
, et ceci implique que γve(G) ≤ n(G)

2
. D'autre

part, d'aprés le Théorème 3.24, on a γve(G) = 1, d'où le résultat désiré.

Véri�ons maintenant la borne supérieure pour le produit. Par les mêmes arguments utilisés

précédement, γve(G) = 1 et γve(G) ≤ n(G)
2
, la borne est véri�ée.

Il est clair pour un graphe gon�é GI d'un graphe G de taille m(G), qu'on a n(GI) =

2m(G). Alors à partir du Théorème 3.27 on déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.28 Soit G un graphe cnt, avec n(G) ⩾ 3 et δ(G) = 1, alors{
γve(GI) + γve(GI) ≤ m(G) + 1, et

γve(GI)× γve(GI) ≤ m(G).

3.2.2 Grilles gon�ées

Dans ce qui suit, nous établissons une nouvelle borne supérieure du nombre de ve-

domination dans le graphe gon�é de la grille G2,c : c ⩾ 2, noté par (G2,c)I . Ainsi que pour

le graphe gon�é de la grille Gm,c : m, c ≥ 3, notée par (Gm,c)I . Pour cela, nous rappelons le

résultat suivant :

Théorème 3.29 (J.W.Peters [18]) Si G = Pn, alors γve(Pn) =
⌊
n+2
4

⌋
.

Soit G2,c une grille d'ordre 2c. Il est clair que V (G2,c) = {x1, x2, ..., xc} ∪ {y1, y2, ..., yc} et

E(G2,c) = {(xi, xi+1), (yi, yi+1) : i = 1, c− 1} ∪
{
(xi, yi) : i = 1, c

}
. Notons le graphe gon�é

de la grille G2,c, par (G2,c)I .
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Figure 3.4 � La grille G2,4 et la grille gon�ée (G2,4)I .

Processus de marquage des sommets :

Dans le graphe gon�é (G2,c)I , considérant le cycle de contour de (G2,c)I , qui ne passe pas par

les sommets de type xiyi et yixi pour i = 2, c− 1. La longueur de ce cycle est donc égale à 4c.

Nous commençons le processus de marquage par le sommet x2x1 et considérons le sommet

suivant à distance 3 par rapport à x2x1 le long de ce cycle, et ainsi de suite pour le reste de

sommets jusqu'aux sommet de la clique Xc−1 ou Xc, dont on choisit la distance 4 et non pas

3, pour avoir l'une des trois situations suivantes à la �n du marquague de la moitié supérieure

du cycle C4c.
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Figure 3.5 � Les trois situations du processus de marquage.

Il est clair qu'on peut fusionner les deux sommets a et b en un seul sommet et supprimer

les sommets entre a et b, sans in�uencer la ve-domination des sommets suivants le long de

cycle C4c, on réserve dans l'espace mémoire un sommet. Et en faisant le marquage à nouveau

à distance 3 à partir des points fusionnes. Remarquons que dans la situation -3- du processus

du maquage, l'arête (xc−2yc−2, yc−2xc−2) n'est pas ve-dominée par les sommets marqués. En

décalant le sommet de départ dans le processus de marquage de la position x2x1 à la position

x2x3, pour revenir vers la �n à la situations -2-. Donc on résout le problème, même pour

d'autres arêtes non ve-dominées qui sont à la même position que l'arête (xc−2yc−2, yc−2xc−2)

(s'il en existe). On répète cette opération de fusionner deux autres sommets l'orsqu'on arrive

par le processus de marquage à la clique Y2 ou Y1, où on fait le marquage à distance 4. En

réservant dans l'espace mémoire un deuxièmes sommets. Notons le graphe gon�é après le
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fusionnement par (G2,c)IF et l'ensemble des sommets marqués le long de cycle par S.

Un exemple illustratif du processus de marquage pour une grille gon�ée (G2,6)I , pour lequel

on passe dans le processus du marquage de la situation -3- à la situation -2- pour ve-dominer

l'arête en pointillés (voir la Figure 3.6 suivante).
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Figure 3.6 � Processus de marquage pour (G2,6)I .

On établit ainsi le résultat suivant :

Théorème 3.30 Pour toute grille G2,c d'ordre 2c, on a γve(G2,c)I ≤
⌈
4c−2
3

⌉
.

Preuve. Soit G2,c une grille d'ordre 2c. En appliquant le processus de marquage décrit au

dessus, on forme un ensemble de sommets marqués qu'on le note par S. Il est clair que S, qui

est de cardinal
⌈
4(c−2)

3

⌉
, est un ensemble ve-dominant le graphe (G2,c)IF . Et si on rajoute

à S les deux sommets déjà stockés dans l'espace mémoire, on construit alors un ensemble

ve-dominant minimal pour le graphe (G2,c)I . D'où le résultat :

γve((G2,c)I) ≤ γve((G2,c)IF ) + 2

≤
⌈
4(c− 2)

3

⌉
+ 2

=

⌈
4c− 2

3

⌉
Donc γve(G2,c)I ≤

⌈
4c−2
3

⌉
.
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Conjecture 3.1 Pour toute grille G2,c d'ordre 2c, on a γve(G2,c)I =
⌈
4c−2
3

⌉
.

Soit maintenant la grille G3,c d'ordre 3c. Il est clair que V (G3,c) = {x1, x2, ..., xc} ∪
{y1, y2, ..., yc} ∪ {z1, z2, ..., zc} et E(G3,c) = {(xi, xi+1), (yi, yi+1), (zi, zi+1) : i = 1, c− 1} ∪{
(xi, yi), (yi, zi) : i = 1, c

}
. Notons le graphe gon�é de la grille G3,c, par (G3,c)I .

u
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u
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u
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u
u
u

z1

y1
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z2

y2

x2

z3

y3

x3

z4

y4

x4

Figure 3.7 � Une grille G3,4.

Théorème 3.31 Pour toute grille G3,c d'ordre 3c, on a γve((G3,c)I) ≤
⌊
5c−1
2

⌋
.

Preuve. Soit G3,c une grille d'ordre 3c. Soit (G3,c)I le graphe gon�é de G3,c. Dans le graphe

(G3,c)I , nous considérons la chaine P ′ = {zi+1zi, zi+1zi+2 : i = 1, c− 2} d'ordre 2c− 4. Si D

est un γve(P
′)-ensemble, alors d'après le Théorème 3.29, γve(P ′) = |D| =

⌊
2c−4+2

4

⌋
=

⌊
c−1
2

⌋
.

Il est clair que l'ensemble de sommets {y1x1, z1y1, ycxc, zcyc} ∪ (
c−1⋃
i=2

{xiyi, yizi}) ∪ D est un

ve-dominant de graphe (G3,c)I . Par conséquent

γve((G3,c)I) ≤

∣∣∣∣∣{y1x1, z1y1, ycxc, zcyc} ∪ (
c−1⋃
i=2

{xiyi, yizi}) ∪D

∣∣∣∣∣
= 4 + 2(c− 2) +

⌊
c− 1

2

⌋
= 2c+

⌊
c− 1

2

⌋
=

⌊
5c− 1

2

⌋
.

D'où le résultat désiré γve((G3,c)I) ≤
⌊
5c−1
2

⌋
.

Le résultat suivant est une généralisation du Théorème 3.31, pour une grille Gm,c. Soit

Gm,c une grille d'ordre mc avec m ⩾ 3. Soit (Gm,c)I le graphe gon�é du graphe Gm,c. Notons

V (Gm,c) =
m⋃
i=1

c⋃
j=1

{aji} et E(Gm,c) =
m⋃
i=1

c−1⋃
j=1

{ajia
j+1
i } ∪

c⋃
j=1

m−1⋃
i=1

{ajia
j
i+1}. (voir la Figure 3.8).
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Théorème 3.32 Pour toute grille Gm,c d'ordre mc, on a γve((Gm,c)I) ≤
⌊
(2m−1)c−1

2

⌋
.

Preuve. Soit Gm,c une grille d'ordre mc. Soit (Gm,c)I le graphe gon�é du graphe Gm,c. Dans

le graphe (Gm,c)I , nous considérons le sous-ensemble de sommets marqués :

A′ =
m−1⋃
i=1

c−1⋃
j=2

{a1i+1a
1
i , a

j
ia

j
i+1, a

c
i+1a

c
i}.

Il est clair que |A′| = (m − 1)c. Aussi, considérons la chaine P ′ = {aj+1
m ajm, a

j+1
m aj+2

m : j =

1, c− 2} d'ordre 2c−4. De même que précédement, si D est un γve(P
′)-ensemble, alors d'après

le Théorème 3.29, γve(P ′) = |D| =
⌊
2c−4+2

4

⌋
=

⌊
c−1
2

⌋
.

Il est clair que l'ensemble des sommets A′∪D est un ve-dominant de graphe (Gm,c)I . Par

conséquent

γve((Gm,c)I) ≤ |A′ ∪D|

= (m− 1)c+

⌊
c− 1

2

⌋
=

⌊
(2m− 1)c− 1

2

⌋
.

D'où le résultat désiré γve((Gm,c)I) ≤
⌊
(2m−1)c−1

2

⌋
.

Remarque 3.33 Il est à remarquer que la borne
⌈
4c−2
3

⌉
établie dans le Théorème 3.30 pour

la grille gon�ée (G2,c)I , est meilleure que
⌊
(2m−1)c−1

2

⌋
m=2

=
⌊
3c−1
2

⌋
, établie par le Théorème

3.32 dans le cas général, pour c ≥ 5.
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Conclusion et perspectives

Pamri les recherches principales dans la théorie des graphes, nous avons choisis celle

concernant la ve-domination dans les graphes gon�és. Pour cela et au cours de ce mémoire,

nous avons introduit la ve-domination, où nous avons tenté de faire le point sur ce qui a été

fait dans la ve-domination dans les graphes. Puis nous nous sommes orientés vers l'étude des

graphes gon�és.

D'abord, nous avons établi une borne supérieure du nombre de ve-domination du graphe

gon�é GI , en terme du nombre de feuilles ℓ(G) et de l'ordre du graphe G, n(G). Ainsi nous

avons montré que le nombre de ve-domination du graphe GI est borné inférieurement par le

nombre de transversal β(G) de G, et donc borné inférieurement par γ(G).

Dans un second lieu nous avons donné une condition nécessaire sur un graphe G pour avoir

γve(GI) = γ(G). De plus nous avons fourni une caractérisation des arbres dont le nombre de

domination de G est égal au nombre de ve-domination de GI . Aussi, nous avons fourni une

deuxième caractérisation des graphes dont le nombre de domination de G est égal à
⌊
n(G)
2

⌋
,

et est égal aussi au nombre de ve-domination du graphe GI .

En�n, nous avons donné une borne supérieure du nombre de ve-domination dans le graphe

gon�é de la grille G2,c : c ⩾ 2. Ainsi que pour le graphe gon�é de la grille Gm,c pour m, c ≥ 3.

Comme perspectives à notre travail, nous proposons notament de :

- Trouver des relations entre les paramètres de domination du graphe G avec les para-

mètres de domination de GI .

- Trouver également des relations entre les paramètres de ve-domination du graphe G

avec les paramètres de ve-domination de GI .

- Trouver la valeur exacte du nombre de ve-domination pour (Gm,c)I avec m, c ⩾ 2.

- Ettentre l'étude établie pour d'autres parmètres de ve-domination, tels que βve, ive.

- Ettentre l'étude des bornes établies pour le nombre de ve-domination dans les graphes

gon�és, pour d'autres classes de graphes, tels que les C4-cactus graphes.
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