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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a l’étude et la résolution des problémes d’évo-
lution abstraits considéré dans un espace de Banach.
Il existe plusieurs méthodes d’étude de ces problemes, parmi lesquelles, on s’in-
téresse dans ce mémoire a celle basée sur la théorie des semi groupes intégrés.
On montre des résultats d’existence, dunicité des solutions de ces probléemes .
Mots clés : Semi-groupes, semi-groupes intégrés, équation d’évolution, modéle

dynamique de populations, solution locale, solution globale.



Abstract

In this work, we are interested in the study and the resolution of abstract
evolution problems considered in a Banach space.
There are several methodes of studying this type of problems , Among which,
we are interested in that based on the theory of integrated semigroup.
And we show results of existence, uniqueness of the solutions of these problems .
Keywords : Semigroups,integrated semigroups, evolution equations , population

dynamics model , classical solution, local solution, global solution.
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Notations générales

N : L’ensemble des nombres entiers naturels.

R : L’ensemble des nombres réels.

C : I’ensemble des nombres complexes.

K =R ou C ( le corps des nombres réels ou complexes ).

X : Espace de Banach.

X' : Espace dual de X.

||l.|lx : Norme de I’espace X .

L(X,Y) : L'espace des opérateurs linéaires continus de 'espace X vers 'espace Y.
A : Opérateur linéaire.

D(A) : Le domaine de définition d’un opérateur linéaire A.

D(A) : L’adhérence de I’ensemble D(A) .

A1 : L’inverse d’un opérateur linéaire A.

p(A) : L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A.

R\(A). : La résolvante d’'un opérateur linéaire A.

o(A) : Le spectre d’'un opérateur A.

{S(t)}+>0 : Semi-groupe intégré.

{r-)
Ck(

Le produit scalaire.

la, b]) : L’ensemble des fonctions k fois continiment différentiables sur I'intervalle ]a, b].

Abréviations :

EDP : Equation aux dérivées partielles.
C.a.d : Cest a dire.

tq : telle que.

i.e : identiquement équivalent

viii



Introduction

Les problémes d’évolution abstraits apparaissent dans de trés nombreuses applications :
en finances (équation de Black-Scholes), en traitement d’images (méthode des level-set), en
mécanique quantique (équation de Schroedinger), en mécanique des solides et des fluides
(équation de Navier-Stokes),...etc.

On entend, ici, par problémes abstraits, des problémes a coefficients opérateurs linéaires (en
général non bornés) dans un espace de Banach.

Parmi les méthodes les plus utilisées pour étudier de tels problémes, on a la méthode basée
sur la théorie des semi-groupes. Cette théorie a eu sa naissance vers les années 1940, avec
le fameux théoréme de HILLE-YOSIDA du & Einar HILLE ( 1894 - 1980) et Kosaku
YOSIDA (1909- 1990) qui a caractérisé les générateurs infinitésimaux des Cp-semi-groupes.

Dans les années ( 1970 - 1980) et grace aux efforts de plusieurs écoles de recherches et
chercheurs cette théorie a atteint un certain degré de perfection dans les monographies de
A PAZY et d’autres...

En algebre abstraite, un semi groupe est un ensemble muni d’une loi de composition in-
terne associative, et c’est bien le cas d’une famille d’opérateurs {G(t),t > 0}, munie de la loi
de composition.

Un semi-groupe a un parametre d’opérateurs linéaires sur un espace de Banach X est une
famille d’opérateurs linéaires bornés G : [0, +o00[— B(X), vérifiant les deux conditions :

> G(0) = I (opérateur identité),

> G(t+s)=G(t)G(s),Vt,s > 0.

Cette nomination est d’origine algébrique.

Ainsi le semi-groupe {G(t),t > 0}, défini par une propriété algébrique et une propriété de

continuité, résout une équation différentielle abstraite.



Introduction

Le moment le plus important concernant le généralisation des semi-groupes de classe Cj
est marqué par l’introduction des semi-groupes intégrés a la fin des années 80 ( voir
ARENDT [1] ) . Dans la théorie des semi-groupes intégrés un role important revient a un
théoréme classique de représentation de Laplace pour une fonction avec valeurs réelles, prouvé
par WIDDER |[11], [12] .

Dans les années 1960, ZAIDMAN [13] a prouvé que le théoréme de Widder ne peut etre
étendu aux fonctions a valeurs dans un espace de Banach arbitraire. Difficilement, en
1987 il a donné une deuxiéme version du théoréme de WIDDER pour des fonctions a valeurs
dans un espace de Banach, avec lequel il a obtenu une caractérisation compléte pour
le générateur d’un semi-groupe intégré. Dans le cas des semi-groupes intégrés on peut

voir que le générateur n’est pas nécessairement a domaine dense.

Plan du mémoire
Ce mémoire comporte quatre chapitres et est organisé comme suit :
> Le premier chapitre contient des rappels des notions et résultats de base d’analyse fonc-
tionnelle : espace de Banach, espace de Hilbert, espace de Sobolev, les opérateurs linéaires
bornés, les opérateurs linéaires non bornés et leurs différentes propriétés.
> Le deuxiéme chapitre concerne la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires, y
compris les différents types des semi-groupes (différentiables, compacts et analytiques ), ainsi
que leurs propriétés.
> Le troisiéme chapitre est consacré a la théorie des semi-groupes intégrés et leurs diffé-
rentes propriétés.
> Le quatriéme chapitre contient des exemples d’applications des semi-groupes intégrés a
quelques problémes d’évolution abstraits (probléme de Cauchy abstrait linéaire, probléme de
Cauchy abstrait semi-linéaire et son application & un modéle de dynamique de populations
structurées en age).

On termine ce travail avec une conclusion générale.




Chapitre 1
Préliminaires

Introduction
Ce chapitre est consacré aux rappels des notions et résultas de base qui nous seront utiles
par la suite.En particulier, nous rappelons les espaces fonctionnels et les opérateurs linéaires

avec leurs différentes propriétés.

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Norme- Espace normé

Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel sur le corps K. On dit qu’une application N :
X — Ry est une norme sur l’espace X si pour tous x,y € X et tout X € K, elle vérifie :
)N(z)=0<2=0,

2)N(Az) = [A|N (),

3)N(z+y) < N(x)+ N(y).

L’espace X muni d’une norme N est dit espace vectoriel normé et on le note (X, N).

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel X normé et complet.
Autrement dit : ’espace X est muni d’une norme et toute suite de Cauchy d’éléments de X

est convergente dans l’espace X pour la norme ||.| x.



Chapitre 1 : Préliminaires

Exemple 1.1 e Les espaces (R, ||.|)(C, ||.||) sont de Banach.

e Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3 On appelle espace de Hilbert X, tout espace de Banach X dont la norme

provient d’un produit scalaire (.,.) sur X.

1.1.4 Espace C*(I; X)

Définition 1.4 Soit I un ouvert de R;k € N et X un espace de Banach.

1)C°(I; X) est lespace des fonctions f: I — X continues.

2)C*(I; X) est espace des fonctions f: I — X dont toutes ses dérivées jusque a l'ordre k
sont continues, c-a-dire f™ € C°(I; X) pour 0 < n < k.

1.1.5 Espace de Sobolev W™P(Q))

Définition 1.5 L’espace de Sobolev W™P(Q), pour tous 1 < p < oo et m € N est défini
par :

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(2),0 < |a] < m},

ot D désigne la dérivée partielle d’ordre o de u au sens des distributions. Cet espace est

muni de la norme :
[l ) = 1
»
‘ |Z< ||Daul|ip(Q) ’ SZ’ 1 S p < oo,

max || D%ul| oo (), S p = 00.
la<m

Remarque 1.2 Pour m = 0, Uespace W™P(Q) est l'espace de Lebesque LP()), ot pour
I <p<oo,

LP(Q) = {u : Q=R u est mesurable et / lu(x)|Pde < oo}
Q
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est munt de la norme

[l o) = (/Q \u(x)ypda;))’l’ :

1.1.6 Espace de Sobolev W'?(Q)
Définition 1.6 Pour tout 1 < p < oo, l'espace de Sobolev WP(Q) est défini par :
WP (Q) = {u € LP(Q2), Du € L*(Q)},

ot Du désigne la dérivée partielle d’ordre 1 de w au sens des distributions.

1.1.7 Espace de Sobolev W1?(Q) = H(Q)

Définition 1.7 L’espace de Sobolev d’ordre 1, noté H'(QY), est l'espace des fonctions de

L3(Q) ayant des dérivées dans L*()) au sens des distributions

ou

’ 8(131

HY(Q) = {ueL2(Q) eL2(Q),v@'el,_n}.

Théoréme 1.3 H'(Q) est un espace vectoriel muni du produit scalaire
(U, 0) iy = / u(z)v(z)dr + / Vu(z)Vo(z)dx
Q Q

et de la norme :

1
fullmy = ( [ 1)+ 19utoar )
L’espace de Sobolev H(Y) est un espace de Hilbert.

1.1.8 Espace de Sobolev H}(Q)

Définition 1.8 On définit H}(Q) comme la fermeture de D(Q) dans H'(Q). Autrement dit :

H}(Q) ={ue H'(Q),30, € D(Q) tel que 6,, — u dans H'(Q)}.
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1.1.9 Espace de Sobolev H?(Q))
Définition 1.9 On définit l'espace de Sobolev d’ordre 2 par :
H*(Q) = {u € L*(Q),0% € L*(Q), |o] < 2}.

On munit I’espace H?*(QY) du produit scalaire

(U, V) 2y = / Z 0“ud“vdzx
|a|<2
et on note ||.||m2() sa norme correspondante.

Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré ) Si ) est un ouvert borné ( au moins dans

une direction ) alors il existe une constante Cq telle que :

9 3
ull 2 <Z| Y ) Yu € HY(Q)

Définition 1.10 (Formules de Green) Soit Q) un ouvert borné de R™ a frontiére 092 de

classe C1 . Soit u,v € deuz fonctions de classe C*(Q) . Alors

/Auvdx: u@ds—/Vu.Vvdx,
Q o0 On Q

Lov S
ot — designe la dérivée normale de v.

on

1.2 Les opérateurs linéaires

Soit X et Y deux espaces de Banach.
Définition 1.11 (Opérateur linéaire) Un opérateur linéaire A de X dans Y est une
application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C X et a valeurs dans Y, telle

que pour tous x,y € D(A) et pour tout A € K on a :
1. Az +y) = Az + Ay.
2. A(\z) = Mz
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L’ensemble D(A), défini par : D(A) = {x € X /| Az ait un sens} est appelé le domaine de

Uopérateur linéaire A.

Définition 1.12 (Opérateur borné ) Un opérateur linéaire A de X dans Y est dit borné

sl existe une constante M > 0, telle que
Vo € X, |[Aslly < Mlz]x.

Théoréme 1.4 Un opérateur linéaire A de X dans Y est continu si, et seulement s’il est

borné.

On note £(X,Y) : 'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
Si X =Y, on note 'ensemble £(X, X) par L(X).
Un des ingrédients essentiels pour la théorie des semi-groupes est la notion d’opérateurs

linéaires non bornés :

Définition 1.13 (Opérateur non borné ) soient X et Y deur espaces normés et A :
D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On dit que A est un opérateur non borné s’il existe

une suite (x,), C D(A) telle que :
[Azy [y > nllznllx.

Définition 1.14 (Opérateur a domaine dense) Soit A: D(A) C X — X un opérateur

linéaire non borné. L’opérateur A est dit a domaine dense si D(A) = X.

Définition 1.15 (Graphe d’un opérateur) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire

non borné. Le graphe de l’opérateur linéaire est un sous-espace vectoriel de X x X, défini par
['(A) = {(z,Ax) :z € D(A)}.

Définition 1.16 (Opérateur fermé). Un opérateur linéaire non borné A : D(A) C X — X
est dit fermé si son graphe I'(A) est fermé dans X x X.

Proposition 1.2 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire non borné. L’opérateur A
est fermé si : V(up)nen C D(A) telle que :

(u, — wdans X) et (Au, — wvdansY) = u € D(A) et v = Au.

n—-+o0o n—-+o0o
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Exemple 1.5 Soit l'opérateur linéaire A, défini par :
A= CY([0,1];R)  C([0,1];R) — C([0, 1]; R),
f=Af=7,

A est un opérateur linéaire fermé non borné.

Définition 1.17 (Ensemble compact) Soit (X, T) un espace topologique.

1. On appelle recouvrement ouvert de X, une famille A;,v € I des ouverts de X |, telle
que X C JA;.

i€l
2. L’espace topologique séparé (X, 1) est compact, si de tout recouvrement ouvert de X,

on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.18 (Ensemble relativement compact) Une partie M d’un espace métrique

X est dite relativement compacte, si sa fermeture M est compacte.

Définition 1.19 (Opérateur compact) Un opérateur linéaire continu A : X —'Y est dit
compact s’il transforme tout ensemble borné M de X en un ensemble relativement compact
de Y.

Définition 1.20 (Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opérateur)
e On appelle ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A est un sous-ensemble ouvert de C,
défini par :

p(A)={AeC,(\[-A)" LX)}

e On appelle spectre d’un opérateur linéaire A le complémentaire de [’ensemble résolvant de
A dans C, défini par :
g(A) =C —p(A).

e La résolvante d’un opérateur linéaire A est définie par Ry\(A) = (M — A)~L.

Lemme 1.1 (Lemme de Gronwall) Soit f, g ety trois fonctions continues sur un segment

[a,b] , a valeurs positives et vérifiant 'inégalité suivante : pour tout t € |a, b],

y@ﬁf@+/g@mww

Alors , pour tout t de [a,b] :

m03ﬂw+43@mwnm(12mmﬁda




Chapitre 2
Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Introduction
Dans ce chapitre, nous rappellons les notions et résultats de base de la théorie de semi-
groupes d’opérateurs linéaires qui jouent un role trés important dans 1’étude des problémes

d’évolution.

2.1 Semi-groupe d’opérateurs linéaires

2.1.1 Semi-groupe d’opérateurs linéaires

Définition 2.1 Soit X un espace de Banach. On dit qu’une famille d’opérateurs linéaires
bornés {G(t) }1>0 constitue un semi-groupe d’opérateurs linéaires de L(X), si les deux

propriétés suivantes sont vérifiées :
1. G(0) = Ix = I (lopérateur identité ),
2. Vt,s > 0,G(t+s) = G(t) o G(s) = G(t)G(s).

Exemple 2.1 Semi-groupe de translation

On considére 'espace X = C'(R) ou bien X = LP(R),1 < p < 400 et on définit sur l’espace
X, Vopérateur T} :

Ti(f)(x) = f(x +1t) alors {T(t)}+>0 est un semi-groupe de L(X). En effet :

e Pourt=20, ona :
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To(f)(@) = f(z+0) = f(z) = To(f)(x) = Lf(z) = Ty = Id
oVt s >0, on a

Tivs(f)(@) = (T1 o T) f ()
On a

et

Posons z = x + s, alors

T(f(2)=flz+t)=flx+s+1)........ (2)
Dot (1) = (2)
Done T'(t),5, est un semi-groupe de L(X) .

2.1.2 Semi-groupe fortement continu (Cj-semi-groupe)

Définition 2.2 soit {G(t)}i>0 un semi-groupe de L(X), s’il vérifie la condition suivante :

lim G(t)r = 2,Ve € X

t—0t

alors la famille d’opérateurs {G(t),t > 0 est dite semi-groupe fortement continu ou Co-

semi-groupe.

Proposition 2.1 Si {G(t)}+>0 est un Cy-semi-groupe alors il existe deux constantes M > 1,

w > 0 tels que :

¥t > 0,[1G(1) | oce) < Me™.

2.1.3 Semi-groupe de contraction

Définition 2.3 : Si on prend les constantes M et W de la proposition précédente par M=1

et w=0 alors :
IGO)lexy <1, pour tout t > 0.

On dira que {G(t)}1>0 est un semi-groupe de contraction .

10
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2.1.4 Semi-groupe uniformément continu

Définition 2.4 : Soit X un espace de Banach et {G(t)}>0 un semi-groupe d’opérateurs

linéaires bornés. alors {G(t)}i>o est uniformément continue si

lim (|G () — 1] zcx) = 0.

t—0t

Remarque 2.2 Un semi-groupe uniformément continu est un Cy-semi-groupe, la réciproque

est fause en général.

2.1.5 Générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe

Définition 2.5 Soit {G(t)}i>0 un Cy semi-groupe, lopérateur linéaire A défini par :

p

G(t)x —z
D(A) ={z € X, lim ——— existe}
t—0+ t
et
G(t)xr —x
Azr = lim ——
\ t—0+ t

est appelé le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {G(t)}i>0 et D(A) est le domaine

de définition de l'opérateur A.

Théoréme 2.3 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

uniformément continu {G(t)}i>o Si et seulement si A est borné .

Démonstration. <) Supposons que l'opérteur A est borné et montrons que qu’il est le

générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {G(¢)}.

Posons {G(t)}1s0 = {€4}150 avec e = > (tf!)n . Montrons que
G(t)—1 G(t)—1
im SO _ g i 2O =0
t—0+ t t—0+
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Chapitre 2 : Les semi-groupes d’opérateurs linéaires et leurs propriétés

G(t) - I G(t) — I —tA
—_AHE(X) = Hf

oo (tA)™
_ || Z:O (tn!) —1—tA
t

l2ex)

l2(x)

1 <X (tA)"
= |- t
I 2 S thec

IN

+o0

I|A|™t" 1
Z — =1 (el —1 — ¢ A]))
En passant a la limite, on aura

O — I — 1A Al _ q
0< tim [EO=ZL=0 (6—) _JlAl =o.

t—0+ t t—0+ t

D’ou . ;
Gu=r_,

Donc A est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue {G(t)}:>¢ -

=) On suppose que le semi-groupe {G(t)};>o est uniformément continu et qu’il posséde un

générateur infinitésimal A.

Pour cela, On détermine son générateur infinitésimal A et on montre que A est borné. On a
Jim [|G(2) — 1] = 0.

De plus I'application Ry >t — G(t) € L(X) est continue, alors elle est intégrable sur R, et

/t G(s)ds € L(X).

La suite de la preuve nécessite 'utilisation des propriétés suivantes :

1t1i%1+‘</G ) G(O) = I.

Montrons la premiére propriété (la deuxiéme se fait de la méme maniére). Il suffit de montrer

que

¢
lim H—/ G(s)ds — I||zx) = 0.
0

t—0+

12
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I [ Gt =GOew) = I [ (Gls) = GlODdslec

< 1 ] 1E6) = GODlecss.

Puisque Iapplication : Ry 3 s — G(s) € L(X) est continue sur R, alors elle est continue en
0.
Donc Ve > 0,do > 0 tel que

D’ou :
! ¢ et
H_/o (G(s)ds) = I|zx) < —/0 eds:yze ........ (%)
Donc
im tG d G(0 I
lim (| Gl = 6(0) =

Ainsi, on obtient 1).

D’aprés (%), il existe o > 0 (fixé) suffisamment petit tel que :

1 (o
1= [ st <1
1 (o2

~( /0 G(s)ds)

Posons v = [ G(s)ds et montrons que v € D(A) i.e :

est inversible .

C.a.d on montre que

lim Glh) - Jvexiste <= v € D(A).
h—0+
On a:
G(h)—]v _ G(h)—I'/ G(3)ds
h h 0

13
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Le changement de variable o = h + s avec da = ds
s=0=a=h,
s=0c=>a=0+h,

permet d’écrire

Gh)y—1 1 [Me 1/
— V=7 i G(oz)doz—ﬁ/o G(s)ds.

On simplifie encore 'intégrale :

_/OUG(s)ds _ —/hG(s)ds—/aG(s)ds

_ /UhG(s)ds - /OhG(s)ds.

Ainsi, on obtient

En multipliant par v=!, on aura

G(h])l—_ f- %(/:MG(S)C[S - /OhG(s)ds).(/oa G(s)ds)™"

Gh) — 1

Donc

lim
h—0+

— (G(o) - G(0)) / " G(s)ds) " = A,

D’oti l'opérateur linéaire A est générateur infinitésimal du semi-groupe G(t), > 0 uniformé-

ment continu. U

Théoréme 2.4 Soit {G(t)}1>0 et {S(t) }i>0 deux semi-groupes uniformément continu. Si

G(t)—1I
t

S(t)—1
t J

limt_>0+ =A= limt_,0+

alors G(t) = S(t) pour tout t > 0.

14
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Théoréme 2.5 Soit {G(t)}1>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal alors :
a)Ve € X :

b)Vr e X,

et

c)Vo € D(A),G(t)x € D(A) et

+
TG | AG(W)e = Gt) As.
dt
d)Vz € D(A) :
t t
G(t)r — G(s)x :/ G(1)Axdr :/ AG(T)zdr.
Démonstration. voir [7], page 13. O

Théoréme 2.6 (Théoréme de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction {T(t)}i>o si, et seulement si, les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) Uopérateur A est fermé et D(A) = X.
(ii) p(A) D {\ € C/Re) > w}, ot p(A) désigne l’ensemble résolvant de A et

(A= X)L , pour Re\ > w.

< -
T Rel—w
Démonstration. Voir [7]. O

Le résultat suivant généralise le théoréme de Hille-Yosida :

Théoréme 2.7 (Théoréme de Phillips-Miyadera-Feller)

Un opérateur linéaire A vérifie les deuz conditions suivantes :

(i) A est fermé et D(A) = X.

(i1) Il existe deux nombres M > 1 et w > 0, tels que [’ensemble résolvant de A,

15



Chapitre 2 : Les semi-groupes d’opérateurs linéaires et leurs propriétés

p(A) D {A € C/Red > w} et [[(A = A" < il

ya pour Rel >w,n=12 ..

si, et seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0, tels que

1T ) ||Lx) < Me**, vt > 0.

2.2  Quelques semi-groupes particuliers

2.2.1 Semi-groupe différentiable

Définition 2.6 e Un Cy-semi-groupe {T'(t) }s>0 sur un espace de Banach X est dit différen-
tiable pour t > to, si pour tout x € X, application t — T'(t)x est différentiable pour t > t.
o {T(t)}1>0 est dit différentiable, s’il est différentiable pour t > 0.

2.2.2 Semi-groupe compact

Dans les applications aux équations différentielles, on rencontre souvent des semi-groupes
d’opérateurs qui sont compacts. Ceci est certainement trés utile dans ’étude de I'existence
de solutions de certaines équation d’évolution, alors nous présentons les conditions qui ga-

rantissent la compacité des Cy semi-groupe.

Définition 2.7 Soit {G(t)}i>0 un Cy semi-groupe dans un espace de Banach X. On dit que
G(t) est compact si :

Pour tout t > to, G(t) est un opérateur compact.

Propriétés 2.8
Soit {G(t)}+>0 un Cy semi-groupe dans un espace de Banach X et A son générateur infinité-
simal.

Si G(t),t > 0 est compact , alors X doit étre un espace de Banach de dimension finie .

16
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Remarque 2.8 Lorsque nous parlerons de semi-groupes compacts, nous comprendrons tou-

jours que cette propriété n’est valable que pour t > 0.

Lemme 2.1 Soit {G(t)}i>0 un Cy semi-groupe dans X , SiG(t),t >0 est compact alors

G(t),t > 0 est uniformément continu .

Démonstration. : Voir [6], page 103. O

2.2.3 Semi-groupe analytique

Jusqu’a présent, nous avons traité des semi-groupes dont le domaine était 1’axe réel non
négatif . nous allons maintenant considérer la possibilité d’étendre le domaine du paramétre

t des semi-groupes {G(t) }+>¢ aux régions du plan complexe qui incluent ’axe réel non négatif

Dans cette section cependant , nous nous limiterons a des domaines complexes trés particu-
liers , a savoir les angles autour de I'axe réel positif appelées angles autour de la demi-droite

réelle positive, notées :

A={z€C:0, <argz <by,0; <0< 0}

Définition 2.8 Soit A un secteur dans C. On appelle semi-groupe analytique la famille

d’opérateurs linéaires bornés {T'(z),z € Q} satisfaisant les conditions suivantes :
1. T(z1+ 20) = T(21)T(22) pour tous z, 22 € /\.
2. T(0) =1, ou I désigne l'opérateur identité.
3. Pour chaque v € X, lim, ,cT(z)r =x ot z€ A.

4. La fonction z — T(z) est analytique dans .

Proposition 2.2 Soit {G(t)}i>0 un semi-groupe de classe C° différentiable pour t > tq et A

son générateur infinitésimal dans X , alors :
Pour t > ty,G(t) : X — D(A) et G'(t) = AG(t) : X — X sont des opérateurs bornés.
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Chapitre 3

Les semi-groupes intégrés et leurs

propriétés

Introduction
La théorie des semi-groupes intégrés a beaucoup d’applications aux équations différentielles,
aux équations aux dérivées partielles et aux problémes d’évolution. Pour cela, dans ce chapitre
nous allons donner les définitions et les résultats de base concernant les semi-groupes-intégrés

et leurs différentes propriétés. Pour plus de détails, voir [5].

3.1 Les Semi-groupes intégrés

Définition 3.1 (Semi-groupe intégré) : Soit X un espace de Banach et {S(t)}i>0 une
famille d’opérateurs linéaires bornés sur X. On dit que {S(t)}+>0 est un semi-groupe intégré

st les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. S(0) =0,
2. pour chaque x € X, Uapplication t — S(t)x est continue sur l'intervalle [0, 0o,

3. pour tous t,s > 0, on a
S(H)S(s) = /0 S(r+ 5) — S(r)]dr.

Proposition 3.1 Soit {S(t)}+>0 C L(X) un semi-groupe intégré. Alors, pour tous t,s >0 :

18



Chapitre 3 : Les semi-groupes intégrés et leurs propriétés

S@S@y:[HZMWW—Kfﬂmw.

1) S(t)S(s) = S(s)S(t) (le produit est commutatif ).

Remarque 3.1 1) pour tout t,s >0 on a :

t+s

S(t)S(s) =

—

t S(T)dr-—»/QSS(r)dr

::lmswm_lﬁmm—ﬁﬁwm

smm—lsmw
tsw+@mu:[swmr

t

[S(r+s) — S(r)]dr.L(X)

Il
S— S— i

2) Soit {S(t)} >0 C L(X) un semi intégré , pour tout n € N, nous désignerons par C™
l’ensemble :

{r e X,S()xeC(0,00], X)},

avec la convention C° = X.

alors la 3 éme propriété de la définition (3.1) peut étre remplacé par :

S(t)x € O,

et
S'(r)S(t) = S(r+t)x — S(r)z,Vr,t >0,

pour tout x € X.

Proposition 3.2 Soit {S(t)}i>0 un semi intégré alors :

1) pour tout x € C* on a :

S(r)S' (t)x = S(r+t)x — S(t)x,Vr,t > 0,
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2) pour tout x € C' on a :

S'(t)x = S"(0)S(t)x + S'(0)x,Vt > 0,

3) pour tout x € C? on a :

S"(0)S(t)x = S(t)S"(0)z, Vit > 0.

Exemple 3.2 Soit {G(t)}i>0 un Cy -semi-groupe sur un espace de Banach X. Alors la fa-
mille d’opérateurs {S(t)}i>o définie par :

est un semi-groupe intégré sur X. En effet :
1)S1(0) =0 ( vérifié ),
2)S(t) est continue ( car {G(t)}i>0 un Cy -semi-groupe ) ,

3) pour tous t,s >0 on a :

S()S(s) = /0 G /O ' G(o)do = /O t /O G G(o)dodr = /0 t /0 G + 0)dodr.

En posant T =r + o, on obtient :

S(H)SI(s) — /Ot / G

_ /0 [ /0 G(r) - /OTG(T)d(T)] dr
_ /OtSI(err)—S(r)dr.

D’ou {S(t)}i>0 est un semi-groupe intégré .

Exemple 3.3 La famille d’opérateurs {S(t)}i>o définie sur un espace de Banach X par :

S(t) = ( sin(t) f(f Sin(s)d5>

cos(t) — 1 sin(t)

est un semi-groupe intégré donné sur l’espace X x X, car :
1)
(0 0
5(0) = sin(0) o,
cos(0) — 1 sin(0)
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2 )S(t) est continue ¥ > 0, car cos(t) — 1 et sin(t) des fonctions continues . 8) pour tout

t,s >0 et d’apres la proposition (3.2), on vérifie si :

S(r+1t) — S(r) = S'(r)S(t)

on a :

S(T’ + t) - S(r) COS(T + t) -1 Siﬂ(?” + t) COS(T) —1 SZ"TZ(’T’)

( sin(r +t) [ sm(s)ds) B ( sin(r) N sin(s)ds)

_ (sin(r +1t) — sin(r) —cos(r +t) + 005(7“))

cos(r +t) — cos(r) sin(r+t) — sin(r)
et
S'(r)S(t) = ( co§(r) sin(r)) ( sin(t) f(f szin(s)ds)
—sin(r)  cos(r)/) \cos(t) —1 sin(t)
_ ( cos(r)sin(t) + sin(r)cos(t) — sin(r) cos(r) fg sin(s)ds + sin(r)sin(t) )
—sin(r)sin(t) + cos(r)cos(t) — cos(r) —sin(r) f(f sin(s)ds + cos(r)sin(t)
_ (sin(r +t) — sin(r) —cos(r)cos(t) + cos(r) + Sin(r)sin(t‘))
cos(r +t) — cos(r) sin(r)cos(t) — sin(r) + cos(r)sin(t)

sin(r +t) — sin(r) —cos(r +t) + cos(r)
cos(r +t) — cos(r) sin(r +t) — sin(r)
=S(r+t)—3S(r).
D’ot {S(t)}i>0 est un semi-groupe intégré.

Définition 3.2 (Espace dégénéré d’un semi-groupe intégré )

On appelle espace dégénéré d’un semi-groupe intégré {S(t) }>o Uensemble défini par :

N ={z e X, St)x=0,Vt >0}
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Proposition 3.3 Soit {S(t)}i>0 un semi-groupe intégré alors :
N =N, ={xeC" S0)z=0}.

Définition 3.3 (Semi-groupe intégré non dégénéré ) : On dit que le semi-groupe intégré
{S(t)}i>0 est non-dégénéré si N'= {0} ,
i.e : si pour tout t >0 ,S(t)x =0, alors x = 0.

Définition 3.4 (Semi-groupe intégré dégénéré ) : En cas contraire , on dit que {S(t) }+>0

est un semi-groupe intégré dégénéré si N'# {0}.
Remarque 3.4 N est un sous espace fermé de C! .

Proposition 3.4 Un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est non dégénéré si et seulement si on a

S'(0)x = x pour tout x € C*

Théoréme 3.5 Soit {S(t)}i>0 est un semi-groupe intégré non dégénéré , alors {S'(t) }1>o0 est

un Cy - semi-groupe sur C .

Démonstration. 1) D’aprés la proposition (3.3) et comme {S(t)};>o un semi-groupe intégré
non dégénéré on est bien que S’(0)x = x et donc S'(0) =1

( Popérateur identité). 2) D’apreés la propriété 1 de la proposition (3.2), on a :
S(r)S'(t)x = S(r + t)x — S(t)z,Vr,t > 0.
En dérivant par rapport a r, on aura :
S'(r)S'(t)x = S'(r + t)z,Vr,t > 0.

3) L’application
[0, co[— C1
t— S'(t)x

est continue et donc elle continue aussi en 0 i.e :

lim S'(t)x = S'(0)x

t—0

Il résulte que {S’(t)}i>0 est un Cj - semi-groupe sur C* . O
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’ »

3.2 Générateur d’un semi-groupe intégré non dégénéré
On considére le générateur du semi-groupe intégré {S(t) };>odéfini par I'opérateur linéaire A :
A:D(A) C X — X,

et
A=)\ — R’l(A),

ou

R()\) =\ / ) e MS(t)dL.

Remarque 3.6 généralement , l'intégrale cettel’égalité n’existe pas. Pour cela, on définit :

Définition 3.5 On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non dégénéré {S(t)}i>o un
opérateur linéaire :

A:D(A)C X — X,

défini par : v € D(A) et Az =y si et seulement si, pour tout t > 0 on a

t
S(t)r —tx = / S(r)ydr.
0
Remarque 3.7 Il est clair que pour © € D(A) et Az =1y si et seulement si v € C' et
S'(t)r —x = S(t)y,Vt > 0.

Proposition 3.5 Soit Uopérateur A : D(A) C X — X le générateur d’un semi-groupe

intégré non-dégénéré {S(t) }1>o, alors :
C?* C D(A) C ¢!

et
Az = S"(0)x,Vx € C%

Démonstration. Compte tenu de la remarque (3.7) on voit que x € D(A) et Az = y si et
seulement si : z € C! et
S'(t)x —x = S(t)y,Vt > 0.

23



Chapitre 3 : Les semi-groupes intégrés et leurs propriétés

De la 2 éme propriété de la proposition (3.2) on aura
S"(0)S(t)x + S'(0)x —x = S(t)y, vVt > 0.

Comme {S(t)}+>0 est un semi-groupe intégré non dégénéré et compte tenu de la proposition

(3.4) il résulte que

S'"(0)x —x = 0.

D’ou

S7(0)S(t)x = S(t)y,Vt >0
Pour tout x € C1, en utilisant la 3 éme propriété de la proposition (3.2) et pour tout z € C?
il s’ensuit que :

S(t)S"(0)z = S(t)y,Vt > 0.
D’ou

S(t)[S"0)x —y] = 0,Ve > 0.
Par conséquent

S"(0)x = y,Vx € C?

donc Az = S"(0)x, Vo € C2. O
Proposition 3.6 Soit A : D(A) C X — X le générateur d’un semi-groupe intégré non

dégénéré {S(t)}i>o, alors A est un opérateur fermé.
Démonstration. Soit (), .y C D(A) telle que :

lim z, =z et lim Ax, =y et montrons que Ax =y.
n—oQ n—o0

On a d’apres les hypothéses
15(s)Azn — S(s)yll < [|5(s) [l Az — yl]
Par conséquent

lim S(s)Ax, = S(s)y,

n—oQ

Uniformément par rapport a s € [0,¢] et pour z,, € D(A) nous avons

t
S(t)x, —tx, = / S(s)Ax,ds,Vt > 0.
0
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Il s’ensuit que
t

lim S(t)z, —tx, = lim [ S(s)Ax,ds,Vt > 0.

n—oo n—oo 0

t
S(t)r —tx = / S(s)yds,Vt > 0.
0

Donc l'opérateur A est fermé. O

Proposition 3.7 Soit A : D(A) C X — X le générateur d’un semi-groupe intégré non-
dégénéré {S(t)}i>o0, Pour tout v € X il résulte :

/t SI(o)xdo € D(A)

et
¢
A/ Sl(o)xdo = S(t)x — tx,Vt > 0.
0

Démonstration. Voir[4|, pages 69-70. O

3.3 semi-groupe intégrés non dégénéré exponentiellement

borné

Définition 3.6 On dit qu’un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est exponentiellement borné, s’il
existe M >0 et w € R tels que
ISl < Me™.

Remarque 3.8 [l existe des semi-groupes intégrés qui ne sont pas exponentiellement borné.

Théoréme 3.9 Soient A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé, et {S(t)}>0 C

L(X) une famille fortement continue pour laquelle il existe M > 0 et w € R telles que
IS < Me™,

et ayant ’espace non dégénéré N = {0}, les affirmations suivantes sont équivalentes :

t) la famille {S(t)}1>0 C B(X) est un semi-groupes intégré non-dégénéré exponentiellement
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borné ayant pour le générateur ['opérateur A.

15)A, C p(A) et pour tout A € Ay, on a :

R(\A) = A/Oo e MS(t)dt.

Démonstration. Voir [ [4] , pages 74-76 |. O

3.4 Semi-groupe intégrés localement Lipschitzien

Définition 3.7 Un semi-groupe intégré {S(t) }+>0 est dit localement Lipschitzien si pour tout

b > 0 1l existe une constante L, telle que :
IS@S(s)I| < LIt — s, ¥, s € [0,8]

Théoréme 3.10 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) A est le générateur d’un semi-groupe intégré non dégénéré et localement Lipschitzien.
2) A satisfait les conditions de Hille-yosida.

Corollaire 3.11 Chaque semi-groupe intégré localement Lipschitzien est exponentiellement

borné.

Théoréme 3.12 Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A estle générateur de semi-groupe intégré localement Lipschitzien .

b) il existe deux constantes réelles M, w, Telle que ]0,00[C p(A) et

(A =A)""] < _VneN,\>w.

M
(A —w)

3.5 Le Théoréme de ARENDT

Soit A un opérateur linéaire tel que A : D(A) C X — X est le générateur d'un semi-
groupe intégré non dégénéré {S(t)};>¢ pour lequel il existe M > 0 et w € R Telle que :

IS(t+h) — S(t)|| < Me*Mp, Vt,h >0
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si et seulement si :
1) lopérateur A est fermé.

2) il existe & > maxz{0,w} Telle que A, C p(A) et pour tout A € A, on a :

IR(A, A" < ,Vn € N*.

(ReA — w)™

Démonstration. Voir [4], page 82-85.
U

3.6 Théoréme de WIDDER - ARENDT

Dans la Théorie des semi-groupes intégrés, une grande importance revient a un théoréme
de représentation de la transformée de Laplace pour une fonctions avec des valeurs réelles ,
montré par WIDDER en 1934 .
Soit X un espace de Banach , a > 0, R: A, — X une fonction M > 0 et w €] — 00, d]
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
i)R € C*(Aq4, X) et pour tout A € A, on a :

|
ROV S o e Y € N

5
it) il existe une fonction F' : [0, co[— X avec les propriétés :
F(0)=0et

|F(t+h) — F(t)| < Me“"™Mh V¢, h > 0.
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Chapitre 4

Applications des semi-groupes intégrés

aux problémes d’évolution

Introduction
Dans ce chapitre nous allons appliquer la théorie des semi-groupes-intégrés aux problémes
d’évolution et nous allons voir le probléme de Cauchy homogéne dans un espace de Banach
approprié, ainsi nous allons voir un probléme concret basé sur I'utilisation des semi-groupes
intégreés .
D’une maniére simple, pour voir I'utilité de la théorie des semi-groupes intégrés, on commence

par l'application au probléme de Cauchy.

4.1 Probléme de Cauchy homogéne

Les problémes de Cauchy homogénes sont généralement écrits sous la forme :

du(t) = Au(t), t >0, (P)

dt
u(0) =z,
A étant un opérateur fermé, supposé générateur d’un semi-groupe intégré non dégénéré.
Le probléme (P) peut étre résolu dans le sens fort, i.e : u est une solution forte du probléme
de Cauchy.
Autrement dit, u verifie les propriétés :
u est différentiable, u(t) € D(A), et satisfait le probléme (P) si z € C3.
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Si nous voulons détendre cette hypothése de régularité sur X, on peut considérer des solutions

intégrales dans le sens de Da Prato et Sinistrari :
t
u(t) = A/ u(s)ds + x, t>0. (4.1)
0

L’équation (4.1) signifie en particulier que fg u(s)ds € D(A).
De plus u(t) = S'(t)x résout (4.1) si € C".
Nous intégrons (4.1) et puisque v(t) = fotu(s)ds, alors

t
v(t) = A/ v(s)ds + tx, t>0. (4.2)
0
Nous avons besoin des résultats suivants :

Théoréme 4.1 Pour tout x € X, v(t) = S(t)x est l'unique solution continue de (4.2), de
plus on a ||[v(t)|| < e(t)||z]| avec ¢(t) ne dépendant pas de x .

Théoréme 4.2 Un opérateur linéaire A sur X est le générateur d’un semi-groupe non dégé-
néré si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) v =0 est la seule solution continue de (4.2) pour x = 0.

(ii) Pour tout x € X, l’équation (4.2) admet une solution continue v telle que |[v(t)] <

c(t)||z]| avec un certain c(t) > 0 ne dépendant pas de .

Démonstration. voir [9] pages 434-435 O

Corollaire 4.3 Soit A un opérateur densément défini sur X, A engendre un semi-groupe
intégré non dégénéré sur X si et seulement si [’équation

d

o) =Av(t) +a, 120, (4.3)

a une unique solution continue v pour tout x € D(A) et ||v(t)|| < ¢||z|| pour t > 0 dans des

intervalles bornés avec ¢ ne dépend pas de x et t.

Démonstration. ( [9] pages 435-436 ) . O
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4.2 Application a I’équation des ondes

Pour illustrer les résultats abstraits obtenus dans la section précédente, nous les appliquons
a l’équation des ondes dans l'espace Lo(R™).

Nous traitons d’abord les solutions faibles de ’équation des ondes homogéne suivante :
(at2 - Az)w(t,x) - 07

Oyw(0,x) = us(x), (4.4)
w(0,x) = 1y (x)
Pour tout z € R™ ¢t > 0. En posant u; = w,us = dyw on peut écrire (4.4) de maniére
équivalente comme :
O(uy,uz) = (ug, Aug) = A(uq, ug), (4.5)
(u1,u2)(0) = (dn, t2).

Soit I'espace de Banach :
X = LQ(Rm> X LQ(Rm>,

et A lopérateur défini par :

Alur,up) = (uz, Auy),
D(A) = H}(R™) x Ly(R™).

Ici, H2(R™) désigne I'espace de Sobolev des fonctions dans Ly(R™) dont les dérivée au sens
des distributions jusqu’a 'ordre n sont également représentées par des éléments dans Ly (R™).
Soit

X, = H}(R™) x Ly(R™).

Alors la partie A, de A dans X, est définie sur :

D(A,) = H3(R™) x Hy(R™).

Il est bien connu que A, engendre un semi-groupe fortement continu 7;, sur X.

De plus, on vérifie facilement que les conditions (a) et (b) du théoréme (3.12) sont satisfaites,
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donc le théoréme (3.12) implique que A est le générateur d’un semi-groupe intégré non-

dégénéré exponentiellement borné S sur X.

Il est montré aussi que
(ur(t), uz(t)) = To(t) (t, t2)

Pour u; € H3(R™),uy € H}(R™) résout le probléme

d
E(UhUQ) = (U2, AU1),

En particulier

On note que

saxmﬂhy:(lﬂuwu&umw—ug

Pour 7, € Hj. Ceci suggére que pour 1y, Uy € Lo, la fonction w(t) = vy(t) + 1y avec :

(v1(t), va(t)) = S(t) (1, tz).

Devrait avoir un sens en tant que solution faible de (4.4) .
Soit :
(01(8), va(t)) = v(t) = S(t)(tn, ).

D’aprés le théoréme (4.2)
t
v(t) —tz = A/ v(r)dr
0
Avec x = (11, Ug) et d’aprés la définition de A dans (4.5) ,

m@—mzlﬁmm

a(t) — tig = A [} vy (r)dr.

En particulier

/Ot vy (r)dr € H3(R™)
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En insérant la premiére équation de (4.8) dans la seconde on obtient

v(t) =t = A /0 (= ) (oalr) + dndr (4.9)
On a:
W(t) = va(t) + iin. (4.10)
Fournit t
w(t) — iy — by = A /0 (t = ryw(r)dr. (4.11)

Soit maintenant, alors peut étre deux fois différentiable en fournissant

%(w(t)a u*> = <w(t)’ Au*>

d . s
E(w(t},u Moo= (g, u”), (4.12)

w(0) = 1.

Théoréme 4.4 Pour 1y, Uy € Lo(R™) il existe une unique fonction continue w € HZ(R™)
et w satisfait (4.12) définition S(t)(uy, us) fo s)ds,w(t) — dy) fournit un semi-groupe

intégré exponentiellement borné non dégénéré sur Lo(R™) X Lg(Rm).

Pour plus de détails voir |9].

4.3 Modeéle de dynamique de populations structurées en
age
4.3.1 Introduction

Cette partie est consacrée aux modéles de dynamique de populations structurées en age.
Ces modéles ont été abondamment utilisés pour décrire I’age chronologique des individus, ou
plus généralement I’histoire des individus c’est par exemple le cas dans les modéles structurés
en age d’infection , dans lesquels ’age décrit le temps depuis 'infection . Les premiers travaux
sur les modéles structurées en age remontent au début du 20™¢ siécle avec Sharpe et Lotka [8]
en 1911 et avec McKen-drick en 1926. Ces modéles linéaires ont été rigoureusement étudiés par
Feller et Bellman et Cooke, en utilisant les équations intégrales de Volterra et la transformée
de Laplace. Les modeéles structurées en age non linéaires ont été étudiés a partir des années

70 avec les traveaux de Gurtin et MacCamy [3], voir [2].
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4.3.2 Présentation du modéle

Un modéle linéaire de base pour une population structurée en age (chronologique) s’écrit

sous la forme suivante :

fula) 4 28 — —pi(a)u(t, a), poura > 0
+oo
u(t,0) = Bla)u(t,a)da (4.13)

u(0,.) = ug € LL((0,+00),R),

Sachant que :

—p(a)u(t,a) mortalités.

f0+oo B(a)u(t, a)da naissances.

Interprétation

p € LP(0,400) et p(x) est le taux de mortalité des individus, et 5 € LP(0,4+00) et S(z) est
le taux de reproduction.

Dans le contexte des problémes de dynamique de populations structurées, la fonction a —

u(t,a) est la densité de population . Cela signifie que pour chaque aj,as € [0,4+00] , avec

/ u(t,a)da

représente le nombre d’individus dans la population ayant un age compris entre a; et as (&

a1 < as la quantité

I'instant ¢ > 0 ). Donc en particulier

+o0
U(t) = / u(t, a)da
0
est le nombre total d’individus a 'instant ¢ > 0 . En intégrant I’équation (4.13) le long des

caractéristiques on obtient alors

u(t,a) = exp(—/ p(s)ds)ug(a —t), si a >t, (4.14)
a—t
u(t,a) = exp(— [, pu(s)ds)By(t —a), si a <t

ou By(t) est le flux des naissances . De plus, en observant que

+oo “+oo

By(t) = Bla)u(t,a)da = Bla)u(t,a)da —i—/o Bla)u(t,a)da

0 t
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on déduit que t — By(t) est 'unique fonction continue satisfaisant ’équation intégrale de

Volterra (linéaire) :

Bolt) = 10)+ [ Slajear (= [ ts1as) Bute — ayin

1) = /0 ' Blayexp (— / : u(s)ds) uo(a — t)da.

Dans le contexte de 1’écologie, pour prendre en compte certains mécanismes de limitation

ou

dans des populations animales ou végétales, on considére des modéles structurées en ages
dits densité dépendant de la forme suivante :

ou _
ot

u(t,0) :exp(—/o OO(7(3)71(25,5)6[5‘)/0 OQBau(t,a)da, (4.15)

u(0,.) = ug € L ((0,4+00),R)

— [M(a) + f;oo k(s)u(t, s)dsx(a)] u(t,a),a >0,

sachant que :
f0+oo k(s)u(t, s)dsx(a) : compétition pour les ressources.
ou k,x,0 € LF(0,4+00)
Le terme fOJrOO k(s)u(t, s)dsx(a) rend compte de limitation par compétition des individus
pour la nourriture, ’espace, etc.
Le terme x(a) permet de sélectionner les stades ( ou les classes d’ages pour lesquels cette
compétition a lieu.
Le terme exp(— foﬂo o(s)u(t, s)ds) décrit une limitation des naissances.
Les modéles structurés en age ont été utilisés dans bien d’autres contextes comme la dyna-
mique de populations cellulaires, I’épidémiologie, la démographie,...etc.
Plus généralement, ces modeéles sont utiles pour décrire des changements au niveau individuel

en fonction de I’histoire des individus.

4.3.3 Application au probléme semi-linéaire abstrait

L’objet de cette partie est de considérer le probléme (4.15) par la méthode des semi-

groupes intégrés. Pour construire une théorie de la bifurcation, la premiére difficulté est de
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reformuler le probléme comme un probléme semi-linéaire abstrait classique (c’est a dire a
domaine dense.) il y a deux cas :

Premier cas : Supposons que o = 0 dans le systéme (4.15) , Dans ce cas le probléme peut
etre reformulé comme un probléme de Cauchy semi-linéaire classique.

Pour cela, on considére 'opérateur linéaire A, défini par :

A: D(A) c L'(0,400) — L'(0,400) par :

Ap = —¢ — up,Yp € D(A),

avec
—+00

D(A) = (w € W0, +00) : 9(0) = ﬁ(a)w(a)da> ,

0

et Papplication non linéaire f : L'(0, +o00) — L'(0, +00), définie par

For=— ([ weetoras) v

Ainsi, lorsque ¢ = 0, on peut formuler le systéme (4.15) comme un probléme de Cauchy a

domaine dense, sous la forme suivante :

Probléme 4.5
du(t)

dt
u(0) = uo € L'((0,00),R).

= Au(t) + f(u(t)),¥t >0,

La solution locale

Pour la solution locale, on donne le théoréme suivant :

Théoréme 4.6 Soit X un espace de Banach et V. C X un ensemble ouvert, soit —A e
générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {T(t),t > 0}. Si 0 < a < oo et f
[0,a[xV — X est continue alors pour tout ug € V', il existe un t; = t1(ug),0 < t1 < a tel que

le probléme auzx valeurs initiales (4.5) ait une solution intégrale locale u € C([0,t1], V).

Démonstration. voir [7], pages 191-193. O
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La solution globale

Pour la solution globale, on donne le résultat suivant :

Corollaire 4.7 Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact,
{T(t),t > 0} sur X . Soit f : [0,00[xX — X continue et transforme les ensembles bornés de
[0,00[x X en borné dans X . Alors pour tout uy € X le probléeme auzx valeurs initiales (4.5)
admet une solution globale v € C([0,00[xX) si l'une ou l'autre des conditions suivantes est
satisfaite :

(1) il existe une fonction continue ko : [0, 00[—]0, 00| telle que ||u(t)|| < ko(t) pour tout t dans
lintervalle d’existence de u .

(i) il existe deux fonctions localement intégrables ki(s) ko(s) telles que :

17 (s,2)|| < ki(s)||z]| + ka(s pour 0 < s < oo,z € X .

Démonstration. Voir |7, pages 194-195 . O
Deuxiéme cas Pour pouvoir étudier le cas o # 0, Thieme [10] a introduit une formulation
du systéme (4.15)comme un probléme & domaine non dense. Pour prendre en compte la

condition de bord non linéaire, on commence par considérer ’espace de Banach
_ 1
X =R x L (0,4+00),

muni de la norme produit usuelle

(07
I < ) = lal+ el
¥

On considére A : D(A) C X — X l'opérateur défini par :
0 —(0
A( R) _ ( ISO( ) )
' P T HP

D(A) = {0g} x W0, +00).

Avec le domaine

Ainsi le domaine de A n’est pas dense dans X, puisque D(A) = {Og} x L*(0, +00) # X

On considére 'opérateur /' : D(A) — X, défini par :
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P Or _ exp(— fo a)da) fo a)e(a)da
o —fo )daxw

La premiére composante de ’application F est a rapprocher de la condition de bord non

linéaire et permet ainsi de traiter ce type de condition de bord. Enfin, en identifiant u(¢,.) et

0
v(t) = < N ) on peut réécrire le systéme (4.15) comme un probléme de Cauchy abstrait
u

(Z,)

dv(t)
dt

= Av(t) + F(v(t)), pourt > 0 (4.16)

o) =) =weD)

4.3.4 Existence, unicité et globalité de la solution positive

Pour étudier l'existence et 1'unicité des problémes de type (4.16), supposons que les hy-
pothéses suivantes sont vérifiés :
(H1) A satisfait la condition de Hille-Yosida ( puisque D(A) # X, le reste du travail se fait
sur le domaine D(A) = X, ).
(H2) La fonction F': Xy — X est localement Lipschitzienne, i.e pour chaque compact de C
X il existe K(C) > 0, telle que

1F(v) = Fu)|x < K(C)l[v = ullx,, Yv,ue Xo.

(H3) Le semi groupe H(t) = £S(t) est exponentiellement bornée, i.e Jw > 0 et IM > 1

deux constantes telle que :

V@) < Me Vi > 0.

Pour prendre en compte la solution positive, revenons au systéme (4.15), qui est un cas
particulier du systéme (4.16) , la valeur initial non négative
u(x,0) = ug € L'((0,+00),R), la solution du systéme (4.16) est positive ce qui énonce le

théoréme suivant :
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Théoréme 4.8 Le probléme de Cauchy (4.16) admet au moins une solution intégrale positive
dans

Xo = {0} x L'(0, +00).

En plus, elle est donnée par la forme :

v(t) = S (t)vy + %S(t — s)F(v(s))ds, vVt € [0, T, (4.17)

ou S(t) le semi-groupe intégré engendré par l'opérateur A .

Démonstration. Tout d’abord, transformons le probléme en un probléme de point fixe en

considérant I'opérateur suivant :

¢ : C(]0,T], Xo) = C([0,T], Xo),
tel que Ve € C([0, T, Xo4),

o(v)(t) = S (t)vy + %/0 S(t —s)F(v(s))ds, ¥Vt > 0.

Le probléme de trouver une solution du systéme (4.16) revient & montrer que ¢ admet un

point fixe unique dans l'espace
X = {v € C([0,T], Xo) : supiJu(®)]| = Lr < o0, ¥t € 0,7},

telle que :

o(v)(t) = v(t). Premiérement, on doit montrer que ¢ satisfait les conditions du théoréme de
Banach.

La preuve sera donnée en deux étapes :

Etape 1 : Montrons que ¢(v)(t) € X, i.e il faut montrer que :

supeio,m)||#(v)(1)]| < oo.

Nous avons

o) Ol = 1S O+ 5 [ St =) F((s)asl,

d’aprés de (H3) on trouve :

le()() < Me" v +M6°”/0 e[ F(v(s)) = F(0)l|ds + [ F(0)]],
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ainsi

le() @) < Me! vl + M@“’t/o e " K(C)]lv(s) = 0l|ds + [ F(0)]],

par conséquent

t
suprepp[(v) ()| < Me"[Jvo]| + M@”tK(C)/ e |lo(s)llds + || F(O)]
0

=Ly < o0,V < 00

Donc ¢(v)(t) € X .
Etape 2 : Montrons que ¢ est une application contractante, i.e il faut montrer que , VA €]0, 1]
tel que :
supreio,r)||¢(v)() — ¢(u) ()|l x < Ao —ullx, Vv, u € X.
En effet supposons que v,u € X deux solution du probléme (4.16) , alors :
d t
$(v)(t) = S'vo + i ), S(t = s)F(v(s))ds,
et

o(u)(t) Suo—i——/ (t —s)F(u(s))ds,

on désigne par le module, Calculons ||¢(v)(t) — ¢(u)(t)]|x

60)(0) = ()] = 157 [ ST = 5)F(w(s)) = Flu)lis

A partir des hypothéses (H2) et (H3) on trouve

6(0)(t) — o(u)(t)] < Me“”/o e K (C)v(s) — uls)|ds,

d’ou
l¢()(t) = ¢(u)(B)lloo < Me'TE(C)|v(s) — u(s)]oe-
car e < 1let |v—u| <||v(s) — u(s)] oo
Ainsi
¢ est contractante si Me“'TK(C) <1 ,iesiT < RO
Donc l'existence et I'unicité d’une solution positive de la forme (F) pour le probléme. (4.16)

g
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La solution globale
On suppose que le semi groupe intégré {S(t)}i>0 est exponentiellement borné, et que la
fonction F est Lipschitzienne.
Montrons l'existence de la solution globale par ’absurde.
Supposons que 3 7' < oo tel que limy_,7 |v(t)| = +o0/
On a:

lu(t)]| = |S,(t)vo + % /0 S(t—s)F(v(s) — F(0))ds + F(0)|

t
< Me* || + MewtK(C’)/ e “*lv(s) — 0|ds + |F(0)]
0

t
< (Me“!|lvg| + |F(0)]) + MeWtK(C)/ e “*lu(s)l|ds.
0
Appliquons le lemme de Gronwall :
t
o(t)] < (Mefug| + [F(0)]) + [ (Me**|vg| + [F(0)]) ( MK (C)et=2)ME© Jo 0% g,
()] < (
0
On fait ¢ tendre vers T :
t
lim |v(t)| < lim (Me*“*|vo| + ]F(O)D—i—/ (Me“?|vg|+|F(0)]) (MK(C’)G“’“—S)GMK(C) Jo ew(t_”‘”) ds
t—=T t—=T 0
On trouve :

T
oo < (Me#|ug [+ F(0) )+ / (Me=*[ug|+]F(0)]) (ME(C)eT- MR =0 g < o,
0

Ce qui est absurde .

D’ou la solution est globale .
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Conclusion générale

En conclusion de ce travail, mentionnons que la théorie des semi-groupes intégrés a de

trés vastes applications aux équations différentielles abstraites linéaires ou non linéaires.
Cette théorie étend la théorie trés importante des semi-groupes fortement continus aux
problémes abstraits de Cauchy avec des opérateurs qui ne satisfont pas les conditions de

Hille-Yosida .

La méthode basée sur les semi-groupes intégrés permet de résoudre les problémes d’évo-

lution en cas des opérateurs qu’il ne sont pas a domaine dense.

En utilisant cette méthode, nous avons montré des résultats d’existence et d’unicité des

solutions de quelques problémes d’évolution abstraits.
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