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Contribution a I’étude du probleme
L(3,2,1)-étiquetage des graphes planaires

Résumé : Un k-L(3,2,1)-étiquetage d’'un graphe G = (V, E) est une application f de
I’ensemble des sommets V' vers 'ensemble des entiers {0, 1, - - - | k} telle que pour tout z, y €
V,
1 <d(z,y) < 3.Lenombre L(3,2, 1)-étiquetage de G, noté A3 5 1(G), est le plus petit nombre
k tel que G ait un k-L(3, 2, 1)-étiquetage. Dans [34], Lui et Shao ont montré que le A\321(G)

f(z) = f(y)] > 4 —d(z,y), ou d(z,y) représente la distance entre les sommets z et y, et

de tout graphe planaire G de degré maximum A est au plus égal a 15(A? — A + 1). Dans ce
travail, nous améliorons ce résultat pour les graphes planaires de degré maximum au moins
12, les graphes planaires extérieurs et les graphes Halin cubiques. De plus, nous étudions le

A3.21(G) de tout graphe G ayant un degré moyen maximum borné par 2.

Mots-clé : Graphe planaire - L(p, q)-étiquetage - Nombre d’étiquetage - L(3, 2, 1)-étiquetage.




Contribution to the study of the
L(3,2, 1)-labeling problem of planar graphs

Abstract: An (3,2, 1)-labeling of a graph G = (V, E) is an assignment f from the vertex set
V into the set of integers {0, 1, - - , k} such that |f(z) — f(y)| > 4—d(z,y), where d(x, y) re-
presents the distance between the vertices x and y,and 1 < d(z,y) < 3.The L(3, 2, 1)-labeling
number of G, denoted by A3 1(G), is the smallest number & such that G has a k-L(3,2,1)-
labeling. In [34], Lui et Shao showed that the A3 ;(G) of every planar G with maximum
degree A is at most 15(A? — A + 1). In this work, we improve this result for planar graphs
with maximum degree at least 12, outerplanar graphs, and Halin cubic graphs. Moreover, we

study A321(G) for every graph G with a maximum average degree at most %.

Keywords : Planar graph- L(p, ¢)-labeling - labeling number - L(3, 2, 1)-labeling.
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Introduction

La recherche opérationnelle est une discipline qui vise a résoudre des problémes com-
plexes en utilisant des méthodes scientifiques. Elle trouve ses origines pendant la seconde
guerre mondiale, lorsque des scientifiques et des mathématiciens ont été mobilisés pour aider
a résoudre des problemes stratégiques et tactiques liés aux opérations militaires. Depuis lors,
la recherche opérationnelle s’est étendue a de nombreux domaines, tels que la logistique, la

gestion de la production, la planification des transports et la prise de décision [40, 45].

La théorie des graphes, quant a elle, est une branche des mathématiques discrétes qui étudie
les relations entre les objets, représentés sous forme de graphes. Son développement remonte
au XVlIlle siecle, avec les travaux de Leonard Euler [24] sur le probleme des 7 ponts de Koenig-
sberg. Euler a réussi a résoudre ce probléme en utilisant des graphes, marquant ainsi le début

de la théorie des graphes en tant que discipline mathématique.

Au fil du temps, la théorie des graphes s’est développée de maniére significative, avec des
contributions importantes de nombreux mathématiciens et chercheurs. Des concepts fonda-
mentaux tels que la domination, la coloration ou encore I’étiquetage dans les graphes ont été
étudiés en détail. De plus, divers résultats et théoremes ont été établis on peut citer a titre

d’exemple le célébre théoréme des quatre couleurs.

L’étude des problemes d’étiquetage dans les graphes a émergé comme un domaine de re-
cherche important qui généralise la notion d’attribution d’étiquettes ou de valeurs spécifiques
aux éléments d’un graphe, selon des regles définies. Ces problemes varient en fonction des
contraintes imposées, comme la différence minimale requise entre les étiquettes adjacentes ou
la distance entre elles. Les problemes d’étiquetage trouvent des applications pratiques dans

des domaines tels que la planification de réseaux et 'ordonnancement des taches.

Dans ce mémoire, notre attention se concentre sur un probleme spécifique lié a I’étique-
tage des graphes, a savoir le L(3,2, 1)—étiquetage. Ce type d’étiquetage consiste a attribuer

des étiquettes aux sommets d'un graphe, de telle maniére que les étiquettes adjacentes dif-
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férent par au moins 3, les étiquettes a distance deux différent par au moins 2 et les étiquettes
a distance trois différent par au moins 1. Ce probléme a suscité un intérét croissant dans la lit-
térature scientifique en raison de ses applications potentielles dans divers domaines, tels que

la conception des réseaux de communication et la planification des fréquences.

Apres une introduction, ce mémoire s’articule autour de 3 chapitres qui sont organisés

comme suit :

— Chapitre 1: Elément de la théorie des graphes.
Dans ce premier chapitre, nous présenterons les définitions et terminologies de la théorie

des graphes, afin d’établir une base solide pour la compréhension de ce mémoire.

— Chapitre 2 : L(p, q)-étiquetage dans les graphes.
Dans ce deuxiéme chapitre, nous exposerons un état de I’art sur le probléme L(p, ¢)-étiquetage
dans les graphes. Nous commencerons par définir le L(p, ¢)—étiquetage et discuterons du
probléme décision qui lui est associé. Ensuite, nous illustrerons ce concept a 'aide d’un
exemple concret. Nous passerons en revue les principaux résultats existants dans la littéra-
ture concernant L(p, ¢)—étiquetage de quelques classes de graphes. Enfin, nous établirons

un lien entre le probléme du L(p, g) —étiquetage et les problémes de colorations des graphes.

— Chapitre 3: L(3,2, 1)-étiquetage dans les graphes.
Le troisiéme chapitre se concentrera a notre contribution sur 1’étude du L(3, 2, 1)—étiquetage.
Nous explorerons le nombre de L(3, 2, 1)—étiquetages pour différents types de graphes, tels
que les graphes planaires, les graphes planaires extérieurs, les graphes Halin cubiques et

les graphes de degré moyen borné.

Ce mémoire se conclut par une synthese des travaux réalisés ainsi que quelques perspec-

tives de recherche.



Chapitre 1
Eléments de la théorie des graphes

La théorie des graphes posséde son propre vocabulaire spécifique, tout comme d’autres
domaines d’étude. Dans ce chapitre, nous explorons quelques définitions et concepts fonda-
mentaux de la théorie des graphes, ainsi que certaines classes de graphes. Ces notions sont

standards et peuvent étre retrouvées dans des ouvrages de référence tels que [4, 5, 7].

1.1 Définition et notations

1.1.1 Graphe non orientés

Un graphe non orienté G = (V(G), E(G)) est constitué d'un ensemble non vide fini
de sommets, noté V(G) et un d’ensemble fini d’arétes, noté E(G), qui sont des paires non-
ordonnées de sommets. Dans la suite, on utilisera V' et F au lieu de V(G) et E(G) pour sim-

plifier.

— L’ordre d’un graphe G, noté n = |V/|, désigne le nombre de sommets de G.
— La taille d’'un graphe G, noté m = | E|, représente le nombre d’arétes de G.

— Lorsqu’une aréte e = uv est présentée dans G, on dit que les sommets u et v sont voisins
ou adjacents et que I’aréte e est incidente aux sommets u et v. Deux arétes e et f sont dites

adjacentes (ou voisines) si elles partagent une extrémité.

— Une aréte uv de G est une boucle si © = v. Autrement dit, les deux extrémités de 1’aréte

sont identiques.

— Un ensemble d’arétes ayant les mémes extrémités est appelée une aréte multiple.

Exemple :

« Le graphe Gy = (V(G1), E(G1)) représenté dans la Figure 1.1(a) est un graphe non orienté.

Il est composé de 'ensemble de sommets V(G1) = {a,b,c,d} et de 'ensemble d’arétes
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E(Gy) = {ab,bc,ca,bd}. Ce graphe est d’ordre n = |V(Gy)| = 4 et de taille m =
|E(G1)| = 4. Les sommets b et d sont les extrémités de I’aréte bd. Le grapge GG1 ne contient

ni boucles ni arétes multiples.

« Le graphe Gy = (V(G3), E(G2)) illustré dans la Figure 1.1(b) est un graphe non orienté. Il

contient une boucle en v et une aréte multiple ww (il s’agit ici d’'une aréte double).

u

(a) Gy (b) G2

F1GURE 1.1 — Exemples de graphes non orientés

1.1.2 Graphe simple

Un graphe G = (V, E) est considéré comme simple s’il ne contient ni boucle ni aréte
multiple. Il est qualifié de fini lorsque 'ensemble V' est fini. Le graphe représenté dans la Figure
1.1(a) ne posséde ni boucle ni aréte multiple, ce qui en fait un graphe simple.

Tous les graphes considérés dans la suite de ce mémoire sont simples et finis.

1.1.3 Voisinage

Soit G = (V, E) un graphe. Le voisinage ouvert d'un sommet v € V est I’ensemble
Neg(v) = {u € V : uv € E} et son voisinage fermé dans G est I'ensemble Ng[v] =
Ne(v) U{v}.

Pour le graphe GG; de la Figure 1.1(a), le voisinage du sommet N¢,(a) = {b,c} et son

voisinage fermé est Ng, [a] = {a, b, c}.

1.1.4 Sous-graphe, sous-graphe partiel et sous-graphe induit

Soit G = (V(G), E(G)) un graphe.

— Ungraphe H = (V(H), E(H)) est un sous-graphe de G (on note alors H C G) lorsque
V(H) CV(G)et E(H) C E(G), et toutes les extrémités des arétes de H se trouvent
dans V' (H).(Voir Figure 1.2(b)).
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— Ungraphe G = (V(G'), E(G")) est un sous-graphe partiel de G lorsque V(G') = V(G)
et B(G") C E(G). (Voir Figure 1.2(c))

— Etant donné S C V(G). Le graphe G’ = (S, E(G')) ot E(G') est 'ensemble des arétes
de E(G) ayant leurs deux extrémités dans S est appelé un sous graphe induit par S, on

le note par G[S]. Le graphe représente dans la Figure 1.2(e) est le sous-graphe induit par

les sommets G|z, y, x,w] .

— Le sous graphe obtenu a partir de GG en supprimant les sommets v et u (respectivement,
les arétes yx et wx) est noté G — {v, u} (respectivement, G — {yx, wx}). (Voir Figure
1.2(d) et Figure 1.2(e)).

w

(a) Graphe G

w

(b) Sous graphe H du graphe G (c) Sous graphe partiel G du graphe G

. y . y

v
w w

(d) Graphe G — {yx, wx} (e) Graphe G — {u, v}

F1GURE 1.2 — Exemples de sous-graphes

1.1.5 Degré

Dans un graphe G = (V, E), le degré d’un sommet v € V, noté dg(v) ou simplement d(v),

est le nombre de sommets voisins de v, c’est-a-dire, dg(v) = | Ng(v)|.

Lemme 1.1 (Lemme des poignées de mains, [24]). Soit G = (V| E)) un graphe, alors

> da(v) =2|E].

veV
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— Un sommet de degré 0 est dit isolé
— Un sommet de degré 1 est appelé feuille ou sommet pendant.

— Un sommet de degré k (respectivement, au plus &, au moins k) est appelé un k—sommet

(respectivement, un £~ —sommet, un &k —sommet).

— Le degré maximum de G, noté A(G), est le maximum des degrés des sommets de GG. Autre-
ment dit, A(G) = max{d(v),v € V}.
— Le degré minimum de G, noté §(G), est le minimum des degrés des sommets de GG. Autre-

ment dit, 6(G) = min{d(v),v € V'}.

— Le degré moyen d’un graphe GG, noté Ad((G), est la moyenne des degrés de tous les sommets

de (. Autrement dit,
> da(v)

veV _ 2|E|
14 V]

Ad(G) =

— Le degré moyen maximum d’un graphe G, noté mad(G), est le maximum parmi les degrés

moyens de tous les sous graphes H de GG. Autrement dit
mad(G) = max{Ad(H), H C G}

Exemple : Dans le graphe G représenté dans la Figure 1.2(a), on a : d(u) = d(v) = d(y) =

d(x) = 2, d(w) = d(z) = 3, A(G) = 3,5(G) = 2 et Ad(G) = 4.

1.2 Chaines, cycles et connexité

1.2.1 Chaine

Une chaine P, dans un graphe G est une séquence (v, vs, - - ,v,) de sommets telle que
deux sommets consécutifs v; et v; 1 sont reliés par une aréte. La longueur d’'une chaine P, est
le nombre d’arétes qui la compose (dans la Figure 1.3 on représente la chaine P; de longueur
5). Les sommets v; et v,, sont les extrémités de P, et vy, - - - , v,, sont ses sommets internes.

Une chaine qui ne contient pas deux fois le méme sommet et dite chaine élémentaire.

FIGURE 1.3 - La chaine P;
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1.2.2 Cycle

Un cycle C,, dans un graphe G est une chaine élémentaire (u;, us, - - - , u,,) ot les extrémités

se confondent (u; = u,,). Dans la Figure 1.4 un cycle de longueur 7 est représenté.

FIGURE 1.4 — Le Cycle C;

Une aréte reliant deux sommets non adjacent sur un cycle est appelée corde. La maille d'un
graphe G, noté g(G), est la plus petite longueur d’'un cycle contenue dans G. Par convention

la maille d’un graphe sans cycle est infinie.

1.2.3 Connexité et k-connexité

— Un graphe G est dit connexe si, pour chaque paire de sommets u et v dans G, il existe une

chaine reliant v a v.

— Si un graphe G est non connexe, alors une composante connexe de GG ; est un sous graphe

maximal connexe.

— Un ensemble d’articulation dans un graphe G = (V, E') est un ensemble de sommets S C V'
tel que G — S n’est plus connexe. On note x(() la taille minimale d’un ensemble d’articu-

lation d’un graphe G :

k(G) = min{|S| : S C V tel que G — S n’est pas connexe ou réduit a un sommet}

— Un graphe G est dit k—connexe si k(G) > k. Par exemple, si n > 3 alors k(C,) = 2. D’ou

le cycle d’ordre n est un graphe 2—connexe. Si G n’est pas connexe, alors x(G) = 0.

1.2.4 Distance et diameétre

— La distance entre deux sommets u et v d'un graphe G, notée d¢;(u, v) ou simplement d(u, v),
est la longueur d’une plus courte chaine qui relie v a v. Si aucune chaine ne relie u a v, on

pose par convention dg(u, v) = 0.

— Le diamétre d’un graphe G, noté diam(G), est la plus grande distance possible entre deux

sommets quelconques de G. Formellement, diam(G) = max {d(z,y)}.

)
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1.3 Opérations sur les graphes

1.3.1 Contraction d’une aréte

Soit e = ww une aréte d’'un graphe G. La contraction de uv est opération qui consiste a
supprimer I'aréte uv et a remplacer les sommets u et v par un unique sommet w puis a relier
ce dernier a ’'ensemble des voisins de u et v. On note ce graphe G/uv.

Dans le Figure 1.5, on représente un graphe G et le graphe G /uv obtenu a partir de G en

contractant I'aréte uv.

u
w
(a) G

(b) G/uv

FIGURE 1.5 — Contraction de I’aréte uv

1.3.2 Subdivision d’une aréte

Subdiviser une aréte uv dans un graphe G revient a remplacer cette aréte par un sommet
w et deux arétes uw et wo.
Dans le Figure 1.6, on représente un graphe G et le graphe H obtenu a partir de G en

subdivisant I’aréte uv.

@ G (b) H

FIGURE 1.6 — Subdivision de I’aréte uv.

1.3.3 Complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V, E), noté G = (V, E), est le graphe
défini comme suit : V = V et une aréte appartient a £ si elle n’appartient pas a E.

Dans la Figure 1.7 on représente le cycle d’ordre 5 et son graphe complémentaire.
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1 1

Us 2 Us V2

Uy U3 (1 U3
(@) Cs (b) C5

FIGURE 1.7 - Le graphe Cj et sont complémentaire Cj.

1.3.4 Graphe représentatif des arétes

Le graphe représentatif des arétes (Line graph) d’un graphe G est le graphe, noté L(G), tel
que chaque sommet de L(G) représente une aréte de G. Deux sommets de L((G) sont adjacents

si et seulement si les arétes correspondantes dans G sont adjacentes. (voir la Figure 1.8)

(%1 (%1

T V1U2

V2 /l\ V2
Vg U3 Vg U3 VoUsg UoUy

(a) Graphe G (b) On relie les arétes adjacentes de G (c) L(G)

FIGURE 1.8 — Graphe représentatif des arétes.

1.3.5 Carré d’un graphe

Le carré d'un graphe G est le graphe noté G obtenu a partir de G en reliant par une aréte

toute paire de sommets a distance au plus 2 dans G (voir la Figure 1.9).

(a) Le graphe G. (b) Le graphe G2.

FIGURE 1.9 — Carré d’un graphe
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1.4 Quelques classes de graphes

Il existe différentes familles de graphes, et nous mentionnons quelques unes d’entre elles.

1.4.1 Graphes complets et graphes réguliers

— Un graphe complet d’ordre n, noté K, est un graphe dans lequel chaque paire de sommets

est reliée par une aréte. Dans la Figure 1.10(a) on représente le graphe K.

— Un graphe est dit k—régulier lorsque tous ses sommets sont de degré k. En particulier,
un graphe 3—régulier est appelé un graphe cubique. Les deux graphes représentés dans la

Figure 1.10 sont des graphes 3—réguliers.

(a) Graphe K. (b) Graphe cubique

FIGURE 1.10 - Exemple d’un graphe complet et d’un graphe 3-régulier.

1.4.2 Graphes bipartis et graphes bipartis complets

— Un graphe G est dit biparti si’ensemble de ses sommets V() peut étre partitionné en deux
ensembles V] et V5 de telle sorte que toute aréte du graphe posséde une extrémité dans V;

et l'autre dans V5. Un exemple de graphe biparti est représenté dans la Figure 1.11(a).

— Un graphe biparti est dit biparti complet si chaque sommet de V) est adjacent a chaque
sommet de V5. Si |Vi| = n et [V2| = p alors le graphe biparti complet est noté K, ,. Un
exemple d’un graphe biparti complet est le graphe K 3 illustré dans la Figure 1.11(b).

— Une étoile, notée S, est le graphe biparti complet K ,,. Dans la Figure 1.11(c), on illustre
Iétoile Sy.

10
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(a) Graphe (b) Graphe (c) étoile
biparti biparti complet

FIGURE 1.11 — Exemples de graphe biparti, graphe biparti complet et I’étoile.

1.4.3 Arbres et foréts

Un graphe G ne contenant pas de cycle est une forét. Chaque composante connexe d’une
forét est un arbre. Les sommets de degré 1 d’un arbre sont appelés sommets pendants (ou
feuilles), et les sommets adjacents a des feuilles sont des sommets supports. La Figure 1.12

représente un arbre 7.

FIGURE 1.12 — Exemple d’arbre T’

1.4.4 Graphes planaires

Un graphe G est dit planaire s’il peut étre représenté dans un plan de telle maniére que ses
arétes ne se croisent pas.

Le graphe K, représenté dans la Figure 1.13(a) est un exemple de graphe planaire. En
revanche, le graphe K5 illustré dans la Figure 1.13(b) n’est pas planaire.

Une face f d’un graphe planaire G est une région maximale du plan délimité par un en-
semble d’arétes de G, et qui n’en contient aucune. L’ensemble des faces de G est noté F'(G).
Pour chaque face f de F'(G), la frontiére de f est 'ensemble des sommets et des arétes qui
forment sa délimitation.

En 1930, Kazimierz Kuratowski [32] a établi une caractérisation fondamentale des graphes
planaires. Cette caractérisation fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu’un graphe

soit planaire.

11



CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LA THEORIE DES GRAPHES

(a) Graphe planaire (b) Graphe non planaire

FIGURE 1.13 — Graphe planaires et graphe non planaire

Théoreme 1.2 ( Kuratowski,[32]). Un graphe fini est planaire si et seulement s’il ne contient

pas de subdivision K5 ou en K3 3.

La proposition suivante qui nous sera trés utile dans le chapitre 3, montre le lien entre le

degré moyen maximum d’un graphe planaire et sa maille

g . . ) 2
Proposition 1.3. Soit G est un graphe planaire de maille g, on a mad(G) < 9—_92.

1.4.5 Graphes planaires extérieurs

— Un graphe G est dit planaire extérieur s’il est planaire et s’il est possible de le représenter

dans un plan de facon telle que tous les sommets soient sur la frontiére de la face extérieure.

— Un graphe planaire extérieur maximal est un graphe planaire extérieur pour lequel I'ajout

d’une aréte supplémentaire le rendrait non extérieur.

Le graphe représenté dans la Figure 1.14(a) est un graphe planaire extérieur, car tous les
sommets appartiennent a la face extérieure du plan. En revanche, le graphe de la Figure 1.14(b),
n’est pas un graphe planaire extérieur, car il existe un sommet qui n’appartient pas a la face
extérieure. Enfin, Le graphe illustré dans la Figure 1.14(c) est un exemple de graphe planaire
extérieur maximal, car 'ajout de n’importe quelle aréte le rendrait planaire non extérieur.

u

(a) (b) (©

FIGURE 1.14 — Exemples de graphe planaire, planaire extérieur et planaire extérieur maximal.

12
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1.4.6 Roues et graphes de Halin

— La roue, notée W,,, est un graphe formé d’un cycle C),_; avec un sommet supplémentaire
connecté a tous les sommets de ce cycle (voir par exemple, la roue Wj illustrée dans la
Figure 1.15).

— Un graphe de Halin est un graphe planaire obtenu a partir d'un arbre sans sommets de degré
2, en reliant tous les sommets pendants de cet arbre par un cycle, appelé cycle extérieur, de
telle facon que le graphe obtenu reste planaire. Par exemple, pour tout entier n > 3, la roue
W,, est un graphe de Halin. Les graphes représentés dans la Figure 1.15 sont des graphes
de Halin.

(a) Graphe de Halin (b) La roue Wj

FIGURE 1.15 — Exemples de Graphes de Halin

1.5 Quelques invariants de graphes

1.5.1 Nombre de stabilité

Un stable (ou indépendant) S dans un graphe GG est un ensemble sommets deux a deux non

adjacents. . Le nombre de stabilité, noté a(G) de G est le cardinal maximum d’un stable dans
G.
a(G) = max{|S]| : S est un stable de G}.

1.5.2 Nombre de transversalité

Un transversal 7' dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G tel que pour
toute aréte e de G, il existe v € T, tel que v est une extrémité de e.

Le nombre de transversalité 7(G) de G est le cardinal minimum d’un transversal dans G.

7(G) = min{|T'| : T est un transversal de G}.

13



CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LA THEORIE DES GRAPHES

1.5.3 Nombre de clique

Une clique K dans un graphe GG est un sous-ensemble des sommets de G dont le sous-
graphe induit est un graphe complet.

Le nombre de clique w(G) de G est le cardinal maximum d’une clique dans G.

w(G) = max{|K| : K est une clique de G}.

1.5.4 Nombre de domination

Un ensemble dominant D dans un graphe GG est un sous-ensemble de sommets de G tel
que pour tout sommet v € V(G), u € D ou u a un voisin dans D.
Le nombre de domination 7(G) de G est le cardinal minimum d’un ensemble dominant
dans G.
7(G) = min{|D| : D est un ensemble dominant de G}.

14



Chapitre 2
L(p, q)-étiquetage dans les graphes

L’étiquetage des graphes est une notion de la théorie des graphes qui consiste a attribuer
des étiquettes ou des valeurs a certains éléments d’un graphe, tels que les sommets et/ou
les arétes, selon certaines contraintes ou propriétés spécifiques. L’objectif de 1'étiquetage est
de trouver une assignation qui respecte les régles prédéfinies pour chaque type d’étiquetage
considéré. Dans ce chapitre, nous présentons le probléeme L(p, q)-étiquetage dans les graphes.
Nous commencons par définir I'invariant associé a ce probléme, puis présentons les princi-
paux résultats sur ce parametre. Nous donnons par la suite les liens avec quelques parametres

de coloration.

2.1 Nombre L(p, q)—étiquetage

Définition 2.1. Soient p, q et k des entiers positifs et G = (V(G), E(G)) un graphe.
— Un k-L(p, q)-étiquetage de G est une application f définie de ’ensemble des sommets V()

dans U'ensemble des entiers d’étiquettes {0,1,--- ,k} de telle sorte que pour tout sommets
z,y € V(G),ona:

|f(x) = fy)| =p sidz,y) =1

[f(z) = fy) = q sidz,y)=2

— Le nombre L(p, q)-étiquetage de G, noté \,, ,(G), est le plus petit entier k tel que G admet un
k-L(p, q)-étiquetage.

Exemple : Dans la Figure 2.1, nous donnons un 8-L(4, 2)-étiquetage du graphe G. 1l est
facile de voir que pour toute aréte xy € E(G) ona |f(x) — f(y)| > 4 et que pour toute paire
de sommet z et y a distance 2, on a |f(z) — f(y)| > 2. D’ou, A\y2(G) < 8.

D’autre part, 8 étiquettes sont nécessaires pour étiqueter 'unique cycle d’ordre 3 dans G,

donc Ay 2(G) > 8. Ainsi \y2(G) = 8.

15
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2 6
FIGURE 2.1 - L(4,2)—étiquetage de G.

2.1.1 Exemple d’application

La notion L(p, q)-étiquetage dans les graphes a été introduite, en 1992, par Griggs et Yeh
[27] pour le cas particulier ou p = 2 et ¢ = 1, dans le but de modéliser le probléme de I’assi-
gnation des fréquences dans un réseau radio.

Supposons que nous ayons un ensemble de stations radio (émetteurs-récepteurs) qui sou-
haite communiquer les uns avec les autres sur des fréquences pour éviter les interférences.
Deux stations sont dites adjacentes si elles peuvent émettre directement I'une a 'autre. Si
deux stations ne sont pas adjacentes mais qu’elles sont adjacentes a une méme station, elles

sont dites a distance deux. On distingue deux types d’interférences dans le réseau :

— des interférences directes : elles se produisent lorsque deux stations adjacentes trans-

mettent I'une a ’autre simultanément.

— des interférences secondaires : elles se produisent lorsque deux émetteurs ou récepteurs

a distance 2 ont la méme fréquence.

Afin de réduire ou d’éliminer les interférences, un protocole basé sur une assignation de code
aux fréquences dans le réseau radio a été élaboré. Cela signifie que deux stations adjacentes
doivent se voir attribuer des codes séparés par p pour éviter les interférences directes, puis
deux stations a distance deux doivent se voir attribuer des codes séparés par ¢ pour éviter les
interférences secondaires, ainsi que pour éviter les interférences directes.

Le probléme ainsi défini peut étre modélisé par un graphe G = (V| E) , tel que 'ensemble
des sommets V' représente I’ensemble des stations, et I’ensemble des arétes F représente la
relation entre deux stations adjacentes. La résolutions de ce probléme est équivalente a la
recherche d’un L(p, q)-étiquetage des sommets d’un graphe.

Pour plus d’exemples d’applications, nous renvoyons les lecteurs aux références [6, 31].

2.1.2 Complexité du probleme L(p, q)-étiquetage

Soit le probléme de décision L(p, q)-étiquetage qui détermine si un graphe G donné admet
un k-L(p, q)-étiquetage. Ce probléme de décision est formellement défini comme suit :

Probléme : L(p, q)-étiquetage
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Parametres : deux entiers positifs p et ¢
Instance : Un graphe GG non vide et un entier positif & ..

Question : Existe-t-il un k-L(p, q)-étiquetage de G ?

Dans [25], les auteurs montrent que le probléme de L(p, q)-étiquetage restreint aux arbres
n’est résolvable en temps polynomial que si g divise p, sinon il est NP-complet. Lloyd et Ra-
manathan [35] montrent que le probleme est aussi NP-complet pour la classe des graphes
planaires et méme pour les graphes planaires de degré borné, d’ou le recours a la recherche
de bornes (supérieures/inférieures) ou des valeurs exactes dans des classes particuliéres de

graphe.

2.2 Principaux résultats

Jacko [30] aborné le nombre L(p, ¢)-étiquetage d'un graphe en fonction de degré minimum

0 et son degré maximum A

2.2.1 Bornes supérieures

Théoreme 2.2 (Jacko, [30]). Soient p et q deux entiers positifs et G un graphe de degré maximum
A. Alors

1. M g(G) < (29— 1)A? +2(p — g)A.

2. Sip > q, alors )\, 4(G) < qA*+pA. De plus, si £ estun entier, alors A, 4(G) < qA*+(p—q)A.
3. Sip < qalors \, 4(G) < gA? + gA.

2.2.2 Bornes inférieures

Théoreme 2.3 (Jacko, [30]). Soient p et q deux entiers positifs et G un graphe connexe de degré

minimum § et de degré maximum A > 2. Alors
1. Xo(G) > p+(0—1)g.
p+(A—-1)q, sig<p
2. M g(G) > S 20+ (A —2)q, sip<q<2p.
(A =1)q, si2p < gq
3. Sip > qeth,(G) =p+ (A — 1)q, alors tout sommet de degré A est étiqueté par 0 ou par
p+ (A — 1)q dans tout L(p, q)— étiquetage optimal.

Dans le reste de cette section, nous donnons un L(p, ¢)—étiquetage de quelque classes de

graphes.
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2.2.3 Chaines et cycles

Georges et Mauro [26] ont déterminé le A, ,(G) sur les chaines et les cycles. Pour tous les

entiers p et ¢ tels que (p > ¢), ils montrent :

Théoréme 2.4 ( Georges et Mauro, [26]). Soient P,, et C,, respectivement une chaine et un cycle

d’ordren. Alors :
4

0 sin=1

D, sin =2

1L MNpo(Pp)=<Sp+q, sin=3oul
p+2q, sin>betp>2q

2p, sin>5etp < 2q

(
2p, sin est impair et n > 3;

+2q, sin = 0(mod4);
2. Sip > 2qalors A\, ,(Cy,) = b ( ) .
2p, sin = 2(mod4) etp < 3¢;

P+ 3q, sin = 2(mod4) etp > 3q.

2p, sin = 0(mod3);
3. Sip < 2q alors A\, 4(Cy,) = < 4g, sin =b;

p+2q, sinon.
\

2.2.4 Arbres

Théoreme 2.5 (Calamoneri, Pelc et Petreschi, [12]). SoitT" un arbre de degré maximum A avec

p < q alors :
1. Sip < L alors A, o(T) = p+ (A —1)q.
2.85id<p< 2AA31 alors A\, o(T) = (2A — 1)p.

3. Si 2AA31 <p<gqalors ), ,(T) = Aq.

2.2.5 Graphes planaires

Dans [42], Van den Heuvel et McGuinnes ont donné la premiére majoration du nombre
L(p, q)—étiquetage de tout graphe planaire G. Ils montrent que pour tout graphe planaire G
de degré maximum A et pour tout entier p et g, telque p > g, ona A, ,(G) < (4¢g—2)A+10p+
38¢—23. Ce nombre d’étiquettes a été réduit, par Borodin et al. [9],a [2A](2¢—1)+8p—8¢+1
pour tout graphe planaire G avec A > 47. C’est finalement Molloy et Salavatipour [37] qui

ont établi la meilleure majoration en prouvant le théoréme suivant

18



CHAPITRE 2. L(P,Q)-ETIQUETAGE DANS LES GRAPHES

Théoreme 2.6 (Molloy et Salavatipour, [37]). Pour tout graphe planaire G de degré maximum

A, et pour chaque entiers positifs p et g, on a :
5
Mo(G) < gq %Aw + 18p + 77q — 18.

Ces majorations semblent particuliérement éloignées de la borne optimale, mais aussi trés
difficile & améliorer. Il parait donc intéressant d’étudier le L(p, q)—étiquetage des graphes pla-
naires de maille donnée. Dans le théoréme suivant, nous recueillons des résultats connus dans
la littérature concernant le nombre L(p, q)—étiquetage des graphes planaires de maille don-

née :

Théoréme 2.7 (Dong,[17]). Soient p et q sont deux entiers positifs et G un graphe planaire de
degré maximum A et de maille g(G)

1 Sig(G)>5etp>q>1,alors N\, ,(G) < (2¢ — 1)A + 6p + 10g — 8.
2. Sig(G) > 6,p>1et A <5328p* + 4088p + 784 alors \, ,(G) > (2¢ — 1)A +2p — 1.
2
3. 5ig(Q)>6,p>q>1etA> 5328 m +4088 M +784, alors A, o(G) > gA+2p+q—2.

q

2.2.6 Graphes planaires extérieurs

Théoreme 2.8 (Zhang et Ma, [47]). Soit G un graphe planaire extérieur de degré maximum A
alors

Mg(G) < (2¢—1)A+2(2p—1)

2.2.7 Graphes de Halin
Théoréme 2.9 (Zhang et Ma, [47]). Soit G un graphe de Halin de degré maximum A alors
Mg(G) < (2 = 1)A +6p —4g — 1

Pour plus de résultats sur le nombre )\, ,(G), nous renvoyons le lecteur aux résumés mis

en ligne par Tiziana Calamoneri en 2014 [11] et Roger K. Yeh en 2006 [46].

2.3 Lienentrele L(p, q)-étiquetage et la coloration dans les
graphes

La coloration dans les graphes est un probleme important de la théorie des graphes. L’ob-

jectif est d’attribuer des couleurs a des éléments spécifiques d’un graphe, tels que les sommets
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ou les arétes sous certaines conditions. Ce type de probléeme trouve des applications dans de
nombreux domaines, tels que 'optimisation des emplois du temps et la planification des ré-
seaux de communication. Les premiéres avancées en coloration des graphes se sont principale-
ment concentrées sur les graphes planaires. Le célebre théoréme des quatre couleurs a répondu
a la question cruciale a savoir s’il est possible de colorer n’importe quelle carte géographique

en utilisant seulement quatre couleurs [3].

2.3.1 Coloration propre

Définition 2.10. Soient k un entier et G = (V, E') un graphe.

— Une k-coloration propre des sommets de G est une affectation de k couleurs aux sommets de

G de telle sorte que deux sommets adjacents ne possédent pas la méme couleur.

— Le nombre chromatique de G, noté x(G), est défini comme étant le plus petit entier k pour

lequel G admet une k-coloration propre des sommets.

Notons que dans le cas spécifique du L(1, 0)-étiquetage, nous cherchons a attribuer des
étiquettes aux sommets du graphe de telle sorte que chaque sommet ait une étiquette différente
de celle de ses voisins directs. Autrement dit, deux sommets adjacents ne peuvent pas avoir la
méme étiquette. Ainsi, un L(1,0)-étiquetage d’un graphe est en réalité une coloration propre
des sommets, c’est a dire Ay o(G) = x(G) (voir Figure 2.2).

2 1

0 / 9 2
1 0
FIGURE 2.2 - A\, o(G) = x(G)
Parmi les résultats marquants liés au nombre chromatique, nous pouvons citer le célebre
théoréme des quatre couleurs [3].

Théoréme 2.11 (Appel et Haken, [3]). Si G est un graphe planaire, alors x(G) < 4.

2.3.2 Coloration injective

Définition 2.12. Soient k un entier et G = (V, E) un graphe.

— Une k-coloration injective de G est une affectation de k couleurs aux sommets de G telle que
deux sommets ayant un voisin en commun regoivent des couleurs différents. notons que cette
coloration n’ai pas nécessairement propre, deux sommets adjacents peuvent avoir la méme

couleur.
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— Le nombre chromatique injectif de G, noté x;,;(G), est défini comme étant le plus petit entier

k pour lequel G admet une k-coloration injective.

Notons que dans le cas spécifique du L(0, 1)-étiquetage, nous cherchons a attribuer des
étiquettes aux sommets du graphe de telle sorte que chaque paire de sommets a distance
exactement égale & deux I'un de l'autre possédent des étiquettes différentes. Ainsi, un L(0, 1)-
étiquetage d’un graphe est en réalité une coloration injective des sommets c’esta dire Ao 1 (G) =

Xinj (G) (voir Figure 2.3).

AL

2 0

FIGURE 2.3 — A\ 1(G) = Xin;(G)

Dans le cas des graphes planaires Hahn, Raspaud et Wang [28], ont montré que ;,,;(G) <
A(A — 1) dans le cas ot A > 3. Dans le théoréme suivants nous recueillons les principaux

résultats qui concerne le nombre chromatique injectif des graphes planaires de maille donnée.
Théoreme 2.13. Soit G un graphe planaire de maille g et de degré maximum A.

1. Sig > 7 alors xin; (G) < A +2[36, 15].

2. Sig > 6 alors xinj(G) < A+ 3[18].

3. Sig > 5 alors Xin; (G) < A+6 [19].

2.3.3 Coloration a distance deux

Définition 2.14. Soiet k un entier et G = (V, E) un graphe.

— Une k-coloration a distance 2 d’'un graphe G est une coloration des sommets de G telle que

deux sommets u et v ont des couleurs différentes si dg(u,v) < 2.

— On note x2(G) le plus petit nombre k de couleurs nécessaires pour colorer a distance deux le

graphe G.

Notons que dans le cas spécifique du L(1, 1)-étiquetage, nous cherchons a attribuer des
étiquettes aux sommets du graphe de telle sorte que chaque deux sommets a distance au plus
égale a deux I'un de 'autre possédent des étiquettes différentes. Ainsi, un L(1, 1)-étiquetage
d’un graphe est en réalité une coloration a distance 2 des sommets de G, c’est-a-dire A\, 1(G) =
X2(G) (voir Figure 2.4).
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<P

FIGURE 2.4 - A1 1(G) = x2(G)

Wegner [44] a proposé la premiére conjecture pour le nombre de couleurs nécessaires pour

colorer le carré d’'un graphe planaire.
Conjecture 2.15 (Wegnar, [44] ). Soit G' un graphe planaire avec un degré maximum A.

7 siA=3
x2(G) < S A+5, sid < A<T
122 +1, siA>8

Tres récemment, Hartke, Jahanbekam et Thomas [29] et Thomassen [41] ont, indépen-
damment, confirmé la conjecture 2.15 dans le cas ot A = 3. Pour le cas général, seulement
certaines bornes supérieures ont été prouvé : Van Den Heuvel et McGuinness [42] ont montré
que X2(G) < 2A + 25; Agnarsson et Halldérsson [1] ont prouvé que x»(G) < |22 + 1
si A > 750; Borodin et al. [9] ont prouvé que x2(G) L%J + 1 si A > 47; enfin Molloy et
Salavatipour [37] ont prouvé que x2(G) |32 | 4+ 78 , et x2(G) |25 | + 25 si A > 241.

Il existe de meilleures bornes pour la classes de graphes planaires sans certains cycles de
petites longueurs. En effet, Wang et Lih [43] ont prouvé que pour tout graphe planaire de

maille g et de degré maximum A on a
— Sig(G) > 5, alors x(G?) < A + 16.
— Si g(G) > 6, alors x(G?) < A + 10.
— Sig(G) > 7, alors x(G?) < A +5.

Ces bornes ont été améliorées progressivement a y2(G) < A + 5 si g > 6 par Bu et Zhu [10],
axe(G) < A+4sig>5etAassez grand par Dong et Lin [20, 21], puis & x2(G) < A + 3 si
g > 5 et A > 339 par Dong et Xu [22].

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés au probleme du L(p, q)-étiquetage dans les
graphes. Nous avons montré que ce probleme est lié a quelque problémes célébre de colorations

de graphes.
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De maniéré générale, le probleme du L(p, q)-étiquetage, avecp > 1 et q > 1, est équivalent
au probléme de la coloration a distance deux. Le L(2, 1)-étiquetage est un modéle trés utilisé
dans la littérature pour résoudre les problemes d’assignation de fréquences dans les stations
radio. Avec la multiplication du nombre de stations radio au 21éme siecle, il est de plus en plus
nécessaire de considérer les stations radios qui sont a distance plus éloignée, c’est ainsi que
le concept du L(3,2, 1)-étiquetage a été introduit, qui vise & minimiser davantage les inter-
férences et a optimiser 1’allocation des fréquences entre les stations. Cette nouvelle approche
permet de mieux gérer les ressources radio et d’améliorer la qualité des transmissions dans un

environnement radio de plus en plus encombré.
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Chapitre 3
L(3,2,1)-étiquetage dans les graphes

Les résultats obtenus dans ce chapitre constituent notre contribution. Tout d’abord, nous
donnons la définition du probléme L(3, 2, 1)-étiquetage. Ensuite, nous présentons un certain
nombre de résultats connus dans la littérature et qui concerne le nombre L(3, 2, 1)-étiquetage
de graphes. Enfin, nous améliorons les majorations du nombre L(3, 2, 1)-étiquetage de quelques

classes de graphes planaires.

3.1 Nombre (3,2, 1)—étiquetage

La notion du L(3, 2, 1)-étiquetage a été introduite par Liu et Shao [34] en 2004, dans le but
de généraliser le probléme du L(2, 1)-étiquetage.
Définition 3.1. Soit G = (V(G), E(G)) un graphe.

— Un k-L(3,2,1)-étiquetage de G est une application [ définie de I’ensemble des sommets
V(G) dans l'ensemble des entiers d’étiquettes {0,1,--- , k} de telle sorte que pour tout
sommetx,y € V(G) ona:

|flz) = fy)| =3 sid(x,y)=1
|flz) = fy)| =2 sid(z,y) =2
|f(x)— f(y)| > 1 sid(z,y)=3

~

— Un graphe qui admet un k-L(3, 2, 1)-étiquetage est dit k-L(3, 2, 1)-étiquetable.
— Le nombre L(3,2, 1)-étiquetage de G, noté A3 51(G), est le plus petit entier k tel que G

admet un k — L(3,2, 1)-étiquetage avec k 1’étiquette maximale.

— Un L(3,2,1)-étiquetage [ de G est appelé un L(3,2,1)—étiquetage minimal de G si I’éti-

quette la plus élevée dans f pour tout sommet de G est A3 21(G).
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Remarque 3.2. Dans un L(3,2,1)-étiquetage minimal f d’un graphe G, si 0 n’est pas utilisé
comme étiquette d’un sommet de G dans f, alors chaque étiquette de sommet peut étre diminuée
de un pour obtenir un autre L(3,2,1)-étiquetage ' de G. Par conséquent, dans un L(3,2,1)-

étiquetage minimal, 0 apparait nécessairement comme étiquette d’au moins un sommet.

Dans la Figure 3.1, nous proposons un 7-L(3, 2, 1)-étiquetage d’'un cycle d’ordre 6. Nous
avons A3 21(Cs) = 7. En effet, soit un L(3, 2, 1)-étiquetage minimal f de Cg et supposons que
A321(Cs) < 7. Considérons V' = {vy, va, v3, vy, U5, Vs } I'ensemble des sommets d’un cycle Cg
tel que v; est adjacent & v; 11 pour 1 < i < 6. Sans perte de généralités, posons f(v;) = 0.

Dans ce cas, les étiquettes possibles pour { f(v2), f(ve)} sont {3,5} ou {3,6} ou {4, 6}.
1. Si{f(v2), f(ve)} = {3,5} alors f(vs3) = 6 et f(vs) = 1. Ainsi, pour le sommet v;, on

aura f(vs) = 8 contradiction avec le fait que \321(Cs) < 7.
2. Si{f(va), f(vs)} = {3,6} ou {4,6} alors f(vs) = 7, contradiction.
D’ou )\3,271(06) =T.

FIGURE 3.1 - A\391(Cs) =7

3.2 Résultats fondamentaux

Dans cette section, nous énoncerons quelques résultats fondamentaux sur le probléme du
L(3,2, 1)-étiquetage qui ont été précédemment établis dans la littérature.

Supposons que nous essayons de construire un L(3, 2, 1)-étiquetage f d’un graphe G. Soit
v le sommet a étiqueter et F'(v) le nombre d’étiquettes interdites pour étiqueter le sommet v.
Notons 3(v) (respectivement, v(v)) le nombre de voisins a distance 2 (respectivement, 3) de
v dans G. Pour chaque sommet étiqueté = € N(v), il y a 5 étiquettes consécutives f(z) — 2,
f(z)—1, f(x), f(z)+1et f(x)+2 qui sont interdites pour étiqueter v. De méme, pour chaque
sommet étiqueté y a distance 2 de v, il y a 3 étiquettes consécutives f(y)—1, f(y) et f(y)+1 qui
sont interdites pour étiqueter v. Enfin, pour chaque sommet étiqueté 2 a distance 3de v,ily a
une étiquette f(z) qui est interdite pour étiqueter v. Ainsi, F'(v) < 5xdg(v)+3x B(v)+7(v).

En se basant sur cette remarque, Clipperton et al. [14] ont donné une majoration naturelle

du A321(G) en fonction du degré maximum A de G. Ils ont montré que pour tout graphe G,
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A321(G) < A%+ A? + 3A. Plus tard, Chai et al. [13] ont amélioré ce résultat et ont montré le

théoréme suivant

Théoréme 3.3 (Chai et al., 2011 [13]). Si G est un graphe de degré maximum A, alors
)\37271(G) < A3 + 2A

Clipperton et al. [14] ont déterminé le nombre L(3, 2, 1)—étiquetage pour les chaines, les

cycles, les graphes complets et les graphes bipartis complets.

Théoreme 3.4 (Clipperton et al., 2006 [14]). Soient n et m deux entiers positifs. Si P, C,,, K,,
K,, . sont respectivement, la chaine, le cycle, le graphe complet d’ordre n et le graphe biparti

complet, alors

0 sin=1,;
3 sin=2;
1 X321(Pn) =95 sin=3oui;
6 sin=>5,6,T;
\7 sin > 8;
.
6 sin=3;
7 sin est un nombre pair;
2. )\372,1(071) —
8  sin est un nombre impair etn # 3,7;
9 sin=7

3. )\3,2,1(Km,n) = 2(m + n) — 1.

4. )\37271(Kn) =3n — 3.

En 2011, Ma-Lian Chia et al. [13] ont considéré le nombre L(3, 2, 1)—étiquetage des arbres.

Ils montrent le théoréme suivant :

Théoréme 3.5. Pour tout arbre T' de degré maximum A, on a
2A 4+ 1< A301(T) <2A+3

Ces derniéres années, de nombreux auteurs se sont également intéresses a I’étude du nombre
L(3,2,1)—étiquetage de plusieurs autres classes de graphes. Pour plus de détails nous ren-

voyons le lecteur aux références [2, 16, 39, 38].
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Remarque 3.6. Dans toutes les figures et pour chaque configuration que nous présentons dans
le reste de ce document, nous utilisons la convention graphique suivante : les sommets en blanc

ont un degré fixe et les sommets en noir ont un degré quelconque.

3.3 L(3,2,1)—étiquetage des graphes planaires

Lui and Shao [34] ont étudié L(3,2, 1)-étiquetage des graphes planaires. Ils ont donné la

majoration suivante

Théoréme 3.7 (Lui and Shao, [34]). Soit G un graphe planaire de degré maximum A. Alors
A321(G) < 15(A% — A +1).

En 1990, Borodin [8] a prouvé le lemme structurel suivant concernant les graphes pla-

naires :

Lemme 3.8 (Borodin, [8]). Soit G = (V(G), E(G)) un graphe planaire. Alors il existe un som-
metv € V(G) adjacent a m sommets vy, - -+ , vy, tels que d(vy) < --- < d(vy,), telle que I'une

des conditions suivantes soit vérifiée :
1. m<2;
2. m=3avecd(vy) < 11;
3 m=4avecd(vy) < Tetd(ve) <11;
4 m=>5avecd(vy) < 6,d(vy) < Tetd(vs) <11.
En attribuant une borne inférieure au degré maximum A(G) d’un graphe planaire G, il

nous a été possible d’améliorer le résultat du Théoréme 3.7. Nous prouvons le théoreme sui-

vant :

Théoréme 3.9. Si G est un graphe planaire de degré maximum A > 12 alors :
A321(G) < 2A% 4+ 23A + 63.

Démonstration. Montrons que si un graphe planaire G satisfait A(G) > C, avec C' > 12, alors
A321(G) < 2C? +23C + 63.
On procede par contradiction. Supposons que le théoréme est faux et soit G un plus petit

contre exemple (en nombre d’arétes). Sans perte de généralités, G est un graphe connexe et

par conséquent §(G) > 1. Soit B = {0,1,--- ,k*} un ensemble contenant k* + 1 étiquettes
ou k* = 2C? + 23C + 63.

D’aprés le Lemme 3.8, il existe un sommet v € V(&) ayant m voisins vy, - , vy, tels que
d(vy) < -+- < d(vy,)- Nous avons 4 cas a considérer :
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1. m<2.

(a) Siv estun 1—sommet alors soit v; son unique voisin (voir Figure 3.2 ). Par minimalité
de G, le graphe G' = G — {v} admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f . Nous étendons f’

aun k* — L(3,2,1)—étiquetage de G comme suit. Comme
Fu)<5+3(C—-1)+(C—-1)2=C*+C+3<k*

Il existe au moins une étiquette libre dans B qui peut étre assignée a v. Ainsi, nous obte-

nons clairement un k*-1(3, 2, 1)-étiquetage f de G, ce qui constitue une contradiction.

<A-1

FIGURE 3.2 - Le contre exemple GG contient un 1—sommet v

(b) Siwv est un 2—sommet alors soient v; et v, les deux voisins de v dans G.

— Sivjvy € E(G) (voir Figure 3.3(a)), alors par minimalité de G, le graphe G’ =
G — {v} admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f . Nous étendons f’ a un k*-L(3,2,1)-

étiquetage de G comme suit. Comme
Fv) <5x2+3x2(C—-2)+2(C—-1)(C—-2)=2C*+2 < k*

Il y a au moins une étiquette libre dans B qui peut étre assignée a v. Ainsi, nous
obtenons clairement un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f de G. Nous aboutissons alors a
une contradiction.

— Si vyvy ¢ E(G) (voir Figure 3.3(b)), alors par minimalité de G, le graphe G’ =
G — {v} + {vivy} admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f . Nous étendons f’ a un k*-
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<A-2

(a) v1v2 € E(G)
<A-1

(b) V1V2 ¢ E(G)

FIGURE 3.3 — Le contre exemple GG contient un 2—sommet.

L(3,2,1)-étiquetage de G comme suit. Comme
Fv) <5x2+3x2(C—1)+2(C—-12=2C"+2C+6<k*

Il y a au moins une étiquette libre dans B qui peut étre assignée a v. Ainsi, nous
obtenons clairement un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f de GG. Nous aboutissons alors a

une contradiction.
Ainsi, m > 3.

2. m=3avecd(vy) < 11.
En contractant I'aréte vv; 4 un nouveau sommet u, nous obtenons un graphe planaire G’
dans lequel tous les sommets, a I’exception de u, ont un degré au plus égal a celui qu’ils
avaient dans G, tandis que v a un degré au plus égal a 12 (voir Figure 3.4 ). En particulier,

nous avons A(G') < C. Par minimalité de G, le graphe G’ admet un
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k*-L(3,2, 1)-étiquetage f’. Nous allons étendre f’ a G comme suit. Nous étiquetons d’abord
vy avec f’(u). Maintenant, nous pouvons étiqueter v car le nombre d’étiquettes interdites

pour étiqueter v est
F(v) £5x3+3x (2(C—1)4+10)4+2(C —1)> +10(C — 1) = 2C* + 120 + 31 < k*

Nous aboutissons alors a une contradiction.

Uy

Uio

FIGURE 3.4 — Le contre exemple GG contient un 3—sommet v et un 11—sommet v,

3. Sim =4 avecd(vy) < 7Tetd(ve) <11.
En contractant 'aréte vv; 4 un nouveau sommet u, nous obtenons un graphe planaire G’
dans lequel tous les sommets, a I'exception de u, ont un degré au plus égal a celui qu’ils
avaient dans G, tandis que v a un degré au plus de 9. En particulier, nous avons A(G') < C.
Par minimalité de G, le graphe G’ admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f’. Nous allons étendre
f"a G comme suit. Nous étiquetons d’abord v; avec f’(u). Maintenant, nous pouvons éti-

queter v car le nombre d’étiquettes interdites pour étiqueter v est
F(v) <5x4+3x(2(C—1)+6+10)+2(C —1)24+(C—1)(6+10) = 2C*+18C +48 < k*

Nous aboutissons alors a une contradiction.

4. Sim =5 avecd(vy) < 6,d(vy) < Tetd(vs) < 11.
En contractant I’aréte vv; pour former un nouveau sommet u, nous obtiendrons un graphe
planaire G’ dans lequel tous les sommets, 4 'exception de u, ont un degré au plus égal a
celui qu’ils avaient dans G, tandis que u a un degré au plus de 9. En particulier, nous avons
A(G") < C. Par minimalité de G, le graphe G’ admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f’. Nous

allons étendre f’ & G comme suit. Nous étiquetons d’abord v; avec f’(u). Maintenant, nous

30



CHAPITRE 3. L(3,2,1)-ETIQUETAGE DANS LES GRAPHES

pouvons étiqueter v car le nombre d’étiquettes interdites pour étiqueter v est
F(v) < 5x54+3x(2(C—1)+5+6+10)+2(C—1)*+(C—1)(54+6+10) = 2C*4+23C+63 = k*

Nous aboutissons alors a une contradiction.

Il est facile de vérifier que dans tous les cas, nous avons obtenu un k*-1L(3, 2, 1)-étiquetage de

G, ce qui contredit notre hypothese. O

3.4 L(3,2,1)—étiquetage des graphes planaires extérieurs
Lemme 3.10 (Esperet et Ochem, [23]). Soit G un graphe planaire extérieur. Alors I'une des ces
condition suivante est vérifiée :

1. G contient un 1—sommet.

2. (G contient deux 2—sommets adjacents.

3. G contient un 2—sommet u tel que ses voisins v et w sont adjacents et dg(v) = 3.

4. G contient un 2—sommet u tel que ses voisins v et w sont adjacents, dg(v) = 4 et ses deux

autres voisins x et y (distincts de u et w) sont adjacents et dg(x) = 2.

(a) (b) (©) (d)

FIGURE 3.5 — Configurations inévitables dans un graphe planaire extérieur.

Théoréme 3.11. Pour tout graphe planaire extérieur G de degré maximum A(G), nous avons
A321(G) < A%G) + 2A(G) + 10.

Démonstration. Supposons que le Théoreme 3.11 est faux et soit G le plus petit contre-exemple.
Soit B = {0, 1,- - , k*} un ensemble contenant k* +1 étiquettes ot k* = A?(G)+2A(G)+10.
Selon le Lemme 3.10, nous avons 4 cas a considérer
1. G contient un 1—sommet u (voir la Figure 3.5(a)).
Par minimalité de G, le graphe G’ = G — {u} admet un £*-L(3, 2, 1)-étiquetage f. Il est
facile de voir qu’au plus A?%(G) + A(G) + 3 < k* étiquettes sont interdites pour étiqueter

u ce qui constitue contradiction.
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2. G contient deux 2-sommets adjacent u et v (voir la Figure 3.5(b)).
Soit w le deuxiéme voisin de u. Par minimalité de G, le graphe G — {u} + {vw} admet un
k*-L(3,2,1)-étiquetage f. Comme

F(u) <5x24+3(A(G)—1)+3+(A(G) - 1) +(A(G)—1)2 = A*(GQ)+2A(G) +10 < k*

il existe au moins une étiquette libre dans B qui peut étre attribuée a u. Ainsi nous pouvons

obtenir un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f’ de GG, contradiction.

3. G contient un 2—sommet u tel que ses voisins v et w sont adjacents et dg(v) = 3 (voir
Figure 3.5(c)).
Par minimalité de G, G’ = G — {u} admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f. Comme

F(u) <5%x2+3(A(G) =2+ 1) + (A(G) — 1) + (A(G) — 1)(A(G) — 2)
<A G)+ AG) +8 < k*

il existe au moins une étiquette libre dans B qui peut étre attribuée a u. Nous avons claire-
ment obtenu un k*-1L(3, 2, 1)-étiquetage f’ de GG. Nous aboutissons alors a une contradic-

tion.

4. G contient un 2—sommet u tel que ses voisins v et w sont adjacents, dg(v) = 4 et ses deux
autres voisins x et y (distincts de u et w) sont adjacents et dg(x) = 2 (voir Figure 3.5(d)).
Par minimalité de G, G’ = G — {u} admet un k* — L(3, 2, 1)—étiquetage f. Comme

F(u) <5 x2+43(A(G) = 242) + (AG) — 2) + (A(G) — 1)(A(G) — 2)
< AG)+ A(G) +10 < K

il existe au moins une étiquette libre dans B qui peut étre attribuée a u. Nous aboutissons

alors a une contradiction.

Il est facile de vérifier que dans tous les cas, nous avons obtenu un k*-1L(3, 2, 1)-étiquetage de

G, ce qui contredit notre hypotheése, et le théoréme est ainsi prouvé.

O

En utilisant le résultat de Lih et Wang [33], nous pouvons affiner le Théoréme 3.11, a condi-

tion que A soit suffisamment grand, pour le cas des graphes planaires extérieur 2-connexes.

Lemme 3.12 (Lih et Wang, [33]). Tout graphe planaires extérieur 2-connexe avec un degré maxi-
mum A(G) > 7 contient un 2-sommet u ayant au plus A(G) — 2 sommets a une distance

exactement deux.
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Nous montrons que

Théoréme 3.13. Pour tout graphe planaires extérieur 2-connexe (G, avec un degré maximum
A(G)>T7.0na:
A32.1(G) < A*(G) + 6.

Démonstration. Supposons que le Théoreme 3.13 est faux et soit GG le plus petit contre-exemple.
Soit B = {0, 1, -, k*} un ensemble contenant k*+1 étiquettes ot k* = A?(G)+6. G contient

un sommet u ayant la propriété décrite dans le Lemme 3.12 (voir Figure 3.6).

FIGURE 3.6 — Configurations inévitables dans un graphe planaire extérieur 2-connexe

Soient v et w les voisins de u. On considére le graphe G’ tel que

o G — {u} sivw € E
G — {u} + {vw} sinon

Par minimalité de GG, G’ admet un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage f. Il est facile de voir que
F(u) <5x2+3x (A(G) —2)+ (A(G) —2)(A(G) — 1) = A*(G) + 6 = k*

Ainsi, I'étiquetage f de G’ peut étre étendu a un k*-L(3, 2, 1)-étiquetage de G, ce qui contredit
le choix de G, et le théoréme est ainsi prouvé.
O

3.5 L(3,2,1)—étiquetage des graphes de degré moyen maxi-
mum borné

Dans cette partie nous nous intéressons a la question du L(3, 2, 1)—étiquetage des graphes

de degré moyen maximum borné. Nous prouvons le résultat suivant :
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Théoréme 3.14. Soit G un graphe de degré maximum A et de degré moyen maximum mad(G).
20 siA<3

Si mad(G) < § alors A3 2,1 (G) < :
A2+ A+T7 siA>4

Démonstration. Supposons que le théoreme est faut et soit H le plus petit contre exemple. On
peut supposer que H est connexe, sinon par minimalité de H, on peut étiqueter indépendam-
ment chaque composantes connexes. Soit B = {0, 1,2, - - - , k*} un ensemble contenant k* + 1
étiquettes avec k* = max{20, A? + A + 7}.

Fait 1. Le contre exemple H ne contient pas de 1 —sommet.

Fait 2. Le contre exemple H ne contient pas une chaine ruvwy telle que dy(u) = dy(v) =

Preuve. Supposons que H contient une chaine zuvwy telle que u, v et w sont des 2-sommets.
Considérons le graphe H' = H — {u,v,w} qui par minimalité de H admet un k*-L(3,2,1)-
étiquetage f. Nous allons étendre I'étiquetage f a H comme suit. En comptant le nombre
d’étiquettes disponibles pour étiqueter les sommets w et u dans cet ordre, on remarque que
nous avons au moins 4 étiquettes libre dans B pour étiqueter u, puis au moins 1 étiquette libre
dans B pour étiqueter w (et ce aprés avoir étiqueter u). Enfin, pour terminer nous étiquetons

v, ce qui possible car
Fv) <5 x24+3x2+2(A—-1)=2A+14 < |B|

Nous pouvons donc étendre f a H, ce qui est une contradiction. O

Maintenant, on définit une fonction poids w : V(H) — R avec w(z) = d(z) — 2. D’apres
I'hypothése émise sur le degré moyen maximum, la somme totale des poids est strictement
négative. Dans la prochaine étape, on définit la régle de déchargement (R) puis on redistribue
les poids, une fois le déchargement terminé, on obtient une nouvelle fonction poids w*. Durant
la procédure de déchargement la somme totale des poids reste fixe. Néanmoins, nous pouvons

montrer que w*(x) > 0 pour tout z € V(H). Ce qui nous donne la contradiction suivante :

0 < Z w(x) = Z w(r) < 0

z€V(H) zeV(H)

et nous pouvons conclure qu’aucun contre-exemple ne peut exister.

La regle de déchargement est définie comme suit :

(R) Tout 3"-sommet donne i a son 2-sommet voisin.

Evaluons maintenant le nouveau poids de chaque sommet. Soit v € V(H) un d-sommet. Par

le Fait 1. d > 2. Considérons les cas suivants :
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Cas d = 2. Observons que w(v) = —1.

D’aprés le Fait 2. v est adjacent & au moins un 3*—sommet. En appliquant (R) v recoit au

moins i, son nouveau poids est w*(v) > —i + i =0.

Cas d > 3. Par (R) le sommet v satisfait w*(v) > d — % —d x i > 0.

ala fin de la procédure de déchargement, les nouveaux poids de tous les sommets sont positifs,

nous avons bien la contradiction suivante :

0 < Z w'(x) = Z w(x) < 0

zeV(H) zeV(H)

D’ou, le contre-exemple H ne peut pas exister, ce qui conclut la preuve du Théoreme.

O

29

paE le corollaire suivant

Etant donné que tout graphe planaire de maille g vérifie mad(G) <

peut dériver du Théoreme 3.14
Corollaire 3.15. Soit G un graphe planaire de degré maximum A et de maille g > 18. Alors,

20 siA <3

A321(G) <
A2+ A+7 siA>4

3.6 L(3,2,1)—étiquetage des graphes de Halin cubiques

Dans cette section, nous attribuons une majoration du nombre (3,2, 1)—étiquetage de
tout graphe de Halin cubique G = (T U C, E). Rappelons qu'un sommet v € G est dit un

sommet interne siv € T maisv ¢ C.
Théoréme 3.16. SiG = (T'U C, E) est un graphe de Halin cubique alors :
A321(G) < 31.
Démonstration. On prouve le théoréme par induction sur le nombre de sommets internes de
G. Soit V;,,;(G) 'ensemble des sommets internes de G.

¢ Si |Vt (G)| = 1 alors G = K et par conséquent la conclusion est évidente.

¢ Si |V;,+(G)| > 2 alors on considére P = ug, uy, - - -, ug, £ > 5,la plus longue chaine dans
T. Comme P est de longueur maximum, tous les voisins de u;, excepté us, sont des feuilles.
Dans la suite de cette preuve, nous allons changer les notations en posant : w = us, u = uo,

v = uy et vy, vy les voisins de v de C' (Voir la Figure 3.7). Comme d(u) = 3, il existe une chaine
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w
U

® ®

Tog X1 U1 (] Y Y2

FIGURE 3.7 — Autour de la fin de la plus longue chaine dans T’

Py de wa x1 ou y; telle que P N P, = {u}. Sans perte de généralités, on suppose que P; est
une chaine de u a ;. Etant donné que P est la plus longue chaine dans T, P; est une chaine

de longueur au plus égale a 2.

1. Si P; est une chaine de longueur 1 alors u = y3 et uy; € E(T) (Voir Figure 3.8).

Tog X1 V1 (%) Y Y2

FIGURE 3.8 — Le cas ou u = y3

Considérons le graphe G' = G \ {vy, v2} + {vx1,vy;}. G’ est un graphe de Halin cubique
avec moins de sommets internes que G. Par hypothése d’induction, G’ admet un L(3, 2, 1)-
étiquetage f, utilisant des étiquettes dans I'ensemble B = {0, 1,2,---,31}. Nous allons
étendre f a un L(3,2, 1)-étiquetage f’ de GG, en utilisant des étiquettes dans B, comme
suit. Premiérement, On pose f’(z) = f(x) pour tout x € V(G) \ {v1, v, v}. Ensuite, on
affecte a vy I'étiquette de v dans f. Autrement dit, on pose f'(v1) = f(v). Enfin, nous allons
étiqueter les sommets v et vy dans cet ordre. Comme F'(v) < 5x2+3x3+5 =24 < |B],
il existe au moins une étiquette disponible a € B pour étiqueter v, on pose f’(v) = a. De
la méme maniére F'(v5) <5 X 3+ 3 x 3+ 5 =29 < |B|. D’ot nous pouvons étiqueter v,
et nous obtenons ainsi un (3,2, 1)-étiquetage de G avec 31 comme plus grande étiquette

ce qui constitue une contradiction.

2. Si P, est une chaine de longueur 2 alors uys € E(T) et yoys € E(T). Soit z le voisin de ¥,
différent de y; et y3 (Voir Figure 3.9).
Soit G = G \ {v1,v2} + {vys,vx1}. G’ est un graphe de Halin cubique avec moins de
sommets internes que G. Par hypothése d’induction, G’ admet un L(3, 2, 1)-étiquetage f,
utilisant des étiquettes dans I’ensemble B = {0,1,2,--- ,31}. Nous allons étendre f a un
L(3,2,1)-étiquetage f’ de G, en utilisant des étiquettes dans B, comme suit. Premiérement,

On pose f'(z) = f(z) pour tout x € V(G) \ {v1, v2, v}. Ensuite, on affecte a v; I'étiquette
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w
U
X3
v 3
® I I ®
Tog X1 U1 (] B Y2 oz

FIGURE 3.9 — Le cas ot uys € E(T)

de v dans f. Autrement dit, on pose f'(v1) = f(v). Enfin, nous allons étiqueter les sommets
v et vy dans cet ordre. Comme F'(v) < 5x2+3x3+6=25<|B

une étiquette disponible a € B pour étiqueter v, on pose f'(v) = a. De la méme maniére

, il existe au moins

F(vy) <5 x 343 x4+4 =231 < |B|. Dot nous pouvons étiqueter v, et nous obtenons
ainsi un (3,2, 1)—étiquetage de GG avec 31 comme plus grande étiquette ce qui constitue

une contradiction.

O

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme du L(3, 2, 1)-étiquetage dans
les graphes. A travers quelques résultats connus sur les propriétés structurelles des graphes
planaires, nous avons amélioré la borne déja existante pour la classe des graphes planaires de
degré maximum d’au moins 12, des graphes planaires extérieurs et des graphes Halin cubique.
Enfin, nous avons considéré (3,2, 1)-étiquetage d’un graphe ayant un degré moyen maxi-
mum au plus %, ce qui nous a permis de déduire que A? + A + 7 étiquettes sont suffisantes

pour avoir un L(3, 2, 1)—étiquetage pour tout graphe planaires de maille au moins égale a 18.
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Le nombre L(3,2,1)—étiquetage est un invariant qui commence a susciter 'intérét de
nombreux chercheurs de la théorie des graphes. Notre attention s’est portée sur I’attribution
d’une majoration, en fonction du degré maximum, des graphes planaires, planaires extérieurs,

des graphes Halin cubiques et des graphes de degré moyen maximum borné.

En utilisant quelques résultats connus sur les propriétés structurelles des graphes planaires,
nous avons montré que pour tout graphe planaire G de degré maximum A > 12, A3, (G) <
2A? + 23A + 63. Nous avons ensuite réduit cette borne pour la classe des graphes planaires
extérieurs, nous avons montré que A% + 2A + 10 étiquettes sont suffisantes pour étiqueter
tout graphe planaire extérieur. Si de plus, le graphe est planaire extérieur 2-connexe de degré
maximum A > 7, alors \321(G) < A% +6.

Nous avons aussi prouvé, par un raisonnement par récurrence, que pour tout graphe de
Halin cubique, A\321(G) < 31.

Enfin, en utilisant la méthode de déchargement, nous avons démontré que pour tout graphe
G de degré maximum A et de degré moyen maximum mad(G) < 2 ona A32:1(G) < 20 si
A <3etA321(G) < A? + A+ 7 sinon. Le résultats obtenus nous ont permis de déduire une

nouvelle borne pour tout graphe planaire de maille au moins égale a 18.

Nous pensons que ce travail contient quelques résultats qui pourraient faire 'objet d” un

article scientifique. Dans ce sens, nous proposons de les compléter par les problémes suivants :

Question 1. Peut-on étendre la borne supérieure des graphes planaires pour tout degré

maximum A ?

Question2. Quelestle nombre L(3,2, 1)—étiquetage des graphes d—dégénérés et des graphes

sans mineur K, ?

Question 3. Peut-on monter que le probléme de décider si un graphe planaire peut étre

étiqueté avec k étiquettes est un probleme N P-complet?
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