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Résumé

L’objectif de notre travail consiste A faire une étude des méthodes itératives résolvant les
systtmes d’équations algébriques linéaires et mettre en valeur une méthode itérative
récente (Multigrilles), qui actuellement envahit le monde numérique et notamment la CFD
(Computational Fluid Dynamics).

A cet effet, nous avons choisi de résoudre un type de probléme fréquent en
Aéronautique, qui est I’équation de Navier-Stockes, et on termine notre mémoire par une
application concernant la simulation d’une cavité entrainée par le solveur Fluent et

compare les résultats obtenus avec ceux de programme réalisé.

Abstract

The objective of our work consists in making a iterative methods solving the linear
algebraic systems, to emphasize a recent iterative method (Multigrid), which currently
invades the numerical world and in particular the CFD (Computational Fluid Dynamics).

To this end, we chose to solve a type of frequent problem in aeronautics, which is Navier-
Stockes’s equation and we finish this memory by a simulation of a lid-driven cavity by the
solver Fluent and compare the results obtained with the results obtained by the

programming.
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Chapitre I ; Méthodes itératives
Géométriquement, si toutes les valeurs propres de la matrice 4 sont représentées dans

le plan compiexe, alors p(A) est le rayon du plus petit disque centré sur ’origine et
contenant toutes les valeurs propres de la matrice 4.

| S EE BN

Ii.1.2.2. Bornes du rayon Spectral :

__ Théoréme de Guershgorin :
- Soit A=(a;;) une matrice complexe :
_ n
B Ay = Zlaﬁl i=12,..,n (IL.11)
=1
s i#]
- n
] Ay = ) Jay i=12,..,n (I.12)
i=1
— jxi
- Toutes les valeurs propres de la matrice ont des images dans le plan complexe situdes a
) Pintérieur de ’union des n cercles de centre a;; et de rayon A; (domaine D;)eta
Iintérieur de I’union des n cercles de centre a;; et de rayon A;j (domaine D, ), les
. valeurs propres sont telle que :
;\.k E Dl ﬂ DZ .
Soit A une valeur propre de 4 et X un vecteur propre correspondant , par définition de A
- ,ona:
n
[ O\. et aii)Xi = ai,- Xi i= 1,2, wey I} (H 13)
s =1
jEi
. -
‘“ Normalisons X afin que sa composante de plus grand module X, soit égale 3 1.
-«
. —
— 21
5 =

(I1.19)
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et:
X® =TxCk-1) 4y (11.26)

En soustrayant les deux équations précédentes,on obtient :

e® =T ek-1) (11.27)
Soit pour k=0,1,2,... :

e =Te® ; @ = Te® ; e®) = Te@ ¢1c. ., (11.28)
Et:

e = Te(k-1) = Tke(0) (11.29)

La convergence de ce processus est assurde si, quelque soit e(®) (donc quelque soit

X©), nous avons :

}1}3 e® =0 (11.30)
Ou:

lim7 ®%e® =0 Vv e©@ (IL.31)
Ce qui revient a dire que :

}im T® =0 (11.32)

ou zéro représente la matrice nulle.
La suite définie par X(® € C™ et I’équation (71. 23) converge vers :

X*=(1-T)1V (11.33)
quelque soit X s; et seulement si :

p(T) < 1.
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D’une maniére générale, ona :

p(A) < liAll (11.34)

Une condition suffisante de convergence de I’équation (T1 .23) est telle que :
ITh<1 (i1.35)
On doit avoir obligatoirement avoir :

p(T) < 1.

Cette condition sur une norme de T nous fournit une condition de convergence du

processus itératif.

I1.2.2. Décomposition de la matrice A :

Il est évident que nous devons choisir une matrice T qui assure la convergence et
telle que :

AX=TX+V (IL36)
Qui ne soit pas chére 3 calculer.

Nous allons chercher des décompositions de la forme (M —N) de la matrice A de telle
fagon que M soit facilement inversible et vérifie :

p(MTIN)<1 (L.37)
Ou ce qui est suffisant

IM~IN]| < 1.



Chapitre [ ;

Définissons les matrices D, L, U telles que :

dii = a; Vi
diagonale.

lj=-ay POUfi)}l

=0 pour i<
inférieure.

U = - & pour j> i

u; =0 pour j<i
supérieure.

Nous aboutissons a la relation suivante:

A=D-L-U

Qui correspond aux trois types de décompositions suivantes :

- Méthode de JACOBI :
A=M-N

Ou: M=D et N=L+U

Ty = DI(L + U)

- Meéthode de GAUSS-SEIDEL :

A=M-N
Ou:M=D-L et N=U

Tes
={D-L)"u

D matrice

L matrice

U matrice

(/1.38)

(IL.39)

(11.40)

(11.41)



Méthodes itérati

Ce processus de calcul est répété jusqu'a ce que la différence entre deux vecteurs
successifs soit inférieure 4 Perreur tolérée.

lx' - x+ [<e (11.48)

Nous dirons que le processus a converge vers la solution.

Il faut signaler que la convergence du processus itératif ne dépend pas du vecteur

initial choisi et qu’une erreur de calcul n’influe pas sur le résultat final, Chaque vecteur

peut étre considéré comme un nouvean vecteur initial.

Dans certains cas, il se peut que le processus diverge. Nous citerons ci-aprés quelques

conditions suffisantes mais pas nécessaires, pour lesquelles le processus converge si
Pune d’elles est vérifide,

L; i'a,.j'<l (1<i<n) (11.49)
2. Yfa,|<1 (1<j<n) (11.50)
3 fa|> S| (<i<n) e (i) (11.51)

Cette derniére condition suggére que les termes diagonaux de la matrice 4 sont
fortement dominants. Il serait plus judicieux de procéder a des permutations sur les
lignes et les colonnes afin de maximiser les éléments de la diagonale,
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11.3.2. Algorithme de JACOBI :

1.Données:n,ay,b,-,s,Xi(o) (sizsn « 1<j<n)
d0=a,
Pour(1< j < ;g =—a;/d0
2. Pour (1<i<a) OUASI<W  a,=-a,]
b, =b,/d0
a,=0

i

[ "

_ 1]
x,=b + _S_ a;x;
J=l

Pour(1<i<nlr, =[x x|

3. Tant que (rmax > ¢
ue { ) Si (r, > rmax) alors rmax =r,

| Pour(1<i<n) xl=ix,

i

Nous arrétons les calculs pour:  (rmax < £)
4. Ecrivons les résultats x; pour (1<i<n)

I1.4. Méthode de GAUSS-SEIDEL :

Cette méthode suit le méme principe que la précédente. La seule différence réside
dans la mise  jour dans le calcul de la valeur de X; par les résultats des k valeurs des x;
qui 'ont précédé. Cette modification permet au processus de converger plus
rapidement que la méthode de Jacobi.
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11.4.1. Principe :

La matrice A étant décomposée en :
A=M-N=(D-L)-U (11.52)

Dans Ia méthode itérative de Gauss-Seidel, on ré-écrit (I1.5) de 1a maniére suivante :

Xx&+1) = (p — L)'U X® +(D-L)b (11.53)

Comme I’inverse de (D — L) est compliqué a calculer, on préfére écrire le systéme sous

la forme :

(D - L)X&+) — yx® 4 (1.54)
Soit encore :

D X0+ = [ x40 4 gx® 4 (11.55)
Ou:

X+ = p-1, xG&+1) 4 p-1 yx® 4 p-1} (11.56)

En développant cette récurrence vectorielle, on obtient :

g1 _ b1 —ap Xg? — 213 X§0 — - — 2, X
1 d33
by —ay XD g, x® 5, x®
) ngu): 2 21 :?;23 2n n (1.57)

X{HY g, xIHD g x 0D

xgk+1) - by, —ap,;
\,
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11.4.2. Condition pour la convergence de GA USS-SEIDEL :

La formule itérative (I1.53) permet de définir la matrice d’itération de Gauss-Seidel
par:

Tes=(D-L)U

(11.58)
Et le vecteur V par :
VGS = (D - L)-l b (]I. 59)
La méthode de Gauss-Seidel convergera si [[Tgsll < 1, ce qui se traduit par :
>l <a, pour i=1,n (11.60)
=l
11.4.3. Algorithme de GAUSS-SEIDEL -
1. Données:n,ay,b.-,axi(o) (I<isn e 1<j<n)
d0=a,
P 1€7< a =—a._/d0
2. Pour (1<i<n) omr(l < fa) ’ o/
b, =b,/d0
a; =0

x, =b, +iayxj]
Jj=
3. Tant que (rmax > e} Pour(l<i<n)ir, =|.t,° -x,.,

Si(r, > rmax) alors r max =7,

o _
Lx,. —x,.

3



Nous arrétons les calculs pour :
r

(rmax <¢)

{ Ou

rmax

———a<¢£
\ I’-I

4. Finalement, nous écrivons les résultats.

I1.5. Méthode de relaxation :

11.5.1. principe :

Cette méthode est une méthode d’itération qui a les mémes avantages que la
méthode de Gauss-Seidel mais qui converge plus rapidement. Pour cela nous
introduisons le paramétre @ différent de zéro et posons :

X&) = xk 4 (xC+D) _ x® (11.61)

Ou X&*+1) et un vecteur estimé par la méthode de Gauss-Seidel.
Si @ = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel.
Si @ > 1, on détermine la méthode de sur-relaxation.
Si @ <1, on détermine la méthode de sous-relaxation.

L’algorithme de la méthode de Gauss-Seidel nous permet d’obtenir la solution par:

i-i L
_ k+l) _ )
b, Z_I‘,aﬁxj D X!
Jj=

J=i+l

(I1.62)
a.li
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X; =xi+mx(bi+iayxf)
J=1
3. Tant que (rmax > &) Pour(l<i<n r =le' —x,.l

Si (r, > rmax) alors rmax =7,

0 _
X, =X;

Nous arrétons les calculs pour :

(rmax <g)

{ Ou

IaX ¢
el
\
4. Ecrivons les résultats x; pour (1<i<n)

11.5.3. Condition de convergence des méthodes de relaxation :

Nous cherchons les limites du facteur de relaxation pour lesquelles la convergence

de la méthode est assurée. Nous étudierons trois cas :
1. Cas d’une matrice quelconque.
2. Cas d’une matrice symétrique définie positive.

3. Cas d’une matrice tridiagonale.

(11.69)
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Alors ;

E(X) = irt A-lp (11.70)

Le fonctionnel (I1.68) est une forme quadratique définie positive dont le minimum
unique se trouve au point annulant le gradient de E(X).

De I’équation (11.68) on, obtient :

VE(X) = {"’—ﬁx@} =—(b—Ax) = -r (I1.71)

Donc, le minimum de E(X) correspond au point :
b-Ax=0 (I .72)

Autrement dit la solution du systéme algébrique correspond au vecteur minimisant

E(X). On peut ramener la résolution du systéme algébrique a celui de la minimisation
de la forme quadratique (11.70).

11.6.2. Direction de descente et choix optimal du pas :

11.6.2. 1 Direction de descente -

Si E(X) est continue et continument différentiable, alors au voisinage du point X® €
R", on fait le développement de Taylor suivant :

E(X® + AX) = E(X®) + AX VE(X®) + -.. (11.73)

Si AX est petit on peut négliger les termes d’ordre supérieur,

On remarque que si :
AX VE(x®) < 0 (11.74)

Alors :

E(X® + AX) < E(x®) (11.75)
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Her

Une direction vérifiant 1’équation (I1.74) est dite direction de descente au point X et
pour la fonction du type E(X).

11.6.2.2. Méthodes de descente -

Parmi les méthodes de minimisation d’une fonction, la méthode de descente, opérant

une recherche unidimensionnelle dans une direction de descente qui a pour formule
générale :

X&+) = x(0 4 g@po (11.76)

Oi:
P® est une direction au point X® pour E(X).

a(®) est un scalaire dont la valeur reste 4 définir.

11.6.2.3. Pas de descente optimale :

Cherchons la valeur du pas a® minimisant la fonction E(X®*+D) dans la direction de
descente PM9,on 3 -

E(x®+D) = g(x® 4 a®p®) (I1.77)
De I’équation (11.68),0n obtient :

E(X0D) = 2 (X3 + o0p® _ x+)' A (XM 4 o(0p) _ X*)  (1.78)
La fonction exprimée par I’équation (11.68) sera minimale pour a®) tel que :

%ﬂ_) = (p(k))tA (x(k) + g®p) _ x') =0

= (p(k))t (AX® —p + A a®@p®) = (1.79)

= (PO)* (—r® 4 A atpw) = ¢
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La valeur de a®™ est définit telle que :

a
==0 (1L.80)
Qui est le pas optimal dans la direction P® pour un résidu r® donnée par:
po* a0 .
a® = —S e (11.81)

La formule générale de la méthode de descente avec pas optimum comme solution du
systéme algébrique linéaire est exprimée par :

t
(k+1) — y(y 4 PO 0 4y
X XV 4 =P

ol : (11.82)
r® = 00 _ A %GO

Les méthodes de descente sont multiples et qui se différencient par le choix de la
direction de descente P9,

I.7.Méthode du Gradient :

On choisit Ia direction de minimisation de la fonction E(X) par :

PH = _yEX®) (11.83)

C’est-a-dire que ’on prend pour p®™ Ia direction de plus grande diminution ponctuelle
de la fonction. De I’équation (IL71),0n remarque que p® est colindaire 3 r® et
Ialgorithme (I1.82) peut s’écrire sous la forme la plus générale suivante :

t
ktD) = 0o 4 0 g9
X +_T_r(k) m 1_(k)r
r® = p— A x® k=0, ... Keuax (11.84)
rk+1)_ .00

o e

=S E re e PR A QW (W 4 g pl-l) (11.87)
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La valeur de p% minimisant E(X%*D) verifie -
_"’_E___(x((:") ~0 (IL88)
op
Soit :
—PkD 10 § 40 pk-D* 4 0 a®@p® ph-DipApk-D _g 89)
Comme :
P-D 0 ¢ (11.90)
On peut obtenir la valeur optimale de Bm par:
Y = P—&Pf';'i :& r‘_“:) (11.91)
On peut déduire que :
B PAD A pD 4 plei 4 00 g 11.92)
Soit :
PE-D'A (100 4 p® pl-DY _ (11.93)
A partir de I’équation (I1.86), on note que :
pl1 5 pld _ g (11.94)

Cette expression représente bien des directions A-conjuguées.

Nous avons démontré que la direction P® A-conjuguée selon I’équation (11.94) était
bien celle qui minimisait la fonctionnelle E(X®*"). Nous avons aussi calculé le choix

du scalaire B(k) de I’équation (I1.86) qui définit P® dans le plan déterminé par
(™, P®). Notons aussi que selon (11.86) :

10" p® = (' 0 4 g® 0" p-1) (11.95)



En effet 4 cause des erreurs d”

Chapitre I

Le second terme du deuxiéme membre étant nul, on a :

f® p® = ' 6

11.8.3. Algorithme du Gradient Conjugué :

1. Données: A, b, k,,, , X® ¢

2. Calculer: r® = p— A X©@
PO - (@

0® — Pl ® )

p®' 4 pt)
X&) — 5@ + q®p®

3.0 Do p_AXCED Lok,

w0 _ (D! et D)
P = 0"
PO+ = kt)) 4 g0 00

4. Arréter quand:

il

<
o < €

11.8.4. Taux de convergence -

On montre que I’algorithme du gradient conjugué appliqué

algébrique linéaire d’ordre n converge au maximum en plus de n itérations.

E(xK)
E(x(?))

<&

a la résolution d’un systéme

arrondi dans les calculs des directions conjuguées, on
n’obtient pas la solution exacte en n itérations. Toutefois,

d’itérations nécessaires pour passera:

on montre que ie nombre

(11.96)

41
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Est proportionnel 4 la racine carrée du conditionnement.

La méthode du gradient nécessite un nombre d’itérations proportionnel 4 Cond (A).

Alors que celle du gradient conjugué ou le nombre d’itération est proportionnel 3 la
racine carrée de Cond (A).

I1.9. Méthode de Thomas :

Cette méthode permet de résoudre un systéme de la forme :

Ax=y (11.98)

ot A4 est une matrice tri diagonale, Alors I’algorithme de Gauss peut étre simplifié, en
tenant compte de la structure particuliére de A.

Adoptant pour les éléments non nuls de A, la notation suivante ;

[ b, G ]
a b c 0
a b q )
0 cm]
3 4, b, |

Ce qui signifie que 4 contient (3 xn—2)termes non nuls dans trois vecteurs ab,c

ayant respectivement (n—1), (n) et (n— 1) éléments, par conséquent (n? — 3n + 2)
€léments nuls.

119.1. principe :

Normalisons la premiére ligne du systéme (C'est & dire remplacer le premier terme de
la diagonale par I*unité en divisant Ia premiére ligne par b, ) :



itér

[ 1 & (5] [x]
b, b,
a, b, ¢, 0 X2 Y2

e {=] ... (11.100)
a b ¢ X; Y
0 . o Lo,
L a, b, _] [ %n ] | Vs |

Puis, réduisons la seconde ligne c'est-a-dire remplacer les termes sous diagonaux par
0 ; en lui soustrayant a, fois la premiére ligne :

[ s =1 2= ]
b, b,
¢ X
a, (b, —a, —bl) 5 0 — Y2 —a, %‘
! = . (IL.101)
4, b;' c; % Vi
0 wer €y |
i an bu _] _an L y” J
Normalisons la deuxiéme ligne :
Fl E.l._ 1r X, i B ;VL 7
b, b,
Y1
Yy —a, =L
0 1 W . 0 X3 2__1
_— < _| b,-a, < (II.]OZ)
) 1
a, b‘. C,; X, Y
0 Cuy .
i a, . _] | X, J L Va J
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Puis réduisons la troisiéme -

r | o
b,
a, 1 i = 0
b, —a, L
2 2 bl
b, - a, %2
b, - a, 1
I
a’ b’ cl
0 s sEe
| a

[ x, ]

(11.103)

En répétant Ia méme procédure pour les 7 lignes du systéme, on obtient un systéme a
matrice bidiagonales unitaire (¢léments diagonaux égaux 3 1).

1 7 ]
1y, 0
Iy,
0 ... .. .. Ve 1
] o

Par conséquent la résolution est immédiate.

[,
B,

(11.104)
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11.9.2. Algorithme de Thomas :

Soit la notation a, b, ¢ définie en (11.99);

1. Passage d’une matrice tri diagonale A une matrice bi diagonale :

3
.
¥ = b,
= — i=2,n-1 (11.105)
Y obagrie, 2
e V8
g =2
B; = Yi~a;iBi—y i=2.n-1 )

bi—a;y;—

1- Résolution du systime 3 matrice bi diagonal (cas particulier d’un systéme 2
matrice triangulaire supérieure):
Xn = B
i=n-1,n-2,...,1 (1.106)

Xi = Bi — ¥i Xina

I1.10. Méthode de décompesition incompléte LU :

I1.10.1. Principe :
La matrice A étant décomposée en :

A=M-N =LU-N
(IL.105)

Donc : M=LU =A+N

Ou : N est une matrice petite
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Dans cette méthode itérative, on ré-éerit (11.1) de la maniére suivante :

Ax=(M-N)x = (LU-N)x=b (I1.106)
Mx®+D = N x09 4 b, avec : M| >> IIN{

On obtient:

Mxk+) — LUx®&+1) = (k)

LUx®) = L(Ux("“)) =LyY® = c®)
11.10.2. Algorithme:

1. Données: ¢

2. Pour:k=0,x® {r®) = p _ g5

3. Tantque:(J|r®|[2 > ¢)

calculer C® = N x®) 4 p
Résoudre: LY® = () par substitution avant

Y® — =100

Résoudre: Ux®**" = y® par substitution arriére.

x{k+]) - U-ly(k)

ITL.11. Propriétés des méthodes namériques:

lll.11.1. La stabilité:

C’est la propriété qui assure que la différence entre Ia solution numérique obtenue et la
solution exacte des équations discrétisées est bornée.
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I 11.2. La consistance:

La consistance est une propriété de la discrétisation, on dit que I’ED discrétisée est
consistante par rapport a I’ED réelle, si elle tend vers elle lorsque le pas Ax tend vers 0.

La différence entre 1’équation discrétisée et P’équation réelle est appelée ’erreur de
troncature.

1 11.3. La convergence:

C’est la propriété qui assure que la solution numerique des équations discrétisées tend
vers la solution exacte des équations continues.
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Introduction :

L’utilisation de plusieurs niveaux de calcul est motivée par 1’observation que les
meéthodes itératives classiques (gradient conjugué, Jacobi, Gauss-Seidel) présentent un
trés bon lissage des hautes fréquences de la solution, ce qui se traduit par une
décroissance rapide de la norme du résidu durant les toutes premiéres itérations de

résolution.

Le principe des méthodes multigrilles est donc de faire quelques itérations d’une
méthode itérative classique sur le niveau de calcul courant afin d’approximer au mieux
les hautes fréquences, puis on restreint le probléme 2 un systéme grossier, plus pauvre
en terme de nombre de degrés de liberté mais sur lequel les composantes basses
fréquences sont représentées, afin de les évaluer beaucoup plus rapidement.

On présente dans un premier temps la méthode bigrille en ne considérant que le niveau
de calcul usuel et un niveau de calcul grossier. On généralise ensuite au cadre des
méthodes multigrilles, oli le nombre de niveaux de calcul grossiers peut étre

quelconque.

II1.1. Méthode bigrilles :

Le probléme consiste a résoudre le systéme matriciel suivant :

rdlyy @92 393 e coe ve wee wee @y -U1- ,-Fl.
a21 A3z 323 - - e e A2 U, F,
AU=F © awsha e e R daaT R A R R X . _ |- (III. 1)
.anl anz all3 ams wes nis was man ann_ _Un_ -FnJ
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{II.1.1.principe de la méthode de deux grilles :

Pour exposer d’une maniére simple le principe de la méthode multigrilles, on
commence par présenter la méthode deux-grilles ; cette derniére combine deux
méthodes peu performantes pour finalement obtenir une méthode trés efficace. On
considére une grille fine de pas h et une grille grossiére de pas H tel que H= 2h.

Xo Xy X3 Xn

Grille finede pas h

qr

X X X, Xn/2

Grille grossiére de pas H=2h

Figure 1111 : Présentation de la méthode bigrille.

Les erreurs de la solution oscillent sur une plage de fréquences (hautes et basses

fréquences).
Un cycle de la méthode bigrille se compose de deux phases
Une méthode de lissage (pas h) -

Elle consiste a faire deux ou trois itérations (v1) par une méthode de relaxation (Jacobi
ou Gauss Seidel), permettant de réduire les hautes fréquences de I’erreur lorsque I’on
décompose celle-ci dans la base des vecteurs propres de la matrice ;

Uy, : Solution exacte.
uy, : Solution approximée.
L’erreur est donné par :

en=Up— Up (1IL.2)

49



Chapitre [II ; Méthode Multigrille
Soit uy, Papproximation de la solution exacte, le systéme algébrique linéaire discret
s’écrit:

Ap Uy = F (111.3)
Le résidu est définit par:

h = Fh -—Au,, (1114)

Le systéme (I11.3) est mis sous Ia forme :

Aheh =T (III 5)

La méthode de relaxation (Jacobi, Gauss Seidel) réduit I’erreur haute fréquence mais ne
détecte pas I’erreur basse fréquence (transformé de Fourier pour la décomposition en

fréquence)
Sieg—0=> n,—0 (I1L.6)

Comme [’erreur ne peut pas tendre vers zéro dans la grille fine alors on passe vers la
grille grossiére.

Une méthode de correction sur la grille grossiére (pas h) :

Elle traite efficacement les basses fréquences de I’erreur dans la mesure ot un mode
basse fréquence sur la grille fine se transformera i terme en un mode oscillant sur la
grille grossiére et sera, par conséquent bien lissé par une méthode de relaxation.

La grille grossiére de pas H traite d’une maniére efficace les basses fréquences avec le
moins cofit de calcul (nombre de points est réduit de moitié).

On définit ry le résidu dans la grille grossiére.

=l x (111.7)
Ou:

IF est Popérateur de restriction qui exprime le passage de la grille fine vers la
grille grossiére.
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L’erreur dans la grille grossiére est :

AH x eH =Ty (111.8)

L’erreur ey est une approximation faite dans la grille grossi¢re alors que epest celle
définie dans la grille fine.

On applique un opérateur de prolongation 1B pour faire cette fois-ci le chemin inverse
c'est-a~dire passer de la grille grossiére vers la grille fine afin que ’erreur ey soit

transformé vers la grille fine par conséquent la solution au niveau de la grille fine est:
Up=up+e,=u,+ 1l ey (111.9)
La procédure n’est pas encore terminée dans la pratique car pour encore diminuer

Ierreur on fait v, Itérations avec la méthode de relaxation bien siir aprés le passage de

la grille grossiére vers la grille fine.

Pré-lissage Post-lissage | Orille
fine
Restriction Prolongation
Correction Grille grossiére

Figure I11.2 : Un cycle bigrille.

51



Chapitre Il] ;

Méthode Multigrille

111.1.2. Algorithme de la méthode dewx grilles -

1. Lissage sur la grille fine :

Up =S (Ui, Fn) 1=1,....,v,
S : opérateur de lissage (Jacobi ou Gauss Seidel).
v, : Le nombre d’itérations.

2. Calcul de résidu sur la grille fine :

Rp = Fy - A, U

(111.10)

(n.11)

3. Passage de la grille fine vers la grille grossiére par I’opérateur de restriction pour la

détermination de résidu :

rﬂzlﬁlrh

4. Calcul de I’erreur dans Ia grille grossiére :

eq = (Ag) " Iry

(111.12)

(I11.13)

5. Passage de la grille grossiére vers la grille fine par I’opérateur de prolongation I,

la correction de la solution dans la grille fine sera :
Ul =yl 4 (R,

6. Lissage de la solution sur la grille fine par Gauss ou Jacobi

Uy =s(ud,F,) I=vy+ -, +vy + 1

(111.14)

(111.15)
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II1.2. Méthode Multigrille :

Le passage d’wne méthode bigrille 3 une méthode multigrilles s’effectue en
modifiant ]’étape de correction du cycle bigrille. On remplace la méthode de résolution
du probléme grossier par une nouvelle méthode bigrille utilisant un systéme encore
plus grossier. 11 suffit pour cela de définir de nouveaux opérateurs de restriction et de
prolongement ainsi que les éléments du systéme de ce nouveau niveau. En itérant le

processus, on obtient une méthode basée sur # grilles.

II1.2.1. Présentation :

Les méthodes Multigrilles sont des méthodes de résolution de systémes linéaires

relativement récentes, apparues dans les années 1960 [Fedorenko]. Historiquement
introduites pour la résolution de 1’équation de Poisson, leur emploi se généralise dans
le cadre de la mécanique des fluides, ou leur utilisation se conjugue assez facilement
avec des discrétisations volumes finis ou différences finis [Wesseling]. On trouve ainsi
des travaux traitant de la résolution des équations d’Euler [South et al.], [Jameson et
al.], [Ollivier-
Gooch], du probléme de Stokes [Vincent], de Navier-Stokes [Brandt et al.], [Wesseling
et al.] et de problémes de turbulence [Sheng et al ], [Carre]. Leur wutilisation dans le
cadre d’une discrétisation éléments finis est plus récente. On peut noter dans le
domaine de la mécanique des solides des travaux sur la visco-plasticité [El
Hadj],[Mocellin], sur I’élasticité [LeDain], [Lee] mais aussi sur I’élasto-plasticité [Feng
etal ].

La caractéristique la plus intéressante de ces méthodes muitigrilles est la convergence
asymptotique en O(N) ot N est le nombre d’inconnues du systéme résolue. Cette
complexité théorique a été démontrée dans divers cas de discrétisation d’équations
elliptiques [Wesseling], {Bachvalov], [Hackbusch]. Leurs performances sont ainsi bien
meilleures que celles des méthodes itératives classiques utilisées jusqu’alors et qui
présentent des convergences asymptotiques de 1’ordre de O(N %), avec 1 <a < 2.
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1I1.2.2. Généralisation :

Dans la méthode deux grilles le pas du maillage de la grille grossiére est le double du
pas de maillage de la grille fine H=2h.

i i L | 3 b} H ¥ 1 i b 1 i H i i
i b 1] L ¥ L] 1 i ] H f i ¥ ] T -—
Grillefine depash
i H k H £ i I i H -
I 4 ] k| ¥ ¢ 1 ¥ i e
Xo Xy X2 Xniz
Grille gzossiere de pas H=2h
i ] H i P
I i L ] T o
Grille grossisre de pas 4h
§ £ £
' ; } -
Grille grossiere de pas Sh

Figure I11.3 : Présentation de la méthode Multigrilles.

Le passage vers la grille grossiére pose le méme probléme que la grille fine par la
détermination du résidu pour permettre le calcul de I’erreur par I’équation (I11.8), qui

est résolu par le cycle deux grilles.

Ce processus peut étre répété d’une maniére récursive jusqu'a ce que la grille grossiére
ne comporte que quelques points correspondants a 1’équation de résidu qui est moins

cher a calculer.

La description détaillée de la méthode multigrilles consiste 4 considérer un ordre de

grilles avec le pas du maillage :

by >hy > e >y >y > .5 (I11.16)
De sorte que :

hg_1 = 2hy Avec k=1,2,...1 (I1.17)

k : est appelé le numéro du niveau.

Avec Qy, I’ensemble de points de grille de niveaun k de pas hy.
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Le nombre de points intérieur au niveau k estN,.
Selon chaque niveau k, nous définissons le probléme suivant:

AcUp = Fy (111.18)
Dans ce cas Ay est la matrice Ny X Ny et Uy, et Fy ce sont des vecteurs de tailleNy,.

Le transfert se fait entre les niveaux intermédiaires avec un opérateur de restriction
1K1 et de prolongationIX_, .

La solution s’obtient par I’opération de lissage est :

Uy = Se (Ui, F) (I11.19)

111.2.3. Algorithme de la méthode Multigrille -

L’algorithme de la méthode Multigrille pour la résolution du systéme (111.18), est
donné par les étapes suivantes :

1. Sik=1, la résolution du systéme se fait directement telle que :

AUy = Fy (111.20)
2. Etape de pré lissage sur la grille fine :

U =s(ul™,Fy) b=1, 0, vy (111.21)
3. Calcul de résidu :

e = Fy - A UMY (111.22)

4. Restriction du résidu :

re =1, (111.23)
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5. Prendre :

Ug.1 =0 (111.24)
6. Appelie v fois la méthode multigrilles pour résoudre :
Ag—g Ugey = 1y (111.25)

7. Correction de la grille grossiére :
Uit =gl Lk o, (111.26)
8. Etape apres lissage sur la grille fine :

o =s(vd k) I=vi+ 24 +vi+vy+1  (I.27)

11.2.4. Stratégie de passage intergrilles :
Dans la méthode Multigrille, les changements de grille se font en deux circonstances :

- Quand on restreint le résidu d’une grille fine vers une grille plus grossiére,
pour définir le second membre du probléme dont la solution est une
approximation de la correction a apporter,

- Quand on interpole la correction approchée d’une grille grossiére vers une
grille plus fine.

Mais quand doit-on changer la grille ? Plusieurs stratégies sont possibles.

Dans la premiére, le nombre d’itérations de Gauss-siedel sur chaque niveau de grille et
Iordre dans lequel elles sont faites, sont fixés 2 I’avance. Par exemple, on impose
d’effectuer un nombre fixe p, d’itérations de Gauss-Siedel avant de calculer le résidu a
transférer sur la grille grossiére. Par ailleurs, lors de la remonté d’une grille grossidre a
la grille immédiatement plus fine, on peut envisager, aprés avoir apporté la correction,
de refaire q itérations de Gauss-Siedel pour le probléme défini sur cette grille, avant
d’apporter la correction a la grille de niveau supérieur. Cela conduit au schéma de la
figure (II1.4), dans le cas de 3 niveaux de grilles, ce que 1’on appelle la stratégie de V-
cycles. On peut également n’interpoler la correction sur une grille donnée qu’aprés
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avoir effectué deux cycles sur la grille immédiatement plus grossiére, conformément a
la figure (I11.5),ce que I’on appelle la stratégie W-cycles

NSNS
NN

Figure I11.4 : Trois grilles avec cycles

Figure II1.5 : Trois grilles avec W-cycles.

Une autre stratégie consiste & changer de niveau en fonction de la valeur du résidu et de
la rapidité de décroissance de ce résidu. Tant que le résidu est 4 peu prés divisé par
deux d’une itération de Gauss-Siedel a I"autre, on décide de descendre 2 la grille plus
grossiére. On poursuit ce processus sur chaque grille jusqu’a ce que le résidu soit
suffisamment petit, pour ce cas, on admet avoir résolu, avec une précision suffisante, le
probléme sur ce niveau de grille et on peut remonter pour apporter la correction au

niveau de grille immédiatement supérieur.

Cette seconde stratégie, bien qu’apparemment plus souple, présente I’inconvénient de
choix des seuils sur le facteur de décroissance ou sur la norme du résidu pour changer
de grille. De toute fagon, il s’avére que les valeurs optimales de p et q dans les
stratégies sont petites.

s
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On a intérét a utiliser cette stratégie 4 nombre d’itérations fixé a ’avance, ce qui a
I’avantage de la simplicité.

111.2.5. Approximation initiale sur la grille fine :

Au lieu de choisir au hasard une approximation initiale sur la grille la plus fine, on peut
envisager de la construire A partir de la solution des problémes correspondants aux
discrétisations sur chacune des grilles les plus grossiéres.

Supposons que I’on ait obtenu la solution sur le niveau k. On peut interpoler cette
solution sur la grille la plus fine de niveau (k+1) et s’en servir d’approximation initiale
pour calculer la solution du probléme discrétisé sur cette grille de niveau (k+1). En
pratique, un ou deux cycles sur chaque grille sont suffisants. L’avantage de cette
méthode réside dans son cofit relativement faible, compte tenu du fait que le rapport
entre le nombre de points d’une grille et celui des points de la grille immédiatement
plus fine est environ % pour un probléme a deux dimensions d’espaces.
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Introduction :

En mécanique des fluides, on distingue généralement les écoulements
irrotationnels, les écoulements de fluides compressibles et enfin les écoulements de

fluides incompressibles.

Si les deux premiers concernent principalement les aérodynamiciens, on retrouve les
troisiémes dans pratiquement tous les domaines allant des processus industriels aux
phénoménes naturels pour lesquels la condition d'incompressibilité est une hypothése
suffisante. Tous les fluides étant en effet plus ou moins compressibles, la condition
d'incompressibilité revient & considérer comme négligeables les influences de la
pression et de la température sur la masse volumique. Un gaz peut étre considéré
comme incompressible si le nombre de Mach est faible M <0,2) et si la variation de
température l'est aussi. Les petites variations de masse volumique qui sont 2 l'origine
des mouvements de convection naturelle sont prises en compte quant 4 elles par un

terme source dans les équations de conservation de la quantité de mouvement.

On ne s'intéressera ici qu'a la résolution numérique des équations de Navier-Stokes
incompressibles ol I'on se trouve confronté i de nombreuses difficultés intrinséques
parmi lesquelles on notera :
- La détermination de la pression ;
- Le couplage vitesse-pression ;
- la discrétisation du terme de convection.

T
IV.1. Equations fondamentales de mécanique des fluides :

De nombreux problémes d'ingénierie sont liés au transport d'une ou plusieurs quantités
scalaires par un fluide newtonien. Lorsque le fluide est homogéne, le modeéle
mathématique décrivant I'écoulement est composé des équations de conservation de la
masse, de la quantité¢ de mouvement et de I'équation de conservation de I'énergie. Dans

cette partie, on présente ces équations
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IV.1.1. Equation de transport :

Trois principes généraux apparaissent, tirés de la mécanique et de la physique,
qui conduisent  écrire ces équations :

IV.1.1.1. Principe de conservation de la masse -

Cest un principe de physique, qui permet d'éablir une relation entre certaines
cmachﬁisﬁqu&sduﬂﬁdedsesmowmmﬁ,hﬂépaﬂammmﬁdesmus&sqﬂlemovoqm

{ Quelque soit le volume du fluide que I'on suit dans son mouvement, sa

masse reste constante (Fluide Conservatif)}

11 se traduit par I'équation de continuité, sous sa forme générale ;
op -
~5+ divplU =0 av.1)

Dans le d'un fluide permanent (stationnaire)et incompressible o la masse
volumique est invariable, l'équation de continuité se réduit A :

divU = 0:>%+av oW =0 (IV.2)

ayaz

1V.1.1.2. Principe de conservation de la quantité de mouvement :

Clest un principe de mécanique qui permet d'établir des relations entre les
caractéristiques du fluide, celles de ces mouvements et les causes qui les produisent (Forces).

{ Quelque soit le domaine du fluide que F'on suit dans son mouvement, la
dérivée par rapport au temps du torseur des quantités du mouvement est égale au

torseur des forces extérieures appliquées au domaine (Forces de volume et Forces de
Surface)}

Ce principe se traduit par les équations de NAVIER- STOKES, qui ont été
établies en 1822 par ces demniers.



ifre [

Lcoulement incompressible Visqueux

Les équations de Navier Stokes sont représentées par des dérivées partielles non

linéaires qui décrivent le mouvement des fluides. Elles gouvernent par exemple les
courants atmosphériques ou océaniques, I”’ecoulement de 1’eau dans un tuyau et de
nombreux autres phénoménes d’écoulement de fluides. La paternité de ces équations
est partagée par Claude Navier (1785-1836) et George Stokes (1819-1903). Dans

I’approximation incompressible (mmasse volumique constante),

On les obtient en écrivant I'équilibre du systéme de forces s'exercant sur un
parallélépipéde élémentaire d, dy, & -

- Forces extérieures : F (forces de volume)

Forces de Pression : ; gradP (forces de surface)

—-

Forces d'inertie : Y

Forces de Viscosité:v AV

Pour un fluide incompressible, on a :

] —— = =
-;gradP: F_yi vav

(IV.3)
Et sous forme cartésiennes, par projections sur les trois axes :
l@. =F, ~ du +vAu (Iv.4)
p ox dt
1B g By av.s)
p oy dt
1B g s (IV.6)
p oz da
Avec:
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Les équations de NAVIER- STOKES sont trés complexes, des solutions
Analytiques ne peuvent étre obtenues que pour certaines configurations simples. On

peut dire que si on sait les intégrer, on pourrait résoudre analytiquement les problémes
d'hydrodynamique.

1V.1.1.3. Conservation de I’énergie :

Equation de bilan de I'énergie est sous la forme :

a—(‘;—e)+v.[(pe+p)?]= V.(?.V)+p?.?-7’.—"+r av.7)

Avec:

t: le temps (unité SI : s) ;

p : la masse volumique du fluide (unité SI : kg.m ~3) ;
- ¥ = (vy,v,,v3) : la vitesse eulérienne d'une particule fluide (unité SI : m.s™ ;

P : la pression (unité SI : Pa) ;

7=

i )i -J : le tenseur des contraintes visqueuses (unité SI : Pa) ;

-—

[ :1a résultante des forces massiques s'exercant dans le fluide (unité ST : N.kg
s
e : I’énergie totale par unité de masse (unité SI: J kg ) ;

>

- g :le flux de chaleur perdu par conduction thermique (unité SI : Im “2s 1) ;

- r:laperte de chaleur volumique due au rayonnement (unité SI: J.m 3.5~ 7

b
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IV.3. L’algorithme SIMPLER :

1V.3.1. Principe :

L’algorithme SIMPLER (SIMPLE Revised), mise au point par Patankar (1980) est
une version améliorée de I’algorithme SIMPLE. Selon cet algorithme, I’équation de
continuité discrétisée est utilisée pour obtenir une équation discrétisée pour la pression
au lieu d’une équation de correction de pression comme dans ’algorithme SIMPLE. Le

champ de pression est obtenu directement, sans correction de pression, mais le champ
de vitesse est obtenu 4 I’aide de la correction.

1V.3.2. Résumé de I'algorithme SIMPLER :

L’algorithme consiste dans la résolution de ’équation de Ia pression pour obtenir le
champ de pression et dans la résolution de I’équation de correction de pression
seulement pour corriger les vitesses.

Les étapes qui doivent étre parcourues dans cet algorithme sont :

1. On commence par I’estimation (choix initial) du champ de vitesses, u* et v*,w*

et du champ de pression p* ;

2. Calculer les pseudo-vitesses fi et D ;

3. Calculer les coefficients et résoudre ’équation de la pression pour obtenir le

champ de pression p ;

4. Initialiser le champ de pression initial p*, avec le nouveau champ de pression
obtenu 2 la troisiéme étape (p* = p) et résoudre les équations de conservation de

la quantité de mouvement pour obtenir u* et v*, w* ;

5. Calculer les coefficients et le terme-source et puis résoudre 1’équation de

correction de pression pour obtenir la correction de pression p';
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6. Corriger le champ de vitesses, mais sans corriger la pression ;

7. Calculer les coefficients et le terme-source et puis résoudre 1’équation de

transport pour une autre variable (la température T, par exemple, si on utilise

P’équation de conservation de Iénergie) ;

8. Réinitialiser toutes les variables calculées aux étapes 3, 6,et 7(p*=p,u* =u,
v¥=v, wt=w,T* =T) et puis retour a I°étape 2 ;

9. Répéter les étapes 2 4 8 jusqu’a ’obtention de la convergence,

IV.4. L’algorithme SIMPLEC :

L’algorithme SIMPLEC (SIMPLE Consistent) a été mis au point par Van Doormal et
Raithby (1984). Les étapes de cet algorithme sont presque les mémes que celles de
I’algorithme SIMPLE avec la différence que dans les équations de correction des

vitesses on néglige les termes les moins significatifs.

1V.5. L’algorithme PISO :

IV.5.1. Principe :

L’algorithme PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) a été mis au point
par Issa (1986). Cet algorithme a été développé initialement comme une procédure non
itérative pour le calcul des écoulements compressibles instationnaires. Ultérieurement
Ialgorithme a ét¢ bien adapté pour la procédure itérative appliquée aux problémes
stationnaires.

L’algorithme est une extension de I’algorithme SIMPLE ayant une étape de correction
de plus.

Les équations de conservation de la quantité de mouvement sont résolues i partir d’un

champ de pression p* pour obtenir les composantes u* et v¥,w* en utilisant la méme
méthode de ’algorithme SIMPLE.
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1V.5.2. Résumé de l’algorithme PISO :
Les étapes qui doivent étre parcourues dans cet algorithme sont :

1. L’estimation initiale du champ de vitesses u*, v* et w*, du champ de pression p* ;

2. Parcourir les étapes 1, 2 et 3 de I’algorithme SIMPLE, c’est-a-dire :

- Résoudre les équations de conservation de la quantité de mouvement ;
- Résoudre I’équation de correction de pression pour obtenir P
- Corriger la pression et les vitesses ; Pour actualiser p¥, u* et v¥, w*,
3. Calculer les coefficients et le terme source puis résoudre la deuxiéme équation de
correction de pression ;
4. Corriger la pression et les vitesses ;
5. Actualiser la pression et les vitesses, p = p***, u=u*** et v = VERE k=
6. Calculer les coefficients et le terme source puis résoudre I’équation de transport
pour la variable @ ;
7. Réinitialise toutes les variables calculées aux &tapes 5 et 6 ( p*=p,u*t=u,v¥=
v, w* =w, @*=®) et puis retour i I’étape 2 ;

8. Répéter les étapes 2 2 7 jusqu’a la convergence.
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Introduction :

Dans ce chapitre, nous allons présenter les différents résultats obtenus par la
simulation en utilisant le logiciel Fluent pour le cas d’un écoulement incompressible

laminaire visqueux.
Il est a noté que les étapes de la simulation sont donnés dans |’annexe A
V.1. Premiére partie : Application en deux dimensions

Nous considérons une Cavité 4 une paroi entrainée avec les caractéristiques

géométriques et physiques suivantes :

La longueur estde 1 m ;
Lalargeurestde 1 m;
La viscosité dynamique p estde 10”° Kg/m.s ;

La masse volumique p est de 1Kg/m®;
La vitesse suivant I’axe x est de Im /s ;

pUH 1x1x1
R, = = -
u 103

= 1000

Lef-Wall| H Right-Wall

Figure V 1 : schéma du probléme.
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Résu i rétations

V.1.1. Résultats obtenus par le programme (Matlab) :

V.1.1.1. Le champ de vitesse :

L%

a3

L2

s

LB

LH

L&)

4 u

i

J "
3] T e

47 &3 &4 €5 L1 &7 LT

Figure V.2 : Distribution de la vitesse.

b ¥ X X X x § | 8 3
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{ } !
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Figure V.3: Contour des lignes de courant.
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Au centre de la cavité, le champ de vitesse subit des variations en module et en
direction qui s’explique par la présence d’un tourbillon principale. Cette variation tend

a diminuer en se dirigeant vers la base de la cavité.

On remarque la présence de quelques cercles concentriques indépendante sur les deux

coins de la paroi inferieure.

Pour le contour des lignes de courant sont des cercles, les valeurs augmentent de la
partie centrale jusqu’a la paroi de la cavité et également, on distingue quelque lignes de

courant sous forme de cercle concentrique sur les deux coins de la paroi inferieure.
V.1.2. Résultats obtenus par le solveur Fluent :

V.1.2.1. Le résidu :

Rcsldual;;
—oontinuity
—:x:::y;!o;gs{g le+0l
1a+00
le-01 ,..
le-02 4
12-03 ~ ———
le-04

0 20 40 60 BD 100 120 149 180 180
Iterations

Scaled Residuals

FLUENT 8.3 (2d. dp, pbns. lam)

Figure V.4 : La variation du résidu en fonction des itérations.

Les résidus sont calculés a partir des corrections faites sur les variables de

pression et de vitesse du probléme entre I’itération actuelle et précédente.
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La variation de résidu est une courbe qui représente I’évolution des parameétres par les
équations de Navier stocks en fonction des itérations qui se stabilise lorsque la

convergence est atteinte.

Aprés avoir obtenu la convergence du procédé de calcul, on va s’intéresser surtout a
g p

I’évolution de champ de la vitesse.

V.1.2.2. La variation de la vitesse -

Figure V.5 : Champ de vitesse en module.

D’aprés la figure (V.5), on remarque qu’au centre de la cavité, le champ du vitesse
subit des variations en module. Nous expliquons cette derniére par la présence d’un
tourbillon principal. Cette variation tend 3 diminuer en se dirigeant vers la partie

inférieure de la cavité.
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Les figures (V.6, V.7) présentent clairement la variation des vecteurs vitesses au centre
de la cavité, donc la présence d’un tourbillon est crée par la variation de la direction du

vecteur vitesse.

1.238-C1
1.17s-C1
1.11eC1
1.04eC1
9.83e-C2
9.22e-C2
8 80e-02
7.89¢-02
7.37e02
6.76e-02
6.14e02
553e02

1.\-&':' o

1.23e-02
6.14eC3
0.00e+00

Contours of Stream Function (kg’s)
FLUENT 6.3 (2d, dp, pbns, lam)

Figure V.8 : Contour des lignes de courant.

La figure (V.8) présente le contour des lignes de courant qui sont présentés sous forme
des cercles, on constate que les valeurs augmentent de la partie centrale Jjusqu’a la paroi

de la cavité.
V.1.3. Interprétation :
1. Les résultats obtenus par Matlab :

La variation de champ de la vitesse en module et en direction s’explique par la
présence d’un tourbillon principal au centre de la cavité et des tourbillons

secondaires moins intenses dans les coins inferieures de la cavité.
2. Les résultats obtenus par Fluent :
On retrouve les mémes formes de I’évolution des lignes de courant et la vitesse par

Fluent.
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2 .La variation de la vitesse -

On va présenter plusieurs figures pour la variation de la vitesse pour différentes stations

suivant I’axe y
10

Vv
0.932869
0.865738
0.798606
0.731475

5 10
X

Figure V.10 : Contour de variation de vitesse pour y = 0.2.

\%
0.928562
0857125
0.785688
0.71425
0.642813
0.571375
| 0.490038
0.4285
0.357063
4 0.285625
1 0.214188
1 0.14275
0.0713125
-0.000125
-0.0715625

X

Figure V.11 : Contour de variation de vitesse pour y = 0.3.
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v
0.928562
0.857125
0.785688
0.71425
0.642813
0.571375
0.499938
0.4285
0.357063
0.285625
— 0.214188
—{ 0.14275

d 0.0713125
-0.000125
0.0715625

X

Figure V.12 : Contour de variation de vitesse pour y = 0.8.

v
0932869
0.865738
0.798606
0.731475
0.664344
0597213
1 0.530081
0.46295
0.395819
0.328688
0.261556
= 0104425
B 0127294
0.0601625
-0.00696875

Figure V.13 : Contour de variation de vitesse pour y = 0.9.
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D’aprés les figures (V.10, V.11, V.12, V.13) on remarque qu’au centre de la cavité, le
champ de vitesse subit des variations en module et en direction qui s’explique par la
présence d’un tourbillon principale. Cette variation tend a diminuer en se dirigeant vers

la base de la cavité.
V.2.1.2. Les résultats obtenus pour le deuxiéme maillage (18%18%18) :

1. Le résidu :

4.00E-02

3.50E-02 %

3.00E-02

{
1
H
2.50E-02 %
{
2.00E-02 i

1.50E-02 3%
i
3

1.00E-02 b
b
N
5.00£-03 o k\
0.00E+00 :
0 10 20 30 40 50 60 70
Résidu = F (Itérations)

Figure V.14 : La variation de résidu en fonction de nombre d’itérations.

On remarque, d’aprés la figure (V.14) que la convergence est atteinte apres 22

itérations.

76

-~ o v

X

Figure V.16 : Contour de champ de vitesse pour y = 0.2.
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v
0.930125
0.86025
0.790375
0.7205
0.650625
0.58075
0.510875
0.441
0.371125
= 0.30125
{ 0.231375
1 0.1615
0.091625
0.02175
0.048125

20

Figure V.17 : Contour de champ de vitesse pour y =0.9.

On remarque qu’au centre de la cavité, le champ de vitesse subit des variations qui
s’expliquent par la présence d’un tourbillon principale. Cette variation tend 3 diminuer

en se dirigeant vers la base de la cavité.

On constate presque la méme variation de champ pour les stations 0.1, 0.9 présentées
dans les figures (V.14, V.16)
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V.2.1.3. Les résultats obtenus pour le deuxiéme maillage (34*34 x34) :

1. Le résidu :

oe02 4— — 00000000
2.50€-02 -

2.00E-02 -

1.50E-02 +—%——

1.00E-02 -

5.00E-03

0.00E+00 .
0 10 20 30 40 50 60

Résidu= F( Itérations)

Figure V.18 : La variation des résidus en fonction de nombre d’itérations.

On remarque, d’aprés la figure (V.17) que la convergence est atteinte aprés 14

itérations.
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2 .La variation de la vitesse -

30 v

0.927937
0.855875
0.783813
0.71175
{ 0639688
0.567625
0.495563
0.4235
0.351438
0279375
0207313
== 0.13525

{ 00631875
-0.008875
-0.0809375

25

20

15

10

10 20 30
X

Figure V.19: Contour de champ de vitesse pour y =0.2.

v

0.925188
0.850375
0.775563
0.70075
0.625938
0.551125
0476313
04015
0.326588
0.251375
0.177063
4 010225

00274375
-0.047375
-0.122188

25

20

15

10

10 20 30
X

Figure V.20: Contour de champ de vitesse pour y =0.5.



Chapitre V : Résultats et interprétations

30

\'
0.92575
0.8515
0.77725
0.703
062875
05545
{ 0.48025
0406
H 033175
02575
0.18325
=1 0.109
§ 003475
-0.0395
-0.11375

25

20

Z1s

10

10 20 30
X

Figure V.21: Contour de champ de vitesse pour y =0.7.

v
0.930063
0.860125
0 790188
0.72025
0650312
H 0580375
0.510437
0.4405
0.370563
0.300625
0.230687
q 0.10075

0.0908125
0020875
-0.0490625

10 20 30
X

Figure V.22: Contour de champ de vitesse pour y =0.9.

On note que la variation de champ de vitesse d’une station a 1’autre est presque

constante.

On voit qu’au centre de la cavité le champ de vitesse subit des variations en module et
en direction qui tend a diminuer a la base de la cavité, on explique cette variation par la

création d’un tourbillon au centre de la cavité.
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V.2.2. Résultats obtenus par le solveur (Fluent) :

V.2.2.1. Le résidu :

Residuals
——continuity
— x-veocily
—y-velocity
—z-velocity

r ~—y

0 250 562 750 1080 1250 1500 1750 2000 2250 2500
Iterations

Normalized Scaled Residuals

FLUENT 6.3 (3d. pbns, lam)

Figure V.23 : La variation du résidu en fonction du nombre d’itérations.

La variation de résidu présente par la courbe concernant 1’équation de continuité et les
composantes vitesses de I’équation de quantité de mouvement en fonction des
itérations qui se stabilise indiqué la convergence

Aprés avoir la convergence de notre systéme, on va passée a I’étude des

évolutions des paramétres de la pression et la vitesse.
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V.2.2.2. La variation de la vitesse :

On présente la distribution de vitesse pour deux faces de la cavité.
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Figure V.24 : Contour du vecteur vitesse de la face paralléle a I’écoulement.

On remarque que, sur la face supérieure de la cavité la vitesse est linéaire.

Au centre de la cavité, le champ de vitesse subit des variations en module et en
direction qui s’explique par la présence d’un tourbillon. Cette variation tend a diminuer

en se dirigeant vers la base de la cavité.
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9.21--01
8.75%-01
8.29«-01
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Figure V. 25 : Contour des vecteurs vitesses dans la face supérieure.

On voit que la variation de la vitesse sur la face supérieure de la cavité est presque

linéaire.

V.2.3. Interprétation :
1. Les résultats obtenus par le programme Fortran :

La variation de champ de vitesse en module et en direction s’explique par la

présence d’un tourbillon au centre de la cavité
2. Les résultats obtenus par Fluent :

On retrouve les mémes formes de I’évolution de la vitesse qui sont obtenus par le

solveur Fluent.



CONCLUSION
ET
PERSPECTIVES



Conclusion et Perspectives

Dans toutes les branches d’activités industrielles et économiques, en particulier
dans tous les génies (chimique, civil, électrique, mécanique, métallurgique,...), les
ingénieurs sont amenés & résoudre des problémes d’optimisation c’est a dire a choisir
entre plusieurs solutions possibles, celle qui est la meilleure. Il s’agit donc de minimiser,
ou de maximiser un critére (coiit, temps, vitesse, énergie, rendement,...) sur I’ensemble de

toutes les solutions admissibles.

Notre travail s’inscrit dans cette aspect, c'est-d-dire de comparer la méthode
Multigrilles avec des autres méthodes de résolution du systéme algébrique en termes du
taux de convergence pour une solution spécifique. Nous avons étudié les équations de
Navier-Stockes.

Au cours de nos recherches, nous avons abouti a des résultats importants: Ci dessus

- La méthode Multigrilles est la plus performante, elle converge 4 80 itérations pour
un nombre de points totales 10x10x10, a 58 itérations pour un nombre de points
totales 18x18x18, a 55 itérations pour un nombre de points totales 34x34x34 et a
3literations pour un nombre de points totales 66x66x66.

Donc on dit que, plus on raffiner le maillage plus la méthode Multigrilles converge
rapidement.

Pendant cette investigation, on a éprouvé énormément de difficultés a la compréhension
des différents algorithmes en particulier la méthode muitigrilles ainsi que les tests de
convergence qui exigent beaucoup de notions mathématiques.



Conclusion et Perspectives

- 1l en est de méme pour les méthodes de discrétisation particuli¢rement celle des
éléments finis qui nous a posé des difficultds surtout dans la recherche

bibliographique malgré nos résultats qui ont été concluants.

- Les ordinateurs dont nous disposons sont trés en deca des capacités nécessaires

pour établir les calculs des systémes matriciels importants, c’est la raison pour
laguelle nous n’avons pas réalisé une étude a grande échelle. Pour cela une centrale

de caleuls est indispensable.

Toutefois, une amélioration notable de ce travail serait 3 ajouter des
subroutines des méthodes itératives au programme Fortran en 3D et compare entre

Cux.
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Annexe A : Les étapes de la simulation

Introduction

On présente les étapes d’une simulation d’une fagon générale, en précisant le cas étudié

(Lid-driven cavity)

Tout d’abord ; on commence a construire la géométrie par le logiciel Gambit et ensuite on
fait les calculs par Fluent. On s’intéresse a la simulation pour ce type de cavité en deux

dimensions et finalement et traite celle a trois dimensions.
1. Simulation de la cavité couvercle entrainée en 2 dimensions :
1.1. Construction de la géométrie dans Gambit :

On a crée quatre points et faisant la liaison entre eux et pour crée une face

@ 0/wm|
=l GEIE)

|| |#el
TSl e

Global Control

e 13 (1
= %8| 8| |
£| | @] ¢ o

d> vertex create d ene
Created vertex: verbex 4

Camml

copque |

Figure A.I: Création des points.
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ooy | [@ slaln

|| el
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Gighal Control

| sewe B || G| CR| &)
== /8|~
R

Transcrgt

Created edge: edge.3
Command> edge create straight “wertex 4" “vestex I
Created sdge: sdge.4

copgana: [

e

Figure A.2 : Génération de la face.
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Figure A.3 : Présentation de la géométrie finale.
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1.2. Les conditions aux limites et la génération du Maillage:

On crée les conditions aux limites pour les lignes et la face et on lance un maillage

structuré rectangulaire non uniforme.

TTEe
m
B

Command> windov modify imwisible mesh
N ]

= _foply | _Reset | cose ||
Hf

Figure A.4: Création des conditions aux limites.

ST EETET
| 0[5 0|7
CPEIETE JEs:
| % i

i

Spacing: I Appily D!I'IIII

o ]

Options: ¥ Mesh
2 i : e S -1 Remove old mesh
1 Remova lower nedh
- 7y - . 1 \gnore size functions
Comnand> vindow medify visible mesh E L. S N |
7

Edge bottom-wall (length- 1 000000} found s the cwwremt shortest sne

= ' =] | E @)

Figure A.5 : Le maillage de la cavité.
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1.3. Le calcul dans Fluent -
On suit les étapes suivantes :
L’étape 01 : Maillage
- Lire le fichier maillage :
Fluent affichera le fichier de maillage et enregistrera de fichier.
- Veérification du maillage :

Ce procédé controle l'intégrité de la maille. S'assurer que le volume minimum

enregistré est un numéro positif.
- Evaluer la grille :

Contrdler les limites du domaine pour savoir si elles correspondent aux dimensions

matérielles réelles. Autrement la grille doit étre évaluée avec les unités appropriées.

Scale Grid

Scale Factors Unit Conversion

X ,1_ﬁ Grid Was Created In Im ,]
Y I-' Change Length Units l

Domain Extents

 Xmin [m) Ia Xmax [m]) |1
Y'min [m) Ig Ymax [m) '1
Scale ' Unscale I Close | Help

Figure A.6 : icone du contréle du maillage.
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- Visualiser le maillage :

Grid Display

Options Edge Type ces L
™ Nodes & All bottem-wall
¥ Edges C Feshwe ';ftfauh.-timerior
I” Faces C Outline  [Hbiabit
I Partitions

Shrink Factor

o T

Surface Name Pattern

[ Mo |

Surface Types =/
axis -l
clip-surf |
exhaust-fan i
fan it |

Outline | Interior i
———

Dispiayl Culofs-..a Close | Help ,

Les étapes de la simulation

Figure A.7 : icone pour la présentation des différents graphes

Figure A.8 : Présentation du maillage de la cavité dans FLUENT
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L’étape 02 : Matériels

On introduit les valeurs de la masse volumique et la viscosité dynamique

B3 Materiats
]Na_rne I" ial Type _‘ Order Materials By
air fluid *| % Name
i bt Pl s " Chemical Formula
[aie =] Fluentpatabase... |
Sy User-Defined Datab I
'nnne b
ﬁ Properties
i Density fkgim3) Imm 3 Edit. l ~
- [
: Viscosilwalmnm =] e |
= i...ﬂ
=
e
= =
Change/Create | Detete | Close | Help

Figure A.9 : icone pour citer le type d’écoulement.

L’étape 03 : Les conditions aux limites

Citer les conditions aux limites de chaque cotés et le mouvement de translation de la partie

supérieure avec une vitesse de 1m/s

Boundary Conditions

Zone Twpe

bottom—wall inletvent -
default-interios | intake-fan

E fluid interface

B leftawwall mass-flow-inlet
lid outflow |
rightwwall outletwvent

pressure-far-field |
pressure-inlet
pressure-outiet

i

”Set... l Copy.--l Close I Help I

Figure A.10 : définition des conditions aux limites
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= wain
Zone Name
[1ia
Adjacent Cell Zone
[Fluie
Momentum | Thermal | Radiation | Species | DPM | Multiphase | UDS |
Wall Motien Motion
o Swationsry Wall || [ pcsative to Adjacent Cell Zone | SPE2Y Imis)
& Moving Wall C Shosiuts I-‘
5 n- l-
# Translational
© Rotational X[
T Components Y[.—“
Shear Condition
* No Slip
' Specified Shear
€ Specularity Coefficient
€ Marangeni Stress
OK | Cancel| Help |

Figure A.11 : définition du mouvement suivant I’axe x.

L’étape 04 : Solution

- Initialiser I’écoulement :

T O

i

,

ik
i

Compute From Reference Frame

I Ll * Relative to Cell Zone
" Absolute

Initial Values

Gauge Pressure [pascal) l 8.3 =

X Velocity [mfs) |..g
Y Velocity [m/s) ||-a

j

Init I Resell Applyl Clnsel Help[

'm'ul

Figure A.12 : Icone pour initialiser les valeurs.
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Permettre le tragage des résiduels pendant le calcul :

Options Storage Plotting
* Print Herations !1 e8e - Window lg —
~ Plot El EI
! Normalization Rerations |1 age é’
™ Normalize ¥ Scale Axes... I Curves...f
8 Convergence Criterion
- [ahsnlutc j
- Check Absolute -1
.| |Residual Monitor Convergence Criteria
8 Icnntiuuitg ~ =4 I.-Dtﬂ
<=
. [x—uelocity I~ ~ Il-lﬂ
= ]y—uelucity ~ 14 I._ ae1
I
-
o
e
et -
= =1
OK l Plot I Flcnorml Cancel l Help !

Figure A.13 : fenétre pour permettre le tragage du residuel.

Commencer le calcul par demander 400 itérations

Fr - >

Iterate

Iteration

Reporting Interval |4

UDF Profile Update Interval [

I lteratel Applyl Close

Number of Iterations [3gg¢ _%J

Help I

Figure A.14 : fenétre pour introduire le nombre d’itérations.
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2. Simulation de la cavité couvercle entrainée en trois dimensions :
2.1. Construction de la géométrie dans Gambit -

On créer le volume avec ses propres dimensions avec les conditions aux limites

BRCCAMEN Soher FLUENT 56 ID: default jddes? "85S o7 e
File Emm Sefver

ot

T

| o [ il
(@)@

Global Control
Active A

Tramscript
Command: hardcopy wimdow 1 AND 2 AND J AND 4 pict ~Gambit InageFils pic+
Command> window medify inwisible mesh

H. ]

e | = H

Dascription

= | Sl 8| | o
[l @] vl

TR

Figure A.15 : création du volume

PR GAMBIT  Scieer: FLUENT $/6 1D defoutt Jgbass 553 = - 5 o ==

| & lﬁ[m
k|| o5 &
& _ | 5| |5
| v 3| e

(%] 3]

a— T o]
Schewme: = Apply Eﬂa‘_‘l

Hex
Type: Map
Smeother: .o,

Spacing: W Apply Umm[

li interval size s I

Options. -  Mesh
-1 Remove old mesh
-1 Ramove luwer nech

i Ignore size funclions
&
Command) windew modify invisible mesh ﬁ
7

L L | I |
é:.:i:w modify wisible mesh 3 - J &'E‘@IL‘%}E’

Figure A.16 : Présentation du maillage de la cavité en trois dimensions dans Gambit
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2.2. Le calcul par Fluent :

On suit les méme étapes que précédemment lors de la simulation en deux dimensions qui
sont:
L’étape 01 : Maillage

- Lire le fichier maillage :

Fluent affichera le fichier de maillage et enregistrera ce derniers.

- Vérification du maillage :

Ce procédé controle l'intégrité de la maille. S'assurer que le volume minimum

enregistré est un numéro positif.
- Evaluer la grille :

Controler la limite du domaine pour savoir si elles correspondent aux dimensions

matérielles réelles. Autrement la grille doit étre évaluée avec les unités appropriées.

- Visualiser le maillage :

1 FLUENT 0} Flomnt lng

Figure A.17: Présentation du maillage de la cavité dans Fluent.
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L’étape 02 : Matériels

On introduit les valeurs de la masse volumique et la viscosité dynamique.

L’étape 03 : Les conditions aux limites

Citer les conditions aux limites de chaque coté et le mouvement de translation de la partie

supérieure avec une vitesse de 1m/s.

| B wan

Zone Name

]nuq

Adjacent Cell Zone

IFlu:ld

Momentum | Thermal | Radiation | Species | DPM | Muttiphase | uDs |

-
Wall Motion Motion =
o
ool Stationary Wall & Relative to Adj ot Cell Z Speed [m/s) =
Moving Wall . Absad I-‘
Direction
“ Translational
© Rotational Xh
" Components
- - Ye
ZI.
Shear Condition
& No Slip
" Specified Shear
 Specularity Coelficiemt

C Marangoni Stress

Figure A.18 : définition du mouvement de la partie supérieure de la cavité.

L’étape 04 : Solution

- Initialiser I’écoulement :

all-zones

Initial Values

Reference Frame

< Relative to Cell Zone
" Absolute

Gauge Pressure [pascal) I._s

X Velocity [m{s) [--l
Y Velocity [m/s) lo-s
Z Velocity [mis) [o.8

ok | Pones] Aoute] Glaso] | Mal |

— LR EE e

Figure A. 19: fenétre d’initialisation
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- Tragage des résiduels pendant le calcul :

E3 Residual Monitors

Options Storage Plotting
g ::':::t Merations W é’ Window il
Normalization Rcrations i’
™ Normalize ¥ Scale Axes... | Curves... |
Convergence Criterion
,ahsoluﬁe _:I
Check Absolute e |
Residual Moniter Convergence Criteria
[continuity W " T —
[x—velocity ® 5 T —
[v-velocity ® ~ [eceer
[z-velocity © ~ CAC
« ~I
OK | Plot | Renorm| cancel | Help |

S T S e

Figure A. 20: fenétre pour le tragage de résiduels.

- Démarrer le calcul avec deux mille itérations

e B

Iterate

Iteration

Number of Rerations
Reporting Interval

UDF Profile Update Interval

2004 é]

1

1

—
a~
-

ltetatel Apply, CIoseI Helpl

=

Figure A. 21: Icone pour le nombre d’itérations.
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