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Résumé. � Dans e travail de master, nous ombinons la représentation di�érentielle

des générateurs du groupe de Lie SO(2, 2) aux systèmes quantiques dotés d'une masse

dépendante de la position (PDM), a�n d'appliquer la méthode des algèbres aux spetres

générés (SGA) assoiée à l'algèbre non-ompate so(2, 2). Si ette réalisation est possible,

alors il nous ait possible de générer l'ensemble des douze (12) potentiels exatement sol-

vables de Natanzon, ainsi que leur spetre en énergie. Cette onstrution nous onduit

à onlure que l'algèbre so(2, 2) est bel et bien une exellente algèbre génératrie de po-

tentiels.

Mots lés. � Algébres et groupes de Lie ; Masse dépendante de la position ; Algébre aux

spetres générés ; Potentiels de Natanzon.

Abstrat. � In the present master's thesis, we will ombine di�erential representation

of the SO(2, 2) generators for the quantum systems endowed with position dependant

mass, in order to apply the spetrum generating algebra (SGA) tehnique for the non-

ompat algebra so(2, 2). If a suh realization is indeed possible, then it is available to

generate (dedue) all both families of the Natanzon exatly solvable potentials, as well

as their assoiated spetrum energy. A suh onstrution leads us to on�rm that the

algebra under study is indeed an exellent generating algebra for deduing the di�erent

Natanzon potentials.

Keywords. � Lie Groups and Algebra ; Position dependant mass ; Spetrum generating

algebra ; Natanzon potentials.
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Introdution générale

Parmi les systèmes physiques qui ont attiré l'attention de la ommunauté physiienne es

dernières années se trouve les systèmes quantiques dotés d'une masse dépendante de la

position [1, 2, 3℄, i.e. m = m(x). Leur partiularité réside dans le fait qu'ils permettent de

généraliser le as d'une masse onstante, en posant m(x) = 1. L'équation de Shrödin-

ger assoiée est appelée équation de Shrödinger à masse e�etive. Cette dépendane

de la position doit-être prise (en réalité) au sens péjoratif, ar on désigne par là que la

partiule est soumise à un hamp (i.e. un potentiel) e�etif moyen donnant l'impression

que la partiule hange de masse lors de son déplaement dans des potentiels exatement

solvables.

Ces derniers sont des potentiels qui admettent des solutions exates dans le adre des

équations d'onde non-relativiste (Shrödinger) et relativistes (Klein-Gordon, Di-

ra, . . .) et sont onsidérés stationnaires. Ces lasses de potentiels sont souvent désignées

sous l'appellation lasse des potentiels de Natanzon [4℄ et elles sont subdivisées en deux

sous-lasses : lasse de Natanzon dégénérée et lasse de Natanzon non-dégénérée. Il a

été démontré que es lasses de potentiels peuvent être déduites par plusieurs méthodes et

tehniques di�érentes (et qui s'avère être aussi équivalentes). Parmi es méthodes, on peut

iter à titre d'exemple : la théorie des groupes et algèbres de Lie [5, 6, 7℄, la supersymétrie

de la méanique quantique [8℄ et les intégrales de hemin [9℄, et.

En physique théorique et mathématique, plusieurs méthodes et tehniques ont été

employées a�n de résoudre analytiquement l'équation de Shrödinger [10, 11, 12℄. Parmi

es méthodes, nous avons ité i-dessus deux méthodes et qui vont nous intéresser tout

partiulièrement dans le présent mémoire, à savoir : la supersymétrie de la méanique

quantique [13, 14℄ (ave ses variantes : potentiels aux formes invariants [15℄ et méthode de

fatorisation [8℄) et l'algèbre de Lie [5, 6, 7℄. La première est reonnue depuis omme une

généralisation de la méthode de la fatorisation en introduisant les opérateurs de réation

et d'annihilation à deux hamiltoniens isospetraux ; tandis que la seonde introduit des

tehniques algébriques très puissantes utilisées pour onstruire l'hamiltonien du système

partant de l'opérateur de Casimir du groupe en question.

Dans le ontexte de la théorie des groupes de Lie, le traitement algébrique par les

groupes dynamiques [16℄ a permis de trouver une large lasse de potentiels dé�nie par

Natanzon pour lesquels des solutions analytiques aux problèmes des états liés peuvent

vi
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être obtenues.

Une oneption di�érente de l'algèbre des spetres générés (spetrum-generating al-

gebra (SGA)) [17, 18, 19, 20, 21℄, bien que pas totalement indépendantes des autres

onepts, a été introduite pour dérire des systèmes physiques. Dans sa nouvelle version,

les générateurs de l'algèbre des potentiels générés peuvent être utilisés pour remplaer

les variables anoniques dans l'équation de Shrödinger de telle manière que les états

liés du spetre d'énergie sont onnetés aux valeurs propres du générateur ompat du

groupe non-ompat de Lie [22, 23, 24, 25, 26, 27℄. Cette méthode est essentiellement fon-

dée sur une réalisation in�nitésimale des générateurs du groupe en termes des opérateurs

di�érentiels ainsi que la onnaissane de la représentation unitaire du groupe. Elle a per-

mis de générer les solutions analytiques de l'équation de Shrödinger à toute la lasse

hypergéométrique dégénérée de Natanzon omptant trois (3) potentiels (on retrouve, les

potentiels de l'osillateur harmonique simple, Coulomb et Morse), ainsi que les solu-

tions analytiques de la lasse hypergéométrique de Natanzon omptant en tout neuf (9)

potentiels (les potentiels hyperboliques de Sarf, Pöshl-Teller, Pöshl-Teller

généralisé et leurs version trigonométriques, ainsi que les potentiels d'Ekart, Hulthèn

et Rosen-Morse).

Le présent mémoire ontient trois (3) hapitres : le premier hapitre est onsaré

à la théorie des groupes de Lie et à leur représentation. Nous introduisons des notions

élémentaires sur l'algèbre non-ompate de Lie so(2, 2) [28℄, puisque 'est elle qu'est utili-

sée a�n de générer l'ensemble des potentiels de Natanzon (dégénérés et non-dégénérés).

Le seond hapitre est entièrement onsaré aux systèmes quantiques dotés de masses

dépendantes de la position. Nous ferons onnaissane ave l'hamiltonien généralisé de

von Roos et de son importane dans la théorie des potentiels quantiques. Le dernier

hapitre est dédié à notre travail de mémoire. A ette �n, nous hoisirons en amont

(et onvenablement) la fontion d'onde dans le but est d'exprimer l'hamiltonien de von

Roos et de le juxtaposer à l'opérateur de Casimir du premier hapitre. Cette ombi-

naison nous onduit à déduire l'expression du terme V (x) − E en termes d'une fontion

génératrie, notée S(x), dérivant une équation di�érentielle ordinaire à résoudre. Sa so-

lution (en appliquant SGA) permet alors de retrouver l'expression du potentiel V (x) et

de son spetre en énergie E. Ayant es données en main, il nous reste juste à générer

l'ensemble des douze (12) potentiels de Natanzon. Nous verrons que haque lasse est

aratérisée par ses propres paramètres. Il en est de même pour les di�érents potentiels

appartenant à ladite lasse.

En�n, une onlusion générale l�t e manusrit suivit des référenes.
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Chapitre 1

Groupes et algèbres de Lie : Cas

partiulier de l'algèbre so(2, 2)

Parmi les plus grandes avanées mathématiques onçues au ours du XIX

ième

et XX

ième

sièles, on retrouve ertainement la théorie des groupes. Cette dernière est onnue sous ses

deux versions di�érentes ; groupes disrets et ontinus de Lie. Son importane est apitale

en physique, puisqu'elle nous permet de dérire les symétries qui interviennent dans la

desription d'un système physique quelonque. Ces symétries apparaissent sous formes

de régularités et/ou d'irrégularités dans les strutures des systèmes physiques et aussi

sous forme d'invariane dans les équations physiques. Ses appliations se révèlent d'une

grande féondité en physique ; à titre d'exemple, en physique lassique (ristallographie et

équations d'Hamilton), en relativité (groupes de Lorentz, Poinaré, Minkowsky),

en méanique quantique (lassi�ation des potentiels exatement solvables, quasi-exats

et onditionnellement exats), et en physique des partiules (lassi�ations des partiules

élémentaires), et. Son lien ave la physique se trouve dans le onept des représentations

des groupes et de leurs algèbres dynamiques.

1.1 Généralités sur la notion de groupe

Désignons par E un espae vetoriel sur C et GL(E) le groupe des isomorphismes C-

linéaires de E. On dit (par dé�nition) que la représentation d'un groupe G est un objet

de l'espae vetoriel E et d'un morphisme de groupe ρ : G → GL(E). Par onséquent,

l'ensemble des transformations linéaires formant un groupe, muni d'une loi de omposition

∗, si et seulement si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. La loi de omposition ∗ doit être interne sur G, 'est-à-dire ∗ : G×G→ G.

1
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2. L'appliation est assoiative, i.e. pour tout x, y ∈ G, alors ∀x, y ∈ G, xy = yx. En

d'autres termes, le produit de deux transformations (dans l'ensemble) appartient

également à l'ensemble ρ(gg′) = ρ(g)ρ(g′), ave g′ ∈ G.

3. L'appliation admet un élément neutre, noté e ≡ 11E, tel que ∀x ∈ G, x ∗ e = e ∗x =

e. Si une ertaine transformation appartient à l'ensemble, alors la transformation

inverse existe et appartient à l'ensemble ρ(g−1) = ρ−1(g).

4. En�n, l'appliation aepte aussi un élément inverse (dit symétrique), tel que ∀x ∈
G, ∃y ∈ G, x∗y = y∗x = e. Cei revient à dire que le produit de toute transformation

par son inverse est une transformation identique, i.e. ρ(11E) = idE.

Une telle représentation est souvent désignée par la notation (E, ρ), ou enore (G, ∗)
pour désigner le groupe. La transformation linéaire assoiée est entièrement dé�nie par sa

représentation matriielle. Dans e as, on parle de groupes de transformations linéaires

ou enore de groupes de matries.

1.1.1 Quelques propriétés sur les groupes

Des dé�nitions itées i-dessus, il est possible de tirer quelques propriétés onernant les

groupes. Ainsi, on dit :

1. qu'un groupe (G, ∗) est abélien si et seulement si la loi de omposition ∗ est om-

mutative.

2. tout groupe possède un seul élément neutre, noté e. En e�et, si l'élément e′ existe,

alors e ∗ e′ = e′ ≡ e.

3. tout élément possède un seul et unique élément symétrique. Pour e faire, soit x ∈ G

et y, z deux éléments symétriques de x, i.e. y ∗ x = x ∗ z = e. Par onséquent, on

déduit :

(y ∗ x) ∗ z = y ∗ (x ∗ z) implique y = z.

4. le nombre des éléments du groupe désigne l'ordre du groupe.

1.2 Struture des groupes de Lie

1.2.1 Dé�nition :

Un groupe de Lie est un ensemble muni de deux strutures qui se omplètent mutuelle-

ment. Il doit don satisfaire :
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1. une struture d'une variété di�érentiable [un genre d'espae de type plan P
1
, erle

C
1
, tore T

2
ou enore une sphère multi-dimensionnelle S

n
, et.℄

2. et aussi d'une struture de groupe dé�nie préédemment.

On voit bien que la notion des variétés di�érentiables ont un r�le très important à

jouer dans la dé�nition des groupes de Lie, puisque les paramètres du groupe de Lie sont

dé�nis ontinus sur un domaine onnexe. Cei nous onduit à prendre en onsidération

es autres aratéristiques :

1. Les éléments du groupe sont des fontions ontinues et di�érentiables.

2. Le produit de deux éléments du groupe est une fontion ontinue et di�érentiable.

3. L'élément inverse du groupe est une fontion ontinue et di�érentiable.

Exemple illustratif. � A�n d'illuster e qui vient d'être énoner i-dessus, prenons et

exemple illustratif (et simple) qui aratèrise le groupe de rotation SO (2,R) dans le plan

réel R.

Dans les oordonnées polaires, une rotation quelonque peut-être représentée par la

matrie de groupe SO (2,R) :

R(θ) =



cos θ − sin θ

sin θ cos θ


 ,

où θ est l'angle de rotation, ainsi que son inverse donné par :

R(−θ) =




cos θ sin θ

− sin θ cos θ


 .

Il est en e�et faile de véri�er que les deux matries satisfont bel et bien les propriétés

d'un groupe itées i-dessus. Ces fontions-matries sont onsidérées omme des fontions

ontinues et di�érentiables par rapport à la variable θ sur l'intervalle périodique [0, 2π].

Il en est de même pour le produit R(θ)R(θ′) (il est ontinue et di�érentiable par rapport

à θ et θ′). Par onséquent, on peut on�rmer que le erle C
1
satisfait la propriété d'une

variété di�érentiable sur le groupe de rotation SO (2,R).
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1.2.2 Représentation exponentielle d'un groupe de Lie

Nous avons énoné préédemment que la représentation d'un groupe G est un objet de

l'espae vetoriel E et d'un morphisme de groupe ρ : G → GL(E) d'un espae vetoriel

E sur C et que GL(E) est le groupe des isomorphismes C-linéaires de E.

Nous verrons que ette propriété d'isomorphisme est entièrement reformalisable par la

fontion exponentielle. En e�et, soit T (λ1, λ2, . . . , λn) l'élément d'un groupe du Lie (lui-

même représenté par n-éléments λi, ave i = 1, 2, . . . , n), tels que λi sont les paramètres

ontinus de groupe. Bien entendu, l'opérateur T satisfait la propriété T (0, 0, . . . , 0) = 11G.

À titre omparatif, l'opérateur T est équivaut à l'opérateur-matrie R (θ) dans l'exemple

préédent.

Ainsi, on peut représenter les éléments de groupe omme suit :

T (λ1, λ2, . . . , λn) = exp

[
−i

n∑

µ=1

λµXµ

]
,

où Xµ sont ommunément appelés les générateurs de groupe de Lie. De ette dernière,

il est tout à fait possible de déduire l'expression fondamentale des générateurs Xµ en

e�etuant la di�érentiation de l'élément T par rapport à ses paramètres ontinus λµ, i.e.

−iXµT (λ) |λ=0 ≡ −iXµ =
∂T (λ)

∂λµ

∣∣∣∣
λ=0

, (1.1)

nous onduisons ainsi à dérire la transformation in�nitésimale au voisinage de l'identité :

T (δλµ) = T (0) +
∂T (λ)

∂λµ

∣∣∣∣
λ=0

δλµ = 11G − iXµδλµ.

1.2.3 Homomorphismes et isomorphismes. Dé�nitions

Soient G et H deux groupes de Lie (tous deux réels ou omplexes). Alors un homomor-

phisme de groupe de Lie de G sur H est l'appliation f : G → H représentant une

fontion di�érentiable et holomorphe (il su�t en fait que f soit ontinue).

La omposition de deux homomorphismes de groupes de Lie est également un ho-

momorphisme de groupe de Lie et la lasse de tous les groupes de Lie est appelée une

atégorie, dont les appliations sont les homomorphismes de groupes de Lie. Deux groupes

de Lie sont dit isomorphes si et seulement s'il existe entre eux un homomorphisme bijetif

et dont la réiproité est également un homomorphisme de groupe.
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1.2.4 Groupes de Lie ompats et non-ompats

Un groupe de Lie est habituellement appelé ompat si ses paramètres prennent des

valeurs ontinues dans des domaines ompats (fermés et bornés). Sinon, on parlera

de groupe non-ompat. L'algèbre de Lie orrespondante est appelée ompate et non-

ompate, respetivement.

Mathématiquement parlant, un groupe de Lie ompat est généralement muni d'une

métrique (ou norme) entièrement onservée lorsque l'ation de l'opérateur T transforme un

veteur V = (v1, v2, . . . , vn)
T
en V

′
, i.e.V

′ = TV. On peut alors onlure (par opposition)

qu'un groupe de Lie non-ompat ne onserve pas sa métrique (sauf dans le as général).

Exemples.

1. Les groupes spéiaux unitaires SU(2), SU(3), et spéial orthogonal SO(3) sont des

groupes de Lie ompats. On dit dans e as que les matries de es groupes

onservent leur norme si le tenseur métrique est la matrie unité, i.e. ĝ = 11G.

2. Tandis que les groupes spéiaux orthogonaux SO (2, 2) , SO (2, 1) et spéial unitaire

SU(1, 1) sont non-ompats. La norme est généralement onservée si le tenseur

métrique s'exprime de la forme ĝ = (11G,−11G).

1.3 Algèbre de Lie

Nous avons vu que les groupes de Lie sont dé�nis par des générateurs (très souvent repré-

sentés par des opérateurs de réation, d'annihilation et/ou bosoniques et fermioniques).

Ces derniers s'avèrent avoir une réalisation (struture) algébrique et qui se trouve être plus

faile à manipuler que les éléments du groupe. Par onséquent, haque groupe de Lie est

muni de sa propre struture algébrique.

Par dé�nition, une algèbre de Lie est un espae vetoriel de dimension �ni ou in�ni

et générant l'ensemble des générateur de groupe de Lie. Elle est munie d'une appliation

bilinéaire et anti-symétrique, notée L, telle que :

[ , ] : L× L→ L, ∀ X, Y : (X, Y ) → [X, Y ] = XY − Y X,

où l'opération bilinéaire [ , ] forme la base d'une algèbre fermée de ommutateurs et

est appelée le rohet (algèbre) de Lie. Cette algèbre ommutative de Lie satisfait des

identités bien onnues, on ite :

1. Identité de Jaobi. � Pour les générateurs Xi, Xj , Xk de l'algèbre g du groupe G,
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l'identité de Jaobi,

[Xi, [Xj , Xk]] + [Xj , [Xk, Xi]] + [Xk, [Xi, Xj]] = 0,

est satisfaite.

2. Anti-symétrisation. � Pour deux générateurs quelonques Xi etXj , on a l'identité

suivante :

[Xi, Xj ] = − [Xj , Xi] .

Il est évident que de ette dernière on tire la relation suivante : [Xi, Xi] = 0.

3. Linéarité. � L'opération bilinaire [ , ] est par dé�nition linéaire sur ses générateurs

Xi, Xj , Xk. En e�et, on a

[Xi, Xj +Xk] = [Xi, Xj] + [Xi, Xk] .

4. Partiularité. � Pour les générateurs Xi, Xj et Xk, l'opération bilinéaire [ , ]

s'exprime de la forme suivante :

[Xi, Xj ] = XiXj −XjXi = Ck
i,jXk,

où Ck
i,j sont appelés les onstantes de struture de algèbre de Lie. Elles satisfont la

ondition d'anti-symétrisation Ck
i,j = −Ck

j,i. Cette partiularité énone que haque

générateur d'une algèbre de Lie peut être déduite en onnaissant deux autres géné-

rateurs. On voit bien que ette onstrution est in�nie. En�n, toute algèbre non-

abélienne (où les générateurs de l'algèbre ne ommutent pas) est appelée une algèbre

semi-simple et le groupe assoié est dit semi-groupe.

1.3.1 Algèbre de Lie versus groupe de Lie

Il est possible d'assoier tout naturellement à tout groupe de Lie G une algèbre de Lie g.

Il existe deux manières équivalentes d'introduire une telle algèbre de Lie. L'une onsiste

à introduire un espae de hamps de veteurs sur G, la seonde onsiste à munir l'espae

tangent en l'élément neutre d'un rohet de Lie, dérivant de l'expression loale de la loi

interne de G.

1.4 Réalisation de l'algèbre de Lie so(2, 2)

Nous allons aborder et disuter dans ette setion les di�érentes propriétés de l'algèbre

de Lie so(2, 2) et que nous utiliserons par la suite dans le hapitre 3, a�n de générer les
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potentiels quantiques de Natazon dégénérés et non-dégénérés dans le adre d'une masse

dépendante de la position (ette dernière fera l'objet du hapitre suivant). Notre démarhe

suit elle de la Réf. [29℄, où nous donnons ii une réalisation di�érentielle onstrutive des

algèbres à six paramètres, telles que elles de so (4) et so (3)⊕ so (2, 1).

Nous suivrons les idées onçus, respetivement dans Réfs. [28, 29℄, pour la onstrution

des générateurs di�érentiels du premier ordre de l'algèbre su(1, 1) dans le seul but de

onstruire eux de l'algèbre so(2, 2). À et e�et, et dû au aratère spéial de l'algèbre

so(2, 2), le nombre de fontions intervenant dans les générateurs de so(2, 2) est au nombre

de dix (10), au lieu de quatre (4) pour l'algèbre su(1, 1). Ces fontions seront en�n réduites

à deux (2) une fois que les relations de ommutations (voir i-après) sont appliquées.

Sur la base de e qui vient d'être dit, onsidérons la onstrution de deux ensembles

d'opérateurs J±,z et K±,z :

J± = e±iφ

(
±h1(x)

∂

∂x
± g1(x) + f1(x)Jz + c1(x) + k1(x)Kz

)
, (1.2)

Jz = −i ∂
∂φ
, (1.3)

et

K± = e±iφ

(
±h2(x)

∂

∂x
± g2(x) + f1(x)Jz + c2(x) + k2(x)Kz

)
, (1.4)

Kz = −i ∂
∂χ

. (1.5)

où hi, gi, fi, ci et ki (i = 1, 2) sont des fontions ontinues et di�érentiables. Les opérateurs

dé�nis en (1.2)-(1.5) satisfont les relations de ommutation suivantes :

[Jz, J±] = ±J±, [J+, J−] = −2aJz , (1.6)

[Kz, K±] = ±K±, [K+, K−] = −2bKz , (1.7)

[Ji, Kj] = 0, (1.8)

ave (i, j) = (+,−, z) et a et b sont deux paramètres à �xer par la suite. Pour a = b = 1,

on obtient l'algèbre so (2, 1) ⊕ so (2, 1). Tandis que pour a = 1, b = −1 et a = b = −1,

nous obtenons, respetivement, les algèbres so (3)⊕ so (2, 1) et so (3)⊕ so (3).

L'ation des relations de ommutation (1.6)-(1.8) sur les générateurs (1.2)-(1.5) onduisent
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(après un long alul) à un système d'équations di�érentielles de premier ordre, donné par :

k22(x)− h2(x)k
′
2(x) = b, h2(x)f

′
2(x)− f2(x)k2(x) = 0, k22(x)− f 2

2 (x) = b,

(1.9)

c1(x) = c2(x) = 0, (1.10)

h1(x) = Ah2(x), f1(x) = Ak2(x), k1(x) = Af2(x), g1(x) = Ag2(x),

(1.11)

A2 =
a

b
= ±1. (1.12)

A�n que e système équations di�érentielles ait une solution, nous supposerons que

hi(x), ki(x) et fi(x) sont non nulles. Nous onstatons que sur les dix (10) fontions in-

troduites, la fontion h2(x) peut être onsidérée omme la fontion maîtresse, puisque sa

détermination onduit à trouver toutes les autres fontions, à l'exeption de g1(x) et g2(x)

qui sont indépendantes. Dès lors, la question est de savoir omment déterminer h2(x) et

g2(x). Nous verrons que h2(x) peut-être déterminée dans ette partie, alors que g2(x) sera

�xée quand on postulera le onept mathématique de algèbre aux spetres générés (SGA,

Spetrum-Generating Algebra).

1.4.1 Opérateurs de Casimir de l'algèbre so(2, 2)

En théorie des groupes (et leur représentation algébriques), toute algèbre de Lie est dotée

d'un opérateur de Casimir et est aratérisé par sa forme bilinéaire invariante. Il est par

onséquent une appliation linéaire ontinue sur l'espae vetoriel de la représentation.

Cet opérateur a une aratéristique exeptionnelle ; elle réside dans le fait qu'il ommute

ave l'ensemble de tous les générateurs de l'algèbre en question. Le nombre d'opérateurs

invariants de Casimir d'une algèbre quelonque de Lie orrespond au rang du groupe.

Par exemple, les groupes qui suivent SO (2, 1) , SU (1, 1) et SO (3) sont des groupes

de rang un (r = 1), puisque hauns d'eux possède en tout un seul opérateur de Casi-

mir, tandis que le groupe qui nous intéresse SO(2, 2) il en possède deux (2). Il est par

onséquent de rang r = 2.

L'opérateur de Casimir permet aussi de déterminer les représentations irrédutibles

d'une algèbre de Lie assoiées au groupe de Lie. D'un �té, sa partiularité en physique

quantique réside à mieux onnaître les opérateurs agissant sur les fontions d'onde d'un

système quantique, ainsi qu'aux invariants assoiés aux di�érents nombres quantiques,

tels que la masse, le spin, l'isospin, et. D'un autre �té, dans le adre de la supersymétrie
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de la méanique quantique, on peut trouver une ertaine similitude entre l'hamiltonien

de système et l'opérateur invariant de Casimir menant à la tehnique SGA, dont nous

parlerons plus tard.

Étant donné qu'il ommute ave tout les générateurs de l'algèbre, on peut penser qu'il

s'exprime omme la somme des générateurs, i.e.

Ck =
∑

i

∑

j

ckij . . .X
iXj . . . , (1.13)

en tenant ompte de k-fateurs dans (1.13). Ii, ckij sont des fontions bien dé�nies à partir

des onstantes de struture. Dans le as de l'algèbre so(2, 2), les opérateurs invariants de

Casimir sont aux nombres de deux et s'expriment sous la forme :

C
(J,K)
2 = 2C

(J)
2 + 2C

(K)
2

≡ 2
(
−aJ+J− + J2

z − Jz − bK+K− +K2
z −Kz

)
, (1.14)

C̃
(J,K)
2 = 2C

(J)
2 − 2C

(K)
2 . (1.15)

Cependant, il s'avère que la valeur propre du seond opérateur (1.15) est onstamment

nulle pour la réalisation di�érentielle atuelle de l'algèbre, tandis que la valeur propre du

premier opérateur (1.14) est donné par :

C
(J,K)
2 ψ = λ (λ+ 2)ψ (1.16)

où λ est un nombre quantique et ψ son veteur propre. Cette quantité est liée aux valeurs

propres de l'invariant de Casimir de l'algèbre so (2, 1) (isomorphe à su (1, 1)), données

par j (j + 1), via la relation λ = 2j.

1.5 Algèbre des spetre générés (SGA)

L'une des appliations les plus importantes des algèbres de Lie a été l'étude des systèmes

physiques pour lesquels l'hamiltonien H du système et d'autres opérateurs d'intérêt phy-

sique T peuvent être érits en termes d'éléments G d'une algèbre de Lie g, telles que :

H = f (Gα) , Gα ∈ g, (1.17)

T = t (Gα) , Gα ∈ g. (1.18)

Dans de telles onsidérations, l'algèbre de Lie g est alors appelée algèbre des spetre

générés (SGA) du ledit problème. Les fontionnelles introduites f et t sont généralement

supposées s'érirent sous une forme polyn�miale en termes des éléments Gα. Il s'avère que
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la plupart des problèmes à N-orps, 'est-à-dire les problèmes hamiltoniens pour de nom-

breuses partiules en interation peuvent être exprimés sous la forme d'un développement

polynomial en fontion des éléments du groupe Gα. Le développement peut alors s'érire

omme suit :

H = E0 +
∑

αβ

ǫαβGαβ +
1

2

∑

αβγδ

uαβγδGαβGγδ + . . . (1.19)

où nous avons adopté la notation à deux indies puisque nous avons a�aire à des intera-

tions.

Le terme linéaire dans les éléments est appelé terme à un orps, le seond terme (qua-

dratique) est appelé terme à deux orps, ainsi de suite . . . Il est intéressant de signaler que

la plupart des théories arrêtent le développement (1.19) à deux orps, bien que dans er-

tains as les termes à trois orps et plus ont été onsidérés. Le terme E0 est une onstante

globale, qui �xe l'état fondamental de l'énergie, et les oe�ients ǫαβ , Gαβ, uαβγδ, . . . dé-

pendent du système physique étudié.

1.5.1 Symétries dynamiques (DS, dynamial symmetries)

La tehnique SGA nous proure une situation très intéressante (partiulièrement, en phy-

sique quantique) lorsque l'hamiltonien H ontient en lui uniquement les di�érentes om-

binaisons possibles qui forment l'opérateur invariant de Casimir d'une haîne d'algèbres

provenant de g ⊃ g′ ⊃ g′′ ⊃ . . ., 'est-à-dire :

H = f (Ci) (1.20)

Pour e genre de situations, ommunément appelées symétries dynamiques (DS), le

problème aux valeurs propres peut être résolu sous forme expliitement analytique, puisque

les opérateurs de Casimir sont diagonaux dans la base fournie par la haîne g ⊃ g′ ⊃
g′′ ⊃ . . . Les valeurs propres de l'énergie sont données par des nombres quantiques a-

ratérisant les représentations de g ⊃ g′ ⊃ g′′ ⊃ . . . et la formule orrespondante lui

assoiée l'appellation formule énergétique du quantum. Par ontre, les élément de matrie

des opérateurs de transition T sont donnés en termes du fateur isosalaire de la haîne

g ⊃ g′ ⊃ g′′ ⊃ . . . Lorsque l'hamiltonien H est linéaire à l'opérateur de Casimir, i.e.

H = E0 + αC (g) + α′C (g′) + α′′C (g′′) + . . . (1.21)

alors son spetre en énergie s'exprime de la forme :

E = 〈H〉 = E0 + α〈C (g)〉+ α′〈C (g′)〉+ α′′C (g′′)〉+ . . . (1.22)
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où par la symbolique 〈 〉, nous désignons la valeur moyenne dans la représentation appro-

priée. Il s'avère que ette tehnique (i.e. SGA) et ses variantes (i.e. DS) est aussi appliable

à la physique moléulaire, à la physique nuléaire et à la physique des partiules élémen-

taires. Si l'hamiltonien H s'avère être quadratique en termes des éléments de l'algèbre

g, alors l'hamiltonien (à symétrie dynamique) admet un opérateur de Casimir de rang

2. Généralement, pour des systèmes ayant des hamiltoniens à symétrie dynamique sont

également appelés problèmes exatement résolubles. Ce genre de problème fera l'objet de

notre présent mémoire et sera traité plus en détails dans le hapitre 3.



Chapitre 2

Systèmes dotés de masse

dépendante de la position

Les systèmes physiques dotés d'une masse dépendante de la position, m = m(x) (PDM,

Position dependent Mass), ont attiré l'attention de beauoup de herheurs et ont ins-

piré d'intenses ativités de reherhe au ours de es dernières années. Il se trouve qu'ils

sont très utiles dans l'étude de plusieurs domaines de la physique ; par exemple, dans la

desription des propriétés életroniques des semi-onduteurs, des points quantiques, des

noyaux atomiques, les impuretés dans les ristaux, et des liquides quantiques de la matière

ondensée, tels que

3He,4He, . . .

La reherhe de solutions analytiques et exatement solvables de l'équation de Shrö-

dinger pour un système PDM est devenue un sujet de reherhe très intéressant, ar de

telles solutions peuvent fournir une ompréhension oneptuelle de ertains phénomènes

physiques, ainsi qu'un terrain d'essai pour ertains shémas d'approximation.

Le problème à masse dépendante de la position a été traité dans plusieurs artiles

sienti�ques de physique (et de himie) et ouvrages. Probablement, l'artile pionnier et

de référene remonte aux travaux des deux physiiens D. J. Ben Daniel et C. B. Duke

datant de 1966 [2℄, généralisé depuis en 1983 par O. von Roos [3℄. Cela ne nous empêhe

pas de trouver quelques tentatives de généralisation introduites dans les années 2000 dans

le but est de dérire en mieux la théorie des bandes d'énergie ; parmi elles existe elle

proposée par A. De Souza-Dutra et C. A. S. Almeida, (f. Réf. [1℄ pour plus de

détails).

Cependant, des théories de types PDM (peu importe leur nombre) ont toujours été (et

sont toujours) onfrontées à une majeure ambiguïté (dilemme). C'est le fameux problème

d'ordonnanement (ordering problem). En e�et, puisque dans de tels systèmes la masse

12
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(dépendante de la position) et l'opérateur d'impulsion ne ommutent pas, alors la question

de savoir la forme que peut prendre l'opérateur de l'énergie inétique reste non enore

résolue. Dans e shéma d'étude, probablement l'hamiltonien de von Roos reste pour

le moment la meilleure approhe. Nous verrons ei au ours de e hapitre et dans le

suivant.

2.1 Hamiltonien de de Souza-Dutra et Almeida

Le problème de masse dépendante de la position permet de généraliser, et don, de retrou-

ver en partiulier elui de la masse onstante. En e�et, en imposant l'ériture suivante :

M(x) = m0m(x), (2.1)

où M(x) est la masse de la partiule, m0 est une onstante positive ayant la dimension

d'une masse, et m(x) est une fontion de masse sans dimension, il est tout à fait possible

de réduire (2.1) au as d'un problème ave masse onstante en posant m(x) = 1, i.e.

M(x) = m0. Dans la suite de notre exposé, il est souvent reommandé de poser dans les

aluls m0 = 1.

D'un autre �té, une question nous vient à l'esprit en lisant l'intitulé de ette setion :

pourquoi utiliser l'hamiltonien de de Souza-Dutra et Almeida (SDA) alors que nous

avons à notre possession elui de von Roos ? Certainement la réponse à ette question

se trouve dans le fait que la théorie des bandes énergétiques sont des as partiuliers de

l'hamiltonien de SDA. Ce dernier est donné par la ontribution de deux termes, eux de

SDA et von Roos, i.e. :

HSDA =
1

4(1 + a)


a
(
m−1p2 + p2m−1

)
︸ ︷︷ ︸

Contribution de SDA

+mηpmǫpmρ +mρpmǫpmη

︸ ︷︷ ︸
Terme de von Roos


+ V (x), (2.2)

où V (x) est le potentiel pro�l, m ≡ m(x), et p
(
≡ −i d

dx

)
est l'opérateur d'impulsion (ave

~ = 1). a est un paramètre réel libre, alors que η, ǫ et ρ sont des oe�ients régis par la

ontrainte

η + ǫ+ ρ = −1, (2.3)

a�n de pouvoir retrouver la méanique quantique onventionnelle. Par la méanique quan-

tique onventionnelle, nous voulons dire l'équation de Shrödinger ave masse onstante.

On voit bien qu'en substituant l'opérateur d'implusion p par son expression dans

l'équation (2.2) et en utilisant la ontraint (2.3), on obtient l'équation de Shrödinger
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dans le adre d'une masse (hamp) e�etive :

(
− 1

2m(x)

d2

dx2
+
m′(x)

2m(x)

d

dx
+ Veff(x)

)
ψ(x) = Eψ(x), (2.4)

où Veff(x) désigne l'énergie potentielle e�etive ontenant le potentiel pro�l V (x) et le

terme de masse e�etif, i.e. :

Veff(x) = V (x) + Ua,α,γ(x),

= V (x)− (α + γ − a)m(x)m′′(x) + 2(a− αγ − α− γ)m′2(x)

4m3(x)(a+ 1)
, (2.5)

où Ua,α,γ(x) appelé le potentiel de terme de masse (modi�é). On voit bien qu'en posant

a = 0 dans (2.2), la seule ontribution restante est elle de von Roos.

2.2 Hamiltonien de von Roos et Ben Daniel-Duke

L'hamiltonien de von Roos a été introduit a�n de dérire le omportement d'une par-

tiule dotée d'une masse dépendante de la position. Ce modèle mathématique omplète

et généralise les di�érents modèles existants (séparément) et permette de les regrouper

dans un seul modèle. von Roos proposa une expression générale dépendante de trois

paramètres ajustables et véri�ant (2.3). Elle est donnée par :

HvR =
1

4
[mη(x)pmǫ(x)pmρ(x) +mρ(x)pmǫ(x)pmη(x)] + V (x). (2.6)

L'ajustement des paramètres selon la ontrainte (2.3) permet de déduire une large

lasse d'hamiltoniens, et probablement le plus onnu d'entre eux (et le plus anien) est

elui de Ben Daniel-Duke (BDD). Il satisfait les paramètres η = ρ = 0 et ǫ = 1,

donnant ainsi :

HBDD = p
1

2m(x)
p+ V (x). (2.7)

2.3 Forme générale du hamiltonien BDD ave des opérateurs

d'éhelle de premier ordre

Considérons un système régit par un hamiltonien HBDD donné dans l'équation (2.7) et

deux opérateurs L±
, véri�ant les relations de ommutation suivantes :

[
HBDD, L

±
]
= ±∆EL

±, (2.8)
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ave ∆E ∈ R. Cette dernière (2.8) satisfait les onditions aux limites suivantes :

HBDD

(
L±ψ

)
= (ǫ±∆E)

(
L±ψ

)
, (2.9)

où ǫ est la valeur propre de HBDD et don L±ψ est aussi un état propre à HBDD. Puisque

l'hamiltonien de BDD est hermitien, on peut hoisir L+
omme adjoint de L−

, et inver-

sement.

Si le spetre d'énergie de HBDD est borné par le bas, il doit exister un ensemble de

fontions propres formelles à HBDD qui peuvent être annihilées par L−
, i.e. L−ψ0 = 0.

Certains d'entre elles pourraient remplir les onditions aux limites, ainsi les valeurs propres

orrespondantes appartiennent au spetre de HBDD et ils seront appelés états extrêmes

du système, en analogie ave les problèmes de masse onstante régis par les algèbres

polynomiales de Heisenberg. Le niveau d'énergie le plus bas assoié à es états extrêmes

sera également appelé énergie de l'état fondamental.

Supposons maintenant que L−
soit un opérateur d'éhelle di�érentiel de premier ordre

de la forme :

L− =
1√
2

(
α1(x)

d

dx
+ β1(x)

)
, (2.10)

et en insérant (2.10) dans (2.8), on déduit l'ensemble des équations di�érentielles sui-

vantes :

α′
1(x) +

m′(x)

2m(x)
α1(x) = 0, (2.11)

β ′
1(x) = −1

2
α′′
1(x) +

m′(x)α1(x)

2m(x)
+ α1(x)

[
m′2(x)

m2(x)
+ ∆Em(x)− m′′(x)

2m(x)

]
, (2.12)

α1(x)V
′(x) = ∆Eβ1(x) +

m′(x)β ′
1(x)

2m2(x)
− β ′′

1 (x)

2m(x)
, (2.13)

et leurs solutions sont données en termes de la fontion-masse m(x) :

α1(x) =
a√
m(x)

, (2.14)

β1(x) =
a

2

(
1√
m(x)

)′

+ a∆E

∫ √
xdx, (2.15)

V (x) =
1

2
∆2

E

[∫
m1/2(x)dx

]2
− 1

8

((
m−1/2(x)

)′)2 −
(
m−1/2(x)

)′′

4m1/2(x)
. (2.16)

Comme L−
est un opérateur di�érentiel de premier ordre, nous obtenons juste une

fontion propre formelle pour les états extrêmes du système (l'état fondamental), qui est
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donnée par :

ψ0(x) = c0m
1/4(x) exp

(
−∆E

2

[∫
m1/2(x)dx

]2)
, (2.17)

et l'énergie assoiée est alors

E =
∆E

2
. (2.18)

Comme il a été dit préédemment, l'adjoint de l'opérateur d'annihilation L−
est le

opérateur de réation L+
donné par :

L+ ≡ (L−)† =
1

2

(
−α1(x)

d

dx
+ β1(x)− α′

1(x)

)
, (2.19)

et par onséquent les autres états existants sont évalués par l'ation de l'opérateur L+
sur

l'état fondamental. En e�et, ei est donné par l'identité :

ψn(x) ∝
(
L+
)n
ψ0(x), avec En = E0 + n∆E . (2.20)

Une fois les opérateurs d'éhelle dé�nis, il est simple de aluler le ommutateur entre

eux, qui est donné par :

[
L−, L+

]
= a2∆E . (2.21)

Ainsi, la présene ou l'absene des valeurs propres formelles orrespondantes dans le

spetre de HBDD dépend des états générés satisfont ou pas les onditions aux limites

imposées par la théorie de Sturm-Liouville.

2.4 Exemples de systèmes PDM ave opérateurs d'éhelle de

premier ordre

Il n'est pas di�ile de trouver dans la littérature des exemples où des strutures telles

que GaAs et AlzGa1−zAs, pour z réel, sont mises au point. À l'intérieur de e type de

semi-onduteurs, les életrons et les trous possèdent une masse qui varie en fontion de

m = m0 +m1z, où m0 et m1 étant deux onstantes dé�nies par le matériau. La variable

z est dé�nie par le gradient de Al dans la struture ; spéi�quement, z varie en tant

que fontion d'erreur, mais il est également suggéré que la onentration peut adopter

en quelque sorte n'importe quel pro�l souhaité. Cette suggestion a été utilisée, où des

pro�ls inverses quadratiques et inverses linéaires ont été onsidérés. Ci-dessous, nous en

tiendrons également à ette proposition, en hoisissant des pro�ls simples pour la fontion

masse qui nous fourniront des informations physiquement intéressantes.
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2.4.1 Pro�l quadratique

En travaillant en unités atomiques (~ = c = ω = 1), nous supposons que le pro�l de

masse prenne la forme m(x) = x2/2 + m0. Des aluls simples et direts nous amènent

aux expressions suivantes (où le potentiel a un spetre équidistant in�ni) :

α1(x) =
a√

m0 +
x2

2

, (2.22)

β1(x) =
a
(√

2m0 + x2
(

∆Ex
2

− x
(2m0+x2)2

)
+m0∆E log

(√
2m0 + x2 + x

))

√
2

, (2.23)

V (x) =
1

8
m0∆

2
Ex

2 +
∆2

Ex
4

16
− 5

4 (2m0 + x2)2

+
7m0

2 (2m0 + x2)3
+

1

4
m2

0∆
2
E log2

(√
2m0 + x2 + x

)

+
1

4
m0∆

2
Ex
√

2m0 + x2 log
(√

2m0 + x2 + x
)
, (2.24)

ave une fontion d'onde de l'état fondamental exprimée par :

ψ0(x) =
4
√

2m0 + x2
(√

2m0 + x2 + x
)− 1

4
∆Ex

√
2m0+x2

×

exp

{
− 1

16
∆E

[
4m0 log

2
(√

2m0 + x2 + x
)
+ 2m0x

2 + x4
]}

. (2.25)

On voit lairement sur la �gure 2.1 qu'en point x = 0, la forme du potentiel hange

radialement ; ependant, il n'est pas singulier pour tout x ∈ R.

Figure 2.1 � Fontions d'onde assoiées au potentiel ave un pro�l de type quadratique

de la masse pour m0 = 0.15, (f., Réf. [31℄).



18 Chapitre 2. Systèmes dotés de masse dépendante de la position

2.4.2 Pro�l de masse osinus

Supposons maintenant qu'un pro�l de masse osinus, de type : m(x) = cos(x) +m0, et

d'hauteur m0 > 1 est hoisi. Lorsque m0 est prohe de 1, le pro�l de masse s'approhe

de zéro aux points ±(2n + 1)π, pour n ∈ Z, et don les états sur le potentiel induit

l'approximité d'une singularité ressemble au omportement autour de x = 0 de l'exemple

préédent (voir �gure 2.2). Les fontions pour e système sont maintenant expliitement

données par :

α1(x) =
a√

m0 + cos(x)
, (2.26)

β1(x) =

a

(
8 (m0 + 1)2∆E

(
m0+cos(x)

m0+1

)3/2
E
[
x
2
, 2
m0+1

]
+ sin(x)

)

4 (m0 + cos(x))3/2X
, (2.27)

V (x) =
1

64

(
128∆2

E (m0 + 1)E

[
x

2
,

2

m0 + 1

]2
+

−8m0 cos(x) + 3 cos (2x)− 11

(m0 + cos(x))3

)
, (2.28)

tandis que la fontion propre de l'état fondamental est donnée par :

ψ0(x) =
4
√
m0 + cos(x) e

−2∆E(m0+1)E
[

x

2
, 2

m0+1

]2

. (2.29)

Dans les expressions préédentes, E [φ,K] est l'intégrale elliptique inomplète du se-

ond type, dé�nie par

E [φ, κ] =

∫ φ

0

√
1− κ2 sin2 θ dθ.

Notons que lorsque le pro�l de masse hange lentement, le potentiel tend vers l'osil-

lateur harmonique (voir la �gure 2.2).

Figure 2.2 � Fontions d'onde assoiées au potentiel ave un pro�l de type osinus de la

masse pour m0 = 1.15, (f., Réf. [31℄).
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2.4.3 Pro�l linéaire

Comme dernier exemple, supposons que le pro�l de masse varie linéairement omme

m(x) = x, e qui induira une singularité du potentiel au point x = 0. Les fontions

dé�nissant l'opérateur d'éhelle et le potentiel sont maintenant données par :

α1(x) =
a√
x
, (2.30)

β1(x) =
a

8

(
16

3
∆Ex

3/2 − 2

x3/2

)
, (2.31)

V (x) =
1

96

(
64∆2

Ex
3

3
− 21

x3

)
, (2.32)

et la fontion d'onde de l'état fondamental est donnée par :

ψ0(x) =
4
√
x e−2∆Ex3/9. (2.33)

Sur la �gure 2.3, nous pouvons voir que, parmi toutes les fontions propres formelles

générées en agissant itérativement L+
sur ψ0, seule la moitié d'entre elles satisfont aux

onditions aux limites à l'origine disutées dans la setion 2.1 (eux étiquetés par des

index impairs).

Figure 2.3 � Fontions d'onde assoiées au potentiel ave un pro�l de type linéaire de la

masse, (f., Réf. [31℄).



Chapitre 3

Constrution des potentiels

exatement solvables pour des

systèmes PDM sous so(2, 2)

Dans e hapitre, nous allons présenter tout le adre mathématique de notre mémoire de

master. Nous ombinerons la représentation di�érentielle des générateurs de so(2, 2) au

système quantique muni d'une masse dépendante de la position a�n de générer l'ensemble

des lasses de potentiels exatement solvables de Natanzon.

Notre première étape onsiste à déduire l'hamiltonien de von Roos pour un système

PDM, suivi par la onstrution de l'opérateur de Casimir assoié à l'algèbre de Lie

so(2, 2). En�n, nous ombinerons les résultats obtenus sous "la bannière" de la tehnique

de l'algèbre des spetres générés (SGA) pour déduire l'expression analytique V (x) − E.

Cette dernière est donnée en termes de six (6) paramètres arbitraires ; trois (3) ontr�lent

entièrement le potentiel V (x), tandis que les trois (3) autres déterminent omplètement

le spetre en énergie E. Chaque potentiel est aratérisé par ses propres paramètres (à

déterminer arbitrairement). Nous terminerons e présent hapitre par déduire les deux

lasses de potentiels de Natanzon, ainsi que les potentiels et leurs spetres d'énergie

assoiés dans leur lasse respetive. Elles sont ataloguées omme suit :

1. Potentiels de Natanzon dégénérés (en tout trois (3) potentiels) :

• Potentiel de l'osillateur harmonique radial.

• Potentiel de Morse.

• Potentiel de Coulomb radial.

2. Potentiels de Natanzon non-dégénérés (en tout neuf (9) potentiels) :

20
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• Potentiel hyperbolique de Sarf (S II).

• Potentiel trigonométrique de Sarf (S I).

• Potentiel hyperbolique de Pöshl-Teller (PT II).

• Potentiel trigonométrique de Pöshl-Teller (PT I).

• Potentiel hyperbolique de Pöshl-Teller généralisé (PTG II).

• Potentiel trigonométrique de Pöshl-Teller généralisé (PTG I).

• Potentiel d'Ekart.

• Potentiels d'Hulthèn, de Yukawa et de Coulomb.

• Potentiel Rosen-Morse.

• Potentiel Manning-Rosen.

Nous verrons que la stratégie de déduire les potentiels d'Hulthèn, de Yukawa et de

Coulomb passe néessairement par la dédution de elui deManning-Rosen, puisque e

dernier est réduit aux trois premiers moyennant un hoix onvenable de transformations.

Ces transformations sont illustrées selon le shéma suivant :

Manning-Rosen −→ Hulthèn −→ Yukawa −→ Coulomb.

3.1 Hamiltonien de von Roos et sa réalisation di�érentielle

Nous avons déjà vu dans le hapitre préédent que von Roos a introduit un hamiltonien,

(2.6), dans le but de généraliser et d'uni�er les di�érents modèles proposés jusqu'à alors

pour dérire le omportement d'une partiule dotée d'une masse dépendante de la position.

Par le onept d'une masse dépendante de la position, nous nous référons à une partiule

soumise à un hamp e�etif moyen, Veff(x), donnant l'impression que la partiule hange

de masse lors de son déplaement dans l'espae.

L'hamiltonien de von Roos s'érit sous la forme :

HvR
(2.6)

=
1

4
[mη(x)pmǫ(x)pmρ(x) +mρ(x)pmǫ(x)pmη(x)] + V (x), (3.1)

où η, ǫ, et ρ sont des paramètres réels véri�ant la ontraint : η+ ǫ+ρ = −1. L'opérateur p

est l'opérateur d'impulsion, i.e. p = −i d
dx
, (~ = 1). La fontion m(x) est sans dimension.

En substituant l'opérateur p dans (3.1), on trouve :

HvR = −1

4

[
mη(x)

d

dx
mǫ(x)

d

dx
mρ(x) +mρ(x)

d

dx
mǫ(x)

d

dx
mη(x)

]
+ V (x), (3.2)
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telle que le premier terme de (3.2) s'exprime sous la forme :

mη(x)
d

dx
mǫ(x)

d

dx
mρ(x) = mη(x)

d

dx
mǫ

[
ρm′(x)mρ−1(x) +mρ(x)

d

dx

]

=
1

m(x)

d2

dx2
+ (2ρ+ ǫ)

m′(x)

m2(x)

d

dx
+ ρ

m′′(x)

m2(x)

+ρ (ρ+ ǫ− 1)
m′2(x)

m3(x)
. (3.3)

En tenant ompte de la symétrie existante entre les paramètres d'ambiguïté, le seond

terme de (3.2) est donné par :

mρ(x)
d

dx
mǫ(x)

d

dx
mη(x) =

1

m(x)

d2

dx2
+(2η + ǫ)

m′(x)

m2(x)

d

dx
+η

m′′(x)

m2(x)
+η (η + ǫ− 1)

m′2(x)

m3(x)
,

(3.4)

de sorte que l'expression de (3.2) devient don :

HvR = − 1

2m(x)

d2

dx2
+
m′(x)

2m2(x)

d

dx
+
1 + ǫ

4

m′′(x)

m2(x)
−1 + ǫ+ η (1 + ǫ+ η)

2

m′2(x)

m3(x)
+V (x). (3.5)

Introduisons à présent la fontion d'onde d'essai suivante :

ψσ(x) = 2 σm(x)

(
y(x)

y′(x)

)2

R(x), (3.6)

où σ est un paramètre réel à déterminer. L'ation de l'hamiltonien (3.5) sur la fontion

d'onde d'essai donne l'expression suivante :

HvR = −σ
(
y(x)

y′(x)

)2
d2

dx2
− σ

y(x)

y′(x)

[
4 +

m′(x)

m(x)

y(x)

y′(x)
− 4y(x)y′′(x)

y′2(x)

]
d

dx

+ 2 σ
y(x)

y′2(x)

[
3y′′(x) +

y(x)y′′′(x)

y′(x)
− 3y(x)y′′2(x)

y′2(x)

]

+ σ
m′(x)

m(x)

(
y(x)

y′(x)

)2
[
2
y(x)y′′(x)− y′2(x)

y(x)y′(x)
+
ǫ− 1

2

m′′(x)

m′(x)
− (1 + η) (η + ǫ)

m′(x)

m(x)

]

− 2σ + 2σm(x)

(
y(x)

y′(x)

)2

V (x). (3.7)

Dans le adre de la méthode de l'algèbre des spetres générés (SGA), l'hamiltonien

(3.7) sera identi�é à l'opérateur invariant de Casimir de l'algèbre so(2, 2). La détermi-

nation de et opérateur sous l'e�et de la fontion d'onde d'essai (3.6) est notre prohain

objetif.
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3.2 Réalisation di�érentielle de l'opérateur de Casimir de l'al-

gèbre so(2, 2)

A�n de mener à bien notre tâhe, nous aurons besoin d'introduire un nouveau onept

(des transformations, pour être plus préis) et qui s'avèrera être très utile dans la suite de

notre travail. Il s'agit des transformations similaires. Comme son nom l'indique, e sont

des transformations qui laissent les équations invariantes (une sorte de jauges). Étant

donné que les algèbres de Lie représentent des symétries, nous pouvons alors onlure

que les équations déduites par les di�érentes algèbres restent invariantes une fois que les

transformations similaires sont appliquées.

Par onséquent, les équations di�érentielles déduites de l'algèbre so (2, 2) sont inva-

riantes sous l'e�et des transformations similaires suivantes :

h2(x) → h̃2 [y] (x) = h2(x)
dy(x)

dx
≡

√
b y(x), (3.8)

g2(x) → g̃2 [y] (x) = g2(x), (3.9)

f2(x) → f̃2 [y] (x) = f2(x), (3.10)

k2(x) → k̃2 [y] (x) = k2(x), (3.11)

c2(x) → c̃2 [y] (x) = c2(x). (3.12)

via la transformation pontuelle :

x→ y(x). (3.13)

Cette dernière �xe l'allure de la fontion h2(x) et est donnée par :

h2(x) =
√
b
y(x)

y′(x)
, (3.14)

où on voit dans (3.14) l'expression du rapport y/y′ déduit dans (3.7). Nous verrons par la

suite que la détermination de y(x) (i.e. la transformation pontuelle) �xe l'ensemble des

potentiels physiques.

La détermination de la fontion k2(x) revient à appliquer la transformation pontuelle

à la première équation de (1.9), i.e. :

k22(x)−
√
b
y(x)

y′(x)
k′2(x) = b, (3.15)

et dont la solution est donnée par

k2(x) =
√
b
1 + qy2(x)

1− qy2(x)
, (3.16)
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où q est une onstante d'intégration (à �xer par la suite dans les appliations).

La dernière fontion à déduire est f2(x). Pour ela, en insérant (3.16) dans la deuxième

équation (1.19) (en tenant ompte bien entendu de la transformation pontuelle), on

retrouve l'équation di�érentielle régissant f2(x),

√
b
y(x)

y′(x)
f ′
2(x)−

√
b f2(x)

1 + qy2(x)

1− qy2(x)
= 0, (3.17)

et dont la solution est :

f2(x) =
δy(x)

1− qy2(x)
, (3.18)

ave δ est une (autre) onstante d'intégration (à �xer dans les appliations).

Ayant déterminer les fontions h2(x), k2(x) et f2(x), intéressons-nous à présent à l'opé-

rateur invariant de Casimir de l'algèbre de Lie so(2, 2) obtenu dans (1.14). Pour e faire,

insérons (3.14), (3.16) et (3.18) dans (1.2)-(1.5) [en tenant ompte aussi de (1.10)-(1.12)℄,

et en substituant es dernières dans (1.14), on obtient �nalement l'expression di�érentielle

du seond ordre de l'opérateur invariant de Casimir et est donné par :

C
(J,K)
2 = 4bh22

d2

dx2
+ 4bh2 (h

′
2 + 2g2 − k2)

d

dx
+ 4b

(
h2g

′
2 + g22 − k2g2

)

+2
(
1− bk22 − bf 2

2

) (
J2
z +K2

z

)
− 8bf2k2JzKz (3.19)

Les fontions propres de CJ,K
2 sont les fontions propres de Jz et Kz et sont données

par :

ψν,ν′ (φ, χ, x) = ei(νφ+ν′χ)R(x), (3.20)

où R(x) est la fontion identique [à ause de SGA℄ à elle introduite dans (3.6). Les

variables auxiliaires φ et χ sont multipliées par ν et ν ′, les valeurs propres des générateurs

Jz et Kz, respetivement.

Par onséquent, l'ation de l'opérateur de Casimir (3.19) sur la fontion d'onde (3.20)

donne la forme di�érentielle suivante :

C
(J,K)
2 = 4

(
y(x)

y′(x)

)2
d2

dx2
+ 4

y(x)

y′(x)

[
2√
b
g2(x)−

2qy2(x)

1− qy2(x)
− y(x)y′′(x)

y′2(x)

]

+4

[
y(x)

y′(x)

g′2(x)√
b

+

(
g2(x)√

b

)2

− 1 + qy2(x)

1− qy2(x)

g2(x)√
b

]

+2
(
ν2 + ν ′2

)
[
1− bδ2y2(x)

1− qy2(x)
−
(
1 + qy2(x)

1− qy2(x)

)2
]

+8b
√
bδνν ′y(x)

1 + qy2(x)

(1− qy2(x))2
, (3.21)
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où nous avons pris en onsidération les expressions analytiques des fontions f2(x), k2(x),

h2(x) et c2(x). Il est intéressant de signaler que seules les fontions g2(x) et y(x) res-

tent indéterminables. Nous verrons que l'usage de la tehnique SGA déterminera l'allure

analytique de es dernières. Il est important de signaler la ressemblane entre les ex-

pressions (3.7) et (3.21) ; ei nous suggère qu'il y a bel et bien une relation les reliant.

Cette onnexion est établie par la méthode de l'algèbre des spetres générés (SGA) pour

l'algèbre so(2, 2) et qui est l'objet de notre prohaine setion.

3.3 Algèbre des spetres générés (SGA) de l'algèbre so(2, 2)

Cette méthode énone qu'il est possible de onneter l'opérateur de Casimir d'une algèbre

quelonque [ii, en ourrene, so(2, 2)℄ à l'hamiltonien du système physique en étude via

l'identité,

HvR −E = Z(x)
(
C

(J,K)
2 − c

)
, (3.22)

où Z(x) est une ertaine fontion à déterminer, E est l'énergie du système et c = λ(λ+2)

est la valeur propre de l'opérateur de Casimir (λ ∈ R).

Ainsi, en insérant (3.7) et (3.21) dans (3.22), on trouve l'expression,

− σ

(
y(x)

y′(x)

)2
d2

dx2
− σ

y(x)

y′(x)

[
4 +

m′(x)

m(x)

y(x)

y′(x)
− 4y(x)y′′(x)

y′2(x)

]
d

dx
+ 2σ

y(x)

y′2(x)

[
3y′′(x)

+
y(x)y′′′(x)

y′(x)
− 3y(x)y′′2(x)

y′2(x)

]
+ σ

m′(x)

m(x)

(
y(x)

y′(x)

)2
[
2
y(x)y′′(x)− y′2(x)

y(x)y′(x)

+
ǫ− 1

2

m′′(x)

m′(x)
− (1 + η) (η + ǫ)

m′(x)

m(x)

]
− 2σ + 2σm(x)

(
y(x)

y′(x)

)2

(V (x)−E)

= Z(x)

(
4

(
y(x)

y′(x)

)2
d2

dx2
+ 4

y(x)

y′(x)

[
2√
b
g2(x)−

2qy2(x)

1− qy2(x)
− y(x)y′′(x)

y′2(x)

]
+ 4

[
y(x)

y′(x)

g′2(x)√
b

+

(
g2(x)√

b

)2

− 1 + qy2(x)

1− qy2(x)

g2(x)√
b

]
+ 2

(
ν2 + ν ′2

)
[
1− bδ2y2(x)

1− qy2(x)
−
(
1 + qy2(x)

1− qy2(x)

)2
]

+ 8b
√
bδνν ′y(x)

1 + qy2(x)

(1− qy2(x))2
− c

)
, (3.23)

telle que la omparaison entre les di�érents oe�ients di�érentiels nous onduit à déduire

les relations régissant les fontions g2(x) et y(x). En e�et, en omparant termes-à-termes

les oe�ients di�érentiels du seond ordre et du premier ordre, il est faile d'en déduire,
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respetivement,

Z(x) = −σ
4

= constante, (3.24)

g2(x) =
2− qy2(x)

1− qy2(x)
+
m′(x)

2m(x)

y(x)

y′(x)
− 3y(x)y′′(x)

2y′2(x)
. (3.25)

De l'expression omparative (3.23), il est possible de déterminer expression analytique

de V (x)−E. Pour ela, il su�t juste de substituer les expressions de Z(x), g′2(x) et g
2
2(x)

dans (3.23). Les longs aluls analytiques nous ont onduit à l'expression du potentiel

e�etif suivant :

V
(q,b)
eff (x)− Eν,ν′,c =

[
ν2 + ν ′2

4

4q + δ2b

(1− qy2(x))2
+ b3/2νν ′δ

1 + qy2(x)

y(x)(1− qy2(x))2

− q

2(1− qy2(x))2
+

c

8y2(x)

]
y′2(x)

m(x)
+

3y′′2(x)

8m(x)y′2(x)
− y′′′(x)

4m(x)y′(x)

+ V (η,ǫ)
m (x). (3.26)

où V
(η,ǫ)
m (x), appelé le potentiel du terme de masse, s'exprime sous la forme :

V (η,ǫ)
m (x) =

4ǫ(η + 1) + (2η + 1)2

8

m′2(x)

m3(x)
− ǫ

4

m′′(x)

m2(x)
. (3.27)

et ontient uniquement les termes de masse ainsi que les paramètres d'ambiguïté η et ǫ.

Il exprime la dérivée shwartzienne du terme de masse.

Le potentiel e�etif (3.26) dépend du pro�l de la masse m(x) et la fontion pontuelle

y(x). La détermination de ette dernière, ave la �xation des paramètres libres q et b,

onduit à la détermination de l'expression analytique du potentiel e�etif V
(q,b)
eff (x), ainsi

que son spetre en énergie Eν,ν′,c. C'est la raison pour laquelle on appelle ette approhe

l'algèbre des spetres générés.

Faisons appliquer quelques hangements sur les paramètres dans le seul but est de

simpli�er davantage (3.26). D'un �té, introduisons le hangement sur les paramètres ν

et ν ′, de type :

(ν, ν ′) → (r, t), (3.28)

tels que :

ν =

√
r +

√
t

2
, (3.29)

ν ′ =

√
r −

√
t

2
. (3.30)
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D'un autre �té, introduisons une nouvelle fontion, que nous appellerons fontion

génératrie, notée S(x), et est dé�nie positive,

S(x) =
y′2(x)

m(x)
> 0. (3.31)

de telle sorte que (3.26) s'érit sous la forme :

V
(q,b)
eff (x)− Er,t,c =

[
r

8
W+(x) +

t

8
W−(x) +

c

8y2(x)
− q

2(1− qy2(x))2

]
S(x)

+
3y′′2(x)

8m(x)y′2(x)
− y′′′(x)

4m(x)y′(x)
+ V (η,ǫ)

m , (3.32)

et dont les expressions, respetives, de W+(x) et W−(x) sont données par :

W+(x) =
4q + bδ2

(1− qy2(x))2
+ 2b3/2δ

1 + qy2(x)

y(x)(1− qy2(x))2
, (3.33)

W−(x) =
4q + bδ2

(1− qy2(x))2
− 2b3/2δ

1 + qy2(x)

y(x)(1− qy2(x))2
. (3.34)

Nous appelons (3.32) l'équation maîtresse, puisqu'elle permet de retrouver l'allure du

potentiel e�etif V
(q,b)
eff (x) et son spetre d'énergie Er,t,c une fois que l'expression de y(x) est

déterminée. Cela dit, il nous faudra résoudre (3.32) pour pouvoir déterminer les di�érents

potentiels physiques générés par l'algèbre so(2, 2). Pour e faire, nous proposons deux

idées essentielles qui vont nous aider à débloquer la situation :

◮ primo, on observe que le membre de gauhe de (3.32) ontient un terme onstant

(en ourrene l'énergie Er,t,c). Alors il en sera de même pour le membre de droite ;

il doit ontenir un terme onstant représentant l'énergie Er,t,c. Le reste du terme est

néessairement assoié au potentiel e�etif V
(q,b)
eff. (x), et

◮ seundo, l'énergie Er,t,c étant onstante ne dépend que des paramètres libres r, t, et c

et par onséquent les deux fontions y(x) et S(x) sont indépendantes de Er,t,c.

Ave de telles onsidérations en main, nous di�érentions la formule (3.32) par rapport

à Er,t,c et l'expression de la fontion génératrie S(x) s'en suit immédiatement, telle que

S(x) = −
(
W+(x)

8

dr

dEr,t,c

+
W−(x)

8

dt

dEr,t,c

+
1

8y2(x)

dc

dEr,t,c

)−1

. (3.35)

Comme S(x) est dé�ni positive, nous supposons alors que les di�érentielles des para-

mètres libres r, t et c par rapport à Er,t,c sont des onstantes. Par onséquent, les formes

expliites de r(E), t(E) et c(E) se déduisent diretement

r(E) = −r0E + ar, (3.36)

t(E) = −t0E + at, (3.37)

c(E) = −c0E + ac. (3.38)
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où ii r0, t0, c0, ar, at et ac sont six (6) paramètres libres et réels à déterminer par la suite

dans nos appliations. Ces six paramètres ontr�lent entièrement la forme du potentiel

e�etif V
(q,b)
eff. (x) [en ajoutant les paramètres q et b℄ et de son spetre d'énergie Er,t,c.

En tenant ompte de (3.31), la fontion génératrie S(x) prend la forme,

S(x) ≡ y′2(x)

m(x)
=

8y2(x)

r0W+(x)y2(x) + t0W−(x)y2(x) + c0
, (3.39)

où on voit de ette dernière que la détermination de la fontion pontuelle y(x) revient

juste à résoudre une équation di�érentielle en y(x). C'est une fois ette détermination est

obtenue qu'il est possible de générer des potentiels de Natanzon, ainsi que leur spetre

d'énergie orrespondant.

3.4 Appliations : dédution des potentiels exatement solvables

de Natanzon

Cette setion à pour prinipal objetif d'illustrer l'e�aité de notre modèle dans l'unique

but est de générer les di�érents potentiels de Natanzon et leur spetre d'énergie assoié.

Il est important (enore) de signaler que haque potentiel (e�etif) est aratérisé

par ses propres paramètres libres, i.e. r0, t0, c0, ar, at et ac. Comme il a été mentionné

dans l'introdution de e hapitre, les potentiels de Natanzon sont atalogués dans deux

familles distintes, appelées lasses de potentiels dégénérés et non-dégénérés. La première

ontient trois potentiels, tandis que la seonde possède neuf.

3.4.1 Potentiels de Natanzon dégénérés (b = 1 et q = 0)

Cette famille de potentiels dégénérés est aratérisée par les paramètres b = 1 et q = 0.

Les fontions W±(x) données dans (3.33) et (3.34) s'expriment alors

W+(x) = δ2 +
2δ

y(x)
, (3.40)

W−(x) = δ2 − 2δ

y(x)
, (3.41)

menant à exprimer la fontion génératrie S(x) omme suit :

S(x) ≡ y′(x)2

m(x)
=

8y(x)2

(r0 + t0)δ2y(x)2 + 2δ(r0 − t0)y(x) + c0
. (3.42)
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De ette dernière, il est possible de générer les potentiels aratérisant la lasse de

Natanzon dégénérée ; à savoir les potentiels de l'osillateur harmonique radial, de Cou-

lomb radial et de Morse. Il su�t pour ela de hoisir onvenablement les paramètres

libres r0, t0 et c0 a�n trouver la fontion y(x).

1. L'osillateur harmonique radial. � Pour e potentiel, on hoisi les paramètres tels

que r0 = −t0 6= 0 et c0 = 0. Dans e as, la fontion génératrie (3.42) est une équation

di�érentielle,

y′(x)2

m(x)
=

2y(x)

δr0
, (3.43)

faile à résoudre et dont la solution est

y(x) =
α2

4
ξ2(x), (3.44)

où α =
√

2
δr0

et la fontion ξ(x) désigne une notation prise sur le terme de masse (et sera

utilisée par la suite) et est donnée par

ξ(x) =

∫ x√
m(x′)dx′. (3.45)

Par onséquent, le potentiel reherhé peut être déduit une fois (3.44) est substitué

dans (3.32) ; en e�et on trouve après simpli�ation

V
(0,1)
eff (x)−Er,t,c =

−r0δα2E

2
+

(ar − at)

4
δα2 +

(ar − at)

32
δ2α4ξ2(x) +

1

2ξ2(x)

(
ac +

3

4

)

+ V (η,ǫ)
m (x), (3.46)

ave le potentiel de masse e�etive V
(η,ǫ)
m (x) s'exprime par :

V (η,ǫ)
m (x) ≡

(
4ǫ(η + 1) + (2η + 1)2

2
− ǫ

2
+

3

8

)
ξ′′2(x)

ξ′4(x)
−
( ǫ
2
+ 1
) ξ′′′(x)
ξ′3(x)

. (3.47)

On onstate que les deux membres de (3.46) ontiennent des onstantes ; dès lors

l'identi�ation onduit à déduire l'expression du spetre d'énergie

−E =
−r0δα2E

2
+

(ar − at)

4
δα2, (3.48)

et en ombinant (3.36) et (3.37), ave le hoix δα2 = −2ω et νν ′ = n, l'expression du

spetre d'énergie est alors :

E = 2ωn. (3.49)

En�n, en tenant ompte de (3.38) que c(E) ≡ ac = λ(λ+2), on tire de (3.46) la forme

standard au potentiel de l'osillateur harmonique radial [en termes de ξ(x)℄

V (x) =
1

8
(ar + at)ω

2ξ2(x) +
λ (λ+ 2) + 3/4

2ξ2(x)
. (3.50)
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2. Potentiel de Coulomb radial. � Pour le potentiel de Coulomb radial, on hoisit

les paramètres suivants r0 = t0 6= 0 et c0 = 0. L'équation (3.42) est réduite à :

y′2(x)

m(x)
=

4

r0δ2
, (3.51)

où α = 2/
√
r0δ2. En termes de ξ(x), la solution de (3.51) est :

y(x) = αξ(x), (3.52)

et (3.32) devient alors (après simpli�ation),

V
(0,1)
eff (x)− Er,t,c =

−2r0E

8
α2δ2 +

(ar + at)

8
α2δ2 +

(ar − at)

4

δα

ξ(x)
+

ac
8ξ(x)2

+ V (η,ǫ)
m (x), (3.53)

ave

V (η,ǫ)
m (x) ≡

[
4ǫ(η + 1) + (2η + 1)2

2
− ǫ

2
+

3

8

]
ξ′′2(x)

ξ′4(x)
−
[
ǫ

2
+

1

4

]
ξ′′′(x)

ξ′3(x)
. (3.54)

De même que pour l'osillateur harmonique radial, l'expression du spetre d'énergie

est identique au terme onstant du membre de droite ; soit

−E = −r0Eδ
2α2

4
+

(ar + at)

8
δ2α2, (3.55)

et en tenant ompte du hoix δα ≡ −Ze2, on obtient :

Eνν′ = −Z
2e4

4
(ν2 + ν ′2). (3.56)

Sahant que ac ≡ λ(λ + 2), (3.53) onduit à la génération du potentiel de Coulomb

radial :

V (x) = −(ar − at)Ze
2

4ξ(x)
+
λ(λ+ 2)

8ξ2(x)
. (3.57)

3. Potentiel de Morse. � Pour le potentiel de Morse, nous optons pour le hoix

suivant des paramètres : r0 = t0 = 0 et c0 6= 0. L'équation (3.42) est réduite à,

y′2(x)

m(x)
=

8y2(x)

c0
, (3.58)

où α =
√
8/c0 et dont la solution est :

y(x) = e−αξ(x). (3.59)
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La substitution dans (3.32) donne l'expression suivant :

V
(0,1)
eff (x)− Er,t,c =

(ar + at)

8
δ2α2e−2αξ(x) +

(ar − at)

4
δα2e−αξ(x) +

α2

8
(c+ 1)

+ V (η,ǫ)
m (x), (3.60)

ave

V (η,ǫ)
m (x) ≡

[
4ǫ(η + 1) + (2η + 1)2

2
− ǫ

2
+

3

8

]
ξ′′2(x)

ξ′4(x)
−
[
ǫ

2
+

1

4

]
ξ′′′(x)

ξ′3(x)
, (3.61)

Par identi�ation, on obtient l'expression du spetre d'énergie :

E = −α
2

8
(λ+ 1)2. (3.62)

ainsi que l'allure du potentiel de Morse donné par

V (x) =
(ar + at)

8
δ2α2e−2αξ(x) +

(ar − at)

4
δα2e−αξ(x). (3.63)

3.4.2 Potentiels de Natanzon non-dégénérés (q = 1 et b = 1)

Cette large lasse de potentiels est aratérisée par le hoix onvenable des paramètres

q = 1 et b = 1. Ainsi, les fontions W±(x) sont données respetivement par :

W+(x) =
4 + δ2

(1− y2(x))2
+ 2δ

1 + y2(x)

y(x)(1− y2(x))2
, (3.64)

W−(x) =
4 + δ2

(1− y2(x))2
− 2δ

1 + y2(x)

y(x)(1− y2(x))2
, (3.65)

et la fontion génératrie est réduite à :

S(x) ≡ y′(x)2

m(x)

=
8y2(x)(1− y2(x))2

(r0 + t0)(4 + δ2)y2(x) + 2δ(r0 − t0)(1− y2(x))y(x) + c0(1− y2(x))2
, (3.66)

et qui s'avère être plus ompliquée que elle obtenue en (3.42). On en onlut, par onsé-

quent, qu'elle ontient plus de potentiels que la lasse préédente.

4. Potentiel hyperbolique de Pöshl-Teller généralisé. � À e type de potentiel

lui onvient le hoix suivant r0 = t0 = 0 et c0 6= 0. Ces ontraintes onduisent à l'équation

di�érentielle :

y′2(x)

m(x)
=

8y2(x)

c0
, (3.67)
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et dont la solution est donnée par

y(x) = e−αξ(x). (3.68)

La susbtitution dans (3.32) onduit (après simpli�ation) à la forme suivante :

V
(1,1)
eff (x)− Er,t,c =

α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2)− 4

] 1

sinh2(αξ(x))

+
δα2

8
(ar − at)

1

sinh(αξ(x)) tanh(αξ(x))
+
α2

8
(c+ 1) + V (η,ǫ)

m (x),

(3.69)

où V
(η,ǫ)
m (x) est identique à elle déjà déduite préédemment dans (3.61). En identi�ant

termes-à-termes, on déduit les aratéristiques suivantes :

E = −α
2

8
(λ+ 1)2, (3.70)

V (x) =
α2

32

(ar + at)(4 + δ2)− 4

sinh2(αξ(x))
+
δα2

8

ar − at
sinh(αξ(x)) tanh(αξ(x))

. (3.71)

5. Potentiel trigonométrique de Pöshl-Teller généralisé. � La version trigo-

nomètrique du potentiel de Pöshl-Teller peut être générer du as hyperbolique en

opérant la transformation α → iα dans les expressions (3.70) et (3.71). On déduit par

onséquent :

E =
α2

8
(λ+ 1)2, (3.72)

V (x) =
α2

32

(ar + at)(4 + δ2)− 4

sin2(αξ(x))
+
δα2

8

ar − at
sin(αξ(x)) tan(αξ(x))

. (3.73)

6. Potentiel de Sarf hyperbolique. � Il est bien onnu que le potentiel de Sarf

hyperbolique est isospetral au potentiel hyperbolique de Pöshl-Teller généralisé.

Dû à ette propriété, la fontion pontuelle (i.e. y) est maintenue la même moyennant

quelques hangements, telle que

y(x) = e−αξ(x)+iπ/2 = ie−αξ(x). (3.74)

En e�etuant les mêmes étapes du alul que préédemment, on �nit par déduire le

spetre d'énergie et l'allure du potentiel de Sarf hyperbolique ; ils sont donnés par

E = −α
2

8
(λ+ 1)2, (3.75)

V (x) = −α
2

32

(ar + at)(4 + δ2)− 4

cosh2(αξ(x))
+ i

δα2

8

ar − at
cosh(αξ(x))

tanh(αξ(x)). (3.76)
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7. Potentiel de Sarf trigonométrique. � Enore une fois, la version trigonométrique

du potentiel de Sarf est isospetral à elle du Pöshl-Teller trigonométrique. Sinon,

il est tout à fait possible de le déduire de elui du Sarf hyperbolique en apportant la

transformation (rotation d'angle π/2) au paramètre α, tel que α→ iα. Dès lors, on déduit

E =
α2

8
(λ+ 1)2, (3.77)

V (x) =
α2

32

(ar + at)(4 + δ2)− 4

cos2(αξ(x))
+ i

δα2

8

ar − at
cos(αξ(x))

tan(αξ(x)). (3.78)

8. Potentiel hyperbolique de Pöshl-Teller. � Ce potentiel admet la même fontion

y obtenue en (3.68), à exeption que α =
√

2/c0. Ainsi, la solution en y(x) est donnée

par :

y(x) = e−2αξ(x), (3.79)

et en remplaçant dans (3.32), on trouve don :

V
(1,1)
eff − Er,t,c =

α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2) + 4δ(ar − at)− 4

] 1

sinh2(αξ(x))

− α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2)− 4δ(ar − at) + 4

] 1

cosh2(αξ(x))

+
α2

2
(λ+ 1)2 + V (η,ǫ)

m (x). (3.80)

Une identi�ation immédiate onduit aux expressions du spetre d'énergie et du po-

tentiel reherhées :

E = −α
2

2
(λ+ 1)2, (3.81)

V (x) =
α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2) + 4δ(ar − at)− 4

] 1

sinh2(αξ(x))

− α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2)− 4δ(ar − at) + 4

] 1

cosh2(αξ(x))
. (3.82)

9. Potentiel trigonométrique de Pöshl-Teller. � La rotation du paramètre α → iα

dans (3.81) et (3.82) nous mène diretement aux aratéristiques du potentiel de Pöshl-

Teller trigonométrique. On trouve alors

E =
α2

2
(λ+ 1)2, (3.83)

V (x) =
α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2) + 4δ(ar − at)− 4

] 1

sin2(αξ(x))

+
α2

32

[
(ar + at)(4 + δ2)− 4δ(ar − at) + 4

] 1

cos2(αξ(x))
. (3.84)
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10. Potentiel d'Ekart. � Pour e potentiel, nous optons pour le hoix suivant des

paramètres r0 = t0 6= 0 et c0 = 0. Dans e as, la fontion génératrie est réduite à

l'équation di�érentielle,

y′2(x)

m(x)
=

2

r0(4 + δ2)
(1− y2(x))2, (3.85)

ave α =
√

2/
√
r0(4 + δ2). Alors l'équation di�érentielle préédente devient :

y′(x)

1− y2(x)
= α

√
m(x), (3.86)

et dont la solution est �nalement :

y(x) = tanh
α

2
ξ(x). (3.87)

En insérant ette dernière dans (3.32) (en tenant ompte de quelques relations hyper-

boliques), on trouve la relation suivante :

V
(1,1)
eff (x)− Er,t,c = −r0Eα

16
(4 + δ2) +

ar + at
32

α2(4 + δ2) +
δα2(ar − at)

8

1

tanh(αξ(x))

+
acα

2

8

1

sinh2(αξ(x))
+ V (η,ǫ)

m (x). (3.88)

L'identi�ation onduit aux expressions du spetre d'énergie et du potentiel :

E = −α
2

16
(ν2 + ν ′2)(4 + δ2), (3.89)

V (x) =
δα2(ar − at)

8

1

tanh(αξ(x))
+
λ(λ+ 2)α2

8

1

sinh2(αξ(x))
. (3.90)

11. Potentiel de Rosen-Morse. � Le potentiel de Rosen-Morse est isospetral au

potentiel d'Ekart. Par onséquent, nous maintenons la même fontion pontuelle y(x),

tout en opérant ertaines transformations ; en e�et, adoptons e hangement :

y(x) = tanh
(α
2
ξ(x) + i

π

4

)
, (3.91)

et en utilisant quelques relations hyperboliques, on �nit par obtenir :

E = −α
2

16
(ν2 + ν ′2)(4 + δ2), (3.92)

V (x) =
δα2

8
(ar − at) tanh(αξ(x))−

α2

8
λ(λ+ 2)

1

cosh2(αξ(x))
. (3.93)



3.4. Appliations : dédution des potentiels exatement solvables de Natanzon 35

12. Potentiel de Manning-Rosen. � Comme nous l'avons énoné dans l'introdution

de e hapitre, la génération de e potentiel est d'une importane apitale, puisqu'elle per-

met de déduire, à la fois, les potentiels d'Hulthén, de Yukawa et elui de Coulomb.

Ces rédutions se font moyennant des transformations aux niveaux des paramètres ara-

térisant le potentiel de Manning-Rosen. Commençons don par trouver e dernier en

hoisissant la fontion pontuelle y(x) omme suit :

y(x) = tanh
α

4
ξ(x). (3.94)

ave

α =
1

2

√
2

r0(4 + δ2)
. (3.95)

En insérant (3.94) dans (3.32), on déduit don :

E = −α
2

16
(4 + δ2)(ν2 + ν ′2)− δα2

4
νν ′, (3.96)

V (x) =
α2

16
[2λ(λ+ 2) + δνν ′]

e−αξ(x)

1− e−αξ(x)
+
α2

8
λ(λ+ 2)

e−2αξ(x)

(1− e−αξ(x))2
. (3.97)

De (3.97), nous pouvons déduire les potentiels d'Hulthèn, de Yukawa et elui de

Coulomb, onsidérés omme des variants au potentiel de Manning-Rosen.

a. Potentiel d'Hulthèn. � En appliquant le développement limité (i.e. limite) au

voisinage de λ = 0, (3.97) est réduite au potentiel d'Hulthèn :

V (x) =
α2

16
δνν ′

e−αξ(x)

1− e−αξ(x)
. (3.98)

b. Potentiel de Yukawa. � Le potentiel de Yukawa est obtenu en partant du

potentiel d'Hulthèn en passant au développement limité au voisinage de α → 0, i.e.

V (x) =
1

16
δνν ′

e−αξ(x)

ξ(x)
. (3.99)

. Potentiel de Coulomb. � En�n, le potentiel de Coulomb est obtenu de elui

de Yukawa en posant α = 0 (i.e. en éliminant la barrière des interations résiduelles

fortes) ; soit l'expression bien onnu :

V (x) =
1

16
δνν ′

1

ξ(x)
, (3.100)

où, par onvention, nous admettons que δνν ′/16 = −Ze2.



Conlusion Générale

Nous avons fait onnaissane dans e mémoire d'une approhe mathématique essentiel-

lement fondée sur la théorie des groupes ontinus de Lie, appelée algèbre des spetres

générés. Comme son nom l'indique, son objetif prinipal est de générer les spetres d'éner-

gie des di�érents systèmes physiques (quantiques) soumis à des potentiels divers. Cette

méthode s'avère être très puissante, puisque des potentiels physiques et leurs spetres en

énergie sont générés sans avoir à résoudre auune équation d'onde. Sur e point, la théorie

des groupes semble être très puissante et e�aement redoutable.

En se fondant sur es renseignements, nous avons opté dans e mémoire de ombi-

ner l'approhe algébrique des spetres générés aux systèmes physiques dotés d'une masse

dépendante de la position (PDM). Le hoix porté à e genre de systèmes est siem-

ment hoisi, puisqu'il permet d'expliquer beauoup de phénomènes physiques, tels que

les bandes d'énergie, mais surtout il permet de généraliser le as d'un système à masse

onstante. Il su�t pour ela de réduire l'expression de la fontion-masse à l'unité.

Nous avons tenu à prendre en onsidération dans notre étude l'algèbre de Lie so(2, 2).

Elle est plus large que beauoup d'autres algèbres et ontient des sous-algèbres qui s'avère

être très utiles. Une fois appliqué aux systèmes PDM, nous avons obtenu une large lasse de

potentiels quantiques exatement solvables (par des équations d'onde) et dé�nie par Na-

tanzon. De part e travail, nous voulions répondre à une question essentielle : l'algèbre

so(2, 2) est-elle une exellente algèbre génératrie de potentiels quantique ?. Vu

la pléiade des potentiels déduits dans le hapitre 3, nous pensons que nous avons résolu-

ment apporté une réponse à ette question par l'a�rmative. Nous avons aussi remarqué

que l'ensemble des di�érents potentiels ainsi que leur spetre d'énergie sont indépendants

des paramètres d'ambiguïté η, ǫ et ρ. Certainement la seule di�ulté que nous avons eu

dans e modèle onerne le hoix des di�érents paramètres q, b, et r0, t0, c0, ar, at et ac,

ar il y a pas de ontrainte préétablie qui ontr�le et �xe dé�nitivement es paramètres.

Cependant, il est important à signaler que l'ensemble de tous nos résultats obtenus

onerne uniquement le as de la théorie des états de bande d'énergie. Si nous voulons

étendre notre travail aux as des états de di�usion, l'algèbre so(2, 2) ne donne pas sa-

tisfation et par onséquent elle n'est pas adaptée à e type d'étude. Pour une meilleure

approhe, il est souhaitable de onsidérer les sous-algèbres de so(2, 2), tel que so(2)⊗so(2).

Les états de di�usion sont alors dérites sous de telles sous-algèbres, (voir Réfs. [34, 35℄).

36



Référenes

[1℄ A. de Souza Dutra, C. A. S. Almeida, Phys. Lett. A 275 (2000) 25.

[2℄ D. J. BenDaniel, C. B. Duke, Phys. Rev. 152 (1966) 683.

[3℄ O. von Roos, Phys. Rev. B 27 (1983) 7547.

[4℄ G. A Natanzon, Teor. Mat. Fiz. 38 (1976) 146.

[5℄ A. O. Barut, R. Razka, "Theory of Group Representation and Appliations", (PWN,

Warsaw, 1977).

[6℄ F. Iahello, "Lie Algebras and Appliations", (Springer, Berlin 2006).

[7℄ R. Gilmore, "Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Appliations", (Wiley,

New York, 1974).

[8℄ L. Infeld, T. E. Hull, Rev. Mod. Phys. 23 (1951) 21.

[9℄ R. P. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20 (1948) 367 ;

Voir aussi, H. Kleinert, "Path-Integrals in Quantum Mehanis, Statistis, Polymers

Physis and Finanial Markets", (4th ed., World Sienti�, Singapore, 2006).

[10℄ Y. Alhassid, F. Gürsey, F. Iahello, Phys. Rev. Lett. 50 (1983) 873.

[11℄ Y. Alhassid, F. Gürsey, F. Iahello, Ann. Phys. 148 (1983) 346.

[12℄ Y. Alhassid, F. Iahello, J. Wu, Phys. Rev. Lett. 56 (1986) 271.

[13℄ B. Baghi, "Supersymmetry in Quantum and Classial Mehanis", (Chapman &

Hall, Florida, 2000).

[14℄ G. Junker, "Supersymmetri Methods in Quantum Mehanis and Statistial Phy-

sis", (Springer-Verlag, Berlin, 1996).

[15℄ L. E. Gendenshtein, JETP Lett. 38 (1983) 356.

[16℄ R. Ko, M. Koka, J. Phys. A : Math. Gen. 36, (2003) 8105.

[17℄ P. Cordero, G. C. Ghirardi, Nuovo Cimento A 2 (1971) 817.

[18℄ P. Cordero, G. C. Ghirardi, Fortsh. Phys. 20 (1972) 105.

[19℄ P. Cordero, S. Hojman, P. Furlan, G. C. Ghirardi, Nuovo Cimento A 3 (1971) 807.

[20℄ P. Cordero, S. Salomo, J. Phys. A : Math. Gen. 24 (1991) 5299.

[21℄ P. Cordero, S. Salomo, Found. Phys. 23 (1993) 675.

37



38 RÉFÉRENCES

[22℄ B. Roy, P. Roy, J. Phy. A : Math. Gen. 35 (2002) 3961.

[23℄ B. Roy, P. Roy, Phys. Lett. A 340 (2005) 70.

[24℄ B. Gönül, O. Özer, B. Gönül, F. Üzgün, Mod. Phys. Lett. A 17 (2002) 2453.

[25℄ B. Baghi, A. Banerjee, C. Quesne, V. M. Tkahuk, J. Phys. A : Math. Gen. 38

(2005) 2929.

[26℄ J. Yu, S. H. Dong, G. H. Sun, Phys. Lett. A 322 (2004) 290.

[27℄ C. Y. Cai, Z. Z. Ren, G. X. Ju, Commn. Theor. Phys. 43 (2005) 1019.

[28℄ G. Lévai, F. Cannata, A. Ventura, J. Phys. A : Math. Gen. 35 (2002).5041.

[29℄ G. Lévai, J. Phys. A : Math. Gen. 27 (1994) 3809.

[30℄ S.-A. Yahiaoui. Thèse de dotorat (Physique théorique, Université Saâd Dahlab-Blida

1, juin 2009).

[31℄ M. I. Estrada-Delgado, D. J. Fernández, Eur. Phys. J. Plus 134 (2019) 341.

[32℄ S.-A. Yahiaoui, M. Bentaiba, Int. J. Theor. Phys. 48 (2009) 315.

[33℄ S.-A. Yahiaoui, M. Bentaiba, J. Phys. A : Math. Theor. 45 (2012) 444034.

[34℄ S. A. Baran, A. Dalgi, G. A. Kerimov, J. Math. Phys. 42 543 (2001).

[35℄ S. A. Baran, G. A. Kerimov, J. Math. Phys. 45 1249 (2004).


