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Résumé:

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé a 1’étude approfondie de quelques lois de
commandes linéaires et non linéaires (commande linéaire par placement de poles,
commande linéaire quadratigue, commande de systéme a structure variable par mode

glissant).

Le modéle longitudinal d’avion 4 été établi puis appliqué sur le Boeing 747, les lois de
commandes envisagées sont! utilisées pour la poursuite d’une consigne et augmenter la
robustesse par rapport aux : perturbations externes spécifiques additives aux entrées, ou

variation des parametres du modéle proposé.

Mots clés : placement de pdle, commande linéaire quadratique, structure variable.

Summary:

In our work, we are intereskd in in-depth study of some laws of linear and nonlinear
control (control by pole placement, linear quadratic control, control system with variable
structure sliding mode), then we set the model longitudinal plane and then applied to the
Boeing 747, the proposed coatro! laws are used for the pursuit of a target and increase the
robustness to external disturbance added to inputs, or change the parameters of the

proposed model.

Keywords: pole placement, linear quadratic control, variable structure.
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Introduction géngrale

L’histoire de I’aviatign, est marquée par une découverte importante qui a eu lieu
le 17 Décembre 1903, cdr les fréres Wright ont réussi a effectuer le premier vol qui
était instable, mais contrlable. Cette invention a donnée naissance a un aéronef plus
maniable et contrlable i est moins sensible aux turbulences atmosphériques. [5]

Le vol dans la turfulence atmosphérique est un des sujets de recherche
importants en aéronaufique. En effet, le développement d'une modélisation
mathématique traduisaft le comportement de l'avion rencontrant une rafale de
vent, tout comme 1’étgblissement de lois de commande pour l'absorption de
rafale sont des objectifs importants afin d'assurer une meilleure sécurité aux
phases critiques de dédollage et atterrissage ainsi que d'améliorer le confort

des passagers.

La modélisation fhathématique générale du vol de lavion a été
développée depuis de] nombreuses années & partir des équations de la
mécanique du vol. Cefains auteurs se sont intéresses en particulier au cas
des effets d'aérodynamgque instationnaire. Ils ont travaillé sur les transitoires
de portance et de m@pment, montrant ainsi que ceux-ci pouvaient €tre
incorporés dans des modéles paramétriques par le biais de certaines
fonctions. Cette incorppration avait pour objet d'améliorer la précision des

modéles par rapport a 1§ réalité du vol dans la turbulence atmosphérique.[1]

Les travaux de reclerche présentés dans cette thése de fin d’étude se

divisent en quatre chapgres :

Le premier chapitre Jéfinit les repéres et notations utiles au repérage de 1’avion
dans 1’espace. Une synthéseJd’équations non linéaires de mouvement est établit a partir
d’une série d’hypothéses spfcifiant la nature du corps a étudier et le milieu ou il est
placé. Ces équations sont erfsuite lindarisées et simplifiées afin de les appliquer dans
I’étude des commandes lindpires et non linéaires. Dans ce chapitre nous définissons
également les équations d'éfat des systémes de commandes et nous présentons un

exemple du modéle d'état podr le mouvement longitudinal du Boeing 747.
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Le deuxiéme chapitrq est consacré essentiellement a |’application de la méthode du
placement des pdles au mfpdéle présenté dans le premier chapitre. L’objectif de cette
application est de simuler Je comportement du systeme, face aux commandes linéaires
multi-variables suivantes :

- Commande par getour d’état.
- Commande par rtour d’état avec action intégrale.

Cette simulation est rfalisée en présence de perturbations atmosphériques dues a la
génération des rafales de veht en utilisant la densité spectrale de puissance de Dryden. Ce
chapitre établit, en outre, la Base théorique de la rafale utilisée dans ce projet.

Le chapitre 3, quant 3 lui, est dédié a 1’algorithme de recherche de gain optimal pour
un régulateur 4 retour d’étatflans le but de minimiser I’indice de performance.

Enfin, dans le dernier $hapitre, nous présentons la synthése de la loi de la commande
4 structure variable basée sfir les concepts de Lyaponov, lorsqu’on fait subir au systeme

des perturbations externes, pbur tester la robustesse et les performances de la commande.
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Modélisation de 1faéronef Chapitrel

1 Introduction
Dans ce chapitre, les fotions fondamentales concernant la mécanique du vol sont

rappelées afin d'éclairer le fecteur non familier de ce domaine. Pour cela, quelques points
généraux sont développé§ en particulier ceux relatifs aux triedres et coefficients
aérodynamiques ainsi que delui relatif aux équations du mouvement. La fin de ce chapitre
résume les équations générdles de la mécanique du vol nécessaires a la modélisation du vol
de l'avion [1].
2 Triédres de référence

Les forces et les momerg§s qui s'exercent sur un appareil doivent étre exprimes dans un
repére convenablement défghi. L'aérodynamique et la mécanique du vol font parfois appel
a des reperes différents ¢t il convient d'y accorder une attention particuliere. Des
conventions en matiére d'orfentation et de notation ont été établies. Ces triedres sont définit
comme [1] :
2.1 Un triédre lié a la terrg Oxoyozo
-La position dans l'espace djin objet mobile est a priori définie dans un repere "fixe", c'est
a- dire lie a la terre.
-L'origine O est fixe par rapgort a la terre,
- Ozo est oriente suivant la vrticale descendante,
- Oxo et Oyo sont deux dfrections rectangulaires arbitrairement choisies dans le plan
horizontal.
Ce triédre qui apparait sur lef figures (1.2) et (1.3) est appelé triedre normal terrestre. II est
en outre commode de définifun triedre équivalent au triedre précedent et dont l'origine est
liée a l'avion (généralemenf son centre de gravité) : ce triedre est dit tricdre normal
terrestre porte par l'avion.
Le champ de vitesse de la gpfale de vent est souvent connu dans le repere terrestre. Ce
triedre se préte également bigh a l'expression de I'effet de la pesanteur.
2.2 Un triédre lié a I’avion Jupposé indéformable Oxyz

-Ce triédre est rigidemenglié a I'appareil.

-L’origine "O" de ce tri§dre est un point fixe de ’avion supposé étre le centre de
gravité.

-Les axes Ox et Oz sont jdeux directions rectangulaires arbitrairement choisis dans le

plan de symétrie de I’avion.




Modélisation de 1I’péronef Chapitrel

-L’axe Ox est une dirdction que 1’on doit pouvoir repérer sur I’avion, voisine de I'axe
du fuselage et orienté positlement de I’arriére a ’avant de I’avion.
-L’axe Oz normal a Ox pt L’axe Oy compléte le triedre.

Ce triedre est utilisé pour efprimer les forces de propulsions et I'expression des moments.
2.3 Un triédre lié a la vitepse, dit triedre aérodynamique Ox,yaza

Ce triédre est lie a 1§ vitesse de I'avion (c'est le repere souftlerie).

-L’origine est un pofpt fixe de l'avion (généralement le centre de gravité de l'avion).

-L’axe Oxa est portdpar la vitesse et oriente positivement dans le sens de la vitesse.

-L’axe Oza est perpgndiculaire a Oxa, situe dans le plan de symétrie de l'avion, et
oriente Positivement vers lefventre de l'avion.

-l'axe Oya compléte le §i¢dre positif.

Notons que ce triédre (voiff figures 1.1 et 1.3) est utilisé pour exploiter comparativement
des résultats de mesure en fsoufflerie. Le repére aérodynamique est souvent utilisé pour
exprimer les forces aérodyfpmiques. Les coefficients aérodynamiques sont pratiquement
toujours exprimés dans ce rpére. L'orientation des axes de ce triedre aérodynamique n'est

pas liée "rigidement" a I'avign mais a la vitesse.

3 Positions relatives des difers triédres et matrices de passages associées

On peut citer quelques matrifes de passage en les différents reperes.

3.1 Position du triédre aéfodynamique par rapport au triédre avion

1l faut en général trois anglds pour définir la position d’un triédre par rapport a un autre.
Dans le cas qui nous intérefse ici, deux angles suffisent puisque I’axe Oz, est situ¢ par

définition dans le plan de syfpétrie de I’avion Oxz.

Plan xa .va

plan de
Symelrie =.Z

Les angles a et B
sonNnt ici positifs

Figure 1.1: Position du tfjedre aérodynamique par rapport au triedre avion.
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L’angle d’incidence a esf I'angle de I’axe Ox avec le plan Ox, Oy, du triedre

aérodynamique.
L’angle de dérapage B est I ngle de I’axe Ox, avec le plan de symétrie Oxz de I’avion[1].

Le tableau 1.1 résumg les valeurs extrémes usuelles pour ces deux angles, évitant

plusieurs représentations pojr un méme point[2]

Angle Valeur min Valeur max

a -T

B |7 7

Tableaul.1: Valeurs limifes des angles d’incidence et de dérapage.

- Matrice de passage d’un tr§edre aérodynamique a un triédre avion[1] :

X Xa
yIE [ |y (1.1)
Z Za
cosaqps ff —cosasinff —sina
T=|sin g cos 3 0 (1.2)
sina cps f —sinasinf  cosa

3.2 Position du triédre avign par rapport au triédre normal terrestre

La position du triédre avjon Oxyz peut étre repérée par rapport au triedre terrestre par
plusieurs systémes d'angles §Euler. Le systéme suivant (voir figure 1.2) est en général le
plus utilisé. Soit le triédre §uxiliaire Ox'y'z' confondu avec le triedre normal terrestre,
amené en coincidence avec fle triedre avion a l'aide de trois rotations successives (voir
figure 1.2) :

-Une premiére rotation (angld ¥') autour de I'axe Oz, ameéne Ox' en position Oxy dans le
plan vertical passant par Ox (plan Oxz). Oy’ vient alors en Oys.
- Une deuxiéme rotation (angle ®) autour de Oy, améne l'axe Ox' de la position Ox; a la

position Ox.
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- Enfin une derniére rotati§n (angle ®) autour de Ox amene l'axe Oy’ de la position Oyy, a

la position Oy.

By — ) @, / Plan horizantal z2g.¥o -

——— ..;_ N - i {
. . 7
.I
. |
- i ’
. C /
\‘ b 4
. !
N P
Pilan de . | -
symeélrne x.I ] .
/ ‘ = Les angles ©. & . W
5 / i sont ici positifs

Figure 1.2 : Position du triégre avion par rapport au triédre normal terrestre.

Les angles ¥ , O, D porterf respectivement les noms d'azimut, d'assiette longitudinale et

d'angle de gite [1]
Le tableau 1.2 résume fes valeurs extrémes usuelles pour ces trois angles, évitant

plusieurs représentations podr un méme point.[2]

Angle Valeur min | Valeur max
-7 T
P -7 74
| " %
F -7 T

Tableaul.2 : Valeurs limitgs des angles d’azimute, d'assiette longitudinale et de gite.

-Matrice de passage d’un trigfire avion a un triedre normal terrestre [1] :

X0 X
w| =[Rl |y (1.3)
Z0 4
cos ¥ cos @ sin'¥ cos© -sin®
R=|cosWsin®@sin® -sinPcos® cosPcos®+sin¥sin@sin® cosOsin® [(1.4)
sinWsin® +cos PsinPcos® sin¥sin®@cos®—cos¥sin® cosOcos®
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3.3 Position du triédre frodynamique par rapport au triédre normal terrestre

La position du triédre agrodynamique Oxg)sz, par rapport au triedre normal terrestre

Oxpyozo est repérée habitu§llement par un systéme de trois angles d'Euler :

v
¥

Plan horizomal xg.ys

x .

Les angles x.T.Q
sont ici positifs

lq

o

-~
Za
(vertwcaie)
B

Figure 1.3: Position tri¢dre gérodynamique par rapport au tri¢dre normal terrestre.

Soit Ox'y'z' un triédre auxgliaire confondu avec le triedre normal terrestre OxoYyozo.
Ce triedre est amené en dpincidence avec le triédre aérodynamique a l'aide de trois
rotations successives (voir figure 1.3) :
-Une premiére rotation (anglp 7 ) autour de I'axe Oz, amene Ox' en position Ox;, dans le
plan vertical contenant Ox, (plan Ox,z), Oy’ vient alors en Oyp.
- Une deuxiéme rotation (angle 7 ) autour de Oy, améne l'axe Ox' de la position Ox; a la
position Ox,,
-Enfin une derniére rotation fangle p) autour de Ox, améne l'axe Oy’ de la position Oyy a
la position Oys,.

Les angles ¥, 7 et u pfrtent respectivement les noms d'azimut aérodynamique, de

pente aérodynamique et anglg de gite aérodynamique

Matrice de passage d’un triédre aérodynamique a un tridre normal terrestre :

X0 Xa
yo| =fR] |ye (1.5)
Z0 Za

COS YaCOS Ja Sin %aCOS Ya — sin %

R’ =| cOS yoSin Sin & — Sin JaCOS 7a  COS YaCOS fda+ SIN YaSIN JaSIN La  COS YaSIN fha (1.6)
Sin yaSin 7 + €0S YaSin €08 e SIN YaSiN %2 COS s — COS YaSIN fla  COS Ja COS Lha

7
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4. Equations du mouvemdnt relative 4 un systéme d’axe lie a I’avion
Nous représentons dans c tableau les différentes grandeurs utilisées dans les équations

du mouvement [4]:

Axes Direction Nom Vitesse angle Vitesse
linéaire Angulaire
OX Longitudin Roulis 9} o P
En avant
0)'¢ Transversal § | Tangage A% (C] Q
Aile droite
0z Vertical Lacet W 4 R
En bas
Axes Moment Produit Moment
D’inertie D’inertie
0X J J xy = 0 L
84 J - Joz = 0 M
0z J_ J#0 N

Tableaul 3:Sommaire de la nomenclature

4.1 Expressions des éqpations cinématiques

La vitesse de rotation] @ peut s'écrire en fonction des dérivées des angles

d'Euler (¥, 0,®) de la manfére suivante [1] [7]:

® 4Pi+Qj+Rk (1.7)
La position relative du trigdre avion Oxyz par rapport au triedre terrestre Oxoyozo est

définie par les trois angles YO, ® .

En reprenant la définitior§des angles ¥,®,® une rotation ¥ autour de I’axe Oz, une

rotation ® autour de I’axe Of;, et une rotation @ autour de I'axe Ox
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Par conséquent :

— Wkt Ot D1 (1.8)
avec :

-
ko :est le vecteur unitaire d§ I'axe Oz,
= -

jn est le vecteur unitaire d¢ I'axe Oy,

—3
i : est le vecteur unitaire dgl'axe Ox

La matrice de transformatign R permet d’écrire :
k§ =-sin®@i+cos® sin® j+ cos® cosDk

Par ailleurs (voir figure(1.2
I cos(l)}-sin(bz
Remplagant (1.9) et (1.10) djns (1.8) on aura :
6= (- Wsin®@+d) 1 +(WcdOsin @+ Ocos ) j+ (¥ cosOcos®—Osin®)k

Ainsi, les composantes de @fdans le référentiel avion s'écrivent :

! Q) - ly sin@®
o(t)=<R = (:)cosd)+lifsin<bcos®
' —(-:)sin<b+\iJcos<Dcos®
ou bien, sous la forme matrigelle :
P 0 —sin® CD
Ql= |@ cos® cosOsind| (O
R @ —-sin® cosOcosd® q,

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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Les relations inverses s’écrjvent alors :

@ ' cos® sin®sin® cos®sin® [P

MORE : 0 cos®sin® -—sin®cos® |{1Q (1.14)
. v 0 sin® cos® R

LIP

-Remarque: lorsque I’gngle © =ig , cela pose un probléme de singularité d’ou ©

doit étre différente de ces dfux valeurs précédentes.

5. Bases de la mécaniqge du vol

Un avion est un systérge dynamique complexe, difficile a aborder dans toute sa
généralité. L'appareil estjun solide déformable, comportant des piéces tournantes
(hélices, réacteurs) ou nfobiles (gouvernes). II est soumis a des forces externes
trés variables, dépendarg a la fois de sa trajectoire, de son attitude, de ses
déformations et de l'actipn de la pesanteur terrestre. II n'est pas nécessaire de
prendre en compte simuftanément tous les facteurs régissant le mouvement de
I'avion. Des hypothéses sfmplificatrices appropriées au type de probleme que I'on

cherche a traiter ici sont donc introduites

Avant d’entamer 1’étude dypamique, on doit imposer des hypothéses spécifiant la nature
du corps a étudier et le miligh ou il est place.

Hypothesel

La terre est supposé plafe et fixe dans I’espace, et I’atmosphere terrestre est supposée

fixée a la terre.
Hypothése 2

L’avion est supposé unfcorps rigide; ainsi, la distance entre deux points quelconques

de ce corps est invariante.

» Hypothése 3

g d
La masse totale de I’avi§n est supposé constante durant notre étude 7’:’ =0.

10
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En appliquant le principe fpndamental de la dynamique & un solide rigide, on obtient les

équations différentielles suijyantes, exprimées dans le triedre terrestre :

& .
b (1.15)
o M

Lt

Ou « m » représente la fnasse du solide, V est la vitesse de son centre de gravité
G, H est le moment cingique du solide agissant en G, F..f est la résultante des
forces extérieures agissafpt sur le Solide, et Mt est le moment résultant de ces

forces par rapport a G
5.1 Forces extérieures et mpments résultants

Un avion volant dans 1tmosphére est soumis a des forces et moments extérieurs
associés principalement a 14 poussée de moteur, la gravitée et les effets aérodynamiques

qui peuvent s’exprimer dansfle triedre avion tel que.[3]

résultante
aérodynamique

-7

— =
I C.A. ] 4
1[=3

q r

v
X

.

i
o

gravité
Figurel.4 : rés§ltante des forces qui s’appliquent sur un avion

5.1.1 Force extérieures

Pour mieux étudier et établff les lois de commande d’un avion il faut commencer par

I’étude aérodynamique de 1’afion(les différentes forces extérieures agissant sur l'avion ) .
- Force de pesanteur

Le poids mg est portée par 1faxe Oz, d’aprés la matrice R les composantes du poids m g

dans le triédre avion Oxyz sorft donc :

11
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Sur’ake Ox: -mgsin®
Sur I’§xe Oy : mg cos Osin @ (1.16)

Sur ’ake Oz: mgcos® cos®

On peut constater que 1’ghgle d’azimute ¥ n’existe pas dans cette équation, la raison est
la supposition que la terre gst plate dans I’hypothesel.

-La force aérodynamique

Elle a pour composantes par définition des coefficients aérodynamique Cy, Cy, C; :

Sur I’gxe Ox : —-;—pSV’-Cx
Sur I'pxe Oy : %;:SVZC,) (117}
Sur I'gxe Oz : —%pS\PCz

- La force de propulsion

Dans un souci de pfecision, la résultante des forces de propulsion exprimée

dans le triedre avion est prgsentée :

|S(£)

(1.18)

=~
Il

sin(¢)

ou € est un angle constant (§ petit)
nous supposons que les forcgs de propulsion n’ont pas de composantes perpendiculaires au
plan de symétrie).

5.1.2 Le moment de la forcgaérodynamique a pour composantes :

Sur lfaxe Ox: % PSLV2Ce
Sur§’axe Oy : %pSé’Vsz (1.19)

Sur Ifaxe Oz : %pS‘EVzCn

Ou : C:,CuetCa coefficients g moments aérodynamiques.

12
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5.2 Développement des é(
fixe
5.2.1 Equations des forces
La somme de la force aérod
la relation suivante :

F,
L’accélération mesurée dan

—

ations des forces et des moments suivant un systéme d’axe

amique et de la force de poussé (propulsion) s’exprime selon

T=Xi+Yj+Zk (1.20)
un systéme d’axe fixe est donné par :

-

dv dv * =¥
—— Zo=—|XYyZ+OAV 1.21
dt)oyoe dtIxy (1.21)
Sachant que:
v=1K+Vj+Wk (1.22)
(_;) . voir I’équation (1.7)
Et:
i j Kk
orb=|P Q R (1.23)
U VvV W
Deméme:  oav=(WQF VR)i+(UR - WP)j+(VP-UQ)k (1.24)
En multipliant I’équation (1.§1) par la masse « m » on obtient:
F= %:m{;+m(m/\v) (1.25)

La somme des équations (1.

forces extérieures :

D) et (1.16) permet de donner 1’expression de la résultante de

X —nfsin® = m({J + WQ- VR)
Y+dg cos® sin®= m(V+UR - WP) (1.26)
Z+ cos@coscl>=m(v.v+VP—UQ)

5.2.2 Equations des momegts

Pour développer I’expressipn des moments cinétique, on Suppose qu’un €lément de

masse dm qui tourne avec und vitesse angulaire @ .

13
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La vitesse tangentielle pelf étre exprimée par le produit en travers de vecteur comme suit

voir la figure (1.5) :

=OAT (1.27)

wxr

Figure 1.5: Vitesse §ngulaire @ autour de son centre de gravité d’un corps.

La quantité de mouvement i’un élément de masse om est la grandeur vectorielle définie
par :
dM = (o Ar)dm (1.28)

On appelle un moment cinéfique d’un systéme la grandeur vectorielle définie par :

dH =1 A (0 AT)dm (1.29)

Mais: H = [dH
Ainsi :
H=[rA(oAr}dm (1.30)

En évaluant le produit de I’égquation (1.7) avec

r=ix+ jy + kz (1.31)
Alors :
i j k
oar=P Q R (1.32)
X Yy z
De méme :
oAt =i(z§- yR)+ j(XR — zP) +k(yP - xQ) (1.33)

14
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Puis :
i j k
A =| x y z (1.34)

zZQ-yR xR-zp yP-xQ

Alors :
h(&&):{(yz +2%)P-x§Q -sz]+][(z2 +x%)Q-yzR -xyP]+1’<[(x2 +y*)R szyzQ]
(1.35)

Remplagant (1.35) dans (1.3D) :
H= ﬁ[(y2 +2°)P -xyQ-xzR fim + ﬁ[(zz +x%)Q-yzR - xyP]dm + j'l-ac[(x2 +y?)R -xzP - yzQ]dm
(1.36)
Avec : j(y2 7>)dm :est le moment d’inertie J__
J (xy)dm : est le produit d’inertie J,
Et
Le plan O, , plan de syr§étrie donc J,, =J,, =0
Par conséquent les compofantes de 1’équation (1.36) sont :
Hy =PJyy —Rly,
Hy =QJy, (1.37)
H. =Rl =Rl
La variation du moment cinéfique dans un axe fixe s’écrit :

- e

H s oyozo= Wayz+ o AH (1.38)
it dt

-

Pour avoir les composantes dg %h{yz on dérive (1.37) :

T Pl Rl
% = (.QJyy (1.39)
e =Rl - Pl

15
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Par hypothéses :I'avionfest un corps rigide de la masse constante, par conséquent les

moments et les produits d'iffertie sont égales a zéro. Donc :

i j k
orH=|P Q R (1.40)
H, H, H,
De méme :
orH=i HZ—RHy)+](RHX—PHZ)+E(pHy—QHx) (1.41)
Donc la M, peut étre écrff comme :
Mext =iL + M +kN (1.42)

D’aprés les équations (1.3§), (1.41), (1.42) L’expression du moment résultant s’écrit
comme :
L=J_p+I,(P+PQ)+(J, -J )QR
-1 C 2
M=J Q+J (R —P2)+(JW—JE)PR (1.43)

N=I,R+J,(P-QR)+(J,, -] ,)PQ

Les équations (1.43) sont dg équations différentielles ordinaires non linéaires et couplées
qui doivent étre résolues avpc les équations (1.26) et (1.14) ,composant neuf équations
différentielles avec neuf varibles :

Les composantes de la vitefse (U,V,W) et, la vitesse angulaire (P,Q,R) et les angle
d’Euler (\¥,0,®),en termesyde variables de mouvement (U, V,W.,¥,0,0,P,QR) afin

de résoudre l'ensemble d'équfitions de translation et de rotation de dynamique [5][7] .
6 Linéarisation du modéle ngitudinal non linéaire :

Le mouvement longitudinalp de 1’avion dans le plan de symétriec Oxz est représenté
seulement par quatre variablds, dans ce cas la les équations de la dynamique (1-14),(1-26)
et (1.43), peuvent étre écrfes pour les conditions ®=P=R=V=0 sous la forme

suivante :

16
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©=0Q
P =0
X —mgsin® = m(['J+WQ)
=0 (1.44)

7.+ mgcos® =m(v.v—~UQ)

L'état d'équilibre de ’aviofs (mouvement rectiligne uniforme) identifié par I’indice « e »

pour laquelle Q, =0 et I’éqdation (1.44) devient

©.=0

X, -mgsin®_ =0 (1.45)
Z,+mgcos®, =0

M, =0

En alignant 1’axe x avec le vfcteur vitesse (repere avion de stabilité) , W, = 0:

® =0,+0
U=U,+u
W=w
Q=q (1.46)
D =Xe+§
=7, +Z
=M

Avec : w la perturbation de 1gvitesse verticale (angle d’attaque) donné par :

= tai ™ 2 1.47
P U (1.47)

A I’équilibre avec de faibles gerturbations on a:

n® =sin® ,+6cos O,
0O = cos®,—0sin O,

<<U, w<<U,

17
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Avec : I' Matrice de pertugpations donnée comme suit :

0,006868 § -0,01395 0
= 0,09055 60,3151 23501
-0,0003894§ 0,003366 0,4285

0 0 0

Dans notre étude, on s’intgressera au premier cas, c'est-a-dire, les perturbations sont de

types additives aux entrées
3.3 Stabilité d’un systéme gnéaire perturbé :

La stabilit¢ d’un systémeflinéaire en presence de perturbation est réalis¢ a I'aide du
théoréme de la superpositiof et du principe pour la sortie est bornée lorsque I’entrée est

bornée.

La perturbation externe esfibornée et l'erreur (e = r-y) est bornée => le systéme est stable

en présence de cette perturbggion.

4 Simulation et interpretatpn des résultats

Les deux figures (2.6), (B.7) représentent les résultats de simulation d’une commande

par retour d’état par placegpent de poles (P,) sans aucune perturbation extérieure .On
remarque que les signaux dejsorties ( vitesse(u) et I’assiette longitudinale (6 )),suivent les
références u  =10m/set P =2° avec un dépassement de 0,8° pour [I’assiette
longitudinale(Figure 2.6) et ,64ms™" pour la vitesse(Figure 2.7) et se stabilisent aprés

20s. On constate la présencefd’erreur statique, mais comme les sorties et les commandes

sont bornées, alors le systémg est stable.

A partir des figures (2.p), (2.9) qui représentent les résultats de simulation d’une
commande par retour d’ét@ par placement de poles(P,) sans aucune perturbation
extérieure .on remarque q@e les signaux de sorties (u,0),suivent les référence
(u, =10m/s/s,0,  =2°) avec un dépassement de 0,5° pour [Iassiette
longitudinale(Figure 2.8) et 1 9ms™ pour la vitesse(Figure 2.9) et se stabilisent aprés10s.

On constate la présence i erreur statique, mais comme les sorties et les commandes

sont bornées, alors le systém§ est stable.
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Figure 2.9: Commahde a un échelon de vitesse u, =10m/s, poleP,.
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-Avec perturbation

Les figures (2.10), (2.1}), (2.12), (2.13) représentent les résultats d’une simulation

lorsque I’avion subit une pefurbation externe,due a une perturbation atmosphérique(rafale

de vent ), pour deux valeurgdifferentes de o(c=2m/s,c=4m/s).  On constate que

I’influence de la pertubationfse caracterise par une augmentation des signaux de sortie.On

remarque aussi que la pertuffbation est absorbée par les commandes ,qui deviennent de

plus en plus excitées avec fi’augmentation de la perturbation. Par contre elles restent

bornées,donc le systéme est gable.
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Figure 2.10: Comm@nde & un échelon de 6, =2° pourc = 2m /s, pdleP,.
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Figure 2.13: Comnflande a un échelon de u; =10m/s pour c=4m/s, poleP,.
5 Commande linéaire par fetour d’état avec action intégrale

5.1 Détermination de la loi e commande

D’aprés les résultats obteffues dans la premiére partie on a constaté que la commande a
retour d’état ne permet pas @ éliminer les erreurs statiques causées par les variations des
paramétres du systtme A |t B.Pour résoudre ce probléme,une action intégrale est

congue,cette derniére n’est algre que I’intégrale de I’erreur[8] :

e(P=r—y(t)=r-Cx(t) (2.10)

r + Xi R R __ ,,, R i + _ T X ‘-r’ 3 _\"
—o—{J ol pe el m e o

Figure 2.14-Schéma bloc d la commande par retour d’état avec action intégrale
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On définie : = [e(t)dt = [r-Cx(t) 2.16)
0 0
= Kki=r-Cx

La commande par retour i’ état avec action intégrale est donnée par :
U=-kx+kx, (2.17)
k; :matrice des gains intégr@les
On remplace (2.17) dans (2§ ) on obtient :
= Ax - Bkx + Bk;x; = (A -Bk)x + Bk;x; (2.18)

=r-Cx (2.19)

5.2 Determination de la magrice k et k;

T .
On définie un vecteur augmfnté (X X;)" de tel sorte que :

x [fA-Bk Bk ][x ] [0
+ o Ir (2.20)
- ~C 0 || x; I
Xi
| x IfA 0,78 0
Soit encore : u(t)+ (2.21)
- -C 05| 0212 r(t)
C’est delaforme: x JAX +B'U (2.293
Avec : U=4k'x (2.23)
Ou: K = -k,]

Utilisant la fonction PLACE sur MATLAB et par placement de péle, on calcule cette

fois-ci le vecteur k” et on dediit les matrices de gains k et k; .

Pour :

P, =[-1;-0.3,-0.8+0.4875i; 0.8~ 0.8875i;~0.2+0.372i;-0.2- 0.372i]
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~10.0022 0.0022% -1.0045 -0.9631
0.4756 -0.0131g 15.1418 -6.9060

. |-0.0032 0.27%
-0.1933 -6.78%

Pour :

P, = [-1 2;-0.4;-0.88+J0.8875i;-0.88-0.8875i;-0.4 +0.372i;-0.4 - 0.372i]

_(0.0003 0.0012 1.5750 -1.6400
0.5415 0.0499 §15.3626 -7.6841

. |-0.0015 0.839
1 =
-0.2284 -18.3244

5.3 Dynamique en boucle fermé en présence des perturbations La dynamique est

toujours présentée par I’équiftion (2.1) avec la présence du terme w (t)qui représente la

perturbation atmosphérique yerticale externe.

Sachant que la commande gt : U = -kx +k; x;

(1) = Ax(t) + B[U(ty+w , (1)] (2.24)

xi(t)=r — Cx (2.25)

- La stabilité¢ d’un systémeflinéaire en presence de perturbation est réalisé a I’aide du
théoréme de la superpositioffet du principe pour la sortie est bornée lorsque I"entrée est

bornée.

La perturbation externe est pornée et l'erreur (e = r-y) est bornée => le systéme est stable

en présence de cette perturbagon.

5.4 Simulation et interprétafion des résultats
Les figures (2.15), (2.16f représentent le résultat de simulation d’une commande par

retour d’état avec action intdrale sans aucune perturbation extérieure. On remarque que

les signaux de sorties (u,0) Buivent les références (r;,r,) sans erreurs statiques avec un

dépassement de 0,41° pour§I’assiette longitudinale (Figure 2.15) et 0,8ms™ pour la

vitesse (Figure 2.16) et se stalfilisent apres 20s.
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Les signaux de sorties e les commandes restent bornées, donc la stabilit¢ du systeme

est maintenue.

A partir des résultats obtenfes des figures (2.17), (2.18) , on remarque que les signaux de
sorties (u,0) suivent bien I§s références (r,,r,) respectivement, sans erreur statique sous
I’effet de I’action intégrale§ On remarque aussi que le signal est bien amorti, avec un
dépassement de 0,27° pogr l’assiette longitudinale (Figure 2.17) et 0,2ms™ pour la

vitesse (Figure 2.18) et se stgbilisent apres 10s.
Les signaux de sorties etfes commandes restent toujours bornées, donc la stabilité¢ du

systéme est maintenue.
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Figure 2.15: Commandg par retour d’état avec action intégrale a un échelon de

0, =2°, poleP,.
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Figure 2.16: Commanf§e par retour d’état avec action intégrale a un échelon de

u, =10m/s, poleP,.
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Figure 2.17: Commande parfyetour d’état avec action intégrale a un échelon de 6, =2°,

pole P,.
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Figure 2.18: Commghde par retour d’état avec action intégrale 4 un échelon de

u. =10m/s, péle P,.

-Avec perturbation

Les figures (2.19), (2.2@), (2.21), (2.22) représentent les résultats d’une simulation

lorsque I’avion subit une pefturbation externe,due a une perturbation atmosphérique pour

les deux valeurs differentes §¢ ¢ (c=2m/s , c=4m/s).

On constate une bonne ppursuite des signaux de sortie aux signaux de référence par

rapport au cas précédent, off déduit que les commandes sont sensiblement robuste face a

ces perturbations et vu qu’elps sont bornées elles maintiennent la stabilité du systéme.
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Figure 2.19: Commagide par retour d’état avec action intégrale a un échelon de

6. =2°,pourc = 2m /s ,pdleP,.
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Figure 2.20: Commandg par retour d’état avec action intégrale a un échelon de

u. ¥ 10m/s pourc = 2m /s ,pdleP,.
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Figure 2.21: Commande pa retour d’état avec action intégrale a un échelon de B =2",

pour ¢ =4m/s pdleP,.
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Figure 2.22: Commarffie par retour d’état avec action intégrale a un échelon de

ull =10m/s, pour c=4m/s, poleP,.
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6 Test de robustesse

Les figures (2.26), (227) représentent une simulation par retour d’état ainsi que par
retour d’état avec actigh integrale de I’assiette longitudinale et de la vitesse en

changeant les paramétresjde vol (nombre de Mach(M) , I’altitude). Voir annexe D

D’aprés les résultats offtenus ,on remarque une degradation des performances dans la
réponse du systéme et cflla due a la qualité de robustesse de la commande.Donc il faut

proceder a d’autres lois df commandes plus robuste.

simulation avec retour d"etat
4 ~ T j T ) ;
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Figure 2.23 : Robustesse de fa commande par rapport a I’assiette longitudinale (6)
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Figure 2.24: Robugesse de la commande par rapport  la vitesse (u)

8 Conclusion

Dans cette partie, on a dudié la synthése de deux commandes classiques lorsqu’elles
sont appliquées a un systémefmulti-variable soumis a une perturbation externe.

A partir des résultats obflenus, on constate que la commande par retour d’ctat avec
action intégral est plus effiflace que celle par retour d’état, et ceci, par I’annulation de

I’erreur statique.

Cependant, une variation ffes parameétres du systéme influe sur sa robustesse lorsqu’on
utilise ces deux commandes finéaires . Cela nous méne a d’autres lois de commandes plus
robustes qui permettront ufe meilleure adaptation de la commande et une meilleure
poursuite du signal de sortf par rapport au signal de référence choisi,ce qui va étre

élaborer dans le chapitre suivgnt.
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1 Introduction

La commande optimale a fté étudiée dés le XIX*™ siécle, une des grandes applications
de cette commande a été Igpplication au lanceur Apollo dans les années 1960. Pour un
systéme dynamique donné @ dont les équations sont connues, le probléme de commande
optimale consiste alors a fouver la commande minimisant un critére donné. Notons
néanmoins que les difficufgés soulevées par ce genre de probléme sont loin d'étre
complétement résolues comfie en témoignent les sessions dédiées a la commande optimale
dans les conférences d'autgmatique. La commande optimale reste donc un sujet de
recherche d'actualité.

Dans cette partie, on va se sur les problémes de régulateur, dont le but est de maintenir
l'état du systéme x(t) a une ur désirée. Ce probléme va étre résolut en utilisant la théorie de
commande linéaire comme le Rggulateur Quadratique Linéaire LQR . [10]

2 Commande Linéaire Qualratique

On parle de commande lindgire quadratique : LQ ou LQR pour linear quadratic regulator.
Le systéme est linéaire et fa commande est quadratique. Cette commande est définie
comme étant une commandeoptimale par retour d’état .

Le probléme de cette cofamande en boucle fermée est de trouver un retour d’état
stabilisant, optimal qui perm@ de minimiser le critére rapidité-énergie de commande défini

dans 1’équation suivante :

(%o, to, U = [~ (XT(DQX() + UT(HRU(1) )t 3.1)

Sachant que :
x" (t)Qx(t): Vitfsse de rejet de perturbation(la rapidité).
U’ (t)RU(t) : Energie de commande.

La solution est donc de trouffer la matrice de gain du retour d’état optimale k :
—kx (3.2)

Avec : kj=-R'B'P (3.3)
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Ou: P est une matrice gpnstante, symétrique, semi-définie positive de la solution de

I'équation de Riccati algébrifjue suivant :

PA+HA"P-PBR'B'P+Q=0 (3.4)

Et: Q est une matrice symdgrique semi-définie positive x"(t)Qx(t) > 0 (C’est une matrice
de pondération : elle donne [pn poids différent a chaque composante du vecteur d’état dans

le critere).
R :est une matrice syméffique définie positive. U (t)RU(t) > 0,si U(t) # 0. [11]

On constate que la loi de coghmz de, résultant de la réduction au minimum du critére J, dépend du
choix des matrices de pondérffion Q et R. En utilisant le logiciel Matlab on peut calculer les
valeurs de gaink , la solution dff I'équation de Riccati P et les valeurs propres de la boucle fermée
E [10]. L'instruction utilisée es§: [k, P,E]= LQR(A,B,Q,R)

1 0 0 0
0 0.0001 0 0
Pour : = t R, =eye(2
o A=yl o o001 o © L =e3)
0 0 0 1
On obtient les gains de gpmmandes :
[ 0.129§ 0.0028 -1.8325 -3.4524 | _|0.1295 -3.4524
0.989Q 0.0043 -0.3479 -2.8731] 0.9916 0.4636

-Pour améliorer les perfdfmances du systéme, On choisit une autre matrice de

pondération comme suit :

ol o 0 0
o I 00001 0 0
= t R, =eye(2
=1, 1 o o001 o | & Bemd)
o o 0 10

On obtient les gains de c@mmandes :

_[0.0622 @0028 -2.2559 -4.5962 | _10.0626 -4.5962
3.1593 (0046 -0.1793 -3.2418 | 3.1617 0.0950
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3 Simulation et interp§étation des résultats

Les figures(3.1), (3.2)f (3. 3), (3.4),(3.5) représentent les résultats de simulation
d’une commande LQR parfjretour d’état sans aucune perturbation extérieure pour deux
valeurs de pondération .On gbserve une bonne poursuite des signaux de références par les

sorties( vitesse(u) et I’assietf longitudinale ( 0 )),avec un dépassement de I’ordre de 0,17°

pour (0 ) ce qui va étre dinfinuer en choisissant des nouvelles pondérations, et une bonne

poursuite pour le cas de vitegse.
D’apreés les résultats obfnus de la figure(3.2), on remarque que la commande LQR
nécessite une déflection de f70° de la gouverne de profondeur, et une poussée de 0.7g,
alors que la conception de 1'§vion boein747 ne permet pas des déflections de plus de 23°
vers le haut et de 17°vers le Pas, et une poussée maximale de 0.3g.
Pour remédier a ce problefge on utilise la fonction saturation du logiciel Matlab, par
conséquence on obtient unefpugmentation de temps de réponse.L’étude de la stabilité de
cette commande sera proposde dans le cadre des travaux futures.

Le choix des matrice df§ pondération permet d’économiser I’énergie des commandes
permettant de diminuer la gponse du systéme.les commandes restent bornées donc le,

systéme est stable.
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Figure 3.1: Commande LR sans perturbation avec pondération Q, et R, assiette©.
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Figure 3.2: Commande LQH sans perturbation avec pondération Q, et R,, vitesse (u).
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Figure 3.3: Commande LQRsans perturbation avec pondération Q, et R, , vitesse (u),
avec la fonction saturation.
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-Avec perturbation

Les figures (3.6), (3.7)] (3. 8), (3.9),(3.10),(3. 11), (3.12),(3.13), représentent les
résultats de simulation d’Jhe commande LQR par retour d’état pour deux valeurs de
pondération en présence fle deux sources différentes de perturbation, I'orage grave
o =4m/s ,nuageaccumulé of=2m/s.
- La stabilité d’un systém@ linéaire en presence de perturbation est réalisé a 1’aide du
théoréme de la superpositidh et du principe pour la sortie est bornée lorsque ’entrée est

bornée.

La perturbation externe esfjbornée et l'erreur (e = r-y) est bornée => le systéme est stable
en présence de cette perturbgion.

On distingue les influencdp des perturbations qui se caractérisent par une augmentation
des signaux de commandes [par rapport aux cas précédents, selon les résultats on constate
une bonne poursuite des siffnaux de sortie aux signaux de référence, on déduit que les
commandes sont robustes fge a ces perturbations et maintiennent le systéme stable avec

des commandes bornées.

vitesse U(nvs)
=]
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-0.02 5 ’ i 0 i f i
10 200 30 40 0 10 20 30 40
Temps§) Temps(s)
5[ 02T
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Figure 3.6: Commande LR pour 6 =2m/s avec pondérationQ,, R, assiette 6.
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Figure 3.9: Commande LQRfbour 6 =2m/s avec pondérationQ,,R,, vitesse(u).
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Figure 3.10: Commande LQRfpour ¢ =4m/s avec pondérationQ,, R, assiette 6.
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Figure 3.13: Commande LQR pour 6 =4m/s avec pondération Q,,R,, vitesse(u).
4 Test de robustesse

Les figures (3.14), (3.19 représentent une simulation de la commande LQR pour
I’assiette longitudinale et defla vitesse en changeant les paramétres de vol (nombre de

Mach(M), I’altitude). Voir aginexe D

D’aprés les résultats obterfhs ,on constate que la ccommande LQR est plus robuste que
les commandes linéaires Qassiques (voir figures (2.26) (2.27)),malgré une légere
degradation des performancfs dans la réponse du systéme ,et cela due a la qualité¢ de
robustesse de la commandePonc il faut proceder a d’autres lois de commandes plus

robuste.
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Figure 3.15: Robustfsse de la commande LQR par rapport a la vitesse (u)

5 Conclusion

Durant ce chapitre, nous favons appliqué au modele longitudinal du Boeing 747 la
commande linéaire a retour d’état basée sur un critére quadratique LQR .Les résultats
obtenus durant cette simulffion suggérent que la commande LQR est plus robuste et
efficace en terme de stabilitéfet peu sensible aux perturbations extérieurs par rapport aux

commandes linéaires classiqulgs utilisées dans le chapitre précédent.
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1 Introduction

La commande par modd glissant est la commande & structure variable VSS (variable
structure system dans la lif§érature anglo-saxonne). Les premiers travaux sur ce type de
commande ont été menés fans I’ancienne U.R.S.S a partir des années soixante [12]par
EMELIYANOV, puis repfls par d’autres chercheurs dont UTKIN [13].Elle est basée
essentiellement sur la résol@ion des équations différentielles a second membre discontinu

initiée par le mathématicienfpoviétique A.F.Filipov [12].

Par la suite, ces travauxfont été repris ailleurs, soit pour compléter I’étude théorique,
soit pour étudier quelques @pplications. Aux Etats-Unis, cette théorie est introduite par
Slotine et au Japon par Youlhg, Harashima et Hashimoto. Il a fallu attendre les années 80,
pour que le concept de ccte théorie trouve ses applications dans plusieurs domaines
notamment dans les systémdp de commande et serait parmi les techniques de controle non

linéaire les plus efficaces et s plus robustes [14].

La technique des modes flissants consiste 4 emmener la trajectoire d’état d’un systeme
vers la surface de glissemdht et de la faire commuter a 1’aide d’une de commutation
appropriée autour de celle-cfljusqu’au point d’équilibre, d’ou le phénoméne de glissement

[15], et d’y rester par la suitesur cette surface malgré d’éventuelle perturbations [12].

La commande par mode @lissant a été largement appliquée dans le cas des systemes

linéaires, non linéaires, contifjus et discrets, etc.... [13]

Dans ce chapitre, nous [Jallons présenter le concept général de la commande des

systémes a structure variable
2 Systéme a structure variaple

Un systéme a structure vaiable est un syst¢éme dont la structure change pendant son
fonctionnement. Il est carafjtérisé par le choix d’une fonction et d’une logique de
commutation. Ce choix pernfet aux systemes de commuter d’une structure a une autre a
tout instant .De plus, un tel fystéme peut avoir de nouvelle propriétés qui n’existent pas
dans chaque structure [15].[f mathématicien A F.Filipov a étudié les propriétés de la

solution des équations qui dédfivent le comportement de tels systémes.
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La caractéristique esserffielle du mouvement en régime glissant réside dans son
indépendance par rapport gix perturbations des paramétres de la partie commandée, dans

la condition ou la conditionflu régime glissant n’est pas mise en default [12].

Dans la commande deslfsystémes a structure variable par mode de glissement, la
trajectoire d’état est amenéf§ vers une surface. Puis a I’aide de la loi de commutation, elle
est obligée de rester au vofpinage de cette surface. Cette derniére est appelée surface de
glissement et le mouvemeft le long de laquelle se produit est appelé mouvement de

glissement [15].

La trajectoire des états dfhs le plan de phase est constituée de trois parties distinctes

représentées dans la figure sgivante :

-Le mode de convefgence(MC) : durant lequel la variable a régler se déplace a
partir de n’importefjquel point du plan de phase et tend vers la surface de
commutationS(x) = §, et ’atteint dans un temps fini. Ce mode est caractérisé par
la loi de commande § le critére de convergence.

-Le mode de glissenfent(MG) : durant lequel la variable d’état atteint la surface de
glissement et tend vds Iorigine du plan de phase. La dynamique en ce mode est
caractérisée par le chffix de la surface de glissementS(X)=X+cX .

-Le mode régime p@manant(MRP) : il est ajouté pour I’étude de la réponse du
systtme autour de fJon point d’équilibre (I’origine du plan de phase). 11 est

caractérisé par la quajjté et les performances de la commande.

MRP MC

v

MG

Figure 4.1 : Différerfgs modes pour la trajectoire dans le plan de phase
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3 Conception de la comm@nde par mode glissant

Les avantages de la comifgande par mode glissant sont importants et multiples: la haute
précision, la bonne stabilitd§ la simplicité, I’invariance, la robustesse... etc,. Ceci lui permet

d’étre particuliérement adajgé pour les systémes ayant un modele imprécis [15].

Ce type de commande ped étre utilis¢ d’'une maniére tout a fait analogue, non seulement
en régulation, mais dans Igs problemes de poursuite de trajectoire ou de poursuite de

modéle [12].

La conception de la commf§nde par mode de glissement prend en compte les problémes de
stabilité et de bonnes perfofmances de fagon systématique dans son approche. En général,

pour réaliser ce type de comnande trois étapes doivent étre effectuces [14]:

-Le choix dgg surfaces.
-Déterminatpn des conditions d’existence et de convergence.

-Synthése dgg lois de commande du régime glissant.
3.1 Choix de la surface de @issement

Le choix de la surface de glissement concerne non seulement le nombre nécessaire de ces
surfaces, mais également lefgrs formes en fonction de I’application et de I’objectif visé
[14]. Généralement, pour un ystéme défini par I’équation d’état suivante :

k = Ax(t)+BU(t) (4.1)

Le nombre des surfaces (¢ glissement est choisi égal a la dimension du vecteur de

commande U.

La surface de glissement eg une fonction scalaire telle que la variable a régler glisse sur
cette surface et tend vers 1’f§rigine du plan de phase, chacune présente des meilleures

performances pour une appliggtion donnée.

La surface la plus utilisée ppur obtenir le régime de glissement est donnée par J.J.Slotine

qui permet de garantir la confergence de 1’état vers sa référence, est défini par :
a r-1
(x):[aﬂtx] e(x) (4.2)
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X Variable a réguler.
e(x): I’écart de poursuite d
A, : Une constante positive

r: dégrée relative égal au n

commande.
3.2 Conditions de converg|

Les conditions d’existe
différentes dynamiques du
indépendamment de la pe

convergence :
3.2.1 La fonction discreéte

C’est la premiere con
EMILYANOV et UTKIN.
zéro. [15]

Cette condition peut étre fo

3.2.2 La fonction de Lyap

La fonction de LYAP
variables d’état du syste
[15].Cette fonction est utili

la robustesse, et pour garan

En définissant la fonction

la variable a réguler e(x)=x*-x.
ui interprétera la bande passante du contréleur désire.

bre de fois qu’il faut dériver la sortie pour faire apparaitre la

ce et d’existence

e et de convergence sont les critéres qui permettent aux
steme de converger vers la surface de glissement et d’y rester

bation. Il existe deux considérations pour assurer le mode de
commutation

ion de convergence, elle est proposée et étudiée par

s’agit de donner a la surface une dynamique convergente vers

S(x)> 0 si S(x) <0

s (4.3)
S(x)<0 si S(x)>0

ulée comme suit:

S(x)S(x) <0 (4.4)

nov

OV est une fonction scalaire positive (V(x)>0) pour les
. La loi de commande doit faire décroitre cette fonction
pour, estimer les performances de la commande, I’étude de

la stabilité des systémes non lin€aires.

LYAPUNOV par: V(x)= %Sz(x) (4.5)
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La dérivée de cette fonctiofest:

V(x) = S(x)S(x) (4.6)

Pour que la fonction \x) puisse décroitre, il suffit d’assurer que sa dérivée soit
négative. Ceci n’est vérifiéfj que si la condition (4.4) est vérifiée. L’équation (4.5) montre
que le carré de la distanc vers la surface, mesurée par S’(x), diminue tout le temps,

contraignant ainsi la trajecfpire du systeme a se diriger vers la surface des deux cotés [14].

S(x)=0

Figure[ph.2: Trajectoire de 1’état envers la surface.
4 Calcul de la commande
4.1 Définition des grandeufs de la commande

Lorsque le régime glissafg est atteint, la dynamique du systeéme est indépendante de la
loi de commande qui n’ a pur but de maintenir les conditions de glissement , c’est pour
cette raison que la surface eff déterminée indépendamment de la commande .Maintenant, il
reste a déterminer la comm@nde nécessaire pour attirer la trajectoire d’état vers la surface
et ensuite vers son point d’quilibre en maintenant les conditions d’existence du mode de

glissement.

L’obtention d’un régime ¢ glissement suppose une commande discontinue. La surface
de glissement devrait étre fJattractive des deux cotés. De ce fait, si cette commande
discontinue est indispensatf§e, il n’empéche nullement qu’une partie continue lui soit

ajoutée.

La partie continue en effefamener a réduire autant que nous voulons I’amplitude de la
partie discontinue. En présefice d’une perturbation, la partie discontinue a essentiellement

pour but de vérifier les condfiions d’attractivite.
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Dans ce cas, la structure fi’un controleur par mode de glissement est constituée de deux

parties, une concernant la Ifaéarisation exacte u, et I’autre stabilisante u, .
U(t)=u,(t)+u, 4.7)

u,, Correspond donc a lafommande proposée par FILIPOV, elle sert a maintenir la
variable a controler sur lafsurface de glissement S(x)=0. La commande €quivalente est

déduite en considérant queffa surface est nulleS(x)=0. Elle peut étre interprétée comme

étant un retour d’état partiulier jouant le réle d’un signal de commande appliqué sur le

systéme a commander. Airfgi, la commande est discontinue et est commutée a fréquence

élevée entre u,_ . et u,, etfue u  est la valeur moyenne de ce signal continu modulé en

largeur comme le montre laffigure (4.3) :

Umin - e == e = oo

Figure 4.3 : valeur cditinu u_ prise par la commande lors de la commutation
entre u  etu.. .

La commande u, est défgrminée pour garantir I’attractivité de la variable & contrdler

vers la surface et pour satisfgre la condition :

S(x)S(x) < 0
4.2 Détermination de la cofpmande

Pour mettre en évidence [e développement précédent, nous considérons un systéme
défini dans I’espace d’état pfr I’équation (4.1) Il s’agit de trouver I’expression analogique

de la commande U.
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I
R (4.8)

En remplagant (4.1) et (4.4fdans (4.8), nous trouvons:

oS oS
S( )=a[A(x,t)+B(x,t)ueq(t)]+g[B(x,t)un] (4.9)

Durant le mode de glisggment et le régime permanent, la surface est nulle, et par
conséquent, sa dérivée et fa partie discontinue sont aussi nulles. D’ou nous déduisons

’expression de la command équivalente:

s, T'[as
u,, _[&B(x,t)} [&A(x,t)] (4.10)

u 3

-Pour que la commande équvalente puisse prendre une valeur finie, il faut que :
o B,t)#0
ox

Durant le mode de converggnce, et en remplagant la commande équivalente par son

expression dans (4.9), nous fouvons la nouvelle expression de la dérivée de la surface:
: oS
S(x)f —B(x,t)u 4.11
(x) = B(x,t)u, (4.11)
et la condition d’attractivité §xprimée par (4.4) devient :
2 oS
S(x) x)=S(x)é;B(x,t)un <0 (4.12)

Afin de satisfaire cette Bondition, le signe de u, doit étre oppos¢ a celui de

S(x)%B(x,t) dans ce cas lafommande u, s’écrit comme suit :

u, [%B(x,t)] k *signe(S(x)) (4.13)

En remplagant I’expression ¢ u, dans (4.12), on obtient :
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S(PS(x) = —ksigne(S(x)) (4.14)
Le gain k est choisi posif§f pour satisfaire la condition (4.14). Si k est choisi trés petit, le
temps de réponse sera trffs long, et s’il est choisi trés grand nous aurons de fortes

sollicitations de I’organe dlcommande qui peuvent exciter les dynamiques négligées.

N
Y

-K

Figure §.4 : Définition de la commande signe.

4.3 Phénoméne réticence ¢ de chattering

Le probléme des régimes flissants est que la commande est discontinue sur la surface de
glissement et par conséquer§, elle va commuter réguliérement et ceci a chaque traverse de
cette surface, ceci a une fréquence théoriquement infinie. La figure 4.5 montre I’effet de la

réticence dans la convergende du systeme.

Figure 4.5 : Pémonstration du phénoméne de réticence.

-Pour remédier a ce problgme la fonction « «signe »est remplacée par une fonction

saturation adéquate qui filtref§es hautes fréquences.

On donne ci-dessous un exerple de fonction de saturation figure4.6 [16]
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-Fonction SAT
Sat(@=1 si S>pn
{Sat(P=-1 si S<-p (4.15)
Sat(§ = 2 & S| <p
L H
Avec W :un parameétre petf et positif.
-Fonction SMOOTH
Smoot§(S) = = (4.16)
S[+n |
A T(S) A SMOOTH(S)
+1 +1
I / 7} S’ _J .S"
Figurefh.6 : Fonction « SAT » et « SMOOTH ».

5 Exemple d’application

Soit le systeme physique do

.

X

Avec :
Xe : vecteur d’état des erreur
U : vecteur de commande ou

Sachant que u4,wg,qd,04 sont
désirée et I’assiette longitudi

On choisit la surface de gli

¢ par I’équation d’état suivante

Ax,+BU

u xe = [er’XeZ’xe3’x

= (U, +u,).

(4.17)

e4]T =[u"ud’w—wd=q_qd’e_9d]T'

a vitesse désirée, vitesse verticale désirée, vitesse de tangage

e désirée successivement

ement telle que [17] :

=B'Px,
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Sa dérivée est donc :
4 B'P x, =B'P (Ax, +BU)=0 4.19)

Avec : P matrice de solutiolde l'équation de Riccati.

Afin d’assurer une bonfe poursuite des signaux de sortie, (vitesse u et assiette
longitudinale) par rapport fux signaux de références, on choisit les deux surfaces de

glissement suivantes :

S, =B"P (u-u,)

420
S,=B"P(6-6,) (4.20)

La condition nécessaire pofgr que les états du systéme suivent la trajectoire définie par les

surfaces de glissement est : §i-12) =0.

Donc :

1=BTP£(u—ud)-—-0
‘ d; (4.21)
5, =B'"P —(0-0,)=0
: dt( a)

Les commandes que nous vons injectées dans notre systéme sont alors représentées

comme suit :
=—(B"PB)'(B'"PA)u-u
eql ( ) ( X d) (4.22)
2 = ~(B"PB)'(B"PA)6-6,)
Et:
,=—(B"PB)"(B"PB|3, +¢,)signe(S,)
(4.23)

,=-(B"PB)"(B'PB

8, +€,)signe(S,)

Avec : 8, ,€, petites constantef§ positives et arbitraires.

Pour estimer les performandgs ainsi que la robustesse de la commande pour garantir la

stabilité des systémes non lindgires, on choisit la fonction de Lyapunov (4.5).
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En appliquant une pefturbation spécifique due a une rafale de vent, I’équation
(4.19)devient : §-B'P x, =B'P(Ax, +B(U+w,))=0 (4.24)

Pour que la fonction (x) puisse décroitre, il suffit d’assurer que sa dérivée (4.6) soit

négative.

S§B'PAx,+B"PU+B'PB w, (4.25)
A I’aide de I’équation (4.7)f4.22) et (4.23) ,on obtient :

S=B'PAx, +B'PB (~(B}PB)" B'PAx, - (B'P B)"'([B"PB|5, +¢,)singe(S)) + B'PB w,
=(B"'PB

8, +¢,)singe(S§+B'PB w,

Don : V=sS}(B'PB|5, +¢,)|s|+ B PBw,S< 5, (4.26)

Sachant que |wg| <3, telle Que d,est la borne supérieure de w, ceci restreint I’amplitude

de |wg| puisque J, est choisficomme petite constante positive.

5.1 Interprétations des résultats

Durant notre étude on va pgendre 3, =0.5¢t €, =0.01

Les figures (4.7) ,(4.8),(49),(4.10) représentent une simulation de la commande par
mode glissant sans aucunefjperturbation externe. On constate une bonne poursuite de
signaux de références(u =1m/s,0=2°) L’analyse de la trajectoire de la surface de
commutation montre I’existefice de mode de glissement. Comme on s’y pouvait attendre le
phénomeéne de « chattering »fest observé en mode de glissement, ceci est du a la présence
du terme discontinu de la Bi de commande globale donnée en (3.7). Pour réduire ce
phénomeéne la fonction « «sighe »est remplacée par une fonction « Sat »qui filtre les hautes

fréquences, comme il est merffionné dans les figure (4.6).

Les figures (4.11),(4.12) r@présentent les résultats d’une simulation de la commande par
mode glissant lorsque 1’avifn subit une perturbation externe, due a une perturbation
atmosphérique (rafale de veft),pour c=4m/s. On constate une bonne poursuite des
signaux de sortie aux signaufl de référence. On déduit que les commandes sont robustes
face a ces perturbations et mafhtiennent le systéme stable avec des valeurs bornées.
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Figure 4.7: Commande VSSfpar mode glissant appliquée a I’assiette longitudinale (0).
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Figure 4.8: Co de VSS par mode glissant appliquée a la vitesse(u).
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Figure 4.10 Commande VSS far mode glissant sans phénoméne de chattering, vitesse(u).
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Figure 4.11: Commande VSS par mode glissant pour 6 =4m/s sans phénomeéne de

chattering, assiette(0)

:g. 15 ! : s |
; ol i | ﬁ 10 1 1 3 |
0 5 15 20 0 5 10 15 20
Templi(s) Temps(s)
40 : 4
Y R S J B 2| Jl
< | i
- 7o Jj 21 OV | . Fo ) O SRR, SEPSEECns, [ e | T
8— i1 ; . g "’
! i ! ‘ : : : |
2%, 5 10 15 20 25 5 10 15 20
TempHs) Temps(s)
g 1, ; ~— SI
a 0 L oo e ﬁ 0 -
g -1 IJ- g -5
-2 | : : i -10 i ! '
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Tempsjls) Temps(s)
Figure 4.12: Commande V@S par mode glissant pour ¢ =4m/s sans phénomene de

chattering, vitesse (u)
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6 Test de robustesse
Les figures (4.13), (4.1§) représentent une simulation de la commande VSS par mode
glissant pour 1’assiette longitudinale et de la vitesse en changeant les parameétres de vol

(nombre de Mach(M) , I’allitude). Voir annexe D

On remarque une bonnefjpoursuite des signaux de référence dut a la performance de la
commande VSS par mode lissant,on déduit alors que cette commande est plus robuste

que les commandes linéairgg classiques et optimale

21 :' —::—L:-T; . LR EE il =
. | jo— mach=0.8
gx1 sl mach=0.2
%~ — mach=05
= ; ——— mach=0.9
£ 3
@ i ‘
3:: H
o 1+
» i
v :
© %
N N B (N AN A AN N N S
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps(s)
Figures 4.13 : Robustegpe de la commande VSS par mode glissant de I’assiette

longitudinale (8)
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Conclusion généraje

Les travaux de recherc
palier aux inconvénients de

atmosphériques appliquées

Ce rapport est scindé e
modéle non linéaire du vol ¢
au modele linéaire d’ordre
mécanique et de 1’aérodyna
une modélisation complete

théorie de la méthode de pla

Dans la second partie,
classiques : la commande p
intégrale. Les résultats obte
intégrale est plus efficace

’erreur statique.

En effet, la troisiéme

s présentés dans ce mémoire de fin d’étude ont eu pour but de
commandes linéaire et non linéaire envers les perturbations

modéle longitudinal de I’avion Boeing 747.

quatre parties : dans la premiére partie nous avons obtenu le
I’avion, dont le mode longitudinal 4 été lin¢arisé pour arriver
quatre. Ce travail théorique, basé sur les principes de la
ique, est appliqué au modéle longitudinal de ’avion. En effet,
st établie dans l'espace d'état pour faciliter 'application de la

ement de poles dans le deuxiéme chapitre.

ous avons étudié et simulé les deux commandes linéaires
retour d’état et la commande par retour d’état avec action
ont révél¢ que la commande par retour d’état avec action

que la commande par retour d’état, grice a I’annulation de

artic est consacrée a I’étude de commande linéaire a retour

d’état congus de fagon optinfle, dans le sens d’un critére quadratique LQR. Les résultats

de simulations obtenus dédu

signaux de références.

Enfin, dans la derniére

ent une bonne poursuite des signaux de sortis par rapport aux

artie, nous avons étudié la commande non linéaire par mode

de glissement. Les résultatsfobtenus par I’application de cette commande non lin€aire,

enregistrent une bonne perfo

commandes linéaires.

Perspectives

L’étude réalisée dans ce tra

commandes de vol, ainsi qug

ance en terme de robustesse par rapport & ceux obtenus des

il permet d’enrichir nos connaissances sur le domaine des

leurs influences sur la qualité de vol d’un aéronef. Nous

recommandons une extensiof] de ce travail concernant la modélisation, ou on pourra

prendre le modéle non-linéaife dynamique complet de [’avion (mouvement longitudinal

et latéral), de démontrer sa

fabilité en présence de perturbation atmosphérique , ainsi

lors de I’ utilisation de la fonc@on de saturation et d’autre lois de commande non linéaires

telles que : commande adapta

ve, les réseaux de Neurones, commande H .
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Annexe A

1 Définition

La stabilité d’un avion en 1
de dénvées de stabilité.ces

régime de I’avion, ainsi que

Une méthode utile d'ans

concernant la taiile, masse

-la surface alaire de I’aile :

- la corde aérodynamique

Avec :

b: L’envergure d’aile,

surface alawe

ouvement dépend des grandeurs et des signes des coefficients
derniers sont en fonction de la géométrie, taille, vitesse, et le

es propriétés de 1’atmospheére.

se des dérivés de stabilité en les rendant non dimensionnels

densité atmosphérique et la vitesse , pour cela on définit

b/2

b= [ c(ydy (A1)
~b/2

byenne :
1 b/2 2

=— [ (y)y (A2)
S 42

y): distribution de la corde. Voir figure(1)

-  corde movenne

Figure 1 -vue supéricyfle d’un avion montrant la surface alaire et la corde moyenne.




Annexe A

2 Stabilité longitudinale
Les dérivés de stabilité longdtudinale sont rendus adimensionnels par la division, des forces

par (_18 les moments par o .t la vitesse parU . Avec pression dynamique c_1 = %pU2

2.1 Les coefficients adimegbionnels des forces verticales sont donnés par

C. ?( _ Xe_+ X
S S
G (A3)
Cz = = Z°_+ Z
0S gs
Avec: q= 1 pv’
q 5
Pour une petite perturbationfiiangle d'attaque o :
C,zf;-C,+Cx
b3 T D L (A4)
C,=3C, +Cpa
Avec: C, = —_l— coefficidht de portance .( ¢ force de portance )
qS
T . i :
C,; =-— coefficier§ de poussée(T force de poussée)
qsS
D : . i
C, = = coefficicft de trainée( D force de trainée})
gs
-Le coefficient de portance a fjne relation linéaire avec ’angle d’attaque pour cela :
C, 4C, +C. . (A.5)

C,. :coefficient de portance[g I’équilibre

C,. pente de la courbe de pprtance
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. deccrochage
L
C
s
s
‘ =
| afgele d'ncidence, o
fig-1- relation de C; et Cp avec«
-Pour un mouvement rectilifine a 1’état d’équilibre :
cos®
& mg b
S
- . (A.6)
mgsin©,
Cre Do = =
aS
-Pour une polaire paraboliqe le coefficient de trainée est écrit :
C, =F,, +KC. (A.7)

Cp,: Coefficient de trainée farasite, K facteur de portance li€ a la trainée.

3 Dérivées longitudinales
3.1 Dérivées par rapport a fja vitesse u

Les changements de premic ordre des forces aérodynamiques et des moments dus a un

changement de vitesse,u, Quand aux autres perturbations sont nulles(o=a=q=0) sont

appelés dérivées de vitesse ,fe changement de vitesse permet de varier le nombre de mach
ce qui influe sur les forces ggrodynamiques et les moments par I’effet de compressibilite,

ainsi que sur la poussée.

La dérivée de vitesse de la ffce axiale peut étre obtenue comme suit :
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C =S (A.8)

T - A8, -uZa st

qS oS o M du
=_E L )"_ZC“"MZ%)

sk
_= 1 U2

Avec: M= E nombre de fhach
a

-La dérivée de vitesse de lafforce normale peut étre obtenue comme suit :

g, Al oy Xy =-m& (A.9)
o ou ou oM

3.2 Dérivées qui ne dépendpnt pas de la vitesse

6(1 oa
c = 2U8X ac
Ko Caa aa
c - Juax_ex,

(A.10)
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Avec: o =q(-S) et y=q(S:
vee: a(zU) q q(ZU)
3.3 Dérivées de moment

De la méme fagon, les cflefficients adimensionnels de moment de tangage peuvent étre

obtenus a partir de I’équati@n (1.49) :

Ca .£.=Cmuu+cma+c .&+C,,,qq (A.11)

qSc ’
Avec:

C.. 2 =_—_%%—2Cm=_—u_%\u£
ou  qSc qSc

c JUM_2a,
o =

o

ok c %o a4

Cmq - gaa_M_aCAm

of ¢ M ag

La figure suivante montre leff variations du moment de tangage en fonction de o

moment de

tangage
-+ combiné
nez vers le =
haut :
stabihisateur
. ‘-0
o]

mcidence
- d'équilibre

nez vres le bas

fig-2- qoment de tangage en fonction de

La dérivée de vitesse du morflent est donnée par :

Cl=—"m=—-""_2C_=—— (A.12)
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D’aprés I’équation précédente on remarque que le nombre de mach (M),et pression

. - 1 . . .
dynamique q = EpU2 influfint sur la dérivée de vitesse du moment.

En ajoutant des dérivées defpommandes pour les les équations de dérives verticales et des
moment de tangage on pegg obtenir le control longitudinal de 1’avion .les dériveées de

commandes sont :

X, ., &
= (_aﬁ_T)e’ZT -(685 )c

Qu bien sous forme adimensfpnnels:

a(:x - acz
e —(BBT )»Cos —(355)°

Le changement du coefTicief§ de poussée peut étre exprimer par une fonction de transfert

du deuxiéme ordre, tenant conpte du changement de pousséef3; , comme suit :

a
CT (S) - /Té (A 13)
Br(s) 8% +28,005+w2 '

Avec :

®, :la fréquence
&, :Taux d’amortissemgnt

_ Ci(s)

© Est une cdpstante adimensionnelle donnant le coefficient de poussée au
n(s

T

point d'équilibre par une viflesse sans dimensions de I'axe du moteur, n.
j; : Moment d’inertie adfnensionnel de I’axe du moteur.

Les dérivés adimensionnel§dde commande statique dus a l'entrée de commande de

poussée , B, ,sont dérivés de 1§ fonction de transfert équilibrée du moteur en employant le

théoréme de valeur final des trfnsformées de Laplace et de 1’équation (A.13) :
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oC . G(s) a
O T N 2 _G(0)y= —X- Al4
= (G =lims= = =GO=75 (A14)
Le moment de tangage de 1§ poussée est donnée par :
oC 2z
C,=(—2) ==LC A 15
mT (6[3T )c p xT ( )

Les dérivés adimensionnely de commande des gouvernes de profondeur sont exprimées

comme suit ;

oC S
Cl= _(EgL’)e = gtcua

E

CH=mVCis
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1 Calcul des fréquences nfgurelles ©, et des amortissements {

Dans cette annexe, nous cgnsidérons 1'équation différentielle classique d'un systéme de

deuxiéme ordre en fonctionfidu rapport d'amortissement C et de la fréquence naturelle ®,

comme suite:

& 2o, %mnz =f(t) (B.1)

L'équation caractéristique c@respondante s'écrit
A §2or+0,=0 (B.2)

Les racines 4 de 'équation (§.2) sont:

A R=-Co, +im Af1-82 (B.3)

Nous notons la partie réelles les valeurs propres par n est les parties imaginaires des

valeurs propres par { alors 1§quation (B.3) s'écrit comme suite:
=ntio (B.4)

L'amortissement { est repréfenté en fonction de la fréquence naturelle ®, sur la Figure 1.

Le mouvement de 1" avion esfstable lorsque les parties imaginaires des racines A notées

par 7, sont négatives, et le muvement de 1' avion est instable lorsque n sont positifs.

/v " ®=a,f1-¢?2
e

- y

ll———ﬂ': W, —pf

Mouvement le Mouvement instable

JWL

w

Figure 1: Le lie§} des racines de 1'équation caracténstique (B.2)
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Par identification des termef§ des équations (A.3) et (A.4), nous obtenons

n=-to, (B.=)
0=0,1-8 (B.6)

nous calculons en fonction ges parties réelles n et imaginaires » des

valeurs propres A les fréqueffces naturelles ®, et les amortissements G :
o, =0’ -1 (B.7)

Y - (B.8)

2 Méthode approximative our le mouvement longitudinal de I'avion

2.1 L'approximation du mdie longitudinal de période longue

Le mode de période longue (Qhugoid p) est caractérisé par des variations dans 1' angle de
tangage B, dans l'altitude H ¢ dans la vitesse u, lorsque l'angle d'attaque a est

considéré constant. L'équatiof} du moment est négligée, alors la variation de I'angle

d'attaque a est calculée :

x=0->w=0 (B.9)

c|=

Dans le cas ou a = 0, noudfobtenons w =0. Alors l'équation de mouvement longitudinal

de l'avion (1.49) devient:

X, g
m u
_ (B.10)
' — Z“ 0 |:e:|
mU

Les valeurs propres A de appfpximation du mode de période longue sont obtenues par
la résolution de {'équation suiypnte :

RI-Al=0 (B.11)
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Nous remplagons la matricq4 donnée par 1'équation (B.10) dans I'équation (B.11) et
nous obtenons 1' équation ngatricielle suivante

X
A— g
m

. =0 (B.12)

u

mU,

qui se développe ensuite solk la forme d'une équation d'ordre 2 enA.:
X, Z

Aoplu_ LB g (B.13)
m mU,

d'ou les valeurs propres du niiode de période longue A sont calculées :

=—( ’ iJ( ) (B.14)

Dans le cas d'un mouvementfongitudinal de I'avion, nous obtenons deux paires des valeurs
propres complexes et conjuggées que nous écrivons sous la forme de I’équation (B.4).

Par l'identification des ternfes de I'équation (B.14) avec ceux identifiés dans les équations
(B.4), (B.7) et(B.8) ,on obtidht :

0 =Lk (B.15)
mU,
. (B.16)
2mo,

2.2 L'approximation du mofjvement longitudinal de période courte

L’oscillation d’incidence estfn mode a deux degrés de liberté, la vitesse reste constante
alors que ’avion subit un mpuvement de tangage assez rapide. On obtient des lors une
approximation du mouvemenflen annulant u et en éliminant I’équation selon x. En faisant

en outre les approximatiorg que Z.et Z  sont faibles par rapport amet mU
w

respectivement, on obtient fiflalement (pourd, = 0) le systéme de deux équations 4 deux

meonnues
o & U
m w
Q= B.17
" W M.Z, M,+M.U [q} (B.17)
+
_JW Jw(m) JYy

L'équation (B.11) est appliquéfl au systéme d'équations (B.17) et nous obtenons:
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_Zs U
m
v Mz, Ma+MU|=0 (B.18)
w+ w k_ L3
), J,m I, |

Les valeurs propres Ade f'approximation de la période courte sont obtenues par la

résolution de 'équation carggtéristique :

M +M U
. M MU
VAN A e Bl (B.19)
J),)r m m JW JW
ce qui donne:
M +M M+M U
q . q . Z M M U
7L=l( w _Z_&)iJ(____~+Z_W)2_4(_w__‘!_ * ) (B.20)
2 JW m JW m m Jyy Jyy

Nous obtenons, a partir de I'flquation (B.20), en utilisant les équations (B.4) ,(B.7) et (B.8)

la fréquence naturelle ©, et rapport damortissement C du mode de période courte:

M MU
mﬂ:\/z_w_q_ . (B21)
m J, Jyy
1 Mq+M;U 2
E='—e—| ] (B.22)
20, J o m



Annexe C

1 Introduction

L'air a travers lequel ufjavion vole n'est jamais immobile. En conséquence, chaque
fois qu'un avion vole, son fouvement est irrégulier. La nature de ces perturbations de
l'air est influencée par dff nombreux facteurs, mais il est d'usage de considérer la
turbulence, qui se produf au-dessus de cette région ou I'atmosphere se comporte

comme une couche limite fomme appartenant 4 l'une de ces catégories:

— L'orage la source la plus fommune de turbulence grave.

— Le nuage accumulé qui ale méme mécanisme que I'orage, mais il est moins grave.

— La turbulence claire d§ir CAT (Clear Air Turbulence), habituellement beaucoup
moins grave que les deux femiéres sources, qui par définition n'est pas visible, peut €tre
produite par des vents qui cdplent au dessus et entre les montagnes, et par convection due au

chauffage de l'air prés de la teffre le matin, particuliérement au dessus du desert.

Lorsqu'une approche a é@ congue pour considérer le couplage des rafales, il devient
nécessaire d'utiliser des métfodes statistiques, particuliérement la méthode qui nécessite le
calcul de la densité spectrfle de puissance DSP. Cette derniére demande un modele
mathématique pour la regésentation de la turbulence atmosphérique comme un

phénoméne stationnaire et aldgtoire.
2 Théorie de 1a Densité Spectrle de Puissance (DSP)

L'amplitude d'un phéndnéne aléatoire gaussien stationnaire est définie
statistiquement par sa valeur gMS (Root Mean Square) et par sa distribution gaussienne de
probabilité. Un phénoméne afatoire stationnaire gaussien est généré par la superposition d'un
nombre infini de composant@ sinusoidales. Ces composantes différent en fréquence d'une a
l'autre. Chaque composante afune amplitude infinitésimale et est déphasée par rapport aux

autres. Cette superposition des fh sinusoides est exprimee par .

y(O) = 3. Fo(o,)A0 cos(@,t+v,,) (C1)
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Ou: ¢(o _ JA® Amplitude infinitésimale.

v, Phag

aléatoire (rad).

o,, Pulsftion de chaque composant (rad/s).

(o, ) Dg

La variation dans le te
exprimée par une formulg
mesurée en fonction d'un

parameétres sont la densité

R(1), lamoyenne o, etc. Cg

Dans l'analyse des pertur

des techniques Fourier ou clas

La densité spectrale de

fonction réelle, qui mont,

est distribuée avec la fré

Dans le but de définir 1

aléatoire dans le temps y(

yr(t)=
yr(t)=

La transformée de Fourier

sité spectral de puissance DSP.

s d'une vitesse verticale aléatoire de rafale ne peut pas étre
déterministe. La vitesse d'une rafale peut seulement étre

ertain nombre de paramétres statistiques. Les principaux

$ectrale de puissance DSP¢(w), la fonction d'autocorrélation

paramétres sont définis plus loin dans cette section.

ations atmosphériques arbitraires, 'analyse en fréquence par

iques harmontques est tres utilisée.

puissance DSP de n'importe quelle fonction, y(t), est une

e comment la valeur moyenne du carrée y(t), donc y(t)

uence .

densité spectrale de puissance DSP¢(w), d'une fonction

) ona

(1) >-T<t<T
— Ailleurs

e yo(t) existe toujours et est donnée par :
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—jat

)= [ ya(ve  dt €2)

La densité spectrale df§ puissance DSP d'une fonction aléatoire dans le domaine

temporel y(t) est définie corrine suit:

o )ﬂilEz%T'F("’)'z=¥2227ILTF(‘°)F(‘“’) (C.3)

t(e) est une fonction rdlle et positive. A partir des 2 derniéres équations :

1 T jot - joe
o(d) =lim-— | J y()y(e)e"™'e™*dedt (C4)
T ZTET —a0 ol

Onpose € = t+ 1 etenéchiingeant l'ordre de l'intégration, on obtient

¢(0) = [ 3% T yr(Oy(t+ t)dt}'jmdf =% T R(e™dr  (C5)

§ 8

1
n
Ot R(71) est la fonction d'@utocorrélation, qui est définie par:

R(x) m%_}TyT(t)yT(M)dt YOy, (4 7) C6)

La fonction d'autocorrélatich R (1) a les propriétés suivantes:

DR(1)=R(-1)
2)R(0) = R(t)

HR(0)=y*(t) =0

d(o) est toujours positive eff symétrique autour de l'origine. En utilisant le théoréme de

Fourier, les relations réciproquel] entre ¢(®) et R () sont obtenues comme suit :
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op =2 R costonyer €7
Reciproquement :

R )=%I¢(m)cos((ot)dm (C.8)
D’ou

RP)=y (=0 = [#(o)do (C9)
Donc

o ;fcp(m)dm (C.10)

o est le RMS ou l'écart tyfe des fonctions aléatoires. L'intensité ou l'amplitude de la

turbulence y(t) est exprimgk en m/s. La quantité¢ y*(t) ou o fournit la mesure de la

puissance totale de la perturbatipn.

Dans le but d'enlever I'infuence de la vitesse de l'air, en comparant une analyse avec une
autre, selon McLean, les fonctins DSP d'une rafale sont calculées en fonction de la fréquence
spatiale Q=aw/U,, ou U, et la vitesse a I'équilibre de I'avion (m/s), @ est la fréquence
angulaire observée(rad/s) et est la fréquence spatiale (rad/m) . Ainsi, la relation entre

d(@) et p(Q)est: () = U oK)
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1 Boeing 747-100 Data

Casq 1 Case 11 Case III
Altitude(ft) 0 20,000 40,000
M 0,2 0,5 0,9
V(ft/s) 221 518 871
W(lb) 5,64*10° 6,366*10° 6,366*10°
I, (slug*ft*) 1,42810 1,82*107 1,82*10
), (slug*ft?) 3,210 3,31*107 3,31*10’
J_(slug*ft?) 4,540 4,97*10 4,97%10
I, (slug*fi*) 8,70k 10° 9,70*10° 9,70*10°
E(deg) -8,9 -6,8 2,4
C, 0,26 0,040 0,043

2 Boeing 747-100 Derivées fimentionnelles pour le mouvement longitudinal.

ase [(M=0.2)

X(1b Z(1b) M(ft *1b)
u(ft/s) ~3,6Q1*10° -3,538*10° 3,779*10°
w(ft/s) 2,138 10° -8,969*10° -5,717*10°
q(rad/s) 0 ~1,090*10° ~1,153*10°
w(ft/s?) 0 5,851*10 —7,946*10°
3, (rad) 1,680810° —L125%10° | -1,221*10’

0.0210 01223 © -9.8100 0.0658 2.9400
i -0.2093 -0.5313 67§200 O B -0.5464 O
0.0006 -0.0001 -0.361 0 -0.2748 0
0 0 1.0§00 0 0 0
Case I(M=0.5)

X(1b) Z(lb) M(ft*1b)
u(ft/s) -4, 8380*10' -1,342*10° 8,176*10°
w(ft/s) 1,546 | 0° -8,561*10° -5,627*10*
q(rad/s) 0 ~1,263*10° -1,394*10
‘;v(ﬂlsz) 0 3,104*107 ~4,138*10°
3_(rad) 3,994 410° -3,341*10° | -3,608*10’
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-0.0024 0.0780 0 -9.8100 0.1386 2.9400
| 00690 -0.4409 §1584200 O -1.1786 0
| 0.0008 -0.0004 4218 0 -0.8048 0
0 0 1.0000 0 0 0

e {(M=0.9)

Z(1b) M(ft *Ib)
u(ft/s) *10? -8,383*10° -2,062*10°
w(ft/s) ~7,928*10° -6,289*10*
q(rad/s) ~1,327*10° ~1,327*10’
w(ft/s?) 1,214*10° -5,296*10°
5, (rad) -3,677*10° | -4,038*10’

00200 00159 Jo -9.8100 0.0536 2.9400
| 00426 -0.4052 [265.0800 0 -1.2846 0
| 00002 -0.0004 §0.4017 0 -0.9000 0
0 0 1.0000 0 0 0

3 Conversion des unités

1 ft =0.3048m

11b=0.454 kg

1 kg =2.2026 Ib

14.62 kg = 1 slug

1m = 3.2508 ft

Im? = 35.3147 ft’

1 kg/m® = 0.002377 slug/ft’
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