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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE:

Depuis plusieurs années, I’utilisation croissante des systémes de communication
numérique motive la recherche et le développement de solutions permettant la
transmission de données a haute vitesse a travers des canaux  bande passante
limitée. Aussi, Les performances d’un systtme de transmission numérique

s’expriment en termes de FIABILITE. Elle peut &tre assurée par :

a) le codage de canal, ou codage correcteur d’erreur (« Forward Error
Correction » FEC) (Cours de V. Meghdadi, M1) qui introduit de la redondance

dans le message émis.

b) I"égalisation qui permet d’exploiter au mieux la bande passante du canal en
compensant en réception les distorsions introduites par le milieu de

transmission, les équipements électroniques etc...
I1 existe en fait deux approches :

c) une approche optimale (algorithme de Viterbi : cours de JP Cances) qui
consiste a déterminer les données émises, par ’application du critére du
Maximum de Vraisemblance (MV) ; c’est une méthode souvent lourde en

complexité.
d) une approche sous optimale qu’on appelle EGALISATION :

* en I’absence de bruit, I’égaliseur est un simple filtre inverse dont le role
est de rendre plate la réponse fréquentielle de I’ensemble (canal +

égaliseur)

* en présence de bruit, le filtre inverse amplifie le bruit et un autre critére
est utilisé afin d’effectuer un compromis entre réduction du bruit et des

interférences (Critére de I’erreur quadratique moyenne).



INTRODUCTION GENERALE
Le point de départ de ce mémoire est justement, d'analyser les raisons du
dysfonctionnement, de chercher des améliorations et de proposer une solution.
Pour ce, Nous avons répartie notre travail en trois (03) chapitres:

Tout d'abord, le premier chapitre introduit quelques notions théoriques lides a
I'analyse du sujet. On présente ainsi les éléments fondamentaux d'une chaine de

transmission numérique, le canal de transmission, des Notions sur l'égalisation et

le principe de I'égalisation ainsi que quelques méthodes et structures

couramment employées.

Le deuxiéme chapitre, nous allons voir une étude générale sur les filtres
optimaux et prédiction linéaire: Processus et modéles stochastiques, Prédiction
linéare, Algorithme de levinson durbin et finalement I'Algorithme des moindres

carres.

A partir des chapitres précédents et de la revue de littérature, le dernier chapitre
propose une solution basée sur un programme en Matlab qui permet de

proposer quatre (04) axes d'améliorations :
L Processus et modéles stochastiques
IL. Prédiction linéaire
III. Algorithme de levinson durbin
IV. Algorithme des moindres carrés

Finalement, la conclusion générale synthétise le travail effectud, récapitule les

résultats obtenus et ouvre la voie a différentes perspectives de recherche.






CHAPITRE 1 L"égalisation en Télécommunication

1. Chaine de transmission :

Définition: Une chalne de transmission est l'ensemble des
dispositifs permettant le transport d'une information sur des
distances souvent importantes.
Une chaine de transmission comprend trois éléments essentiels [1]:
® une source
e un canal de transmission
e un destinataire

Exemple : conversation téléphonique

2. Canal de transmission:

Un canal de transmission est un média de transmission d'information. Il

relie la source au destinataire et permet 'acheminement du message.

2.1Types:

Dans le domaine de la transmission du signal, le probléme qui se pose est
celui de définir le type de support de ce signal devant relier I'émetteur au
récepteur sans déformer le signal véhiculé et sans atténuer [2]. Ces supports
de transmission du signal sont appelés canaux de transmission, il existe trois

types de canaux a savoir:

« Les lignes de transmission
+ Les guides d'onde

+ Les filtres optiques

En propagation libre il y'a un seul type appelé propagation hertzienne (via les

antennes).
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2.3Effets:

Le signal capté par un récepteur n'est en général pas identique au signal émis:
celui-ci a pu subir des déformations; Ces déformations peuvent étre une
disparition des composantes aux fréquences élevées (les variations rapides),

des échos, des atténuations sélectives de certaines fréquences, etc...

Le récepteur capte aussi des signaux parasites qui seront en général

interprétés comme un bruit additif [3].

3. Notions sur Pégalisation:

3.1Définition:

Si le canal de transmission avait une atténuation constante et un déphasage
linéaire sur la bande du signal, il ne modifierait pas la forme des
impulsions émises et le récepteur recevrait tout simplement une version
bruitée du signal émis. En pratique, ces deux conditions ne sont que trés
rarement vérifiées et la réponse du canal a besoin d’étre égalisée pour
€liminer la distorsion du signal regu [4]. Par ailleurs, Ia réponse du canal
est en général inconnue et, de plus, susceptible de varier au cours du
temps. Son égalisation nécessite alors un égaliseur adaptatif capable de
s’adapter au canal et de poursuivre ses variations temporelles. Dans ce
paragraphe, nous allons d’abord donner un modéle discret du canal de
transmission et nous décrirons ensuite les structures d’égaliseur et les

algorithmes d’adaptation.

3.2Principe de I’égalisation:

Comme expliqué au chapitre précédent, les canaux de communication
peuvent Etre caractérisés par des filtres linéaires & bande passante W [5]

limitée avec une réponse en fréquence telle que :

H(®) = |H(D|e®U) i, (1)
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Ou | He(f)] et 8.f) correspondent respectivement a4 la réponse en
amplitude et en phase du canal. Considérerons dans un premier temps que
le canal est idéal : |[H(f) | est constante et 8.(f) est linéaire en fonction de
la fréquence, c'est-a-dire que les délais sont constants pour toutes les

composantes spectrales [1,2] Pour que les symboles soient transmis sans

interférences, il faut que la fonction de transfert globale de la chaine de

transmission respecte le premier critére de Nyquist [2], soit :

]l sin=0
h(n-T.)=
Osinz0 ....... (2)
Ou sur le plan fréquentiel :Z H [f = Tis =Ts......... (3)

De plus, la bande passante du canal étant limitée, il est nécessaire de
réduire la largeur de bande du signal & transmettre. On utilise donc un
filtre spécifique qui permet d’adapter le signal au canal en vérifiant la 1°°
condition de Nyquist énoncée en (3) Une forme de filtre particuliérement
utilisée est celle avec une réponse en cosinus surélevée [2]. En pratique,
ce filtre est réparti entre 1’émetteur (filtre de transmission) et le récepteur
(filtre de réception) et chacun a une réponse en racine de cosinus

surélevée,

Dans le cas d’un canal idéal, si I’impulsion regue vérifie ce premier critére
de Nyquist et que le récepteur est parfaitement synchronisé avec
I’émetteur, il suffit de comparer les amplitudes du signal a des seuils pour

restituer les symboles transmis.
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Par contre, si ’amplitude du canal n’est pas constante et que sa phase est
non linéaire, on retrouve des distorsions en amplitude et de phase. Dans
les canaux a évanouissements comme celui de Rummler, on retrouve

généralement ces deux phénoménes de distorsion [1]

Les impulsions émises sont alors étalées par le canal et se chevauchent &
la réception ce qui conduit a des interférences entre symboles. En plus des
évanouissements, le bruit et la bande limitée du canal conduisent & des
erreurs d’interprétations sur les symboles au niveau du récepteur et
dégradent la qualit¢é de la transmission [2] Le phénoméne
d’évanouissements multi-trajets constitue la principale limitation pour
transmettre de fagon fiable des données a grande vitesse dans des canaux
a bande passante limitée [2] Il faut donc mettre en place un systéme dans
la chaine de réception pour diminuer ces distorsions et limiter les IES :
c’est le réle de ’égaliseur. D’une maniére générale, I’égalisation se réfere
aux techniques de traitement du signal ou de filtrage qui permettent
d’éliminer ou de réduire les IES.

La Figure (01) représente la fonction de transfert globale de la chaine de

transmission.

Détection

HO O BG) HY) B,

Y
H(f)

Figure (01) : Modéle d’une chaine de transmission en bande de base.



CHAPITRE 1 L’égalisation en Télécommunication

D’apres (3), il faut que :

Si Hy(f).He(f) =1, les fonctions de transfert du filtre de transmission H(f) et
de Réception H,(f) permettent de satisfaire le 1 critére de Nyquist dans (4) et

donc de transmettre les symboles sans interférence.

L’égaliseur idéal doit donc avoir une fonction de transfert inverse a celle du

canal [2], c'est-a-dire:

i 1 -
H \ — - —Je. /)
=T H D

En transmission numérique, il existe plusieurs techniques et différentes
structures pour réaliser des égaliseurs. De plus, quand le canal est inconnu ou
que ses caractéristiques varient dans le temps, 1’égaliseur doit adapter sa
fonction de transfert pour essayer de satisfaire I’équation (5) et diminuer au

maximum les distorsions.

| 3.3 Méthodes d’égalisation :

L’égalisation est réalisée avec des méthodes qui peuvent é&tre regroupées en

deux grandes catégories [1].

Tout d’abord, les solutions basées sur le critére de détection de la séquence a
maximum de Vraisemblance. Dans ce cas, I’égaliseur réalise des mesures de
12 réponse impulsionnelle et fournit une moyenne pour ajuster le récepteur a
I’environnement de transmission. L’objectif étant de permettre au détecteur de
faire les bonnes estimations sur les séquences d’impulsions distordues par le
canal [1]. Un exemple de cette méthode est I’égaliseur de Viterbi. C’est la

7
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solution optimale par rapport aux probabilités d’erreur de transmission [1].
Par contre, dans un canal avec IES, un tel égaliseur demande des ressources
en puissance de calcul qui augmentent exponentiellement avec la longueur de
la dispersion temporelle. Ce type d’égaliseur ne fait pas partie de ’étude de ce

mémoire et si besoin, on pourra se référer a la littérature.

L’autre solution qui est la plus rependue consiste a réaliser 1’égalisation par

filtrage [1].

Dans ce cas, le détecteur du récepteur recoit une suite de symboles qui ont été
modifiés par I’égaliseur afin de corriger et d’éliminer les IES. La complexité
en puissance de calcul de ce type de solutions augmente de maniére linéaire
avec la dispersion du canal Elles sont donc avantageuses par rapport aux
méthodes MLSE. Cette technique peut aussi étre divisée en plusieurs
catégories, en particulier en fonction de la structure et du mécanisme de mise

a jour des coefficients de I’égaliseur.

3.4 Principales structures d'égaliseurs:

La fonction principale des égaliseurs est d'inverser la réponse impulsionnelle
estimée du canal de transmission sélectif en fréquence. Les architectures des
¢galiseurs employées en pratique sont nombreuses, on peut citer :

- une premiére technique appelée détection suivant la séquence la plus
vraisemblable « Maximum likelihood séquence estimation (MLSE) » qui
donne d'excellents résultats sous réserve que le canal soit connu ou bien
estimé,

- les égaliseurs lin€aires « LinearEqualizer (LE) »{6]: les performances de ces
égaliseurs dégradent remarquablement lorsque les conditions de propagation
se dégradent, et - les égaliseurs a retour de décision « Décision feedback
equalizer (DFE) » : employés pour les canaux sévérement dégradés.

Pour I'optimisation des coefficients d'égaliseurs, il existe essentiellement deux

criteres :
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- le premier critére consiste a forcer la réponse impulsionnelle du couple canal
égaliseur a zéro sauf a ¢z = 0 : cette approche d'égalisation est appelée forcage
a zéro « Zéro forcing (ZF) ». Elle est extrémement sensible au bruit.

- Le deuxieme critére consiste a adapter les coefficients de 1'égaliseur par la
minimisation de I'erreur quadratique moyenne entre la séquence égalisée et la
séquence estimee.

Cette approche est appelée erreur quadratique moyenne minimale (EQMM)
«Minimum mean Square Error (MMSE».

Dans cette section, nous présentons briévement les structures d'égaliseurs [5] :
I'égaliseur linéaire (LE), 1'égaliseur a retour de décision (DFE), l'égaliseur

annuleur d'interférence (Al) et |'égaliseur basé sur une structure en treillis.

3.5 Classification:

Un probléme d’égalisation est donc un probléme de filtrage. En général, on
classifie les égaliseurs en deux grandes catégories [7] :

e) les égaliseurs linéaires ou transverses

f) les égaliseurs non linéaires ou a retour de décision

On peut également grouper les égaliseurs suivant qu’ils sont :

g) déterminés a I’avance (lorsque le canal est connu et ne varie pas)

h) adaptatifs (lorsque par exemple le canal varie au cours du temps) .On
distingue dans ce cas deux catégories : les égaliseurs adaptatifs par séquence
d’apprentissage (connue du récepteur) pour assurer la convergence [8] et les

égaliseurs sans séquence d’apprentissage ou autodidactes.

3.7 Performances:

Le critére du minimum de la probabilité d’erreur est le plus adapté dans tout
systtme de Communication numérique. Mais en pratique il est difficile de
réaliser des dispositifs sur ce critére, on a donc besoin d’autres indicateurs de

performance [9].
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aA)’EQM (Erreur Quadratique Moyenne) : utilisée comme critére dans la
conception de certains égaliseurs, elle permet également de chiffrer les
performances d’un égaliseur.

b) Le diagramme de I’eeil : obtenu en superposant toutes les trajectoires
possibles de la sortie du canal ou de 1’égaliseur sur une durée symbole. I est
utilisé pour mesurer qualitativement le degré d’Interférence Entre Symboles
(TIES).

¢) Les interférences résiduelles : en sortie de I’égaliseur, il est intéressant de
quantifier le taux d’interférences résiduelles. Cette donnée permet de chiffrer

I’écart entre la réponse globale (chalne + égaliseur) et celle d’un Dirac.

10
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CHAPITRE 2 Filtres optimaux et Prédiction Linéaire

1. Processus stochastiques discrets:

On s’intéresse dans ce chapitre aux outils de description des processus
stochastiques discrets, échantillonnés de fagon uniforme dans le temps. Ou
I’on considére une séquence : u(n), u (n — 1), ... u (n —M) (2.1) comme une
réalisation particuliére de M+1 échantillons d’un processus aléatoire, ol n
représente le temps discret. Bien siir, en théorie, un processus stochastique
n’est pas associé a une seule réalisation mais a un nombre infini de
réalisations sur lesquelles on peut faire des calculs statistiques, pourvu que
’on connaisse la distribution de probabilité [9].

En pratique, on supposera fréquemment que le processus est stationnaire, au
moins au sens large (& I'ordre 2). Les propriétés (et grandeurs) statistiques
sont alors indépendantes de n.

On supposera aussi fréquemment que le processus est ergodique, ce qui

permet d’approcher les moyennes statistiques par des moyennes temporelles.

1.2 Matrices d’auto-corrélation:

Soit u(n) le terme général (réel ou complexe) d’une série temporelle
stationnaire au second ordre. On note u(n) le vecteur de taille M x 1 :
u(n)=(un),umn—-1)...u(n-M+1)) T (2.2)

Ou T représente la transposition [10].

1.2.1 Matrice d’auto-corrélation:

Si les valeurs de la série u(n) sont a valeurs complexes, on définit la matrice

d’auto-corrélation comme:

Ruu(ﬂ) Rﬂ:u(l) S Rwu.(f\fir - 1.)

Ruw = Eju(mum)f) = | =1 wu{0)

Ruu(=M + 1) R (0)

11
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Ou - représente ’opérateur de conjugaison, H représente la transposée

conjuguée, Ry, (k) =E [u(n) u* (n — k)]. Cette matrice posséde la symétrie

hermitienne, c¢’est-a-dire qu’elle vérifie :

Ry (0} .R“u(_l) Rouo(M — .i)
Rm: = Rﬁ’u s R“mi{}‘) Rtm(g}
R (M = 1) Rl

Pour montrer la propriété de symétrie hermitienne, il suffit de montrer que

Ruu(k) =R (k) :

Ruu(k) = K
E

R

#
Wik

[w(nyu” (n — k)]

Shut(nuln — k)"
Eluln — kyu*(n)]”
(—k).

Dans le cas de signaux réels, la matrice est définie par Ry, = E [u(n) u(n) ']

qui posséde la Symétrie simple,

C’est-a-dire R,, =R, :

Ryu(0)  Ryu{l)
Ruu(1)  Ruu(0)
Ryu(M = 1)

12
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1.2.2 Propriétés de Ia matrice d’auto-corrélation

1. La matrice d’auto-corrélation d’un processus stochastique discret
stationnaire est une matrice de Toeplitz, c’est-a-dire dont les diagonales

sont constituées d’éléments identiques [10].

2. La matrice d’auto-corrélation est hermitienne.

Pour des signaux a valeurs complexes, on a donc les relations suivantes :

R, =R",
Ruu(—k) = R'yy(k).

Pour des signaux a valeurs réelles, les relations précédentes deviennent

simplement :

Ry =Ry

Ruu(—k) = Ryu(k).

3. La matrice d’auto-corrélation d’un processus stochastique discret
stationnaire est toujours définie, non négative, et presque toujours
définie positive.

En effet, soit x un vecteur quelconque de taille M x 1, on note [11]:

y= x'u(n) = u'(n) x*
Et

y= u”(n) X.

On a alors :

E [yy'] =E [Iy/’]

= E [x"u(n)u"(n)x]
= x"E[u(mu"(n)]x

H
=X RyuX.

13
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Puisque E [|y*] > 0, la forme hermitienne x"R,,x> 0, ¢’est-a-dire qu’elle est

définie non négative.

De plus, si pour x # 0, la forme satisfait xHRuux >0, alors la matrice R, est

définie positive. Cette condition est généralement remplie, & moins qu’il n’y

ait des dépendances linéaires entre les u(n), . .., u(n =M + 1).

4. Sion ordonne les composantes du vecteur u(n) de fagon inverse, c’est-

a-dire si on note u>(n) = (u (n—-M+1), . . . u (n—1) u(n)) * la matrice

d’auto-corrélation de W® vérifie [12]
R,B.B =Ryy".

En effet, R, ByB s’écri; par définition :

Ruu(ﬂ} R;u(z,}
Ruf*uﬁ' — E{u”{n)uij{n)ﬂl - Rm::(l) Rﬂu(g}

Ruu(ﬁ;! - 1.)

D’ouR,B.B=R",,

R (M —1)

Rx,m (9)

Dans le cas de signaux réels, compte tenu de la symétric de Ry, on a

simplement

RUBL[B =IKUU

5. Les matrices d’auto-corrélation de u(n) de dimensions M et M + 1,

notées Respectivement Ry et Ry (en omettant l'indice uwu  pour

simplifier |'écriture) sont liées par la relation :

R..(0) @ ¥
Rarsr = :

r © Rar

14
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Ou bien encore:

Ry rt
Ryt = ,
r e : R"ti‘!l {{} )
avec 1 = Efumu’ (m+1)], ™ = Ru(DRwW?) . . RuM)) et BT =

Ru(—M)Rui(—-M+1) .. .Ru(=1)).

1.3. Modeles stochastiques

Trois types de modéles de filtres sont considérés :

— filtres auto-régressifs (AR),

— filtres & moyenne mobile (MA, pour moving average),
— filtres ARMA.

1.3.1 Modéles auto-régressifs (AR)

Un signal {u(n)} est la réalisation d’un processus auto-régressif d’ordre M si

u(n) s’écrit :

A
u(n) = Z wipt(n — k) + vin)
k=1
ou les w, k=1, ..., Msont les coefficients du modéle et v(n) est un bruit

blanc.

On peut aussi écrire [9]:

M
u(ny — Z wrwin — k) = v{n)
T |

oubien, en posantay=1eta,=-w, k=1,... M:

15



CHAPITRE 2 Filtres optimaux et Prédiction Linéaire
A
Zﬁm{n — k) = v{n).
k=0

Enfin, en utilisant |’opérateur de retard z' on peut écrire :

utn) = 330wz Fu(n) + v(n)
va) = atnl - Ty

Soit en utilisant les notations ay:

w(n}t  FpwpzTF] = o(n)
HA (2’. )u(u} T 1;(3})

Avec :

4 M ~k
Ha(x) =S a7k

Cette €quation donne la relation entre un échantillon v(n) et u(n). Pour les

séquences {v(n)} et {u(n)}, en notant:

i & P oo

U{zy — Z winjr TetViz) — Z v{niz ",

w3 Eh 1 -4}

Ona:

Ha(\U(z) = V{2).

On peut interpréter ce résultat de deux fagons :
vin) u(n
vn) W,

t
7 |

Figure 02 - Filtre auto-régressif (AR)

16
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o, o

z-‘%

Y
2

1

Figure 03— Filtre auto-régressif (AR) d’ordre M

1. Etant donné€ le bruit blanc {v(n)}, on peut générer le signal auto-régressif
{u(n)} par la relation:

U(z) =V (z)/Ha(z) = HG(2) V (z)

Ou Hg(z), inverse du filtre RIF Hu(z), est donc un filtre « générateur » a

réponse impulsionnelle infinie (RIT ou IIR en Anglais) ;

2. Etant donné le processus auto-régressif {u(n)}, on peut utiliser le filtre
Ha(z) pour produire un bruit blanc {v(n)} : Ha(z) est alors un filtre
“analyseur” a réponse impulsionnelle infinie (RII ou IIR en Anglais),un filtre
AR peut étre représenté globalement par le schéma de la figure 02 plus

précisément pour un filtre AR d’ordre M, on a la structure de la figure 03

) = Mk , _
Le filtre71(2) = 340 a2 est un filtre tout-zéro (all-zero filter), car il ne

possede que des zéros (exactement M — 1), et il est complétement défini
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a partir de la position de ses zéros. Ce filtre est implicitement stable, c’est-a-
dire que la réponse a une entrée d’énergie finie est a énergie finie [12].

Au contraire, le filtre HG(z) = 1/HA(z) est un filtre tout-pdle (all-pole filter).
Les pbles de HG(z) sont bien évidemment les zéros de HA(z). Ce filtre est
stable si et seulement si tous les pdles de HG(z) sont situés a I’intérieur du

cercle unité dans le plan z.

1.3.3 Modéle MA:

Le filtre générateur d’un signal MA, {u(n)} est un filtre tout-zéro attaqué par
une bruit blanc.

Le signal a I’instant discret n vaut alors [13] :
K
w(n)=v{n)+bvin-1)+... +bgvin—K)= Z brvi(n — k).

ko=

Ou v(n) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance ¢°, et on les by
sont les coefficients du filtre. On peut aussi écrire avec les mémes notations

que précédemment :

Uz) = Hya(z)V(z).

De fagon inverse, on peut chercher a blanchir un signal MA u(n) selon la

relation :
Viz) = —U( = Hp(2)l(z),

Ou le filtre HB(z) est un filtre tout-poéle.

1.4 Modéie ARMA:

C’est la combinaison des parties AR et MA, vues précédemment. Un

processus ARMA {u(n)} satisfait donc [’équation [14] :
18
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u(n)+au(n—1)+...+apyun-M)=v(n)+bv(in—1)+...+bgv(n — K),
Ou les apet les by sont les coefficients des parties AR et MA, respectivement,

et ou v(n) est un bruit. En factorisant dans z, on a :

Har(z) U(Z) = Hwa(2) V(2), d’ol :% = Hya(2)/Har(2)

Dans le filtre ARMA, les zéros sont donnés par HMA(z) et les pdles par
HAR(z).

Le modele AR présente un avantage calculatoire sur les modéles MA et
ARMA dans la mesure ou les coefficients AR sont solutions d’un systéme
linéaire d’équations appelé équations de Yule-Walker. Au contraire, le calcul
des coefficients MA et ARMA requiert la résolution d’équations non
linéaires. Cependant, le modéle ARMA est plus riche que le modele AR et

peut s’avérer indispensable dans de nombreuses situations.

1.5 Caractérisation d’un modéle AR:

Un modele (ou un processus) AR est complétement caractérisé par :
— la variance du bruit blanc v(n) qui excite le filtre, notée o,
— les coefficients AR : a, a, . . ., ay (rappelons que a0 = 1).

Un a alors I’équation:

Al
‘u{'ﬂ)(l 4 Z Qg k) = uv{n)
k—1

Ou bien sous la forme développée :
u(n) + aju(n — 1) +. .. + apyu(n —M) = v(n),

Ou v(n) est un bruit blanc de variance 67,
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1.5.1 Equations de Yule-Walker: Multiplions 1’équation précédente par

u(n — p), p > 0, et calculons 1’espérance :

M
E{Z apufn — kju{n — p)| = Efo(nlu(n—p)], p=1,..., M.
k=0

On voit apparaitre les auto-corrélations de u, et les inter-corrélations entre v et
u. Puisque, Pour p > 0, u (n — p) ne dépend pas de v(n), les inter corrélations

sont nulles sauf en p = 0. On a dongc:

o2 p=0

Elo(n)u(n — p)] = { 0 p>0

En écrivant I’équation pour p = 1, . . ., M, on obtient le systtme de M

équations :
Al
Z aEfu{n —kjun-p)| =0 p=12.....M
k=0

En posant wk = —ak, on peut mettre cette équation sous la forme :

M
Z wpElu{n — kyu(n — p)] = Elu(nlu{n - p)] p=12,... M.

k=1

En posant maintenant:

Elun - kpu(n-p)] = Ru(p-k)=R(p-Fk)
Elunyu(n—p)] = Ruu(p) = R(p)

20
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Le systéme d’équations peut s’écrire :

R(0} R(1) ... RM-1) wy R{1)
R(1) R(0) R(M —2) wo R(2)
RIM — 1) R{A} 2y R(0) | Pag R(m

Que I’on peut mettre sous la forme matricielle : Rw =r,

en posant w = (w; .. .wy)T , etr=(R(1)}.. .R(M))T . Cette équation porte le

nom d’équation de Yule-Walker.
3. Prédiction linéaire:

La prédiction lin€aire est un outil trés puissant utilisé pour ’analyse de séries
temporelles, par exemple de signaux de parole, de consommation électrique,
d’indices boursiers. On peut aussi utiliser la prédiction linéaire pour modéliser
des signaux, par exemple des signaux de parole, en vue de compresser le
signal. L’idée est alors de remplacer la transmission ou le stockage des

échantillons par :
— la transmission des paramétres de prédiction (une fois pour toutes),

— la transmission (ou le stockage) a chaque instant n, de I’erreur de

prédiction seulement, ce qui peut étre codé par un nombre restreint de bits.

Dans ce chapitre, on considérera (i) la prédiction directe (ou avant, forward en
anglais) qui consiste, connaissant u (n—1), u (n—2), . . . a prédire u(n) voire u
(nt1), .. ., et (ii) la prédiction rétrograde (ou arriére, backward en anglais) qui

consiste, connaissant u(n),u(n —1),...u(n—M+ 1 a prédire u (n -M). ..
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3.1 Prédiction avant (forward prediction):

3.1.1 Modéle:

On considére un filtre linéaire transverse de taille M, caractérisé par le vecteur
des parametres w = (W), Wa, . . .Wy) qui pondére les entrées u(n—1), u(n—2), ..
. W(n—M) de fagon a fournir une prédiction linéaire notée ti(n) [13]:

M

fn) = Z wiu(n — k).
ko1

La solution, optimale au sens des moindres carrés, est déterminée et notée

Wopt, €L ON peut écrire :

M
(n/lp-1) = E W g1 — k),

Ou Un-1 représente I’espace engendré par toutes les observations passées
avant l'instant n—linclus. Autrement dit, @ (n/Un—1) représente

I’approximation de u(n) obtenue en utilisant toute I’information passée.

-4 _
u(n) 2 u(n )b 2 o u(n-M)
__wm,'
x ¢+ a{n)
»- L e

Figure 04 — Représentation schématique d’un prédicteur 4 un pas
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uin u(n-1 u(n-M
(B poen ) W N oy R )
1 W, -%’ -WM
+ - ¢+ +¢+ L e(n)
L+ . »

Figure 05 — Représentation schématique du calcul de Perreur e(n)

On peut représenter schématiquement le filtre prédicteur par le schéma de la

figure 4.1.
Le terme d’erreur, e(n), qui intervient dans la minimisation, peut étre obtenu
par le filtre suivant (figure 05) ou de fagon plus compacte, en utilisant le filtre

prédicteur par le schéma de la figure 06.

3.1.2 Erreur de prédiction a un pas :

On note ’erreur de prédiction & un pas :

fa () = uin) — a{n),

u(n) ] ﬁ[ni é(ﬂ)
—T1 W 2 [ w - 4

it

Figure 06 — Représentation compacte du calcul de Perreur e(n) a I’aide du

filtre prédicteur
Ou M est ’ordre du prédicteur. A 1‘optimum, on notera:

fu(n) = u(n) -0 (n/Un—1), O @ (n/Un—1) est I"approximation obtenue en

tenant compte de tout le passé.
23



CHAPITRE 2 Filtres optimaux et Prédiction Linéaire

L’erreur quadratique moyenne, mesurant les performances du prédicteur, est

donc :
PM = E [f'M(n)]

Dans le cas de signaux complexes, on aurait PM = E [|fy(n) | ?] Par rapport

au filtrage de Wiener, on utilise :

— Les entrées (M au total) a partir de u(n—1), c’est-a-dire u(n—1), . . . , u(n—-M)
etonnoteun—1)=((n—-1),u(n—2)...,u(n -M),

- la sortie désirée est égale a u(n) : d(n) = u(n).
On note :
— Ry =E [u(n— u" (n - 1)] la matrice d’auto-corrélation,

— Wopt = (Wopt,1,Wopt2- - - »WopM) T , l€ vecteur des paramétres du prédicteur

optimal,

—r=E[u(n—1)d(n)] =E [u(n— 1) u(n)].

L’équation de Wiener-H,,e du prédicteur a un pas s’écrit alors :
RuuWopt™= T,

Et, en utilisant la relation J i, = 0% - 6y Perreur de prédiction minimale vaut

: (Pm) min = 64 - 6°4 = Ru(0) - r"Wopr
3.2 Prédiction arriére ou rétrograde a un pas

Le probléme consiste a prédire u (n—M) a partir des M échantillons u(n), u
(n—1), .., u (n—M +1). Notons Un I’espace engendré par u(n), u (n—1),...,u
(n—M +1), la prédiction arriére Est donc:

he g
i — N JjUd,) = E gru(n — &k + 1),
k‘:;:;l

Ou les gk, k =1, . . ., M sont les coefficients du prédicteur, que nous
estimerons au sens des moindres carrés.
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Pour ce probléme de prédiction arriére & un pas, la valeur désirée est donc :
d(n)=u (n —M),
Et Perreur de prédiction arriére est :

har(n) =wuin — M) — a{n — M/U,).

L’erreur quadratique qui sera le critére & minimiser s’écrit donc :
- 2
Py =E [bm () [].

On peut donc appliquer les résultats du prédicteur avant avec ces derniéres
notations. Pour le prédicteur arriére, on en déduit I’erreur minimale, 3

’optimum [15]:
Py =1(0) —1'g® = 1(0) — 1" Wop.

On voit ainsi que les erreurs optimales des deux prédicteurs ont exactement

les mémes expressions.
4. L’algorithme de Levinson-Durbin:

Si on résoudre les équations de maniére directe, cela implique I’inversion
d’une matrice, et donc une complexité d’ordre M>. Un algorithme rapide a été
développé par Levinson (1948) et Durbin (1959) qui permet de diminuer la
complexité d’un ordre (M?). De plus, il permet d’introduire €élégamment la

représentation des filtres en treillis.

L’algorithme est récursif dans I’ordre, ce qui signifie que 1’on détermine les
prédicteurs d’ordre m, m = 1, . . ., M. L’étape initiale est laissée au soin du

lecteur,
Admettons que nous ayons la solution pour I’ordre m, la solution 3 I’ordre

m + 1 peut S’écrire:
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T it
| . «'«'J{ [ “(‘,;! ]Wﬂ-’m +.|Wm.,.1} . Bl i TR . S = .
A'WI -+ ¥ ()

Pour obtenir la solution sous la forme [Gzﬁm+10...0], il faut adopter x,+; de la
forme [*0...*]" et il est clair que I’on peut choisir Xm.; de la forme

[Amei0...0%m]" ,ce qui est fixe simplement :

Ar‘n»l
Kmit = — 3
Ttm

Ce choix particulier, et la relation que nous avons fait entre prédiction arriére

et prédiction avant permet alors d’écrire I’équation précédente sous la forme :

=z »
”fj’" A’H I CFomit
a 0
) 2 S a’fﬂ e A AP {3 =z . 4 Wt . = .
0 bm : s S
2
i Am«r 1 ”7,;;: 0

La récursion sur la solution devient :
| al
a1 = 1+ Kmad) | O
En particulier, am+1(m + 1) = Km+1. L’erreur de prédiction devient alors :

b ] E - :2 .’2
g?‘,mf»l - gf.m + Rm“ﬂamﬂ = Gj,m(l - m-H)

Une puissance devant étre positive, 1’équation précédente implique que

ik'nH-l I <1
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D’autre part, on a que:

3

. _ P
Tyl = O = --- 201 = 0p

i

ce qui confirme l’intuition selon laquelle I’augmentation de I'ordre de
prédiction diminue I’erreur de prédiction. Dans le cas d’un processus AR(m),

aprés I’ordre m, les variances seront égales. On peut résumer ’algorithme de

Levinson comme suit [13] :

Algorithme de Levinson

Initialisation ag = [1], 03¢ = ry(0)

*

réeursion  Apuq = [ryy(m+ 1)+ ry{Dlag,
" Am-

Kgi=- gl }

Uj.m

i al . 0
Qppy = { 6“' ] + I\m-:-l [ Ja: ]
n

P b )
U}.m-ﬂ = Uf,m(l - -I‘fgnﬂ)

Par récursion, ’algorithme de Levinson nécessite environ 2n multiplications,

soit, au total :

12
IMIM +
Y n= ‘?'H)EMQ

n=|
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5. Algorithme des moindres carrés :

Cette méthode cherche a minimiser ’erreur quadratique moyenne E [’ (n)],

on se propose ici de minimiser la somme des erreurs quadratiques :

sur une fenétre [k1, k2] de taille limitée. Dans la suite, on se placera dans le
cas ou k = 1, et on introduit une pondération exponentielle dans la fonction de

colit :

Si A =1, E(n) est simplement la somme des erreurs quadratiques. Si A <1, les
erreurs passées sont pondérées avec un poids (facteur d’oubli) qui décroit
exponentiellement. Asymptotiquement, C’est-a-dire pour n — oo, si le signal

est ergodique, on montre que 1’on tend vers la solution de Wiener -Hopf.

La version de ’algorithme des moindres carrés récursive, qui se propose de
calculer les termes a ’instant nt+ 1 en fonction des termes a |’instant n, sans
tout recalculer. L’objectif est de conserver 1’optimalité par rapport a E(n) tout

en diminuant la complexité des calculs.
5.1 Initialisation de ’algorithme des moindres carrés récursifs:

Cet algorithme est souvent appelé RLS, pour récursive least square. Pour
exécuter |’algorithme, il faut définir une valeur initiale, non singuliére, de ®-
luu (0) = P(0)

Cette initialisation peut étre réalisée par un premier, et unique, calcul de
matrice inverse : On peut aussi, plus simplement, modifier la matrice ®uu(n),

de facon a la régulariser afin que I’inverse existe toujours [16] :

Avec ®,,(0) =51, ot P(0) = &' ,,(0) = &'. Cette procédure peut étre vue
comme une modification des fenétres de pondération. La valeur du paramétre

8 n’est pas critique. On prend souvent $<<0.01c%u

Enfin, en absence d’information a priori, on initialise le vecteur parametres a
w(0)=0.
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CHAPITRE 3 Kesultat de simulation

Signal Test: Séquence SBPA

Figure 07

Moyenne =0
Variance=1

La figure (07) illustre une séquence binaire pseudo aléatoire de moyenne 0 et
variance 1 que nous avons utilisée comme signal test pour ses propriét€s
spectrale. La densité spectrale de puissance de la séquence SBPA .c’est un
spectre riche en composantes fréquentielle qui s’étendent uniformément sur
toute la bande fréquentielle occupée. Cette propriété est due au caractére
aléatoire de la séquence binaire (figure 08).

dsp de la sequence SBPA

4o! . -
TR TRL TR |

!l t'f' L:E ) A e PRI ‘-;‘E\I | ] Lt " [:; .
= f?‘fﬁ'ﬁi.pﬁg% i"\é-i‘l_;'f-w;éf‘:i‘@'f) ”,QM Y ?f,"ﬁ:{ﬁ I ‘%w! b&%f’wl 4;*@*1.«“‘3.‘4

IR ey T } e
25; | l il | \i } Wr | Fr || f\ I'r’[ | tﬁ ” }i\
S A

P \3 ‘ ! l i ;
15‘}- . }
10} I ¥
O = slere s g0 ~Eho " zhs | e ae” aw0 mig 260

Figure 08
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Canal de Transmission:

Dans notre travail nous avons représenté un canal de transmission par un
filtre de butter Worth d’ordre 4.Dans les figures (09-10) sont illustrées la
repense fréquentielle et impulsionnelle du filtre. Le canal de transmission
exerce une atténuation des composantes fréquentielles du signal test dont la
fréquence normalisée est supérieure & ([]/18) (fréquence de coupure du filtre
de butter Worth).La réponse impulsionnelle du filtre tend vers zéro exprimant
Le signal test traversant le canal de transmission, ses composantes
fréquentielles supérieures a la fréquence de coupure sont atténuees.

num =

0.0030 0.0121

>>den
den =

1.0000

reponse frequentialle du filtre de Butterworth

-2.5750 2.6566

\
Figure 09
0.0181 0.0121 0.0030
-1.2668 0.2335
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reponse Impuisionneite du Mire ae Butterworth
o' 3 T L} T L] L L} L

Q25| -
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Figure 10
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Figure 11

num =
0.0030 0.0121 0.0181 0.0121 0.0030
den =
1.0000 -2.5750 2.6566 -1.2668 0.2335

La figure 11 Renseigne sur la stabilité du filtre de butter worth
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Kesumiar ac simuianon

dsp de |1a SBFPA apres filtrage

_40 A L L A AL i 1 L 'l
0 5Q 100 150 200 250 300Q 350 <400 450
Figure 12
La dsp du signal 4 la sortie du filtre est montrée a la figurel2
= Druit aOoRIT gaussien
15
1
0.5
o
-0.35
1
o 3] -
7:U ‘HI.IU Is":]U JL.IU 4LIJU SI.JU I:l:lU II:IU tﬁl:l(.! BJJU pauieie]
Figure 13
Moyenne= 0
Variance=1
SNR=0.0043 dB=0
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Un deuxieme effet du canal de transmission considére dans ce travail est le
bruit. Le bruit est un signal génére dans le canal de transmission qui s’ajoute
au signal test pour 1’écarter de sa forme Nous avons génére un bruit
aléatoire blanc gaussien de moyenne 0 et variance | (figurel3)

dsp du brult addltlf

% S C—— N S PUCPESSS ST ) S P Y S S —_— e SR [ sesadl —— = B =
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Figure 14

L’aspect aléatoire du bruit donne une dsp riche en composantes fréquentielles
uniformément reparties

SBF’A apres ﬁltrage noyee dans un bmlt additif

BT

Figure 15

L’intensité du bruit génére nous permet de noter un SNR de 0 dB, ce qui rend
la séquence SBPA complétement noyée dans le bruit (perte de 1’aspect binaire)
ceci est illustre dans la figure 15.
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dsp de la SBPA apres filtrage et brouillage

40 - - § et T e s L sei i gy iy

Figure 16

La figure 16 nous avons la dsp de la séquence SBPA aprés filtrage et
brouillage. Pour remédier a I’effet atténuation des composantes fréquentielles
un filtre égaliseur est utilisé pour [’estimation du filtre égaliseur on a fait
appel a la prédiction linéaire. En premiére étape la méthode de yullwalker a
été utilisée pour I’estimation des paramétres du filtre égaliseur. La méthode
de Yule Walker est une méthode directe qui détermine les paramétres du
filtre égaliseur par résolution des équations de Yulewalker en supposant un
modéle AR.

1. Egaliseur de Yule Walker :

SNTAR PSR EALR AR U BRE ot broviiage

as oyge:dsp de lgsequence SBFRA
1

T TS ik 'w AL

o 56 790 750 =00  Th0 300 350 409 350 500

Figure 17
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Kesultat de simulation

40 —
35+

30

20
15 -

10 -

25_\//“\\\¢/r‘a

1
175

180

SNR=0db, ordre 3

Al =1.0000

-0.2789

-0.1401

"Tas

Dans la figure 18 les dsp de
brouillage (a la sortie du canal de transmission) et de la séquence SBPA i la
sortie de I’égaliseur de Yule Walker d’ordre 3 sont comparés nous constatons
que les composantes fréquentielles de I’erreurs de prédiction de Yule Walker
suit les composantes fréquentielles de la séquence SBPA originale alors que
la dsp de la SBPA a la sortie du canal de transmission (aprés filtrage et
brouillage) s’écarte a cause des effets d’atténuation et de brouillage. Nous
pouvons conclure que le filtre égaliseur de Yulewalker permet de régénérer
les composantes fréquentielles atténuée dans le canal de transmission.

40 -

190 195 200 205

Figure 18

-0.1135

la séquence test SBPA aprés filtrage et

35 -

7
20 - /// N/ ~

25—\/‘

20 |-

15 |-

180

185

I . L L
20 195 200 205

Figure 19

La stabilité du filtre égaliseur est vérifiée dans la figure 19
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Figure 20

SNR=0, ordre 10

Un filtre égaliseur de Yule walker d’ordre 10 (SNR=0 dB) représente de la
figure 20.

40 - , ,
i il
: i \ly '
30 ﬁﬁ

20 -{iv]
I
1

10

| noiridsp de la SBPA apres filtrage et brouillag

© bleu:dsp de lemeur de prediction
| rouge:dsp de la sequence SBPA

. . . . . . 3
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figure 21
SNR=10db

Nous constatons que augmentation de P’ordre renforce les fluctuations de la
dsp. Apres réduction de la variance du bruit 4 un SNR de 10db donne de
meilleurs résultats avec un filtre égaliseur de Yule walker d’ordre 3.

3. Egaliscur des moindres carrés simples:

En deuxiéme étape nous avons opté pour I’estimation du filtre
égaliseur par la méthode de prédiction linéaire des moindres carrés simples.
La méthode Des moindres carrés simple est une méthode d’estimation réagir
fondée sur la minimisation de I’erreur de prediction.la comparaison des dsp
de la séquence SBPA de test, de la séquence SBPA 3 la sortie du canal de

transmission (aprés atténuation et brouillage)
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CHAPITRE 3

Et de I’erreur de prédiction des moindres carres simples illustre dans la figure
40 montre que la régénération des composantes fréquentielles de la séquence
SBPA aprés atténuation et brouillage permet d’obtenir un spectre qui ....
de la dsp de la SBPA a Pentrée du canal de transmission (figure 22), une

Keésuitat de simulation

tendance meilleure compare a celle de Yule walker.
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Moindres carrés: SNR= 0 dB ordre 3
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Moindres carrés: SNR= 0 dB ordre 3
A=
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CHAPITRE 3 Kesultat de simulation

1.0000 -0.0760 0.1400 -0.0445

La convergence des parametres du filtre égaliseur est montrée de la figure
(23). Une augmentation de 1’ordre du modéle induit un renforcement des
fluctuations du spectre. Avec augmentation de la variance du bruit (10 dB)
nous constantans une meilleure adaptation de cette méthode avec le bruit et
Cette robustesse reliée a la récursivité des moindres carrés simples et au
critére de minimisation de I’erreur de prédiction utilise dans cette méthode.

La convergence des paramétres du modéle d’ordre 5 aussi que sa stabilité sont
verifiés dans les figures (22-23)
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Moindres carrés: SNR 0 dB ordre5
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Moindres carrés: SNR= -10 dB ordre5
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Figure 27

Moindres carrés: SNR = -10 dB ordre5

A:

1.0000 -0.0053 -0.0256 -0.0055 -0.0054 0.0329
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CHAPITRE 3 Keésultat de simulation
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Moindres carrés: SNR=-10 dB ordre5

A=
1.0000 0.0060 0.0207 -0.0392

-0.0134
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Conclusion Générale

signal au bruit (SNR) importants. La comparaison des deux méthodes a été

entreprise par estimation spectrale des signaux.

En définitif, bien que consctents que dans notre étude les problémes n’ont pas
été tous abordés toute fois nous avons essayé de cerner I’essentiel en

respectant le cadre de travail qui nous a été tracé.
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