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 ملخص 

في هذا العمل ، قمنا بعرض علاقة بين مفهومين للاحصاء و هما نظرية القيم المتطرفة و 

 تحليل البقاء .

في تحليل الموثوقية او تحليل البقاء، تكون معظم المعطيات معالجة بنومذج  ويبول الذي 

 الشكل .يعتبر حالة من حلات  قانون الجذب العام لنظرية القيم المتطرفة حسب معلميت 

التوزيعات ذات الذيل من الاحتملاية آلا وهيا القوانين في هذا العمل نهتم بعائلة خاصة من 

نوع ويبول ، هذه القوانين لديها دالة بقاء تتانقص بسرعة أسية ) نتحدث ايضا على الذيل 

الخفيف(، امثلة على بعض هذه القوانين  التوزيع الأسي و التوزيع الطبيعي و التوزيع 

 ما،.....الخ غا

سرعة التقارب لذيل توزيع الاحتمال يتم التحكم به عن طريق معلمية الشكل الذي يسمى 

 نواجه كثيرا من العارقيل من نوع المعطيات الناقصة.مؤشر ذيل ويبول، و في تحليل البقاء 

 المعطيات الخاصة بالحياة لاتخضع لملاحظة كاملة، هي ليست نادرة و لكنها غير كاملة .

 رقابة و الانقطاع عن الرقابة كلاهما سبب للمعطيات الغير كاملة او الناقصة ،ال

نحن نستخدم نماذج  المراقبة الدقيقة للحد الزمني لحدوث الفائدة آلية تمنع الرقابة هي 

، Hillالتقديرات المعروفة ) الموثوقية )نموذج كوكس للمخاطر النسبية ... إلخ( و

Pickands ،Kaplan-Meier ،)على جهة  عشوائيةال رقابةال حالة ا في هذ وكل ... إلخ

 .اليمين 

  



ABSTRACT

In this work, we present a relationship between two concepts in statistics, the ex-

treme value theory and survival analysis. In reliability analysis or survival analysis,

the data are often treated with a weibull model which is considered as a case in the

domains of attraction and the theoretical concepts associated with them in the three

cases corresponding to the sign of the shape parameter . we are interested in a parti-

cular family of laws : the tail laws of Weibull type. These laws have a survival function

which decreases at an exponential rate (we also speak of a light tail). Examples of such

laws are the exponential, normal, gamma, etc... The speed of convergence of the tail

distribution is controlled by a shape parameter called the Weibull tail index, and in

survival analysis it is very common to face the problem of missing data.

The survival data are not fully observed. It is not uncommon, but they are rather

incomplete. Censoring and truncation are the two most common causes of incomplete

data. Censoring is a mechanism that prevents accurate observation of the time of oc-

currence of interest. We use reliability models (Cox model proportional hazard ... ect)

and known estimates (Hill, Pickands, Kaplan-Meier, ...ect) is all that in the case ran-

dom censoring to the right .

5



RÉSUMÉ

Dans ce travail, nous présentons une relation entre deux concepts en statistique, La

théorie des valeurs extrême et L’analyse de survie.

En analyse de fiabilité ou L’analyse de survie, les données sont souvent traitées avec

un modèle weibull qui est considéré comme un cas dans les domaines d’attraction et

les concepts théoriques qui leur sont associés dans les trois cas correspondant au signe

du paramètre de forme .

nous nous intéressons à une famille particulèire de lois : les lois à queue de type

Weibull . Ces lois possèdent une fonction de survie qui décroit à une vitesse exponen-

tielle (on parle aussi de queue légère).Des exemples de telles lois sont les lois exponen-

tielle, normale, gamma, ect ... La vitesse de convergence de la queue de distribution

est controlée par un paramètre de forme appelé indice de queue de Weibull , et dans

l’analyse de survie, il est très commun de se trouver en face du problème de données

manquantes.

Les données de survie ne sont pas totalement observées. Il n’est pas rare, mais elles

sont plutôt incomplètes. La censure et la troncature sont les deux causes de données in-

complètes les plus répandues. La censure est un mécanisme qui empêche l’observation

exacte du délai de survenue d’intérêt.

Nous utilisons des modèles de fiabilité (Cox model proportional hazard ... ect) et

des estimations connues (Hill, Pickands, Kaplan-Meier, ...ect) est tous ça dans le cas

censure aléatoire à droite .
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Pour un profane, la statistique est associée à la notion de moyenne ou d’écart-type.

En effet, dans de nombreuses applications, notamment dans les sciences sociales ou

sciences physiques , les statistiques se résument parfois au calcul de moyennes ou à

l’évaluation de la dispersion d’une série de valeurs autour de leur moyenne.

Par définition, les évènements rares sont des évènements ayant une faible proba-

bilité d’apparition. Lorsque le comportement de ces évènements est dû au hasard on

peut étudier leur loi. Ils sont dits extrêmes quand il s’agit de valeurs beaucoup plus

grandes ou plus petites que celles observées habituellement.

Les évènements extrêmes et catastrophiques (tremblements de terre, inondations,

accidents nucléaires, crises monétaires ou financiéres, krachs boursiers, émergence

d’un nouveau phénomène endémique, etc...) dominent l’actualité quotidienne par leur

caractère imprévisible.

L’analyse des valeurs extrêmes avec l’analyse de survie est un nouveau sujet de

recherche. L’objet de cette mémoire est d’étendre les résultats de la théorie des valeurs

extrêmes dans le cas où l’échantillon consiste en un ensemble de données censurées

tout en apportant les modifications nécessaires.

Des estimateurs sont proposés dans le bouquin de Reiss et Thomas [87, 2007], mais

sans résultats asymptotiques. Un premier pas, dans l’analyse du comportement asymp-

totique, des estimateurs de l’indice des valeurs extrêmes et des quantiles extrêmes sous

censure, est fait par Beirlant et al. [90, 2007]. Leurs estimateurs sont basés sur un es-

timateur standard de l’indice de queue divisé par l’estimateur de la proportion de

données non censurées dépassant un certain seuil donné. L’année suivante Einmahl

et al. [89, 2008] ont utilisé le même concept pour proposer un estimateur adapté de

l’indice de queue dans le cas où les données sont censurées par un seuil aléatoire et ils

ont proposé une méthode unifiée pour établir leur normalité asymptotique.

Dans le cas de non censure, il y a toute une théorie (théorie des valeurs extrêmes

(TVE). Pour l’analyse des extrêmes qui se fait selon deux approches. La première, qu’on

1



INTRODUCTION GENERALE

appellera approche GEV; permet de modéliser les block maxima par une distribution

GEV (generalized extreme value distribution) et la seconde, appelée approche GPD

consiste à ajuster les observations dépassant un certain seuil (peaks over threshold :

POT) par une GPD (generalized Pareto distribution). Pour une description détaillée de

la TVE, en particulier sur l’estimation de l’indice des valeurs et quantiles extrêmes,

consulter les excellents bouquins comme Embrechts et al. [1, 1997], Coles [6, 2001],

Beirlant et al. [39, 2006], Reiss et Thomas [87, 2007] . On essaie à travers cette mémoire

d’adapter les outils de la TVE avec censure au cas de données à queues lourdes et

distribution bornée (distribution de Fréchet et distribution de Weibull) censurées.

Dans l’analyse de survie, il est très commun de se trouver en face du problème de

données manquantes. Les données de survie ne sont pas totalement observées. Il n’est

pas rare, mais elles sont plutôt incomplètes. La censure et la troncature sont les deux

causes de données incomplètes les plus répandues. La censure est un mécanisme qui

empêche l’observation exacte du délai de survenue d’intérêt. On sait bien que ce délai

appartient à un certain intervalle de temps. La troncature survient qu’on ne peut pas

observer les individus de l’échantillon dont le délai de survenue appartient à un certain

intervalle de temps, on observe donc un sous-échantillon. Dans ce cas les techniques

classiques ne s’adaptent pas correctement aux données incomplètes.

La littérature est beaucoup plus riche en censure que la troncature qui est plus

récente. Dans cette mémoire , on va s’intéresser particuliérement à la censure droite

dans le cadre d’apporter de nouveaux résultats. Pour des détails complets sur la cen-

sure et l’analyse de survie, on réfère aux livres de Cox et Oakes [63, 1984], Kalbfleisch

et Prentice [91, 2011], Lee et Wang [70, 2003], Klein et Moeschberger [92, 2003].

En 1958, Kaplan et Meier [82, 1958] ont introduit un estimateur (portant leurs

noms) de la fonction de survie des données censurées. Cet estimateur possède des pro-

priétés asymptotiques très populaire (convergence uniforme, presque sure, normalité

asymptotique) similaires à celles de la fonction de répartition empirique. Le com- por-

tement asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier a suscité l’intérêt d’un grand

nombre d’auteurs, Breslow et Crowley [93, 1974] sont les premiers à traiter la conver-

gence et la normalité asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier. Pour plus de dé-

tails, on renvoie au livre de Shorack et Wellner [94, 2009].

Dans le chapitre 2 nous nous intéressons à une famille particulèire de lois : les lois

à queue de type Weibull . Ces lois possèdent une fonction de survie qui décroit à une

vitesse exponentielle (on parle aussi de queue légère).Des exemples de telles lois sont

les lois exponentielle, normale, gamma, ect ... La vitesse de convergence de la queue de

distribution est controlée par un paramètre de forme appelé indice de queue de Wei-

bull. Nous introduisons et étudions le comportement asymptotique d’estimateurs de

cet indice et des quantiles extrêmes. Nous présentons aussi une méthode de réduction

du biais basée sur un modèle de régression exponentielle.
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Dans le chapitre 3 nous nous intéressons à L’analyse de survie est une branche de

statistique souvent liée à l’étude des durées de survie dans les applications médicales.

En plus de la mort d’organismes biologiques, l’analyse de survie peut s’étendre et s’in-

téresser à l’échec de systèmes mécaniques et électroniques, dans ce cas on l’appelle

"analyse de fiabilité". Ce thème trouve aussi beaucoup d’applications dans les sciences

sociales, économiques et actuarielles, où on l’appelle "analyse de durée". Pour des rai-

sons de commodité, les termes propres à la survie biologique sont souvent les plus

utilisés.
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CHAPITRE1

ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES VALEURS

EXTRÊMES

1.1 Introduction

Depuis quelques années, la théorie des valeurs extrêmes a reçu beaucoup d’atten-

tion de nombreux statisticiens, ingénieur scientifiques tant que le champ d’application

qu’elle touche est vaste : Hydrologie, biologie, ingénierie, météorologie, gestion de l’en-

vironnement, finance, assurance, etc... .

La Théorie des Valeurs Extrêmes (TVE) a pour objectif l’étude du comportement

asymptotique des grandes ou petites observations d’un échantillon de variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées (iid). L’approche classique en théo-

rie de probabilités s’intéresse au comportement moyen et à la variabilité des phéno-

mènes autour de la moyenne par le biais d’outils probabilistes comme par exemple la

loi des grands nombres ou le théorème central limite. Le théorème fondamental de la

Théorie des Valeurs Extrêmes, connu sous le nom de théorème de Fisher-Tippett [2,

1928], donne quant à lui les lois limites possibles du maximum de l’échantillon et per-

met ainsi d’avoir une certaine connaissance sur le comportement stochastique de la

queue de distribution.

L’utilisation des lois des valeurs extrêmes repose sur des propriétés des statistiques

d’ordre et sur des méthodes d’extrapolation. Plus précisément, elle repose principa-

lement sur les distributions limites des extrêmes et leurs domaines d’attraction. En

pratique, on souhaite estimer des petites probabilités ou des quantités dont la pro-

babilité d’observation est très faible, c’est-à-dire proche de zéro. De plus, elle ne vise

pas à modéliser ou à estimer la fonction de répartition inconnue F dans son ensemble,

mais seulement ses queues de distribution qui sont utiles à la représentation des ex-

trêmes. Les deux approches utilisées sont : la méthode des blocs de maxima et l’ap-
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CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES

proche de dépassement de seuil ou Peaks Over Threshold (POT) qui modélise la loi des

variables excédant un certain seuil fixé. Dans la section (1.2), on s’intéressera à l’ap-

proche des blocs de maxima et aux différents résultats théoriques de la théorie des va-

leurs extrêmes univariées. Avant d’entamer la section(1.2), nous présentons quelques

exemples pratiques tirés de [6, 2001] qui illustrent différentes situations dans les mo-

délisations utilisant la TVE.

Exemple 1.1 La figure (1.1) illustre les maxima annuels du niveau de la mer au Port Pirie
dans le sud de l’Australie durant la période 1923-1987. A partir de ces données, nous pou-
vons faire des prédictions sur le niveau maximal de la mer susceptible de se reproduire dans
cette région au cours des 100 ou 1000 ans à venir. Cependant, l’estimation du niveau de re-
tour pour de longues périodes peut être confrontée à des incertitudes dues aux changements
climatiques.

Figure 1.1 – Maxima annuels du niveau de la mer au Port Pirie, sud de l’Australie Coles
(2001

1.2 Approche des maxima ou des minima par blocs

Dans cette approche, on regroupe les observations par blocs de taille fixée, et on

s’intéresse à la loi des maxima (minima) sur chaque bloc pour une loi des valeurs ex-

trêmes généralisées (GEV). Il faut alors trouver un compromis entre la taille des blocs

qui doivent être assez grands pour que l’approximation par la loi GEV soit réaliste et

le nombre de blocs qui doit être assez grand pour obtenir une estimation précise des

trois paramètres de la GEV. En pratique, le choix retenu est souvent de considérer les

maxima (minima) annuels pour éviter les effets saisonniers, ce qui nécessite d’observer
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le phénomène sur de nombreuses années. Cependant, dans les domaines de l’indus-

trie par exemple, les données ne sont souvent pas à l’échelle annuelle. Cette méthode

présente l’inconvénient bien connu de ne pas prendre en compte toutes les informa-

tions présentes dans les données sur les évènements extrêmes puisqu’elle ne conserve

qu’une valeur par bloc pour l’inférence statistique.La figure (1.2) illustre l’approche

par une division en n blocs ; les batons en rouge indiquent les maxima des blocs tandis

que ceux en jaune indiquent les minima.

Figure 1.2 – Approche des blocs de maxima (minima)

1.2.1 Comportement asymptotique des extrêmes

Nous présentons ici une synthèse de la théorie des valeurs extrêmes univariées.

Pour plus de détails et d’éventuelles démonstrations, on pourra se référer à Embrechts

et al.[1, 1997] . Soit (Xn)n≥1 une suite de copies indépendantes d’une variable aléatoire

(v.a) X et de fonction de distribution F(x) = P (X ≤ x).Rangeons ces variables aléatoires

par ordre croissant, on notera dans la suite l’échantillon ordonné :

X1:n ≤ .... ≤ Xn:n.

Une manière simple d’étudier le comportement des évènements extrêmes est de consi-

dérer les variables aléatoires :

Mn = max {X1, ...,Xn} et Wn = min {X1, ...,Xn} .

Il faut noter queMn etWn représentent, respectivement, la plus grande et la plus petite

valeur observées sur les n valeurs observées X1, ...,Xn. Comme les variables aléatoires

sont (iid), on obtient pour toute réalisation x .
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P (Mn ≤ x) = P
[
∩ni=1(Xi ≤ x)

]
=

n∏
i=1

P (Xi ≤ x)

=
n∏
i=1

F(x)

= [F(x)]n .

La difficulté provient du fait que l’on ne connaît pas, en général, la fonction de réparti-

tion F . C’est la raison pour laquelle on s’intéresse au comportement asymptotique de

la v.a Mn, Ainsi, en exhibant la famille de loi vers laquelleMn convenablement norma-

lisée va converger, on pourra remplacer F par cette dernière pour les grandes valeurs

de n. De plus, les valeurs extrêmes se trouvent à droite et à la fin du support de la

distribution et intuitivement le comportement asymptotique du maximum Mn carac-

térise la fin de la distribution Deme (2013). On notera par xF = sup {x ∈R,F(x) < 1}
, le point terminal de F, c’est-à-dire la borne supérieure du support de F, Ce point

terminal peut être fini ou infini, pour plus de détails voir Embrechts et al. [1, 1997].

Définition 1.1 Soient F1 et F2 deux fonctions de répartition. On dit que F1 et F2 sont du
même type si et seulement si il existe a ∈R∗+ et b ∈R tels que F1(ax+ b) = F2(x).

Remarque 1.1 Deux fonctions de répartition de même type sont donc égales modulo un
paramètre d’échelle et de position.

Théorème 1.1 Fisher et Tippet [2, 1928] ; Gnedenko [3, 1943] . Soit (Xn)n≥1 une suite de
n variables aléatoires iid et de même loi de probabilité F telle queF(x) = P (X ≤ x). S’il existe
deux suites normalisantes réelles (an > 0,bn ∈ R,n ≥ 1) et une loi non dégénérée G telle que :

lim
n→∞

P

(
Mn − bn
an

≤ x
)

= lim
n→∞

Fn (anx+ bn) = G (x) ,∀x ∈R

alors G est du même type qu’une des trois types de loi suivantes : Loi de Gumbel (ξ = 0) :

Λµ,σ (x) = exp
(
−exp

(
−
x −µ
σ

))
,x ∈R (1.1)

Loi de Fréchet(ξ > 0) :

Φµ,σ ,ξ (x) =

 exp
(
−
(
x−µ
σ

)−1
ξ

)
si x > µ

0 si x < µ
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Loi de Weibull(ξ < 0) :

Ψµ,σ ,ξ (x) =

 exp
(
−
(
−x−µσ

) 1
ξ

)
si x < µ

1 si x ≥ µ

Remarque 1.2 La loi de Weibull définie précédemment n’est pas la loi de Weibull standard
qui est plutôt définie sur R+.

Les trois lois de probabilité ci-dessus sont appelées lois des valeurs extrêmes. Pour

la preuve, nous renvoyons le lecteur à Resnick[4, 1987] et avec des développements

dans Embrechts et al.[1, 1997,p.152] . Il faut aussi signaler que chacune des trois lois

des valeurs extrêmes peut s’obtenir par une transformation fonctionnelle de l’autre.

D’une manière analogue, on définit les lois des valeurs extrêmes assocées au minimum.

Le théorème suivant établit l’unification des trois types de loi en une loi unique dite

distribution généralisée des valeurs extrêmes pour le maximum

Théorème 1.2 Resnick[4, 1987] Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires iid de fonc-
tion de répartition F. S’il existe deux suites normalisantes réelles (an)n≥1 > 0 et (bn)n≥1 ∈ R
et une loi non dégénérée G telle que :

lim
n→∞

P

(
Xn,n − bn
an

≤ x
)

= lim
n→∞

Fn (anx+ bn) = Gξ (x) ,∀x ∈R

alors G est donnée par :

Gµ,σ ,ξ (x) = exp
(
−
(
1 + ξ

(x −µ
σ

))−1
ξ
)
, (1.2)

où x est tel que :

1 + ξ
(x −µ
σ

)
> 0 , −∞ < µ < +∞,σ > 0 , et −∞ < µ < +∞.

Les paramètres ξ et µ et σ ; et sont respectivement les paramètres de position, d’échelle et de
forme.

Une preuve détaillée de ce théorème est donnée dans l’ouvrage de Resnick[4, 1987]

et pour plus de détails voir Embrechts et al.[1, 1997] et Galambos [5, 1985]. Le com-

portement limite du maximum normalisé est ainsi décrit par la fonction de répartition

Gξ pour la plus grande partie des lois usuelles. Ainsi, Gξ est appelée fonction de répar-

tition de la loi des valeurs extrêmes, en anglais (Generalized Extreme Value distribu-

tion) notée GEV. Pour plus de détails voir Resnick [4, 1987], Embrechts et al. [1, 1997].

L’unification de la loi standard de la distribution généralisée des valeurs extrêmes en
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une seule fonction de répartition facilite l’étude du comportement du maximum ou du

minimum. De plus, pour µ = 0 et σ = 1 ; on obtient la forme standard des trois types de

loi des valeurs extrêmes. Cette loi dépend du seul paramètre de forme appelé ξ indice

des valeurs extrêmes, ainsi la relation devient 1.2 :

Gξ = exp
(
− (1 + ξx)

−1
ξ

)
,ξ , 0,avec (1 + ξx) > 0. (1.3)

Le cas ξ = 0, dans la relation peut être vu comme le cas limite lorsque ξ → 0.On

retrouve alors la loi de Gumbel ayant pour fonction de répartition :

G0 = exp(−exp(−x)) .

La figure (1.3,1.4)représente les fonctions de répartition et de densité pour la forme

standard unifiée des lois des valeurs extrêmes .

1. Pour ξ = 1,loi de Fréchet, en bleu, où le support de la loi est [−1,+∞[ .

2. Pour ξ = −1,loi de Weibull en rouge où le support de la loi est ]−∞,1] .

3. Pour ξ = 0, loi de Gumbel en noir où le support de la loi est R.

Souvent on indique les limites des supports des lois sur les graphiques.

Figure 1.3 – fonctions de répartition
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Figure 1.4 – fonctions de densité des lois des valeurs extrêmes

En outre, dans la TVE les informations les plus importantes se trouvent dans la-

queue de la distribution et sont caractérisées par le paramètre de formeξ . En effet

selon son signe, on distingue trois domaines d’attraction que l’on présentera dans la

suite.

1.2.2 Domaines d’attraction des lois GEV

Il faut noter que le paramètre de forme ξ conditionne le type de la loi des valeurs

extrêmes. Nous présentons dans ce qui suit les domaines d’attraction et les concepts

théoriques qui leur sont associés dans les trois cas correspondant au signe du para-

mètre de forme ξ .

Définition 1.2 On dit qu’une distribution F appartient au domaine d’attraction de Hξ , et
on note F ∈ D

(
Hξ

)
s’il existe des suites réelles (an) > 0 et bn ∈R telles que :

lim
n→+∞

Fn (anx+ bn) =Hξ (x)

1.2.2.1 Notion de fonction à variation régulière

La notion de fonction à variation régulière est très utilisée dans le contexte de laca-

ractérisation des domaines d’attraction dans la théorie des valeurs extrêmes. Nous pré-

sentons ici quelques résultats principaux, pour plus de détails voir Bingham et al.[7,

1987].

Définition 1.3 Une fonction f :R+→R+mesurable au sens de Lebesgue, est à variations
régulières à l’infini si et seulement s’il existe un réel α tel que pour tout x > 0

lim
t→∞

f (tx)
f (x)

= xα

et on écrit f ∈Rvα, est appelé indice (ou exposant) de la fonction à variation régulière f .
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Remarque 1.3 Pour α = 0 , on retrouve le cas de la fonction à variation lente dans la
définition suivante.

Définition 1.4 Une fonction L est dite à variation lente si L (t) > 0 pour t assez grand et si
pour tout x > 0, on a :

lim
t→∞

L (tx)
L (x)

= 1

Théorème 1.3 Resnick [4, 1987] Représentation de Karamata Toute fonction à variation
lente L à l’infini s’ écrit sous la forme

L (x) = c (x)exp
(∫ x

1
∆ (t) t−1dt

)
, (1.4)

où c (.) > 0 et ∆ (.) sont deux fonctions mesurables telles que

lim
x→+∞

c (x) = c0 ∈ ]0;+∞[et lim
x→+∞

∆ (x) = 0

Si la fonction c (.) est une constante, alors on dit que L est normalisée. La relation 1.4 im-
plique que si L est normalisée alors L est dérivable, de dérivée L′ avec pour

tout x > 0,L′ (x) =
∆ (x)L (x)

x
. en particulier , on a lim

x→∞

xL′ (x)
L (x)

= 0

1.2.2.2 Domaine d’attraction de la loi de Gumbel

La loi présente dans la queue une décroissance de type exponentiel, ce qui permet

de caractériser dans ce cas, le domaine d’attraction de Gumbel noté D (Λ). La carac-

térisation des fonctions de répartition du domaine d’attraction de Gumbel est plus

complexe car il n’y a pas de lien direct entre la queue de la loi et les fonctions à varia-

tion lente, pour plus de détails voir Delmas et Jourdain [8, 2006]. VonMises [9, 1936]

a donné une caractérisation simple pour le domaine d’attraction de Gumbel, formulée

par le biais du théorème suivant :

Théorème 1.4 VonMises [9, 1936] S’il existe une fonction mesurable R, appelée fonction
auxiliaire telle que :

lim
x→xF

1−F (t + xR (t))
1−F (t)

= exp(−x)

où xF = sup {x ∈R,F (x) < 1} , et le point terminal de F, alors F ∈D (Λ) .

1.2.2.3 Domaine d’attraction de la loi de Weibull

Les lois de ce domaine sont bornées à droite et, par conséquent, le point terminal

xF est fini , le domaine d’attraction de Weibull est noté D
(
Ψξ

)
: Une caractérisation
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d’appartenance à ce domaine d’attraction est donnée par le théorème suivant, pour la

preuve voir Gnedenko [3, 1943] :

Théorème 1.5 Gnedenko [3, 1943] Une fonction de répartition F appartient au D
(
Ψξ

)
si

et seulement si xF <∞ et

F
(
xF −

1
x

)
= x

−1
ξ L (x)

avec : F est la fonction de survie donnée par F (x) = 1− F (x), L est une fonction à variation
lente.

1.2.2.4 Domaine d’attraction de la loi de Fréchet

Les lois appartenant à ce domaine d’attraction sont caractérisées par une queue à

décroissance lente (polynomiale) à l’infini, et un point terminal xF = +∞ : Elles sont

dites aussi lois à queues lourdes. Une caractérisation de ce domaine d’attraction noté

D
(
Φξ

)
est donnée par le théorème suivant, pour la preuve voir Gnedenko [3, 1943] :

Théorème 1.6 VonMises [9, 1936] Une fonction de répartition F appartient au D
(
Φξ

)
si

et seulement si sa fonction de survie est donnée par :

F (x) = x
−1
ξ L (x)

où L est une fonction à variation lente.

Remarque 1.4 Les variables aléatoires dans les trois domaines d’attraction de Gumbel, de
Fréchet et de Weibull sont liées par la relation suivante, pour plus de détails voir Embrechts
et al. [1, 1997] :

X ∈D
(
Φξ

)
⇐⇒ log

(
X

1
ξ

)
∈D (Λ)⇐⇒−X−1 ∈D

(
Ψξ

)
Le tableau suivant présente quelques lois qui appartiennent aux domaines d’attraction de
Gumbel, Fréchet et Weibull.

Table 1.1 – d’attraction et quelques lois associées
Domaines d’attraction Gumbel ξ = 0 Fréchet ξ > 0 Weibull ξ < 0

Normale Cauchy Uniforme
Exponentielle Pareto Généralisée reverse Burr

Lois Log normale Student Beta
Weibull Log-gamma
Gumbel
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Exemple 1.2 Considérons une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de para-
mètre 1 ,Sa fonction de répartition est donnée par :

F (x) =

 1− exp(−x)si x ≥ 0

0 si x ≤ 0

Le support de la loi étant R+ on a xF = +∞ d’où Xn:n → +∞ Effectuons la normalisation
suivante :

P

(
Xn:n − log(n)

1
≤ x

)
= P (Xn:n ≤ x+ log(n))

= [F (x+ log(n))]n

= [1− exp(−x − log(n))]

=
(
1− exp(−x)

n

)
→ exp(−exp(−x)) ,n→ +∞.

Il en résulte donc, d’après la relation 1.1, que Xn,n converge vers une loi de Gumbel après
normalisation.

1.2.3 Méthodes d’estimation des paramètres des lois GEV

Les lois GEV se distinguent fondamentalement selon le paramètre ξ . De ce fait, on

distinguera trois cas dans l’estimation des paramètres. Le premier cas correspond à la

loi de Gumbel pour ξ = 0; le deuxième correspond à celle de Weibull pour ξ < 0 et le

troisième correspond à celle de Fréchet pour ξ > 0 . Dans la littérature, il existe plu-

sieurs méthodes d’estimation des paramètres des lois GEV. On peut citer par exemple,

les méthodes d’estimation empirique Gumbel et Mustafi [11, 1967], la méthode du

maximum de vraisemblance Smith [12, 1987], Prescott et Walden [13, 1980], la mé-

thode des moments Christopeit [14, 1994], la méthode des moments de probabilité

pondérés Greenwood et al. [15, 1979]. La comparaison de ces méthodes d’estimation

s’effectue généralement dans un cadre empirique, pour plus de détails voir Benkhaled

[16, 2007]. Par ailleurs, d’autres approches principalement non paramètriques, ont été

proposées pour l’estimation de l’indice de queue. A titre d’exemple, on peut citer l’es-

timateur de Pickands, Pickands [17, 1975], l’estimateur de Hill, Hill [18, 1975] pour le

modèle de Fréchet et l’estimateur de Dekkers, Dekkers et al. [19, 1989].

1.2.3.1 Méthodes d’estimation pour les lois du domaine d’attraction de Gumbel

a) Méthode du maximum de vraisemblance

Cette méthode consiste à chercher les paramètres $ = (µ,σ ) qui maximisent la
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fonction de vraisemblance d’un échantillon de taille n est

` (x1, ...,xn,µ,σ ) =
n∏
i=1

f (x1, ...,xnµ,σ )

Par suite, sa log-vraisemblance est :

LMV ($) = log l ($)

en résolvant le système suivant représentant les conditions nécessaires d’optima-

lité :  ∂LMV ($)
∂µ = 0

∂LMV ($)
∂σ = 0

on obtient une estimation des paramètres $ = (µ,σ ) . Cependant, la solution n’est

pas explicite et il faut passer par une résolution numérique en utilisant par exemple la

méthode de Newton-Raphson.

b) Méthode des moments pour la loi Gumbel

La méthode consiste à associer respectivement les deux premiers moments m1 et

m2, respectivement à la moyenne
(
Xn

)
et à la variance empirique S2

X .Dans le cas d’une

variable aléatoire issue d’une loi de Gumbel, la méthode des moments nous conduit

au système suivant :  E (X) = µ+γσ

V (X) = 1
6π

2σ

où γ ≈ 0.57721 représente la constante d’Euler. La résolution de ce système d’équa-

tions nous permet d’obtenir les valeurs estimées µ̂ et σ̂ : σ̂ =
√

6SX
π

µ̂ = Xn −γσ̂

c) Méthode des moments pour la loi Weibull à deux paramètres

La méthode consiste à associer respectivement les deux premiers moments théo-

riques m1 et m2 aux deux premiers moments observés à savoir la moyenne
(
Xn

)
et la

variance empirique σ2. La méthode des moments est une autre technique utilisée dans

l’estimation des paramètres. Nous présentons ici la procédure pour la loi de Weibull à

deux paramètres (k,λ), définie par : fk,λ (y) = k
λ

(
y
λ

)k−1
exp−(

y
λ )k

Fk,λ(y) = 1− exp−(
y
λ )k

(1.5)

où f et F sont respectivement les fonctions de densité et de répartition. Soit y1, ..., yn un
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ensemble de données pour lesquelles nous allons chercher les deux premiers moments

empiriques à partir de la relation 1.6 définie comme suit :

M̂m =
1
m

m∑
i=m

ymi , (1.6)

où M̂m est une estimation de Mm. Dans la distribution de Weibull, le moment d’ordre

m peut être obtenu à travers la fonction Gamma Γ (y) . De plus, la moyenne des obser-

vations peut aussi être exprimée en fonction des paramètres k et λ. Pour la distribution

de Weibull donnée dans la relation 1.5, le moment d’ordre m, est défini par :

µm =
(1
λ

)m
k
Γ

(
1 +

m
k

)
, (1.7)

où la fonction Γ est définie par Γ (s) =
+∞∫
0
qs−1e−qdq, (s > 0) .A partir de la relation 1.7,

nous pouvons trouver les moments d’ordre 1 et 2 comme suit :

µ1 =
(1
λ

) 1
k
Γ

(
1 +

1
k

)
=M1 (1.8)

µ2
2 = µ2

1 + σ2 =
(1
λ

) 2
k
[
Γ

(
1 +

2
k

)
− Γ 2

(
1 +

1
k

)]
=M2 (1.9)

où σ2 est la variance, M1et M2 sont respectivement la moyenne arithmétique et le mo-

ment centré d’ordre 2. Lorsqu’on divise M2 par le carré de M1 ; on obtient l’expression

suivante :
M2

M2
1

=
Γ
(
1 + 2

k

)
− Γ 2

(
1 + 1

k

)
Γ 2

(
1 + 1

k

) (1.10)

En prenant la racine carrée de la relation 1.10, on obtient le coefficient de variation

noté Cv , défini comme suit :

Cv =

√
Γ
(
1 + 2

k

)
− Γ 2

(
1 + 1

k

)
Γ
(
1 + 1

k

)
Ainsi, les valeurs de k et λ peuvent être obtenues par le système d’équations suivant :

σ =
[
Γ
(
1 + 2

k

)
− Γ 2

(
1 + 1

k

)] 1
2

Cv =

√
Γ (1+ 2

k )
Γ 2(1+ 1

k )
− 1

(1.11)

Après certaines transformations, voir Justus et al. [20, 1977], Abul et al. [21, 2014],
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nous avons :

k =
(

0,9874
Cv

)
,λ =

y

Γ
(
1 + 1

k

) (1.12)

1.2.3.2 Méthodes d’estimation pour les lois des domaines d’attraction de Fréchet
et Weibull

Il existe plusieurs méthodes d’estimation des paramètres pour les lois de Fréchet

et de Weibull, telles la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des mo-

ments, la méthode des moments de probabilité pondérés, etc. Mais dans cette partie,

nous présentons celle du maximum de vraisemblance commune aux deux domaines

d’attraction.

1.2.3.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance La méthode consiste à chercher

les paramètres θ = (µ,σ ,ξ) qui maximisent la fonction de log-vraisemblance. La maxi-

misation conduit à résoudre le système suivant :
∂LMV (θ)

∂µ = 0
∂LMV (θ)
∂σ = 0

∂LMV (θ)
∂ξ = 0

Les problèmes relatifs à l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

ont été étudiés par Smith [12, 1985]. Les résultats obtenus sont :

1. Si ξ > −0.5, alors les estimations du maximum de vraisemblance ne possèdent

pas de propriété asymptotique telles que la convergence vers la vraie valeur du

paramètre inconnu, l’invariance par rapport à une transformation paramétrique

et l’efficacité asymptotique.

2. Si −1 > ξ > −0.5, alors les estimateurs du maximum de vraisemblance ne pos-

sèdent pas de propriétés asymptotiques standards.

3. Si ξ < −1 alors l’obtention des estimateurs du maximum de vraisemblance n’est

pas garantie.

1.2.4 Approche des dépassements de seuil : loi GPD

L’approche par dépassements de seuil, en anglais (Peaks-Over Threshold) notée

POT, repose sur l’utilisation des statistiques d’ordre supérieur de l’échantillon. Elle

consiste à ne conserver que les observations dépassant un certain seuil. L’excès au-

delà du seuil est défini comme l’écart entre l’observation et le seuil. Considérons un

échantillon de variables aléatoires i.i.d Y1, ...,Yn : Soit u un seuil fixé tel que u < yF et
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les Nu observations Yi1 , ....,YiNu dépassant le seuil u, On appelle excès au-delà du seuil

u les Zj définis par Zj = Yij −u, pour j = 1, ...,Nn voir la figure (1.5).

La figure (1.5) est composée de deux graphiques sur celui de gauche on peut remar-

quer le seuil u en trait horizontal et les observations au-dessus du seuil, par exemple

Y2 et Y10, Quant à celui de droite, il indique le seuil u et les excès au-dessus de ce seuil.

Figure 1.5 – Excès au-dessus du seuil

1.2.4.1 Modélisation des excès

L’approche des blocs de maxima conduit souvent à des pertes d’information lors de

la sélection des maxima ou des minima par blocs. La prise en compte de cette insuf-

fisance a conduit à une nouvelle approche dite des dépassements de seuil Peaks Over

Threshold (POT). De plus, certains blocs peuvent contenir plusieurs valeurs extrêmes

provenant de la distribution initiale, alors que d’autres peuvent ne pas en contenir,

pour plus de details voir Katz [22, 2002]. Contrairement à l’approche des maxima par

blocs, la méthode POT consiste à utiliser toutes les observations, appelées excès, qui

dépassent un certain seuil suffisamment élevé. L’objectif est d’analyser leur compor-

tement asymptotique. La méthode POT a été proposée par Pickands [17, 1975] et re-

prise par NECIR et RASSOUL [23, 2010]. Les premières applications étaient dans le

domaine de l’hydrologie. Concernant les aspects théoriques de la méthode, ils ont été

abondamment développés par plusieurs auteurs. On peut citer Todorovic et Zelenha-

sic [25, 1970], Todorovic et Rousselle [24, 1971], Smith [12, 1987], Davison et Smith

[26, 1990], Reiss et Thomas [27, 2001]. L’idée d’utiliser un nombre croissant de statis-

tiques d’ordre de l’échantillon a ensuite été plus largement développée dans le cadre

de l’approche POT, via l’approximation de la loi des excès au-delà d’un seuil par des

Generalized Pareto Distribution (GPD). Plus précisément, soit u < yF et Fu la fonction

de répartition des excès définie par

Fu (y) = Pr(Z ≤ y | Y > u) = Pr(Y −u ≤ y | Y > u) =
F (u + y)−F (u)

F (u)
,

17 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES VALEURS EXTRÊMES

où F = 1−F est la fonction de survie. On a alors le résultat suivant dû à Balkema et de

Haan [28, 1974] et Pickands [17, 1975].

Théorème 1.7 Balkema et de Haan [28, 1974], Pickands [17, 1975] Si F appartient à l’un
des trois domaines d’attraction de la loi des valeurs extrêmes, (Fréchet, Gumbel ou Weibull),
alors il existe une fonction σu strictement positive et un ξ ∈R tel que

lim
u→yF

sup
y∈]0,yF−u[

∣∣∣Fu (y)−Gξ,σu (y)
∣∣∣ = 0;

où yF = sup {y ∈R,F (y) < 1} est le point terminal de F et Gξ,σu est la fonction de répartition
de la loi de Pareto Généralisée définie par :

Gξ,σu (y) =

 1−
(
1 + ξ

σu
y
)−1
ξ ,si ξ , 0

1− exp
(
− y
σu

)
, si ξ = 0

(1.13)

Remarque 1.5 Selon le signe de ξ ; nous avons les cas suivants :
ξ > 0 : distribution de type Pareto à queue lourde,
ξ < 0 : distribution de type Beta bornée au dessus de u − σuξ ,
ξ = 0 : distribution de type exponentielle à queue légère.

La figure (1.6 et 1.7) représente les fonctions de répartition et de densité des lois

de Pareto pour un paramètre d’échelle fixé à 1. Ainsi, en faisant varier le paramètre de

forme entre −1 et 1, on obtient différentes lois GPD comme suit,ξ = −1 pour la loi de

Pareto II en rouge,ξ = 0 pour la loi exponentielle en noir et ξ = 1 pour la loi de Pareto

en bleu. En remplaçant par exemple dans la relation 1.13 ξ = 0 et σu = 1, on obtient

respectivement les fonctions de répartition et de densité suivantes :

G0,1 (y) = 1− exp(−y) et g0,1 = exp(−y)

Figure 1.6 – fonctions de répartition
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Figure 1.7 – fonctions de densité des lois de Pareto Généralisée

1.2.4.2 Méthodes pour la détermination du seuil

La détermination du seuil est l’étape la plus délicate dans l’implémentation de l’ap-

proche POT, étant donné que la qualité du modèle en dépend. La convergence des ex-

cès vers une GPD passe par la détermination d’un seuil adéquat (pas très bas et pas très

haut). Par la suite, il faut estimer les paramètres et les niveaux de retour. Le choix du

seuil doit être un compromis de sorte que le seuil déterminé soit suffisamment grand

pour pouvoir utiliser les résultats asymptotiques, mais pas trop élevé afin d’obtenir

des estimations précises. Cependant, le choix d’un seuil faible peut conduire à des

incertitudes sur le nombre d’observations extrêmes et par conséquent produire des es-

timations biaisées et une mauvaise approximation de la loi asymptotique. Dans cette

optique, plusieurs méthodes de détermination de seuils sont proposées dans la littéra-

ture. On distingue principalement deux approches, l’approche graphique et celle dite

numérique. La plupart de ces méthodes sont subjectives et il est nécessaire de quanti-

fier les incertitudes dues à ces méthodes.

1.2.4.2.1 Méthodes graphiques

a- Fonction moyenne des excès

La fonction moyenne des excès, obtenue par une méthode graphique, peut être

illustrée de deux façons grâce au logiciel R :

1. Par la fonction Mrlplot « mean excess function »

2. Par la fonction Meplot « mean residual life plot ».

Elle est définie comme suit :

Définition 1.5 On appelle fonction moyenne des excès, mean excess function ou Mean re-
sidual life plot au-dessus d’un seuil u, la fonction e (u) définie par :

e (u) = E [Y −u | Y > u]
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avec 0 ≤ u ≤ yF .

Dans le logiciel R, elle est donnée par la fonction « Meplot ou Mrlplot » ; ces deux

fonctions jouent le même rôle mais présentent la linéarité sous deux formes différentes.

La moyenne des excès peut être utilisée pour guider le choix du seuil adéquat u∗ :

Proposition 1.1 Si [Z = Y −u∗ | Y > u∗] v Gξ,σu∗ , e (u) est linéaire en u pour u > u∗,Coles
[6, 2001].

Si :

Z v Gξ,σu∗alorsE (Z) =
σu∗

1− ξ
= C

.

Donc pour u > u∗,E [Y −u | Y > u] =
σu∗ + ξu

1− ξ
= C +

ξ
1− ξ

u,où C = E (Z) .

Ainsi, si au-dessus d’un seuil u∗, la GPD une approximation de la loi des excès Z =

Y −u∗ avec ξ < 1 , alors on a :

E [Y −u∗ | Y > u∗] ≈ σu∗

1− ξ
.

Comme l’approximation par une GPD reste valable pour tout seuil u > u∗ , alors on

a :

E [Y −u | Y > u] ≈ σu∗

1− ξ
avec σu = σu∗ + ξ (u −u∗) .Ainsi, pour tout u > u∗ :

E [Y −u | Y > u] ≈ σu
∗ + ξ (u −u∗)

1− ξ
.

La fonction e (.) est une fonction linéaire de u. Par conséquent, l’identification du

seuil u consiste en la recherche de la linéarité sur le graphe défini par (u,e (u)) et ap-

pelé « Mean Residual Life Plot ou Mean excess plot ». En pratique, la fonction e (.) est

approchée sur la base de l’approximation empirique ên (.) :

̂en (u) =
∑n
i=1 (Yi −u)+∑n
i=1

(
IYi>u

) =
1
Nu

n∑
i=1

(Yi −u)+ (1.14)

c’est-à-dire la somme des excès au-dessus du seuil u divisée par le nombre Nu de

données qui excèdent le seuil u :

b- Méthodes des graphes des paramètres d’échelle et de forme (Parameter sta-
bility plot), fonction tcplot

Encore appelée « stable scale and shape parameters », cette méthode permet dedé-

terminer un seuil requis en ajustant les données à une distribution de GPD enutilisant
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un seuil différent. La stabilité des paramètres (forme et échelle) peut alors être contrô-

lée et localisée. Cette technique est implémentée dans le logiciel R avec des packages

spécifiques. Ces paquets disposent d’outils objectifs pour guider le choix du seuil adé-

quat enexaminant tout simplement la stabilité des paramètres de forme et d’échelle et

ξ et σ . Ce graphe établit un lien direct entre les valeurs des paramètres estimés (ξ et

σ ) et les seuils potentiels u∗ . Les paramètres estimés au-dessus des seuils sont ceux

pour lesquels le modèle GPD devient valable.

Exemple 1.3 Les figures (1.8) et (1.9) illustrent le (MRLplot) et le ( parameter stability
plot ) pour les données de pluies anglaises, Coles [6] a montré que le meilleur choix du seuil
est approximativement u = 30mm et qu’un seuil de 20mm peut être trop bas pour la validité
de l’hypothèse des valeurs extrêmes .

Figure 1.8 – Graphe de la fonction moyenne des excès (MRlplot) pour des données de
pluie anglaises, (Coles, 2001)

Exemple 1.4 Sur la figure (1.8), les pointillés encadrant la courbe de la fonction moyenne
des excès indiquent les intervalles de confiance associés au seuil.
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Figure 1.9 – Graphe de la stabilité des paramètres (tcplot)

Sur la figure (1.8), on constate une linéarité et une stabilité entre 23 et 32mm. De ce

fait, on peut affirmer que le seuil est compris entre 23 et 32mm. En outre, sur la figure

(1.9), on remarque une stabilité sur l’intervalle [25,32] ; ainsi, le seuil se situer autour

de 30mm.

1.2.4.2.2 Une approche de compromis Dans cette approche de compromis, nous

combinons les méthodes graphiques et une estimation intensive des paramètres de

forme et échelle par différentes méthodes, ainsi que les erreurs standards sur les pa-

ramètres estimés pour les seuils potentiels obtenus. Les erreurs standards sur les pa-

ramètres estimés pour différents seuils permettent de guider le choix du seuil et de la

méthode d’estimation qui sont les principales sources d’incertitudes dans l’approche

POT.

1.2.4.3 Estimation des paramètres du modèle GPD

Dans cette sous-section, nous nous intéressons aux différentes méthodes d’estima-

tion du paramètre ξ ou σ qui interviennent dans la distribution asymptotique des

valeurs extrêmes. On distingue principalement deux méthodes, à savoir les méthodes

paramétriques et non-paramétriques. Parmi les méthodes paramétriques, on peut ci-

ter la méthode du maximum de vraisemblance, la méthode des moments, la méthode

des moments de probabilités pondérées Hosking et Wallis [29, 1987], les méthodes

de régression Beirlant et Goegebeur [30, 2003]. Concernant les méthodes non para-

mètriques, on peut noter l’estimateur de Pickands [17, 1975], l’estimateur de Hill [18,

1975], l’estimateur des moments Dekkers et al. [19, 1989]. Dans le cadre de ce travail,

on s’intéressera aux méthodes du maximum de vraisemblance, des moments et des

moments de probabilités pondérées.
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1.2.4.3.1 Méthode du maximum de vraisemblance Considérons un échantillon Y1, ....,Yk
iid de loi GPD Gξ,σu , La fonction de log-vraisemblance est obtenue à partir de la loi

GPD, ce qui nous donne :

log(L (ξ,σu)) = −kn log(σu)−
(
1 +

1
ξ

) kn∑
i=1

log
(
1 +

ξ
σu
Yi

)
, (1.15)

lorsque 1+
ξ
σu
Yi > 0 pour i = 1, ..., kn sinon (LMV (ξ,σu)) = −∞. La log-vraisemblance

définie par la relation 1.15 est maximisée par des méthodes numériques telles que l’al-

gorithme de Newton-Raphson. Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont

asymptotiquement gaussiens et efficaces pour ξ >
1
2
, pour plus de détails voir Smith

[12, 1987]. De plus, Davison et Smith [26, 1990] ont montré que l’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance a souvent des problémes de convergence et d’efficacité pour

des échantillons de petite taille (n < 50).

1.2.4.3.2 Méthode des moments
La méthode des moments fut introduite par Hosking et Wallis [29, 1987] pour es-

timer les paramètres de la loi GPD. La condition d’existence de l’espérance et de la

variance d’une variable aléatoire Y de loi GPD Gξ,σu est ξ <
1
2
, Pour une GPD, Gξ,σu

(voir équation 1.13), l’estimation par la méthode des moments (voir Hosking et Wallis

[29, 1987]) est basée sur l’hypothèse que

E

[(
1 +

ξ
σu
Y

)r]
=

σu
1− rξ

, si 1− rξ > 0

Dans ce cas, on a :  E (Y ) = σu
1−rξ

V (Y ) = σ2
u

(1−ξ)2(1−2ξ)

On peut donc exprimer les paramètres de la GPD en fonction en fonction de ξ et σen

fonction de E(Y ) et V (Y ) , on a donc :
ξ = 1

2

(
1− E(Y )2

V (Y )

)
σ = E(Y )

2

(
1 + E(Y )2

V (Y )

) ;

où Y et S2
Y sont respectivement les estimateurs empiriques des moments d’ordre 1 et

2 de l’échantillon. Ainsi, en remplaçant E(Y ) et V (Y ) par leurs estimateurs empiriques
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respectifs, il vient que :

Y =
1
kn

kn∑
i=1

Yi et S2
Y =

1
kn − 1

kn∑
i=1

(
Yi −Y

)2
,

et on obtient les estimateurs de ξ̂ et σ̂u définis respectivement pars
ξ̂ = 1

2

(
1− Y

2

S∗2y

)
σ̂u = 1

2Y
(
Y

2

S∗2y
+ 1

) (1.16)

1.2.4.3.3 Méthode des moments de probabilité pondérés A partir de la théorie des

moments pondérés, Hosking et al. (2003) ont proposé une estimation. Cette approche

consiste à utiliser les deux moments pondérés M0et M1 avec Ms = E
[
X

(
1−Gξ,σ (Y )

)s]
.

Nous avons

Ms =
σu

(s+ 1)(s − ξ + 1)
, si s > ξ − 1

Un estimateur de ce moment est donné par

M̂s =
1
kn

kn∑
i=1

(
1− i

kn + 1

)s
Yi,kn ,

où Y1,kn , ...,Ykn,kn sont les statistiques ordonnées associées Y1, ...,Ykn . Cette dernière

équation conduit pour s = 0 et s = 1 aux estimateurs suivants :
ξ̂ = 2− M̂0

M̂0 − 2M̂1

σ̂u = 2
M̂0M̂1

M̂0 − 2M̂1

(1.17)

Les estimateurs des moments pondérés sont asymptotiquement gaussiens pour −1 <

ξ < 1
2 , voir Hosking et al. [31, 2003]. Ils ont aussi étudié leurs performances avec des

simulations. Une extension du domaine de validité à −1 < ξ < 3
2 a été introduite par

Diebolt et al. [32, 2004].

1.2.5 Concepts de quantiles extrêmes

1.2.5.1 Quelques éléments théoriques sur les quantiles extrêmes

Soit F la fonction de répartition associée à une loi X.
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Définition 1.6 Le quantile d’ordre 1−α de la fonction de répartition F est défini par :

q (α) = F
←−

(α) = inf
{
y : F (y) ≤ α

}
,

où F
←−

est l’inverse généralisée de F.
Rappelons que l’inverse généralisée d’une fonction coïncide avec l’inverse classique lorsque
celle-ci existe.

Définition 1.7 Dans le cas d’une variable aléatoire continue Y , P (Y = y) = 0. Cependant
il y a une probabilité F(y) = P (Y ≥ y) que la variable aléatoire soit supérieure ou égale à y.
Ainsi, on a alors la fonction appelée période de retour donnée par :

T (y) =
1

F (y)
.

Exemple 1.5 Considérons un dé à six faces parfaitement équilibré. Cet exemple est un cas
classique en théorie des probabilités d’une variable aléatoire discrète suivant une loi uni-

forme sur l’ensemble {1,2,3,4,5,6}, La probabilité d’obtenir l’une des six faces est
1
6

, Pre-
nons par exemple la face relative au chiffre 4, on peut s’attendre à obtenir cette face au bout
d’un certain nombre de lancers ou plus précisément on peut s’attendre à l’obtenir en moyenne
tous les T = 6 lancers. T est appelée période de retour.

Définition 1.8 Le niveau de retour yN est le niveau que l’on peut s’attendre à atteindre ou
dépasser, en moyenne une fois toutes les N années.

Cette fonction représente le nombre d’observations tel que, en moyenne, il y ait une

observation égale ou supérieure à y. Il en résulte que la période de retour augmente

lorsque y augmente. On peut donc définir la fonction niveau de retour comme l’inverse

de la période de retour :

y (T ) = F
←−

( 1
T

)
= q

( 1
T

)
.

Exemple 1.6 Supposons que la figure (1.10) représente la distribution de survie d’une va-
riable aléatoire continue Y définie sur [0,10] : Sur la figure (1.10), on peut lire par exemple
pour α = 0.1, q(0,1) = 8, Dans le contexte du niveau d’un cours d’eau, si le nombre d’obser-

vations est annuel et le niveau du cours d’eau en mètres, alors on aura : T (8) =
1

F (8)
= 10ans

et q
( 1
10

)
= 8m . On peut donc s’attendre à ce que le niveau du cours d’eau atteigne ou dé-

passe 8m dans dix ans.
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Figure 1.10 – Quantiles extrêmes et queue de distribution.

La figure (1.10) montre la relation entre fonction de survie et quantile extrême. La

queue de la distribution est donnée sur le graphique en rouge. On remarque donc que

pour une valeur de la fonction de survie inférieure ou égale à 0.1, le quantile (niveau

de retour) d’ordre 0.1 est supérieur ou égal à 8.

1.2.5.2 Estimation de quantiles extrêmes pour la loi GPD

Nous rappelons que la loi des excès au delà d’un seuil u suffisamment élevé est

donnée par la relation suivante :

Fu (y) = Pr(X −u ≤ y | X > u) =
F (u + y)−F (u)

1−F (u)
=
F (u + y)−F (u)

F (u)
,

où F = 1−F est la fonction de survie .

De ce précède , on peut écrire :

Fu (y)F (u) = F (u + y)−F (u) = −1 +F (u + y) + 1−F (u) ,

par suite, on a

Fu (y)F (u) = F (u)−F (u + y) ,

donc , on aura :

F (u + y) = F (u)Fu (y) (1.18)

Un résultat limite pour Fu(y) fut proposé par Balkema et de Haan ([28, 1974]) et

Pickands ([17, 1975]). De ce fait, on a l’approximation suivante, pour u assez grand
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Fu(y) ≈ Gξ,σ (y),u→∞, y ≥ 0. Ce dernier résultat implique aussi l’expression suivante

Fu (y) ≈ Gξ,σ (y),u→∞, y ≥ 0 (1.19)

Un estimateur naturel pour Fu est la fonction de survie empirique

F̂ (u) = F̂n (u) =
1
n

n∑
i=1

I{Yi>u} =
Nu
n

(1.20)

où I{Yi>u} est une fonction indicatrice ayant l’expression suivante

I{Yi>u}

 1 si Yi > u,∀i = 1, ...,n

0 sinon

Par ailleurs, à partir de l’approximation (1.19), on peut proposer un estimateur pour

Fu(y) , soit

F̂u(y) = Ĝξ,σ (y) =
(
1 +

ξ̂
σ̂u
y

)−1
ξ

(1.21)

En utilisant les relations (1.18), (1.20) et (1.21), on obtient

F̂ (u + y) = F̂ (u) F̂u (y) =
Nu
n

(
1 +

ξ̂
σ̂u
y

)−1
ξ

=
1
m
, avec y > u

Le niveau de retour yN dépassé en moyenne toutes les N années est alors obtenu

comme la solution de l’équation (1.22) :

Nu
n

(
1 +

ξ̂
σ̂u
y

)−1
ξ

=
1
m
, avec y > u (1.22)

Selon les valeurs de en résolvant l’équation (1.22), on a :

ŷN =


u + ξ̂

σ̂u

[(
mNu

n

)ξ̂
− 1

]
, si ξ , 0

u + σ̂u log
(
mNu

n

)
, si ξ = 0

(1.23)

Remarque 1.6 Il est souvent adéquat d’estimer le niveau de retour en termes d’échelle an-
nuelle. S’il existe ny observations par an sur une période de N années avec m = N ∗ ny
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mesures, la relation (1.23) devient

ŷN =


u + ξ̂

σ̂u

[(
Nny

Nu
n

)ξ̂
− 1

]
, si ξ , 0

u + σ̂u log
(
Nny

Nu
n

)
, si ξ = 0

. (1.24)

1.3 Adéquation des modèles des valeurs extrêmes

1.3.1 Introduction

Dans la pratique, il est souvent nécessaire d’analyser la validité d’un modèle retenu

pour des prédictions. Il s’agit donc de s’assurer que les modèles sélectionnés décrivent

bien les données étudiées et produisent de bonnes estimations afin de donner plus de

précision aux prédictions et estimations. De ce fait, nous disposons de certains outils

de diagnostic tels que les graphiques Probabilité-Probabilité (P-P plot) et Quantile-

Quantile (Q-Q plot) ; il y a aussi les tests usuels d’adéquation comme ceux de Kolmo-

gorov Smirnov (KS), Anderson Darling (AD), Wald, rapport de vraisemblance et autres

pour juger de la pertinence des modèles.

1.3.2 Probabilité et Quantile Plot

Les (P-P plot) et (Q-Q plot) sont très utilisés pour tester l’adéquation des modèles

des valeurs extrêmes. Ces outils graphiques permettent de comparer la fonction de

répartition empirique pour un (P-P plot) ou les quantiles extrêmes (Q-Q plot) d’un

échantillon de données à ceux d’un échantillon provenant d’une loi théorique (GPD ou

GEV) par exemple. Lorsque la loi observée est la même que la loi théorique, les points

sur ces graphiques sont confondus avec la première bissectrice dans le plan. Supposons

donc que les valeurs observées y(1), ..., y(n) sont ordonnées dans l’ordre croissant, une (P-

P plot) est l’ensemble des points{(
F̂
(
y(i)

)
,
i

n+ 1

)
: i = 1, ...,n

}
,

où F̂ est la distribution empirique estimée et i� (n+ 1) est la valeur prise par la fonc-

tion de distribution empirique dans l’intervalle
[
y(i), y(i+1)

[
. Concernant le (Q-Q plot),

comme son nom l’indique, il compare les quantiles extrêmes. Il est constitué de l’en-

semble des couples {(
F̂−1

( i
n+ 1

)
,xi

)
: i = 1, ...,n

}
,

Pour plus de détails, voir Coles [6, 2001].
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1.3.3 Tests d’adéquation de Kolmogorov Smirnov

Soient x1, ...,xn , n réalisations d’une variable aléatoire X et de fonction de réparti-

tion F, On se demande s’il est raisonnable de supposer que X suit la loi caractérisée

par F et on pose les deux hypothèses de test :

1. H0 : X suit la loi de F,

2. H1 : X suit une autre loi.

Ainsi, on utilise la fonction de répartition empirique Fn de F définie par Fn(x) =
Card ({i | xi ≤ x})

n
: La statistique de test utilisée est définie par :

Dn = sup
x∈R
|Fn (x)−F (x)|

On compare la valeur obtenue Dn à une valeur critique Dα(n) fournie par les tables de

Kolmogorov-Smirnov. Si Dn > Dα(n) , on rejette l’hypothèse H0 avec un risque α de se

tromper.

1.3.4 Quantification de l’incertitude par la méthode du Bootstrap

dans la théorie des valeurs extrêmes

On distingue principalement deux approches : l’approche paramétrique qui est

une méthode dans laquelle des hypothèses de base sont émises sur la distribution de

l’échantillon de base et l’approche non paramétrique. Dans cette dernière approche,

il peut y avoir des hypothèses sur la distribution de l’échantillon de base ; cependant,

elle ne nécessite pas que la loi parent appartienne à une famille paramétrique. La tech-

nique du bootstrap a été introduite par Efron [33, 1979]. C’est la méthode de réplica-

tion des échantillons la mieux fondée théoriquement. Elle consiste à créer, à partir d’un

échantillon de base, un grand nombre d’échantillons par tirage aléatoire avec remise.

Sur chaque échantillon, les statistiques auxquelles on s’intéresse sont calculées, ce qui

permet d’approcher leur dispersion. De ce fait, on peut estimer la variance ou la loi

des paramètres caractéristiques de la distribution de l’échantillon et construire des in-

tervalles de confiance, lorsque la distribution des paramètres est analytiquement com-

plexe. Cette méthode semble donc adéquate pour la quantification des incertitudes

dans la théorie des valeurs extrêmes. Dans ce travail, on s’intéressera uniquement à

l’approche non paramétrique pour quantifier les incertitudes sur les estimations.

Définition 1.9 Le bootstrap est une technique de reéchantillonnage permettant de simuler
la distribution d’un estimateur quelconque pour en apprécier le biais, la variance, l’erreur
quadratique moyenne ou encore pour en estimer un intervalle de confiance, même si la loi
théorique est inconnue..
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1.3.4.1 Approche non paramétrique du Bootstrap

Cette approche est généralement utilisée dans les situations où l’on ne peut pas

faire l’hypothèse que la distribution des observations de certains paramètres appar-

tient à une famille connue. Ici, notre approche consiste à analyser les incertitudes sur

les estimations des quantiles extrêmes (niveaux de retour), des paramètres de forme et

d’échelle à travers l’approche non paramétrique. Cette analyse se base sur la compa-

raison des résultats observés et simulés.

1.3.4.2 Bootstrap pour l’estimation d’une erreur standard

Dans l’estimation d’une erreur standard par bootstrap, les statistiques d’intérêt

peuvent être une moyenne, une médiane, un coefficient de corrélation, un coefficient

de variation, une erreur moyenne quadratique, etc.

Remarque 1.7 L’estimation du bootstrap de l’erreur standard correspond à l’écarttype des
réplications bootstrap, ceci est obtenu par l’équation suivante :√∑B

b=1

[
S
(
X∗b

)
− S∗

]
B− 1

,

avec S∗ =

∑B
b=1S

(
X∗b

)
B

et S peut être une moyenne, un coefficient de variation, une erreur
quadratique moyenne, etc.

1.3.4.3 Quantification des incertitudes sur les estimations dans l’approche POT

La quantification des incertitudes porte sur les niveaux de retour xT estimés et les

intervalles de confiance respectifs associés , ainsi que les paramètres de forme ξ et

d’échelle σ de la GPD.

Définition 1.10 L’erreur quadratique moyenne en anglais (root mean square error, rmse),
est une mesure de la différence entre les valeurs prédites et observées. Elle est définie par :

rmse =

√∑n
i=1 (ŷi − yi)

n

où ŷi est la i-ème valeur estimée, yi celle observée et n la taille de l’échantillon.

L’algorithme du bootstrap peut être résumé pour l’approche POT comme suit :

1. Les données sont considérées comme un vecteur zobs de n observations indépen-

dantes rangées dans l’ordre croissant.
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2. Un échantillon de n observations pris au hasard avec répétition d’éléments du

vecteur zobs pour obtenir les données de bootstrap est noté Z∗ : Mais dans notre

approche, les données sont constituées d’un certain nombre de valeurs au-dessus

d’un seuil sélectionné. Ainsi, un échantillon aléatoire de taille le nombre d’excès

est selectionné avec remise à partir des données initiales pour obtenir la base de

données du bootstrap.

3. Une méthode d’estimation des paramètres de forme ξ et d’échelle σ de la GPD

est utilisée afin de déterminer la statistique d’intérêt pour différentes périodes

de retour.

4. Déterminer la statistique d’intérêt, θ∗ = θ (Z) .

5. Répéter les étapes 3 et 4 un grand nombre de fois (B fois) pour obtenir une

estimation de la distribution du bootstrap.

6. Calculer le(rmse) pour les paramètres de la GPD et la statistique d’intérêt.

7. Déterminer l’intervalle de confiance pour la statistique d’intérêt.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les deux approches de la théorie des valeurs

extrêmes et les éléments théoriques y afférant. Il ressort de cette présentation et de

la littérature concernant ces deux approches que l’approche POT est la plus utilisée

mais très sensible au choix du seuil pour obtenir une bonne approximation des excès

au-dessus du seuil considéré. En outre, dans les domaines de l’industrie ou de l’aéro-

nautique où les données ne sont pas toujours saisonnières ou annuelles, les divisions

en blocs s’avèrent problématiques. Ainsi, l’approche POT semble être la plus adaptée

pour de nombreuses situations telles que l’analyse des mesures de surface de rugo-

sité, la prédiction des pièces de rechange et la gestion des risques. Dans l’optique de la

quantification des incertitudes dues à l’approche POT, nous avons abordé l’approche

du bootstrap non-paramétrique dans la TVE; plus précisément avec l’approche POT.

Le chapitre 3 porte sur l’analyse de survie dans le cadre des modèles à risques pro-

portionnels. Il établit le lien entre la théorie des valeurs extrêmes et les modèles de

fiabilité.
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CHAPITRE2

ESTIMATION DE L’INDICE ET QUANTILES

EXTRÊMES POUR LES LOIS À QUEUE DE TYPE

WEIBULL

2.1 Introduction

Dans cet chapitre, nous étudions le comportement des valeurs extrêmes d’un échan-

tillon de variables aléatoires unidimensionnelles. Nous nous concentrons essentielle-

ment sur une famille particulière de lois : les lois à queue de type Weibull. Ces lois ont

une fonction de survie qui décroit vers zéro à la vitesse exponentielle. Nous donnerons

une définition plus précise de cette famille dans le section 2.2. Notre principal objec-

tif est de proposer des estimateurs de quantiles extrêmes. Plus précisément, disposant

d’un échantillon X1, ...,Xn de n variables aléatoires réelles indépendantes et identique-

ment distribuées de fonction de répartition commune F(.), nous souhaitons estimer le

réel q(αn) défini par

q (αn) = F
←−

(αn) , avec αn→ 0 lorsque n→∞,

où (αn) est une suite connue et F
←−

(u) = inf
{
x,F ≤ u

}
est l’inverse généralisée de la

fonction de survie F (.) = 1 − F (.). Remarquons que q(αn) est le quantile d’ordre 1 −
αn de la fonction de répartition F. Un problème similaire à l’estimation de q(αn) est

l’estimation de "petites probabilités" pn. Autrement dit, pour une suite de réels (xn)

fixée, nous souhaitons estimer la probabilité pn définie par

pn = F (xn) ,avec xn→∞ lorsque n→∞
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Ce sont les hydrologues qui ont été parmi les premiers à s’intéresser à ces deux pro-

blèmes. Disposant d’un échantillon de hauteurs d’un cours d’eau, ils se sont posés les

deux questions suivantes :

1) quelle est la hauteur d’eau qui est atteinte ou dépassée pour une faible probabi-

lité donnée ?

2) pour une "grande" hauteur d’eau fixée, qu’elle est la probabilité d’observer une

hauteur d’eau qui lui sera supérieure?

Les questions (1) et (2) se rapportent donc respectivement à l’estimation d’un quan-

tile extrême (ou niveau de retour en hydrologie) et d’une "petite probabilité" (ou de fa-

çon équivalente en hydrologie, période de retour). La difficulté principale réside dans

le fait que l’on considère un ordre de quantile αn → 0 (ou de manière équivalente un

seuil xn→∞). En effet, si par exemple nαn→ 0 lorsque n→∞, il est clair que

P
(
Xn,n < q (αn)

)
= Fn (q (αn)) = (1−αn)n→ 1

où X1,n ≤ ... ≤ Xn,n est l’échantillon ordonné associé à X1 , ... ,Xn. La quantité q(αn) n’ap-

partient donc pas à l’intervalle de variation de nos observations. En conséquence, l’esti-

mateur de q(αn) ne peut être obtenu en inversant simplement la fonction de répartition

empirique

F̂n (x) =
1
n

n∑
i=1

1 {Xi ≤ x} ,

car F̂n (x) = 1 pour x ≥ Xn,n. L’estimation de quantiles extrêmes et/ou de "petites proba-

bilités" est requise dans de nombreux domaines d’application parmi lesquels citons la

fiabilité [34], la finance [1], les assurances [35, 1992], [36] et la climatologie [37]. Pour

répondre à ces deux questions, nous devons donc étudier de près le comportement de

la queue de distribution de F(.) en utilisant la théorie des valeurs extrêmes. Nous pré-

sentons les éléments essentiels de cette théorie chapitre 1 . Dans le paragraphe 2, nous

proposons des estimateurs de quantiles extrêmes pour la famille des lois à queue de

type Weibull.

2.1.1 Estimateur de Pickands

Il est défini par la statistique :

ξ̂Pkn,n =
1

ln(2)
ln

(
Xkn,n −X2kn,n

X2kn,n −X4kn,n

)
Il présente l’intérêt d’être valable quelle que soit la distribution des extrêmes (Gum-

bel,Weibull ou Fréchet).La représentation graphique de cet estimateur en fonction du
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nombre k d’observations considérées montre un comportement en général très volatil

au départ, ce qui nuit à la lisibilité du graphique. De plus, cet estimateur est très sen-

sible à la taille de l’échantillon sélectionné, ce qui le rend peu robuste. Il est donc d’un

maniement délicat. On peut noter qu’il est asymptotiquement normal, avec :

√
kn
ξ̂Pkn,n − ξ
σ (ξ)

→N (0,1)

lorsque kn→ +∞ la variance asymptotique étant donnée par :

σ (ξ) =
ξ
√

22ξ+1 + 1

2
(
2ξ − 1

)
ln(2)

2.1.2 Estimateur de Hill

L’estimateur de Hill n’est utilisable que pour les distributions de Fréchet ( donc

telles que ξ > 0 ) pour lesquelles il fournit un estimateur de l’indice de queue plus

efficace que l’estimateur de Pickands.Il est défini par la statistique suivante :

ξ̂Hkn,n =
1

kn − 1

kn−1∑
j=1

ln
(
Xj,n
Xkn,n

)

Si on choisit kn,n→ +∞ de sorte que n
kn
→ +∞ alors on peut montrer que lim

kn→∞
ξ̂Hkn,n = ξ

et l’estimateur de Hill est le plus asymptotiquement normal :

√
kn
ξ̂Hkn,n − ξ

ξ
→N (0,1)

la convergence étant en loi. Cet estimateur est l’estimateur du maximum de vraisem-

blance dans le cas particulier du modèle S (x) = 1 − F (x) = Cx
−1
ξ , on reconnaît ici une

distribution de Pareto d’indice α = 1
ξ .Dans le cas général du domaine de Fréchet, la

fonction de survie est de la forme S (x) = 1 − F (x) = x−
1
ξ L (x) avec L une fonction à va-

riation lente. Cela induit un biais important sur l’estimateur de Hill, qui est donc en

pratique d’un maniement délicat.Dans le cas général, la fonction L apparaît comme un

paramètre de nuisance de dimension infinie, qui complique l’estimation.

2.1.3 Le passege de domaine d’attraction Fréchet vers Weibull

Le résultat suivant (voir Gnedenko [3], Resnick [4, Proposition 1.13]) montre que

l’on passe du domaine d’attraction de Fréchet à celui de Weibull par un simple chan-

gement de variable dans la fonction de répartition.voir le subsection 1.2.2.4.
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où α ∈ [0,1]. De nombreux auteurs se sont intéressés à l’estimation de l’indice des

valeurs extrêmes et des quantiles extrêmes q (αn) pour des lois à queue lourde. L’esti-

mateur le plus connu de ξ > 0 est l’estimateur proposé par Hill [18] et défini par

ξ̂Hn =
1
kn

kn∑
i=1

log
(
Xn−i+1,n

)
− log

(
Xn−kn,n

)
,

où (kn) est une suite d’entiers telle que 1 < kn < n. D’autres estimateurs de cet indice

ont été proposés notamment par Beirlant et al. [51],[50] qui utilisent un modèle de

régression exponentiel pour débiaiser l’estimateur de Hill et par Feuerverger et al. [52]

qui introduisent un estimateur des moindres carrés. L’utilisation d’un noyau dans l’es-

timateur de Hill a été étudiée par Csörgõ et al. [71]. Un estimateur efficace de l’indice

des valeurs extrêmes a été proposé par Falk et al. [72]. Une liste plus détaillée des

différents travaux sur l’estimation de l’indice des valeurs extrêmes est effectuée par

Csörgo et al. [71]. Concernant l’étude du quantile extrême q (αn), l’estimateur le plus

fréquemment utilisé a été proposé par Weissman [57]. Il est défini par :

q̂Wn (αn) = Xn−kn+1,n

(
kn
nαn

)ξ̂Hn
. (2.1)

On peut trouver de nombreux autres estimateurs du quantile extrême dans le livre

écrit par de Haan et Ferreira [15].

2.2 Inférence pour les lois à queue de type Weibull

Les lois à queue de typeWeibull correspondent au cas particulier, est appelé l’indice

de queue de Weibull :

F (x) = exp
{
−x1/θL (x)

}
,L (.) ∈ RV0 où θ > 0. (2.2)

Une fonction de répartition s’écrivant selon le modèle (2.2) est dite à queue de type

Weibull d’indice θ > 0. L’équation (2.2) équivalente à

q (α) = (− logα)θ ` (− logα) , ` (.) ∈ RV0, (2.3)

où α ∈ [0,1]. Cette famille de lois contient par exemple les lois normale, Gamma, ex-

ponentielle, etc ... Par contre, la loi log-normale qui appartient au domaine d’attrac-

tion de Gumbel n’est pas une loi à queue de type Weibull. Dans la suite, on considére

un échantillon X1, ...,Xn de variables aléatoires indépendantes et distribuées selon le

modèle (2.2), le paragraphe 2.2.1 est consacré à l’estimation de l’indice de queue de
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Weibull. L’estimation des quantiles extrêmes est discutée dans le paragraphe 2.2.2.

2.2.1 Estimation de l’indice de queue de Weibull

Les lois à queue de type Weibull appartiennent évidemment au domaine d’attrac-

tion de Gumbel (i.e. avec un indice des valeurs extrêmes ξ = 0). L’indice des valeurs

extrêmes ne fournit donc aucune information sur la vitesse de décroissance de la fonc-

tion de survie à l’intérieur de cette famille de loi. C’est l’indice de queue de Weibull qui

nous donne cette information : une valeur de proche de zéro (resp. l’infini) correspond

à une décroissance rapide (resp. lente) de la queue de distribution. La connaissance

de ce paramètre est donc essentielle si l’on souhaite par exemple estimer un quantile

extrême. Il existe dans la littérature de nombreux estimateurs de l’indice .Berred [38,

1991] propose un estimateur basé sur des valeurs records mais la majorité des esti-

mateurs utilise les kn plus grandes observations de l’échantillon. Parmi ceux-ci citons

Beirlant et al. [39], [40], [41], Broniatowski [42], Diebolt et al. [43], Dierckx et al. [44],

Gardes et al. [45, 2006], [46, 2008], Girard [47, 2004] et Goegebeur et al. [48, 2010],

[49, 2010]. Le plus simple d’entre eux a été proposé dans [41]. Il est défini par :

θ̂Bn =

∑kn−1
i=1 (log

(
Xn−i+1,n

)
− log

(
Xn−Kn+1,n

)
∑kn−1
i=1

(
loglog

(
n
i

)
− loglog

(
n
kn

)) , (2.4)

et rappelons que (kn) est une suite d’entiers tels que 1 < kn < n. Son expression est

proche de celle de l’estimateur de l’indice des valeurs extrêmes proposé par Hill [18].

Elle est basée sur la remarque suivante (2.3) :

logq (α)

loglog
(

1
α

) = θ +
log`

(
log

(
1
α

))
loglog

(
1
α

) .

Ainsi, comme log(`(x))
log(x) → 0 lorsque x→∞, on en déduit que pour

logq (α) ∼ θ loglog
(1
α

)
. (2.5)

Ainsi, les points
(
loglog

(
n
i

)
, log

(
Xn−i+1,n

))
, i = 1, ..., kn − 1 sont approximativement

répartis sur une droite de pente θ. Les résultats asymptotiques sont obtenus (entre

autres) sous les hypothèses suivantes.

(H.1) La suite (kn) vérifie kn→∞ et n
kn
→∞ lorsque n→∞.

(H.2) Il existe un paramètre ρ < 0 et une fonction b (.) vérifiant b (x)→ 0 lorsque

36 Mémoire de Master



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE L’INDICE ET QUANTILES EXTRÊMES POUR
LES LOIS À QUEUE DE TYPEWEIBULL

x→∞ tels que pour tout 1 < A <∞

lim
x→∞

sup
λ∈[1,A]

∣∣∣∣∣∣ log(` (λx) /` (x))
b (x)Kρ (λ)

− 1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

où Kρ (λ) =
∫ λ

1
tρ−1dt et ` (.) est la fonction à variations lentes introduite dans

(2.3).

L’hypothèse (H.1) assure que le nombre de statistiques d’ordre conservées kn est

assez grand (kn→∞) pour obtenir des estimateurs stables, mais pas trop
(
n
kn
→∞

)
pour que les observations utilisées restent dans la queue de distribution. Le choix de

la suite (kn) est donc un compromis entre le biais et la variance de l’estimateur.

L’hypothèse (H.2) est très souvent utilisée pour étudier le comportement asymptotique

d’estimateurs d’indice ou de quantiles extrêmes. Elle est notamment nécessaire pour

démontrer la normalité asymptotique de l’estimateur de Hill . On peut montrer que

la fonction b (.) (appelée aussi fonction de biais) est à variations régulières d’indice

ρ < 0. Le paramètre (appelé paramètre du second ordre) contrôle donc la vitesse de

convergence de `(λx)
`(x) vers 1. Une valeur ρ de proche de 0 implique une faible vitesse de

convergence. Quelques exemples en sont donnés dans la Table (2.1).

Table 2.1 – Paramètres θ,ρ et fonction b (.) associés aux lois usuelles. Les paramètres α
et λ sont respectivement des paramètres de forme et d’échelle.

Loi θ b (x) ρ

NormaleN
(
µ,σ2

)
1/2 1

4
log(x)
x −1

Gamma ξ (α , 1,λ) 1 (1−α) log(x)
x −1

WeibullW (α,λ) 1/α 0 −∞

2.2.1.1 Un estimateur de θ débiaisé

Considérons à présent un estimateur débiaisé de l’indice de queue de Weibull . Il

est basé sur un modèle de régression exponentiel inspiré de ceux proposés par Beirlant

et al. [50, 1999], [51, 2002] et Feuerverger et al. [52, 1999] afin d’estimer l’indice des

valeurs extrêmes pour des lois du domaine d’attraction de Fréchet. Plus précisément,

on définit les variables aléatoires

Zj = j log
(
n
j

)(
logXn−j+1,n

)
− log

(
Xn−j,n

)
, j = 1, ..., kn.

Le modèle suivant peut être établi (2.6) :

Zj =
(
θ +

(
log(n/kn)
log(n/j)

)
b

(
log

(
n
kn

)))
fj + op

(
b

(
log

(
n
kn

)))
, j = 1, ..., kn. (2.6)
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où fj , j = 1, ..., kn sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de

paramètre 1 et le terme op
(
b
(
log

(
n
kn

)))
ne dépend pas de j. On obtient à partir du

modèle (2.6) l’approximation

Zj ≈ θ + b
(
log

(
n
kn

))
xj + ηj , j = 1, ..., kn (2.7)

où ηj est un terme d’erreur aléatoire centré et xj = log
(
n
kn

)
/ log

(
n
j

)
. En estimant les

paramètres θ et b
(
log

(
n
kn

))
du modèle de régression linéaire (2.7) par la méthode des

moindres carrés ordinaires, on obtient un estimateur de débiaisé :

θ̂Dn =
1
kn

kn∑
j=1

Zj −
b̂
(
log

(
n
kn

))
kn

kn∑
j=1

xj , (2.8)

où

b̂ (log(n/kn)) =
kn∑
j=1

xj − 1
kn

kn∑
j=i

xj

Zj / kn∑
j=1

xj − 1
kn

kn∑
j=1

xj


2

. (2.9)

La normalité asymptotique de θ̂Dn est donnée par le résultat ci-dessous (voir(2.6))

Théorème 2.1 On se place sous le modèle (2.2) et on suppose que les conditions (H.1) et
(H.2) sont satisfaites. Supposons de plus que la fonction b (.) est telle que x |b (x)| → ∞
lorsque x→∞ avec

k1/2
n

log
(
n
kn

)b (log
(
n
kn

))
→ Λ̃ ∈R.

Supposons enfin que,si Λ̃ = 0, log(kn)

log
(
n
kn

) → 0 et k1/2
n

log
(
n
kn

) →∞. On a :

k1/2
n

log
(
n
kn

) (θ̂Dn −θ) d→N
(
0,θ2

)
.

L’hypothèse x |b (x)| →∞ implique que dans la condition (H.2) la vitesse de conver-

gence est lente (et plus particuliérement que ρ ≥ −1). Les estimateurs non débiaisés

θ de auront donc tendance à avoir un biais important dans ce cas. On peut montrer

(voir 2.1) que les lois normale, Gamma satisfont cette hypothèse mais pas les lois de

Weibull.
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2.2.1.2 Choix du nombre kn de statistiques d’ordre

En ne tenant pas compte du terme de biais dans le modèle de régression (2.6), on

obtient un estimateur non débiaisé de θ défini par :

1
kn

kn∑
j=1

Zj .

L’erreur moyenne quadratique asymptotique (AMSE) de cet estimateur est

AMSE (kn) =
θ2

kn
+

b
(
log

(
n
k

))
kn

kn∑
j

log
(
n
kn

)
log

(
n
j

) 
2

.

Un choix possible pour kn est alors de prendre koptn = argminknAMSE (kn). Nous pou-

vons estimer cette erreur par la quantité ÂMSE (kn)obtenue en remplaçant θ et b
(
log

(
n
k

))
par les estimateurs θ̂Dn et b̂

(
log

(
n
k

))
définis précédemment (voir les équations (2.8) et

(2.9)). Le nombre koptn est estimé par :

k̂n = argmin
kn
ÂMSE (kn) .

Comme l’ont fait remarquer récemment Asimit et al. [53, 2010],AMSE (kn) v θ2

kn+b2(log(n))
. Ainsi, la sélection du nombre d’observations kn n’est pas justifiée théoriquement

puisque koptn ∼ n.Une méthode alternative a récemment été proposée [54] basée sur

les idées de [56, 1998] elles-mêmes inspirées d’une variante de la méthode de Lepski

[55].

2.2.2 Estimation de quantiles extrêmes

Toujours pour des lois à queue de type Weibull, nous nous intéressons à présent au

probléme d’estimation d’un quantile extrême q (αn) lorsque l’ordre αn converge vers

zéro. Le principal estimateur de q (αn) disponible dans la littérature a été proposé par

Beirlant et al. [41]. Il est basé sur l’approximation (2.5) qui assure que pour n assez

grand, on a sous l’hypothèse (H.1) :

logq (αn) ≈ θ loglog
(

1
αn

)
et logq

(
kn
n

)
≈ θ loglog

(
n
kn

)
.
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En soustrayant membre à membre les deux approximations ci-dessus et en appliquant

la fonction exponentielle, on montre facilement que :

q (αn) ≈ q
(
kn
n

) log
(

1
αn

)
log

(
n
kn

) 
θ

.

En estimant q
(
kn
n

)
par Xn−kn+1,n qui est le quantile associé à la fonction de répartition

empirique et θ par θ̂Bn (voir équation (2.4)), Beirlant et al. [41] proposent l’estimateur

suivant :

q̂B (αn) = Xn−kn+1,n

 log
(

1
αn

)
log

(
n
kn

) 
θ̂Bn

.

La construction de cet estimateur est similaire à celle de l’estimateur proposé par

Weissman [57, 1978] (voir équation (2.1)) pour des lois du domaine d’attraction de

Fréchet. Un autre estimateur de q (αn) a été proposé par Beirlant et al. [40, 1995]. Il est

défini par :

q̂B∗ (αn) = Xn−kn+1,n

1 +
σ̂n log

(
kn

(nαn)

)
θ̂B∗n Xn−kn+1,n


θ̂B∗n

,

avec

σ̂n =
1

kn − 1

kn−1∑
i=1

(
Xn−i+1,n −Xn−kn+1,n

)
et σ̂B∗n =

log
(
n
kn

)
Xn−kn+1,n

σ̂n.

Etant donné que

1 +
σ̂n log

(
kn

(nαn)

)
θ̂B∗n Xn−kn+1,n

=
log

(
1
αn

)
log

(
n
kn

) ,
l’estimateur q̂B∗ (αn) est en fait l’estimateur q̂B (αn) pour lequel l’indice θ n’est pas es-

timé par θ̂Bn mais par θ̂B∗n . L’étude du comportement asymptotique de ces deux esti-

mateurs peut alors être unifiée [58]. Plus généralement, intéressons-nous à la famille

d’estimateurs du quantile extrême q (αn) définie par

Qαn =
{
q̂
(
αn, θ̂n

)
, θ̂n estimateur de θ

}
,

avec

q̂
(
αn, θ̂n

)
= Xn−kn+1,nτ

θ̂, τn =
log

(
1
αn

)
log

(
n
kn

) , (2.10)

où θ̂n est un estimateur quelconque de θ.

40 Mémoire de Master



CHAPITRE 2. ESTIMATION DE L’INDICE ET QUANTILES EXTRÊMES POUR
LES LOIS À QUEUE DE TYPEWEIBULL

2.2.3 Un estimateur de q (αn) débiaisé

Pour proposer un estimateur débiaisé du quantile extrême q (αn), on se base sur

le résultat suivant établi dans [59] : sous la condition (H.2), si τn → τ ∈ ]1,∞[, on a

lorsque n→∞

q (αn) ∼ q
(
kn
n

)
τθn exp

{
b

(
log

(
n
kn

))
Kρ (τn)

}
.

En estimant q
(
kn
n

)
par la statistique d’ordre Xn−kn+1,n,θ, par θ̂Dn (voir équation (2.8)),

b
(
log

(
n
kn

))
par b

(
log

(
n
kn

))
(voir équation (2.9)) et ρ par un estimateur ρ̂n, on obtient

l’estimateur

Xn−kn+1,nτ
θ̂ exp

{̂
b

(
log

(
n
kn

))
Kρ̂n (τn)

}
.

Si on néglige le terme de correction exp
{̂
b
(
log

(
n
kn

))
Kρ̂n (τn)

}
dans l’expression ci-dessus,

on retrouve l’estimateur non débiaisé q̂
(
αn, θ̂

D
n

)
appartenant à la familleQαn (voir équa-

tion (2.10)). Concernant le paramètre ρ , plusieurs estimateurs ont été proposés pour

des modèles différents (citons les travaux de Gomes [60], Gomes et al. [61], Feuerverger

et al. [52] Peng et al. [62] et Beirlant et al. [50]). Le résultat suivant (voir 2.7), montre

que l’on peut remplacer ρ̂n par une valeur arbitraire ρ′ < 0 et obtenir un estimateur

q̂D (αn) = Xn−kn+1,nτ
θ̂Dn exp

{̂
b

(
log

(
n
kn

))
Kρ′ (τn)

}
asymtotiquement normal.

On se place sous le modèle (2.2) et on suppose que les conditions (H.1) et (H.2)
sont satisfaites. Supposons que la fonction b (.) est telle que x |b (x)| →∞ lorsque x→∞
avec

k
1
2
n

log
(
n
kn

)b (log
n
kn

)
→ Λ̃ ∈R.

Supposons de plus que, si

Λ̃ = 0,
log2 (kn)

log
(
n
kn

) → 0 et
k

1
2
n

log
(
n
kn

) →∞. Alors, si τn→ τ ∈ ]1,∞[ on a :

k
1
2
n

log
(
n
kn

) ( q̂D (αn)
q (αn)

− 1
)
d−→ N

(
Λ̃µ (τ) ,θ2σ2 (τ)

)
,

avec

σ2 (τ) =
(
Kp′ (τ)− log(τ)

)2
et µ (τ) =

(
Kρ′ (τ)−Kρ (τ)

)2

Si Λ̃ , 0 et siρ′ = ρ alors l’estimateur q̂D (αn) est sans biais avec une vitesse de conver-

gence de l’ordre de log−ρ
′
(n)`∗(log(n)) où `∗(.) est une fonction à variations lentes. Evi-
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demment un mauvais choix de ρ′ conduit à un estimateur du quantile extrême biaisé.

Notons cependant que les lois à queue de type Weibull usuelles (loi normale, Gamma)

ont un paramètre du second ordre ρ = −1. En pratique, on prendra donc une valeur ρ′

gale à −1.
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ANALYSE DE SURVIE DANS UN CADRE EXTRÊME

3.1 Introduction

Le terme analyse de fiabilité tire sa source de l’analyse de survie. L’analyse de sur-

vie concerne les êtres vivants, par exemple le suivi d’un patient après un traitement

spécifique. Quant à l’analyse de fiabilité, elle s’intéresse aux systèmes matériels tels

que les outils électriques, mécaniques ou tout autre système industriel. L’analyse de

survie est un domaine important des biostatistiques qui consiste à étudier le fonction-

nement, les durées de vie ou l’évolution des systèmes. La théorie de la fiabilité sert

à étudier l’aptitude de systèmes à fonctionner correctement durant une période don-

née. Plus précisément, la fonction de fiabilité est la probabilité pour qu’un matériel ou

un système fonctionne sans défaillance pendant une durée de temps. Ce matériel ou

un système peut être technique (une machine, un bâtiment, un outil industriel, etc),

biologique (plantes, êtres vivants, etc).

3.2 Concepts de base de l’analyse de Fiabilité

La fiabilité a pris son développement depuis la dernière guerre mondiale. Elle est

devenue une science à part entière avec des applications dans de nombreux domaines.

Elle a pour fondements mathématiques la statistique et le calcul de probabilités qui

sont nécessaires à la compréhension et à l’analyse des données de fiabilité. La déter-

mination de la fiabilité d’un système électronique, mécanique ou autre nécessite tout

d’abord de connaître la loi de fiabilité (ou la loi de défaillance) de chacun des compo-

sants intervenant dans le système. Certaines terminologies sont couramment utilisées

pour indiquer la fin d’une durée de vie telles que par exemple :

* une défaillance par l’ingéniérie de la fiabilité,
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* décès dans le domaine des sciences actuarielles et biostatistiques,

* une époque pour les processus ponctuels.

De plus, certains concepts sont associés à des objets, comme par exemple :

* un système ou un composant dans l’ingéniérie de la fiabilité,

* un individu pour les sciences actuarielles,

* un organisme en biostatistiques.

3.2.1 Fonctions décrivant l’évolution d’un système

On distingue principalement cinq fonctions représentant l’évolution d’un système,

chacune de ces fonctions peut avoir une dénomination particulière selon le domaine

d’application :

1. le complémentaire de la fonction de répartition notée S ou R. On l’appelle aussi

fonction de survie ou fonction de fiabilité,

2. la fonction de répartition notée F, elle est aussi connue sous le nom de fonction

de défaillance en fiabilité des systèmes,

3. la fonction de densité de probabilité notée f , elle est aussi connue sous le nom

de densité de défaillance,

4. la fonction de risque notée h, elle est aussi appelée taux de défaillance instan-

tané ou risque instantané,

5. la fonction de risque cumulée notée H , elle est aussi connue sous le nom de

fonction de risque intégrée.

3.2.1.1 Fonction de survie S ou de fiabilité R

Soit X une variable aléatoire modélisant l’évolution d’un système. La fonction de

survie S est, pour t fixé, la probabilité de survivre jusqu’à l’instant t, c’est-à-dire

S (t) = P (X > t) , t > 0.

Remarque 3.1 Dans un contexte multivarié S(t) , 1−F (t) car F (t) = P (X > t) , 1−F (t) .

3.2.2 Fonction de répartition F

La fonction de répartition ou « cumulative distribution en anglais » représente, pour

t fixé, la probabilité de mourir avant l’instant t, c’est-à -dire

F (t) = P (X > t) = 1− S(t),

et donc S(t) = 1−F (t) = F (t) .
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3.2.2.1 Fonction de densité de probabilité f

C’est la fonction f (t) ≥ 0 telle que pour tout t ≥ 0,

F (t) =
∫ t

0
f (u)du.

Si la fonction de répartition admet une dérivée au point t, alors

f (t) = lim
h→0

p (t ≤ X ≤ t + h)
h

= F
′
(t) = −S

′
(t) .

Pour t fixé, la fonction de densité représente la probabilité que l’évènement d’intérêt

se produise dans un intervalle de temps rapporté à la largeur de cet intervalle.

3.2.2.2 Fonction de risque instantané

Le risque instantané ou encore taux d’incidence, pour t fixé, caractérise la proba-

bilitéde mourir ou d’avoir une défaillance dans un intervalle de temps après t, sous

l’hypothèse d’avoir survécu jusqu’au temps t rapporté à la largeur de cet intervalle :

h (t) = lim
x→0

p (t ≤ X ≤ t + h | X ≥ t)
x

=
f (t)
S (t)

.

3.2.2.3 Fonction de risque cumulé

La fonction ou taux de risque cumulé est l’intégrale du risque instantané h défini

par :

H (t) =
∫ t

0
h (u)du = − log[S (t)] . (3.1)

On peut déduire de la relation (3.1), une expression de la fonction de survie en fonction

du risque cumulé :

S (t) = exp(−H (t)) = exp
(
−
∫ t

0
h (u)du

)
.

On en déduit que

f (t) = h (t)exp
(
−
∫ t

0
h (u)du

)
.

3.2.3 Fonction de fiabilité d’un système

Le terme fiabilité est un néologisme introduit il y a plus de cinquante ans pour

traduire le terme anglo-saxon reliability. La Commission Électronique Internationale

donne à la fiabilité la définition suivante :

Définition 3.1 La fiabilité notée R (Reliability) caractérise l’aptitude d’un système ou d’un
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matériel à accomplir une fonction requise dans des conditions données pendant un intervalle
de temps donné.

Considérons un système matériel dont on s’intéresse à la fiabilité. Soit T la variable

aléatoire associée au temps de fonctionnement du système. On peut distinguer deux

évènements A et B définis comme suit :

* A : le système est en bon état de fonctionnement à l’instant t.

* B : le système est défaillant à l’instant t +∆t.

On a alors : P (A) = P (T > t) et P (B) = P (T ≤ t +∆t) .Par conséquent,

P (A∩B) = P (t < T ≤ t +∆t)

= F (t +∆t)−F (t)

= [1−R (t +∆t)]− [1−R (t)]

soit P (A∩B) = R (t)−R (t +∆t) .

On en déduit donc que :

P (B�A) =
P (A∩B)
P (A)

=
R (t)−R (t +∆t)

R (t)
.

Remarque 3.2 On appelle fonction de défaillance la fonction F définie par :

F (t) = P (T ≤ t) , t ≥ 0.

où T représente la durée de vie pour une v.a. Le nombre F(t) représente la probabilité que le
système ait une défaillance avant l’instant t.La figure (3.1) illustre la fonction de fiabilité et
de défaillance.

Figure 3.1 – Fonction de fiabilité et de défaillance

3.2.4 Fonction de Hasard

Appelée selon les domaines d’application : "taux instantané de défaillance", "taux de
risque", ou encore "quotient de mortalité"
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Définition 3.2 Soit un système ayant pour fonction de fiabilité R, le taux de défaillance
instantané à l’instant t, est noté h(t) , et défini par :

h (t) = lim
∆t→0

[
1
∆t
× R (t)−R (t +∆t)

R (t)

]
t ≥ 0.

De plus, le terme h(t)∆t, mesure la probabilité qu’une défaillance du système se

produise dans l’intervalle de temps [t, t +∆t] sachant que le système a bien fonctionné

jusqu’à l’instant t. On a aussi la fonction taux de défaillance cumulé, notéH(t) et défini

par :

H (t) =
∫ t

0
h (x)dx.

Ainsi on peut aussi écrire,

h (t) = −dR (t)
dt
× 1
R (t)

=
dF (t)
dt
× 1
R (t)

h (t) =
f (t)

1−F (t)
.

Remarque 3.3 On peut exprimer les fonctions de fiabilité et de défaillance en fonction du
risque instantané ou du risque cumulé comme suit

R (t) = exp
(
−
∫ t

0
h (x)dx

)
et F (t) = 1− exp

(
−
∫ t

0
h (x)dx

)
.

Proposition 3.1 Si h est une fonction de risque, alors elle vérifie les propriétés suivantes :

1. h(t) ≥ 0, pour tout t ≥ 0,

2.
∫ +∞

0
h (t)d (t) = +∞ .

La fonction de fiabilité ou de survie examine le risque de défaillance d’un orga-

nisme, d’un système matériel, etc pouvant se produire sur une période donnée. Pour

suivre la durée de vie d’un système à travers la distribution associée à l’évolution du

système, la fonction de risque est utilisée. En fait, la fonction de risque est plus in-

formative sur la défaillance des systèmes que les autres distributions caractérisant la

durée des systèmes. C’est dans cette optique que Cox et Oakes [63, 1984] donnent les

raisons pour lesquelles l’utilisation de la fonction de risque peut être une bonne idée :

1. Elle peut mettre en évidence le fait de considérer le risque immédiat lié à un

système d’être en vie à un âge t.

2. la comparaison de groupes d’individus est souvent faite par la fonction de risque,
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3. les modèles de risque sont souvent adéquats lorsqu’il y a des données censurées

ou plusieurs types de défaillance,

4. la comparaison avec une distribution exponentielle est particulièrement simple

en termes de fonction de risque.

La fonction de risque peut prendre plusieurs dénominations selon le domaine d’in-

térêt, ainsi

* dans les sciences de l’ingénierie, on parle de taux de défaillance,

* en actuariat, elle est connue sous le nom de force de mortalité,

* dans les sciences de la vie et les sciences sociales, on parle d’âge ou taux de décès,

* en économie, elle est connue sous le nom de ratio de Mills, voir Mills [64, 1926],

* concernant les processus ponctuels et la Théorie des Valeurs Extrêmes on parle

plutôt de taux de fonction ou intensité de fonction.

Par souci de simplification, l’hypothèse selon laquelle le taux de défaillance est

constant et indépendant du temps est très souvent admise. Mais l’expérience a montré

que, pour la plupart des composants, bien que cette hypothèse soit acceptable pendant

une durée assez longue entre leur jeunesse et leur vieillesse, on constate souvent une

évolution de ce taux en fonction du temps en forme de « baignoire » comme le montre

la figure (3.2) [65],[66].

Figure 3.2 – Evolution du taux de défaillance en fonction du temps

Selon cette courbe, le taux de défaillance des composants passe par trois périodes :

1. La première période caractérisée par une décroissance du taux de défaillance est

dite période de « défaillance précoce ». Elle correspond aux erreurs de concep-

tion ou de fabrication, à des composants mal utilisés ou insuffisamment vérifiés.

Pour éliminer ces défaillances, le produit subit un déverminage ou rodage [67].

2. La deuxième période correspond à la zone de vie utile des composants où le taux

de défaillance est constant. Les mécanismes de défaillance dans cette période

sont indépendants du temps.
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3. Durant la troisième et dernière période, le taux de défaillance augmente. Les

défaillances dans cette période sont majoritairement causées par l’usure et le

vieillissement du composant.

3.2.4.1 MTTF (Mean Time To Failure), ou durée moyenne de fonctionnement avant
défaillance

est ecrire comme suit :

MTTF = E [T ] =
∫ ∞

0
tf ((t))dt =

∫ ∞
0
R (t) . (3.2)

où E [T ] représente l’espérence mathématique des durées de vie.

le MTBF (Mean Time Between Failure), ou durée moyenne séparant deux défaillances

consécutives dans le cas d’un composant réparable. Dans le cas particulier de disposi-

tifs non réparables, les MTTF et MTBF sont confondus.

3.3 Données Incomplètes

Une des caractéristiques des données de survie est l’existence d’observations incom-

plètes. En effet, les données sont souvent recueillies partiellement, notamment, à cause

des processus de censure et de troncature. Les données censurées ou tronquées pro-

viennent du fait qu’on n’a pas accés à toute l’information. Au lieu d’observer des réa-

lisations iid de durée X, on observe la réalisation de la variable X soumiseà diverses

perturbations indépendantes ou non de l’évènement étudié. Les mécanismes de cen-

sure et de troncature peuvent survenir simultanément.

3.3.1 Données Censurées

Le phénomène de censure est lié aux évènements perturbateurs qui peuvent se pro-

duire dans le laps de temps nécessaire au recueil d’une donnée. Il intervient donc fré-

quemment lors de mesures qui portent sur les variables modélisant le temps écoulé

entre deux évènements : durée de vie d’un individu, durée entre le début d’une mala-

die et la guérison, durée d’un épisode de chômage, ... etc. Ces perturbations empêchent

l’observateur d’accéder à la totalité de l’information concernant le phénomène qu’il

étudie et conduit à l’apparition d’observations incomplètes dites censurées. La censure

est le phénomène le plus couramment rencontré lors du recueil de données de survie.

Définition 3.3 (variable de censure) La variable de censure Y est définie par la non-
observation de l’événement étudié.Si au lieu d’observation X , on observer Y , et que l’on
sait que X > Y ( respectivement X < Y , Y1 < X < Y2 ), on dit qu’il y a censure à droite (
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respectivement censure à gauche ,censure par intervalle ). Pour un individu donné j , on va
considérer :

— Temps de survie Xj
— Sont temps de censure Yj
— La durée réellement observée Zj

3.3.2 Types de Censures

3.3.2.1 Données complètes :

le temps exact de défaillance est observé, cette donnée représente donc la durée de

vie du composant étudié dans le cas des composants non réparables, ou la durée entre

deux défaillances dans le cas d’un composant réparable. C’est le type de données le

plus informatif en fiabilité.

3.3.2.2 Données censurées à droite :

si on décide d’arrêter l’observation à la date td et qu’à cette date, le composant n’a

pas encore eu de défaillance, la date td sera une donnée censurée à droite, et on

n’aura qu’une seule information sur le temps de défaillance td < t.

3.3.2.3 Données censurées à gauche :

si on décide d’observer l’état du composant à partir de la date tg et qu’on constate

que le composant a déjà été défaillant, tg sera une donnée censurée à gauche et la seule

information sur le temps de défaillance t sera : t < tg .

3.3.2.4 Données censurées par intervalle :

si le composant a eu une défaillance entre deux dates td et tg connues, il s’agit de

données censurées par intervalle, et on a seulement l’information : td < t < tg .

3.3.2.5 Données censure double :

La censure double (ou mixte) ce type de censure c’est un mélange entre les deux

censures, la censure à droite et la censure à gauche, dans le méme échantillon.

L’expérience elle-même peut engendrer cette censure.

3.3.3 Données censure de type 1 : fixée

L’expérimentateur fixe une valeur (une date par exemple non aléatoire de fin d’ex-

périence). Par exemple en épidémiologie on fixe la durée maximale de participation
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et vaut, pour chaque observation, la différence entre la date de fin d’expérience et la

date d’entrée du patient dans l’étude. Le nombre d’évènements observés est, quant à

lui, aléatoire. Soit Y une valeur fixée. Par exemple en censure à droite, au lieu d’obser-

verles variables X1, ...,Xn qui nous intéressent, on observe Xj que lorsqu’elle est infé-

rieure ou égale à une durée fixée Y . On observe donc une variable Zj telle que Zj :=

min
(
Xj ,Y

)
, j = 1, ...,n.Ce mécanisme de censure est fréquemment rencontré dans les

applications industrielles.

3.3.4 Données censure de type 2 : attente

L’expérimentateur fixe a priori le nombre d’évènements à observer. La date de fin

d’expérience devient alors aléatoire, le nombre d’évènements étant quant à lui, non

aléatoire. Ce modèle est souvent utilisé dans les études de fiabilité, d’épidémiologie.

Par exemple en épidémiologie on décide d’observer les durées de survie des n patients

jusqu’à ce que r (1 ≤ r ≤ n) d’entre eux soient décédés et d’arrêter l’étude à ce moment

là. Soient Xj:n et Zj:n les statistiques d’ordre desvariables Xj et Zj . La date de censure

est donc Xr:n et on observe  Zj:n = Xj:n si j ≤ r
Zj:n = Xj:n si j ≥ r

.

3.3.5 Données censure de type 3 : aléatoire

C’est typiquement ce modèle qui est utilisé pour les essais thérapeutiques.Dans

ce type d’expériences, la date d’inclusion du patient dans l’étude est fixée, mais la

date de fin d’observation est inconnue (celle-ci correspond, par exemple, à la durée

d’hospitalisation du patient).

soit X1, ...,Xn un échantillon d’une va positive X, on dit qu’il y a censure aléatoire

de cet échantillon s’il existe une autre va positive elle aussi Y d’échantillon Y1, ...,Yn
dans ce cas au lieu d’observer les X

′
js, on observe un couple de va’s

(
Zj ,δj

)
avec

Zj := min
(
Xj ,Yj

)
et δj := 1

{
Xj ≤ Yj

}
pour j = 1, ...,n. (3.3)

où δj l’indicateur de censure, qui détermine si X a été censuré ou non :

— si δj = 1, la durée d’intérêt est observée
(
Zj = Xj

)
.

— si δj = 0, elle est censurée
(
Zj = Xj

)
. On observe des durées incomplètes.

3.3.6 Données Tronquées

Les données censurées ne sont pas le type unique de données incomplètes. L’autre

cas classique de données incomplètes est celui des données dites tronquées. Le phéno-

mène de troncature est très différent de la censure. La troncature, quant à elle, élimine
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de l’étude une partie des Xj . Lors d’une étude pratique sur les durées de vie, il n’est

pas rare que la variable d’intérêt X ne soit pas observable quand elle est inférieure à un

seuil aléatoire Y , ce qui aura pour conséquence que l’analyse ne pourra porter que sur

la loi conditionnelle de X sachant X > Y . Il y a trois types de troncature : troncature à

gauche, à droite et par intervalle.

— Troncature à gauche : Soit Y est une va indépendante de X, on dit qu’il y a

troncature à gauche lorsque X (la durée de survie) n’est observable que si X > Y .

On observe le couple (X,Y ) , avec X > Y .

— troncature à droite : De même, il y a troncature à droite lorsque X n’est obser-

vable que si X < Y .

— troncature par intervalle : Quand une durée est tronquée à droite et à gauche,

on dit qu’elle est tronquée par intervalle.

Pour des détails complets sur les types de censure on réfère aux livres de ( Pierre

[83, page 7]) et (Vivian [84, page 14]). Dans ce travail, on s’intéresse uniquement au

modèle de censure à droite du type aléatoire. Celui-ci correspond à un modèle fré-

quemment utilisé en pratique (voir aussi Soltane [85, page 13]).

En général, une donnée censurée est une donnée pour laquelle on ne connaît pas la

date exacte de défaillance. Le traitement des données censurées est une des préoccupa-

tions majeures des fiabilistes. Dans notre étude nous considérons que les composants

que nous testons sont non réparables. De plus, les tests sont configurés de façon à pou-

voir observer les défaillances des composants testés dans un temps relativement court

(les tests sont dits tests de vieillissement accéléré). Par conséquent, le temps exact de

défaillance du composant testé (donc sa durée de vie étant donné que le composant est

non réparable) est observé et toutes les données sont non censurées.

3.4 Lois de distribution des durées de vie

Après avoir introduit les notions générales utilisées en fiabilité, nous pouvons re-

marquer que toutes les fonctions évoquées sont naturellement liées entre elles : la

connaissance de R (t) implique celle de f (t) et donc celle de λ (t). Ainsi, il suffit de spé-

cifier la distribution des durées de vie (variable aléatoire T ) pour déterminer toutes les

grandeurs d’intérêt relatives à la fiabilité. Parmi les lois de distributions statistiques,

certaines sont d’un intérêt particulier dans le cas d’étude des durées de vie (variable

aléatoire continue et positive), vue la validité de leur application dans la majorité des

cas [65], [68], [69], [70] : la loi exponentielle, la loi de Weibull et la loi log-normale.
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3.4.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle est la seule loi caractérisée par un taux de défaillance constant

λ qui est son unique paramètre. Les fonctions et grandeurs caractéristiques de la loi

exponentielle sont exprimées dans le tableau 3.1 La figure 3.3 illustre, pour différentes

valeurs du paramètre λ, les fonctions densité de probabilité et les fonctions de répar-

tition de la loi exponentielle.

Table 3.1 – Loi exponentielle
f (t) = λexp(−λt) R (t) = exp(−λt)

λ (t) = λ MTT F = 1
λ

Figure 3.3 – Fonction de densité et Fonction de répartition et de Fonction de risque et
Fonction de survie de Loi exponentielle

Historiquement, la loi exponentielle était la première loi utilisée en fiabilité, pour

sa simplicité d’une part, et parce qu’elle permet de modéliser la fiabilité des compo-

sants dans leur période de vie utile la plus longue [69]. Cependant, la loi exponentielle

décrit un processus sans mémoire caractérisé par un taux de défaillance constant. Afin

d’illustrer cette propriété, nous pouvons vérifier que pour deux durées t1 et t0 telles

que t1 > t0 :

Pr(T > t1 | T > t0) = Pr(T > t1 − t0)

3.4.2 Loi de Weibull

La loi de Weibull est caractérisée par deux paramètres :
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— un paramètre d’échelle η dont l’unité est homogène à celle de la durée de vie.

— un paramètre de forme β qui détermine la forme de variation du taux de dé-

faillance : monotone décroissant (0 < β < 1), monotone croissant (β > 1) ou

constant (β = 1 , on retrouve alors la loi exponentielle avec un paramètre λ = 1
η ).

Le tableau 3.2 résume les fonctions et grandeurs caractéristiques de la loi de Wei-

bull. La figure 3.4 illustre, pour un paramètre d’échelle fixe η = 1 et différentes valeurs

du paramètre de forme β, les

fonctions densité de probabilité, les fonctions de répartition et le taux de défaillance

associés à la loi de Weibull.

Table 3.2 – La loi de Weibull est caractérisée par deux paramètres
f (t) = β

η ( tη )β−1 exp(− tη )β R (t) = exp(− tη )β

λ (t) = β
η ( tη )β−1 MTTF = ηΓ (1 + 1

β ) ou Γ (n) =
∫∞

0
exp(−x)xn−1dx

Figure 3.4 – Fonction de densité et Fonction de répartition et de Fonction de risque et
Fonction de survie de loi de Weibull

En associant les trois possibilités évoquées de la forme du taux de défaillance, la

loi de Weibull peut représenter les trois étapes de la vie d’un composant : défaillance

précoce (0 < β < 1), vie utile (β = 1) ou vieillissement (β > 1). Ainsi, la loi de Weibull est

très souvent utilisée en fiabilité pour modéliser la distribution de la durée de vie des

composants et ceci est valable dans plusieurs domaines d’application (électronique,

mécanique, etc.) [73],[74].
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3.4.3 Loi log-normale

Une variable aléatoire positive T suit une loi log-normale de paramètres µ et σ2 si

son logarithme suit une loi normale de moyenne µ et de variance σ2. La fonction de

fiabilité et, par conséquent, le taux de défaillance de la loi log-normale n’ont pas d’ex-

pressions explicites. Ils peuvent être calculés numériquement. En effet, la fonction de

fiabilité de la loi log-normale fait intervenir la fonction de répartition de la gaussienne

standard :

φ (t) =
1
√

2π

∫ t

−∞
exp(−u

2

2
)du (3.4)

D’autre part, il a été démontré dans [69] que pour σ ≤ 1 le taux de défaillance de

la loi log-normale admet une forme générale de cloche : il vaut 0 pour t = 0, croit et

atteint un maximum, puis décroit pour atteindre 0 quand t tend vers l’infini. Pour

σ > 1, le taux de défaillance est décroissant.

Le tableau 3.3 donne les expressions de la fonction densité de probabilité et du

MTTF de la loi lognormale, et celle des fonctions de fiabilité et du taux de défaillance

en fonction de φ. .La distribution Log-normale est un modèle fréquemment utilisé en

fiabilité, car elle concerne des variables aléatoires positives, et le paramètre de forme

σ lui permet des représentations variées [75] [76].

Table 3.3 – Caractéristiques de loi log-normale

f (t) =
1

tσ
√

2π
exp

[
−1

2
(
ln(t)−µ

σ
)2
]

R (t) = 1−φ(
ln(t)−µ

σ
)

λ (t) =

1

tσ
√

2π
exp

[
−1

2
(
ln(t)−µ

σ
)2
]

1−φ(
ln(t)−µ

σ
)

MTTF = exp(µ+
1
2
σ2)

3.5 Introduction de co-variables et modèles paramétriques

de la durée de vie

3.5.1 Les modèles composites

L’objet de cette section est de décrire les principales caractéristiques des modèles de

base couramment utilisés dans un cadre paramétrique ou semi-paramétrique, et fai-

sant appel à un degré de sophistication supérieur à la simple analyse d’un échantillon

iid de loi paramétrique fixée a priori. Il s’agit de modèles que l’on rencontre en général

lorsque l’on est confronté à une population hétérogène, composées d’individus avec

des lois de survie différentes, on a donc choisi de désigner ces modèles sous le nom gé-

nérique de « modèles composites », et ils diffèrent par la manière dont l’hétérogénéité est
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prise en compte. Les modèles purement non paramétriques seront étudiés par ailleurs

, ils ne sont pas évoqués ici.

3.5.2 Les mélanges de lois

3.5.3 Exemple introductif

On considère un système composé de deux éléments indépendants montés en pa-

rallèle, chacun des éléments ayant une durée de vie de loi exponentielle, avec des pa-

ramètres λ1 et λ2 .La durée de vie de l’équipement est mesurée par

T = T1 ∨ T2,

la loi de T s’obtient facilement en observant que

1− S(t) = (1− exp(−λ1t)) (1− exp(−λ2t)) .

On en déduit que dans le cas général la fonction de hasard est d’abord croissante,

puis décroissante ; si λ1 = λ2 , la fonction de hasard est croissante. L’indépendance

temporelle est donc une propriété peu stable et elle se perd rapidement.On va voir

qu’elle se perd également dans le cas de l’agrégation de lois.

3.5.4 Agrégation de lois

Il arrive souvent en pratique que les durées que l’on observe résultent de l’agréga-

tion de sous-populations ayant chacune un comportement spécifique, souvent inobser-

vable. On parle alors d’hétérogénéité. On suppose ici que la fonction de survie dépend

d’un paramètre aléatoire ν , ce paramètre étant distribué selon une loi π . D’un point

de vue heuristique, on se trouve en présence de sous-populations à l’intérieur des-

quelles la loi de survie est homogène et décrite par la loi de survie conditionnelle au

fait que la valeur du paramètre soit ν , S (t,ν) , la loi π décrivant le poids respectif de

chaque sous-population dans la population totale.

On a donc la forme suivante pour la fonction de survie initiale de la population

totale :

S (t) =
∫
S (t,ν)πdν :

S (t) = Pr(T > t) = Eν [Pr(T > t | ν)] =
∫
S (t,ν)πdν .

La distribution d’hétérogénéité dépend a priori de t, puisque les individus des dif-

férentes sous-populations ne sortent pas du groupe à la même vitesse. À la date t, et
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en supposant la taille de la population infinie, on a ainsi :

πt (dν) =
S (t,ν)
S (t)

πdν .

La fonction de hasard à la date t s’écrit alors h (t) =
∫
h (t,ν)πtdν . En effet, il suffit

de remarquer que :

u−1 Pr(T ≤ t +u | T > t) =
∫
u−1 Pr(T ≤ t +u | T > t ,ν)πt (dν) ,

puis de faire tendre u vers 0. Dans le cas particulier où S(t,ν) = exp(−λ(ν)t) , c’est

à dire où chaque sous-population est décrite par une loi exponentielle de paramètre

h(t,ν) = λ(ν) , la fonction de survie agrégée s’écrit :

S (t) =
∫

exp(−λ (ν) t)πdν

D’après l’expression ci-dessus de la fonction de hasard s’écrit donc h (t) =
∫
λ(ν)πt (dν)

et on en déduit que :ν

dh (t)
dt

= −
∫
λ2 (ν)πt (dν) + (λ (ν)πt (dν))2

En effet, de l’expression de πt (dν) =
S (t,ν)
S (t)

πdν il découle :

∂
∂t
πt (dν) =

∂
∂t
S (t,ν)× S (t)− S (t,ν)× d

dt
S (t)

S (t)2 πdν

avec
∂
∂t
S (t,ν) = −λ (ν)S (t,ν)

et
s′ (t)
S (t)

= −h (t) = −
∫
λ (ν)πt (dν) .

On en déduit :

∂
∂t
πt (dν) =

−λ (ν)× S (t,ν)
S (t)

π (dν) +
S (t,ν)× h (t)

S (t)
π (dν) = −λ (ν)πt (dν) + h (t)πt (dν)

En écrivant
d
dt
h (t) =

∫
λ (ν)

∂
∂t
πt (dν)
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on trouve donc finalement :

dh (t)
dt

= −
∫
λ2 (ν)πt (dν) + h (t)2

Ce qui est le résultat attendu. Cette égalité implique par l’inégalité de Schwarz (ou

en remarquant que
dh (t)
dt

= −Vπt (λ (ν)))que
dh (t)
dt

≤ 0 ; l’agrégation de fonctions de

hasard constantes conduit donc à une fonction de hasard globale décroissante. Ce phé-

nomène s’explique par le fait que les individus ayant une valeur élevée de λ (ν) sortent

en premier et il reste donc proportionnellement plus d’individus à λ (ν) faible lorsque

le temps s’écoule. Le taux de sortie est donc logiquement décroissant. Ce phénomène

porte le nom de « biais d’hétérogénéité », ou « mobile-stable ».

Exemple 3.1 mélange de 2 lois exponentielles La durée est ici une variable exponentielle de
paramètre λ1 avec la probabilité p et λ2 avec la probabilité 1− p, soit :

S (t) = pexp(−λ1t) + (1− p)exp(−λ2t)

La fonction de hasard a alors l’allure suivante :

Figure 3.5 – Mélange de 2 lois exponentielles

On voit que le risque instantané peut être rapidement décroissant, alors même que

les 2 fonctions d’origine sont à risque constant.

3.6 Modèles à durée de vie accélérée AFT

Dans ce qui précède, les données étaient considérées comme des réalisations d’une

variable aléatoire d’une seule distribution. Cependant, en réalité, plusieurs facteurs

contribuent à la dégradation du composant ou de l’entité en question. Les réalisations
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d’une variable aléatoire d’une même distribution sont donc nécessairement soumises

aux mêmes conditions, aux mêmes facteurs de dégradation. Par conséquent, les durées

de vie doivent être expliquées par les différentes variables (facteurs de dégradation)

contribuant à la défaillance. Ainsi, bien qu’en général un seul type de distribution

puisse être considéré pour un type de données en fiabilité, les paramètres de cette

distribution doivent être exprimés en fonction des variables explicatives.

Dans cette approche paramétrique, le modèle à variables explicatives le plus sou-

vent utilisé en fiabilité est le modèle à durée de vie accéléré ou modèle AFT par réfé-

rence au terme anglais (Accelerated Failure Time model) [78], [78]. Ce modèle suppose

que, pour deux populations différentes de la variable aléatoire T de fonctions de survie

R1 et R2, si T subit un changement d’échelle par un facteur multiplicatif c > 0 indé-

pendant du temps (dit facteur d’accélération), la probabilité de survie reste la même.

En introduisant p variables explicatives sous forme d’un vecteur X affecté d’un vecteur

de coefficients ρ, le facteur c peut s’écrire sous la forme :

c (X) = exp(ρX) (3.5)

L’égalité des fonctions de survie s’écrit :

R1 (T ) = R2 (ct) (3.6)

Ainsi, les co-variables affectent uniquement l’échelle de temps : si c (X) < 1, l’effet

des co-variables est de ralentir le temps, sinon les co-variables accélèrent le temps.

En supposant que ε est une variable aléatoire centrée réduite, et que R2 (T )est la

fonction de survie de la variable aléatoire exp(µ+ σε), µ et σ étant des constantes,

nous pouvons écrire :

R1 (T ) = R2 (ct) = Pr(exp(µ+ σε) > ct) = Pr(exp(µ+ σε) > t exp(ρX)) (3.7)

= pr > t = pr (T > t) (3.8)

Ainsi, en effectuant le changement de variable β = −ρ, R1 (T ) est la fonction de

survie de la variable aléatoire T telle que :

ln(T ) = µ+Xβ + σε (3.9)

Ainsi, avec le modèle AFT, nous obtenons une relation linéaire entre le logarithme

de la durée de vie et les variables explicatives avec un terme d’erreur ε dont les com-

posantes sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) selon une loi connue

a priori, à partir de la loi de la durée de vie T . Dans ce modèle, µ représente le loga-

rithme de la durée de vie quand les facteurs sont nuls (constante à l’origine), β est le
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vecteur des coefficients du modèle, et σ est le paramètre d’échelle de la loi de ln(T ).

La loi de distribution de T définit celle de ln(T ) et par conséquent celle de ε. La

correspondance entre les lois est donnée dans le tableau 3.4 [69]

Table 3.4 – Lois de distribution de T et leurs correspondants par transformation loga-
ritmique

Loi de distribution de T Loi de distribution de ε
Exponentielle Valeur extrême à 1 paramètre

Weibull Valeur extrême à 2 paramètre
Log-normale Normale

Les paramètres des lois de distribution et les coefficients β peuvent être estimés

par maximum de vraisemblance, en maximisant la log-vraisemblance de la variable

aléatoire :

ε =
ln(T )−µ−Xβ

σ
(3.10)

Les lois de distributions de ln(T ) dans un modèle AFT sont du type localisation-

échelle (location-scale). Ce type de distribution a une fonction de survie de la forme :

R (y,u,b) = R0

(y −u
s

)
−∞ < y < +∞ (3.11)

Ce type de distribution a deux paramètres en général : un paramètre de localisation

u (−∞ < u < +∞), et un paramètre d’échelle s(s > 0). Par exemple pour la loi normale, u

représente la moyenne, et s l’écart-type. Dans le modèle AFT, u correspond à (µ+Xβ)

et s à σ . Ainsi, dans les modèles AFT, seul le paramètre de localisation u de la loi des

durées de vie transformées ln(T ) est fonction des variables explicatives, le paramètre

d’échelle s étant constant. Par conséquent, pour une entité soumise à un ensemble de

contraintes, la loi de distribution des durées de vie est la même et subit uniquement

une translation (changement de localisation) quand les contraintes varient.

Ainsi, dans une approche paramétrique, l’évaluation de la fiabilité d’un composant

par l’estimation de sa durée de vie nécessite la spécification de la loi de distribution

statistique des données et de la relation analytique entre la durée de vie et le(s) stress

appliqué(s), appelée modèle durée de vie-stress.

Ces deux modèles sont naturellement reliés entre eux puisque, d’une part, les para-

mètres de la loi de distribution sont estimés conditionnellement aux facteurs de stress

appliqués et que d’autre part, le modèle durée de vie-stress relie un quantile de la dis-

tribution considérée ou un de ses paramètres (par exemple la moyenne, la médiane ou

le paramètre de localisation) aux contrainte(s) appliquée(s).

Si nous revenons au modèle AFT à distribution log-normale et après transformation

logarithmique, nous remarquons que la moyenne conditionnelle aux variables expli-

catives est le paramètre de la loi normale qui est représenté dans l’expression de la
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relation linéaire entre la durée de vie et le(s) stress :

E [ln(T \ X)] = µ = Xβ (3.12)

Si par ailleurs nous prenons l’exemple d’un modèle AFT à distribution de Weibull

et après transformation logarithmique, le paramètre de la loi intervenant dans le mo-

dèle durée de vie-stress est le paramètre de localisation de la loi des valeurs extrêmes

u = ln(η), tel que, pour des contraintes données :

ln(η) = u = Xβ (3.13)

L’objectif de notre travail est de développer une méthode générale pour la modéli-

sation de la durée de vie en fonction des facteurs de stress appliqués et qui prend en

compte différentes contraintes expérimentales et économiques que nous explicitons

dans les chapitres suivants. Dans une première approche paramétrique, les modèles

de durée de vie seront développés selon la forme générale ( 3.9) des modèles AFT. Ce-

pendant, le logarithme décimal sera utilisé au lieu du logarithme népérien pour une

interprétation plus facile des logarithmes des durées de vie. Il est donc nécessaire de

vérifier au préalable l’adéquation des données de durée de vie qui seront utilisées pour

l’estimation des paramètres du modèle aux deux lois de distribution (log-normale et

Weibull). Ceci revient alors à tester l’adéquation des logarithmes des durées de vie aux

lois normale et valeur extrême respectivement. Nous présentons alors les résultats de

ces tests dans le chapitre suivant.

3.7 Les modèles à hasard proportionnel

Il s’agit d’un modèle semi-paramétrique dans lequel on se donne une fonction de

survie de base, B(t) et on fait l’hypothèse que la fonction de survie du phénomène

observé est de la forme Sθ (t) = B(t)θ , pour un paramètre θ > 0 inconnu. Il est immédiat

que la densité sousjacente s’écrit fθ = θB(t)θ−1f (t) , et la fonction de hasard est donc

de la forme :

hθ (t) =
fθ (t)
Sθ (t)

= θ
f (t)
B (t)

= θh (t)

La fonction de hasard est ainsi proportionnelle à la fonction de hasard de base

associée à θ = 1, d’où la dénomination de « modèle à hasard proportionnel ». Le modèle

exponentiel constitue un cas particulier de modèle à hasard proportionnel dans lequel

la fonction de hasard de base est constante égale à l’unité.

On peut remarquer que ces modèles satisfont la propriété suivante : si la variable
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aléatoire Tθ est associée à la fonction de survie

Sθ (T ) = B(t)θ,

alors

E (Tθ) =
∫ +∞

0
Sθ (t)dt =

∫ +∞

0
B(t)θdt

or on reconnaît dans

ρθ (T ) =
∫ +∞

0
B(t)θdt

la mesure de risque de Wang PLANCHET et al.[77, 2011] associée à la fonction de

distorsion gθ (x) = xθ (appelée PH-tranform de paramètre 1
θ ) .

En spécifiant différentes formes pour le coefficient de proportionnalité, on est conduit

à définir différentes classes de modèles.

3.7.1 Le modèle de Cox

Le modèle de Cox [80, 1972], ou “modèle continu semi-paramétrique à risques propor-
tionnels”, est un modèle de régression en temps continu. L’objectif est de modéliser le

logarithme du rique instantané en fonction d’un ensemble de variables explicatives x

dont la valeur peut éventuellement varier au fil du temps :

lnh (t,X) = β0 (t) +
∑
k

βkXk (t) = β0 (t) +X
′
β (3.14)

De façon équivalente :

h (t,X) = h0 (t)exp

∑
k

βkXk (t)

 = h0 (t)exp
(
X
′
β
)

(3.15)

— Le terme h0(t) est un risque de base indépendant des facteurs explicatifs du

modèle.

— Aucune hypothèse n’est faite sur la distribution des durées, c’est-à-dire sur la

forme de h(t) ou R(t).

— Le modèle de Cox est capable d’approximer correctement des modèles paramé-

triques (Weibull, exponentiel,...).

— Si le vrai modèle paramétrique est inconnu, Cox est une bonne alternative. Si-

non, il vaut mieux utiliser le modèle paramétrique.

— Comme pour une courbe de survie, il est nécessaire de disposer de deux va-

riables particulières pour estimer un modèle de Cox :

— une variable indiquant la durée de temps jusqu’à la survenance de l’évène-

ment ou jusqu’à la fin de la période d’observation dans le cas de données
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censurées .

— une variable codée 1 si l’évènement a eu lieu et zéro sinon.

— Lorsque toutes les variables explicatives sont invariantes dans le temps, le mo-

dèle peut être calculé directement sur le jeu de données, alors que lorsque cer-

tains facteurs évoluent au cours du temps, une procédure particulière est appli-

quée au préalable sur les données

— S’il n’y a pas de facteurs explicatifs évoluant dans le temps, le modèle s’appa-

rente à une “simple” régression linéaire.

3.7.2 Les modèles de fragilité

Dans le modèle de Cox on cherche à modéliser l’effet de variables explicatives

connues sur le niveau de la fonction de risque, dans certaines situations, ces variables

sont inobservables, et on souhaite tout de même évaluer les conséquences de ces va-

riables inobservables sur la forme de la fonction de survie .

On repart de la formulation

Sθ (t) = S (t | θ) = B (t)θ (3.16)

ou, de manière équivalente, hθ (t) = θh (t) , d’un modèle à hasard proportionnel, et

on considère que le paramètre θ est une variable aléatoire ; en d’autres termes on se

donne la loi de survie conditionnelle au paramètre, et la loi globale s’obtient donc par

intégration :

S (t) = E
[
B (t)θ

]
(3.17)

l’espérance étant calculée par rapport à la loi de θ. Cette expression est analogue à

l’expression S (t) =
∫
S (t,v)π (dv) obtenue à la section 3.5.4. Le paramètre θ s’appelle

la « fragilité ». Ces modèles sont également parfois appelés « modèles à effets aléatoires
».

3.8 Les modèles à causes de sortie multiples

Dans certaines situations on est amené à distinguer entre différentes causes de sor-

tie, par exemple en décès on s’intéresse à la cause du décès, en arrêt de travail au motif

de la sortie d’incapacité (retour au travail ou passage en invalidité), etc. C’est typique-

ment ce qu’on fait lorsqu’on interprète le modèle de Makeham.

Si on note T1, ...,Tn les variables de durée associées à chacune des causes étudiées,

la survie globale est simplement T = T1 ∧ .. ∧ Tn, sous l’hypothèse d’indépendance

des différentes composantes le modèle est simple et la fonction de hasard globale est

la somme des fonctions de hasard. Mais l’hypothèse d’indépendance peut être parfois
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restrictive, et les modèles de fragilité fournissent un moyen simple de la relâcher. Cette

approche a été proposée initialement par OAKES [79, 1989].

On suppose donc que les durées associées à chaque cause, T1, ...,Tn sont indépen-

dantes conditionnellement à θ et que les marginales (conditionnelles) sont de la forme

Si (t | θ) = Bi (t)
θ .

On est alors ramené à des calculs proches de la section 3.7.2 ci-dessus et on trouve :

S (t1, ..., tn) = E

 n∏
i=1

Bi (ti)
θ


Exemple 3.2 avec deux causes de sortie distribuées chacune suivant une loi de Weibull et
une distribution du paramètre de mélange selon une loi stable de paramètre a, on trouve

S (t) = exp {− (λ1t
α1 +λ2t

α2)} ,

qui est une conséquence immédiate de

E (exp(−xθ)) = exp
(
−xθ

)
et de l’expression de la fonction de survie de la loi de Weibull

S (t) = exp(−λtα) .

3.9 Les modèles à choc commun

L’idée est ici que la durée de survie dépend de deux facteurs, l’un propre à l’indi-

vidu et l’autre affectant la population dans son ensemble. Ce second facteur peut être

un facteur accidentel ou environnemental. On considère le modèle :

Ti = Xi ∧Z

avec Si la fonction de survie de Xi et Sz la fonction de survie de Z. La loi conjointe

du vecteur (T1, ...,Tn) s’obtient en observant que l’évènement {Xi ∧Z > t} est égal à

{Xi > t} ∩ {Z > t}, ce qui conduit à :

S (t1, ..., tn) =
n∏
i=1

Si (ti)× Sz(max(t1, ..., tn)).

MARSHALL et OLKIN [81, 1967] proposent par exemple une distribution expo-

nentielle pour Z.
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3.10 Estimateur de Kaplan-Meier de la survie

3.10.1 Estimateur de Kaplan-Meier

L’estimateur de Kaplan-Meier [82] découle de l’idée suivante : survivre après un

temps t c’est être en vie juste avant t et ne pas mourir au temps t, c’est-à-dire, si t
′′
<

t
′
< t

Pr(X > t) = Pr
(
X > t

′
,X > t

)
= Pr

(
X > t | X > t

′)
×Pr

(
X > t

′)
= Pr

(
X > t | X > t

′)
×Pr

(
X > t

′
| X > t

′′)
×Pr

(
X > t

′′ )
En considérant les temps d’évènements (décès et censure) distincts T(i) (i = 1, ...,n) ran-

gés par ordre croissant, on obtient

Pr
(
X > T(i)

)
=

j∏
k=1

Pr
(
X > T(k) | X > T(k−1)

)
,

avec T(0) = 0. Considérons les notations suivantes :

— Yi le nombre d’individus à risque de subir l’évènement juste avant le temps T(i),

— di le nombre de décès en T(i).

Alors la probabilité pi de mourir dans l’intervalle
]
T(i−1),T(i)

[
sachant que l’on était

vivant en T(i−1), i.e.pi = Pr
(
X ≤ T(i) | X > T(i−1)

)
, peut être estimée par

p̂i =
di
Yi
.

Comme les temps d’évènements sont supposés distincts, on a

di = 0 en cas de censure en T(i), i.e. quand δi = 0,

di = 1 en cas de décès en T(i), i.e. quand δi = 1.

On obtient alors l’estimateur de Kaplan-Meier :

Ŝ (t) =
∏

i=1,...,n
T(i)≤t

(
1− δi

Yi

)
=

∏
i:T(i)≤t

(
1− δi

n− (i − 1)

)
=

∏
i:T(i)≤t

( n− i
n− i + 1

)δi
.

L’estimateur Ŝ (t) est également appelé Produit Limite car il s’obtient comme la limite

d’un produit. On montre que l’estimateur de Kaplan-Meier [82] est un estimateur du

maximum de vraisemblance. Ŝ (t) est une fonction en escalier décroissante, continue à

droite. On peut également obtenir un estimateur de Kaplan-Meier [82] dans le cas de

données tronquées mais pas dans le cas de données censurées par intervalles (car les
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temps de décès ne sont pas connus).

Remarque 3.4 Dans le cas où il y a des ex-aequo :

— si ce sont des évènements de nature di érente, on considère que les observations

non censurées ont lieu avant les censurées,

— si il y a plusieurs décès au même temps T(i), alors di > 1 et on a

Ŝ (t) =
∏

i=1,...,n
T(i)≤t

(
1− di

Yi

)

Remarque 3.5 Estimation empirique :

Pour un échantillon i.i.d. de durées non censurées (Xi)i=1,...,n , un estimateur naturel

de la survie de la variable X est la survie empirique

Sn (x) =
1
n

n∑
i=1

1{Xi>x}.

Cet estimateur a de bonnes propriétés en terme de convergence : convergence p.s (Gli-

venkocantelli), convergence en loi du processus empirique associé vers un pont brow-

nien.Néanmoins, dans le cas des données censurées, la variable d’intérêt n’est plus

la variable observée. Ainsi estimer la survie S par la survie empirique des données

observées (Ti)i=1,...,n

(
Sn (x) = 1

n

∑n
i=1 1{Xi>x}

)
fournit une estimation biaisée de S (les cen-

sures (qui ne sont pas des décès) sont considérées comme des décès : il y a une sous

estimation de la survie) : Il en est de même si on estime la fonction de survie par la

survie empirique des données observées non censurées (échantillon tronqué). Notons

que quand il n’y a pas de censure, l’estimateur de Kaplan-Meier se réduit à la fonction

de survie empirique.

3.10.2 Estimation de la variance de Ŝ(t)

L’estimateur de Greenwood de la variance de l’estimateur de Kaplan-Meier est

V̂ ar
(
Ŝ(t)

)
= Ŝ(t)2

∑
i:T (i )≤t

di
Yi (Yi − di)

.

Il est obtenu en utilisant l’approximation suivante,

V̂ ar
(
log

(
Ŝ(t)

))
≈

∑
i:T (i )≤t

di
Yi (Yi − di)

,
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et en appliquant la delta-méthode
(
V ar (f (Z)) ≈

[
f
′
(E (Z))

]2
V ar (Z)

)
pour montrer que

V̂ ar
(
log

(
Ŝ(t)

))
≈ 1

Ŝ(t)2
V̂ ar

(
Ŝ(t)

)
.

Remarque 3.6 Ce résultat s’obtient, de manière théorique, de la propriété de normalité
asymptotique de l’estimateur de Kaplan-Meier.

Théorème 3.1 En tout point de continuité de S, t0 ∈ [0, τ] et S (τ−) > 0,

√
n
(
Ŝ (t0)− S (t0)

) L→
n→∞

N
(
0,V 2 (t0)

)
,

avec

V 2 (t0) = −S2 (t0)
∫ t0

0

S (du)
S2 (u)G (u)

,

G(t) la fonction de survie de la variable C.

Considérons les quantités H(t) = Pr(T > t) et H1(t) = Pr(T > t,δ = 1). D’aprèsl’hy-

pothèse d’indépendance, on obtient les égalités suivantes

H(t) = Pr(T > t) = P (X > t,C > t) = S (t)G (t)

H1(t) = Pr(T > t,δ = 1) = P (X > t,C ≥ X) = E
(
11{X>t}G (X−)

)∫ ∞
t
G (u−)f (u)d (u) = −

∫ ∞
t

∫ ∞
t
G (u−)S (du) .

Par conséquent, H1(dt) = G (t−)S (dt) et on peut ainsi écrire

V 2 (t0) = −S2 (t0)
∫ t0

0

H1(du)
S (u)H (u)G (u−)

.

En remplaçant les fonctions H et H1 par leurs équivalents empiriques (calculables car

les variables T et δ sont observées),

Ĥ (u) =
1
n

n∑
i=1

1{Ti>u} et Ĥ1 (u) =
1
n

n∑
i=1

1{Ti>u,δi=1}

et S par Ŝ, on obtient l’estimateur suivant

V̂ 2 (t0) = −Ŝ2 (t0)
∫ t0

0

Ĥ1(du)

Ĥ (u)Ĥ (u)

Un estimateur de la variance de l’estimateur de Kaplan-Meier (qui converge presque
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sûrement vers la variance asymptotique de Ŝ ) est

V̂ ar
(
Ŝ (t)

)
=

1
n
V̂ 2 (t) .

Avec les notations, Yi le nombre d’individus à risque de subir l’évènement juste avant

letemps T(i) et di le nombre de décès en T(i), on remarque que

Ĥ (u) =
1
n

n∑
i=1

1{T(i)>u} =
Yi − di
n

,

Ĥ (u−) =
1
n

n∑
i=1

1{T(i)≥u} =
Yi
n
,

Ĥ1 (u) = −1
n

n∑
i=1

1{T(i)∈[u,u+du],δi=1} = −di
n
.

Ainsi, on obtient

V̂ ar
(
Ŝ(t)

)
= Ŝ(t)2

∑
i:T(i)≤t

di
Yi (Yi − di)

Dans chaque intervalle de temps, l’estimation de la survie est une proportion. On peut

donc, sous certaines conditions, faire une approximation par la loi normale et ainsi

obtenir un intervalle de confiance,

Ic (α) =
[
Ŝ(t)± zα

2

√
V̂ ar

(
Ŝ(t)

)]
.

Il ne faut pas utiliser cet intervalle quand Ŝ(t) est proche de 0 ou de 1. En e et, l’inter-

valle étant symétrique autour de Ŝ(t), les bornes peuvent dépasser les valeurs 0 ou 1.

On préfère utiliser l’intervalle de con ance de Rothman qui contournent cette di culté :

Ic (α) =
K

K +
(
zα

2

)2

Ŝ(t) +

(
zα

2

)2

2K
± zα

2

√
V̂ ar

(
Ŝ(t)

)
+

(
zα

2

)2

4K2

 ,
avec

K =
Ŝ(t)

(
1− Ŝ(t)

)
V̂ ar

(
Ŝ(t)

) .

Remarque 3.7 On montre que, sous certaines conditions, l’estimateur de Kaplan-Meier est
uniformément consistant, asymptotiquement normal et presque sans biais quand le nombre
d’individu à risque est grand.
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3.10.3 Estimation de l’IVE avec censure

Des techniques statistiques pour analyser les ensembles de données censurées sont

maintenant très bien étudiées, mais elles concernent principalement des caractéris-

tiques centrales de la distribution sous-jacente. On va s’intéresser dans cette Section

au problème de l’estimation de l’IVE et cela en présence de données censurées aléa-

toirement à droite. Ce problème est très récent dans la littérature, les premiers qui

ont mentionné le sujet sont BEIRLANT ET AL [86, 2016]. et REISS ET THOMAS [87,

2007], mais sans résultats asymptotiques. Puis certains estimateurs des paramètres de

la queue ont été proposées par BEIRLANT ET GUILLOU [88, 2001], pour les données

tronquées et étendu la censure aléatoire à droite par BEIRLANT ET AL [86, 2016] . et

l’année suivante par EINMAHL ET AL [89, 2008].

Dans le cas de censure, on suppose disposer de deux échantillonsX1, ...,Xn et Y1, ...,Yn
ces deux échantillons sont formés de variable aléatoire i.i.d de loi F et G respective-

ment et que F ∈ D (Hξ1) et G ∈ D (Hξ2) pour certains ξ1,ξ2 ∈ R Soit
{(
Zj ,δj

)
,1 ≤ j ≤ n

}
l’échantillon réellement observé défini par (3.3). Il clair que les Zj sont des variables

indépandents de loi H liée à F et G. L’IVE de H la f dr de Z, existe et il est notée par

ξ où ξ = ξ1ξ2
ξ1+ξ2

. Soit F, G et r les points terminaux du support de F, G, et h respective-

ment. EINMAHL ET AL [89, 2008]. ont fourni une adaptation générale des estimateurs

existants de L’IVE dans les cas suivants :


cas1 : ξ1 > 0,ξ2 > 0, dans ce cas ξ = ξ1ξ2

ξ1+ξ2

cas2 : ξ1 < 0,ξ2 < 0,xF = xG dans ce cas ξ = ξ1ξ2
ξ1+ξ2

cas3 : ξ1 = ξ2 = 0,xF = xG =∞ dans ce cas ξ = 0

.

Dans le cas 3, nous définissons également, pour une présentation pratique, ξ1ξ2
ξ1+ξ2

= ξ =

0.Les autres possibilités ne sont pas très intéressantes. Typiquement, elles sont très

proches du " cas non censuré ", qui a été étudiée en détail dans la littérature (elle est

notamment valable lorsque ξ1 < 0 et ξ2 > 0) ou de la "situation complétement situation

censurée",dans laquelle l’estimation est impossible (ceci est vrai, en particulier, lorsque

ξ1 > 0 et ξ2 < 0 ).

Le premier point important qu’il convient de mentionner est le fait que tous les

estimateurs précédents(hill,...)ne sont évidemment pas cohérents s’ils sont basés sur

l’échantillon.(Hill,...)ne sont évidemment pas cohérents s’ils sont basés sur l’échan-

tillonZ1, ...,Zn c’est-à-dire si la censure n’est pas prise en compte. En effet, ils convergent

tous vers ξ , l’indice des valeurs extrêmes de l’échantillon Z.l’indice des valeurs ex-

trêmes de l’échantillon Z, et non vers ξ1, l’indice des valeurs extrêmes de F. Par consé-

quent, nous devons adapter tous ces estimateurs à la censure. Nous allons diviser tous

ces estimateurs par la proportion d’observations non censurées dans les k plus grands
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Z :

ξ̂
(c,·)
Z,k,n =

ξ̂
(·)
Z,k,n

p̂
où p̂ =

1
k

k∑
j=1

δ[n−j+1,n],

avec δ[1,n], ..,δ[n,n] étant les δ correspondant à Z1,n, ...,Zn,n respectivement ξ̂(·)
Z,k,n. Pour-

rait étre tout estimateur non adapté à la censure, en particulier. Il s’ensuit que suit que

p̂ estime ξ2
ξ1ξ2

,d’où ξ̂(·)
Z,k,n estimations ξ divisé par ξ2

ξ1ξ2
qui est égal à ξ1.

3.10.4 Le test statistique du logrank pour comparer les courbes de

Kaplan-Meier

Le test statistique quasiment exclusivement utilisé pour comparer des courbes de

survie est le test du logrank. Le principe est le suivant : si en vrai, il n’existait aucune

différence (réelle) des taux d’incidence entre les groupes comparés, les courbes de sur-

vie se chevaucheraient parfaitement. Le test du logrank va donc quantifier l’ensemble

des écarts entre les courbes de survie, et va tester si l’ensemble de ces écarts est signi-

ficativement différent de 0. L’hypothèse nulle H0 de ce test est donc : " tous les écarts

entre toutes les courbes de survie sont nuls " ou bien " toutes les courbes de survie se

chevauchent parfaitement ". Le rejet de H0 est donc : " il existe au moins une courbe de

survie significativement différente des autres ".

H0 : Les deux coubes de survie sont similaires : SA(t) = SB(t).

H1 : Les deux coubes de survie sont difféerentes : SA(t) , SB(t).
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CHAPITRE4

SIMULATIONS ET APPLICATIONS À DES DONNÉES

RÉELLES

4.1 Introduction

Dans cette partie du mémoire on va étudier le comprotement de l’ estimateur de

Hill et Pickands , en premier lieu, en fonction de la taille de l’échantillon générée

(n = 1000) par une loi de Paréto de paramètre de forme égale à 1 et paramètre d’échelle

respectivement (1,5,10,20,50) et une loi censure de Paréto de la taille (n = 500) de pa-

ramètre de forme égale 1 pour l’échantillon aléatoire de Paréto noté X et de paramètre

forme égale 2 pour la variable de censure noté Y .L’estimateur de Hill généralisé adapté

aux données censurées à droite est égal à l’estimateur de Hill généralisé ordinaire di-

visé par la proportion des k plus grandes observations non censurées.

L’analyse de survie est généralement définie comme un ensemble de méthodes

d’analyse des données où la variable de résultat est le temps écoulé jusqu’à l’appa-

rition d’un évènement d’intérêt. Cet évènement peut être un décès, l’apparition d’une

maladie, un mariage, un divorce, etc. L’analyse de survie est utilisée parce qu’elle est

équipée pour traiter les données censurées (condition dans laquelle la valeur d’une

mesure ou d’une observation n’est que partiellement connue), ce qui n’est pas le cas

d’autres techniques analytiques telles que la régression linéaire. Il existe trois tech-

niques différentes dans l’analyse de survie : les équations non paramétriques(Kaplan-
Meier Plots), les équations semi-paramétriques (Cox Proportional Hazard Plots) et

les équations paramétriques (Kaplan-Meier Plots weibull Distribution).

4.1.1 Data and Package

Package.evd : Fonction de densité, fonction de distribution, fonction quantile et

génération aléatoire pour la distribution des valeurs extrêmes généralisées (GEV) avec
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des paramètres de localisation, d’échelle et de forme.

Package.evir : Tracez l’estimation de Hill de l’indice de queue des données à queue

lourde, ou d’une estimation quantile associée. Package.evmix :Trace le MLE des para-

mètres GPD en fonction du seuil et Hill plot.

Package.survival : contient les fonctions et arguments nécessaires pour effectuer

une analyse de survie en R

lung dataset : mesure la survie des patients atteints d’un cancer du poumon avancé,

provenant du North Central Cancer Treatment Group. Les scores de performance éva-

luent la capacité du patient à effectuer les activités quotidiennes habituelles.

Package.survminer : contient le Package.ggsurvplot() pour dessiner facilement de

belles courbes de survie

Package.knitr : permet à l’utilisateur de produire un tableau (un tableau très simple).

Package.flexsurv : permet une modélisation paramétrique de la survie.

4.2 Simulation et estimation

Dans la suite on simule le loi Paréto et on applique l’estimateur de Hill avec les

données simulée .

Figure 4.1 – Histograme et Ghraphe de loi de Paréto a plusieure paramèter
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Figure 4.2 – L’estimateur de Hill et Pickands avec les données simulées.
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Calcule l’estimateur de Hill pour les indices de valeurs extrêmes positives, adapté à

la censure de droite, en fonction du paramètre de queue k (Beirlant et al.[]). En option,

ces estimations sont tracées en fonction de k.

Figure 4.3 – L’estimateur de Hill de l’indice queue d’ une loi de Paréto (1000,5) avec
taux de censure Tc = 50% hill censure 0.5 n=1000
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Figure 4.4 – L’estimateur de Hill de l’indice queue d’ une loi de Paréto (1000,5) avec
taux de censure Tc = 10%
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Figure 4.5 – L’estimateur de Hill de l’indice queue d’ une loi de Paréto (1000,5) avec
taux de censure Tc = 30%
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4.3 Applications à des données réelles (cancer du pou-

mon avancé)

On mesure la survie des patients atteints d’un cancer du poumon avancé, selon le

groupe de traitement du cancer du Centre-Nord.

4.3.1 Kaplan-Meier courbe de survie

Figure 4.6 – Kaplan-Meier courbe de survie
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Figure 4.7 – Kaplan-Meier courbe de survie avec ggsurvplot.
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Figure 4.8 – Il s’agit du même graphique KM que ci-dessus, mais le graphique ci-
dessous montre l’intérêt de l’utilisation du package survminer pour ce type d’analyses.

Comme vous pouvez le constater, il existe une différence radicale entre le tracé X-Y

de base et le ggsurvplot. Le tracé de Kaplan-Meier montre qu’aux alentours de 250 , la

probabilité de survie est de 55 %, de 25 % à 500 et qu’elle continue de diminuer à partir

de là. Le graphique montre qu’au cours de l’essai, environ 10 % des patients ont vécu

jusqu’au bout et qu’aucun évènement n’est survenu. En regardant la valeur p, nous

voyons qu’elle est inférieure à 0.05 , ce qui signifie que nous rejetons l’hypothèse nulle

selon laquelle la différence de sexe n’a pas d’importance. Cela signifie qu’il existe une

différence de survie entre les hommes et les femmes, et que les femmes ont un meilleur

taux de survie sur l’ensemble de l’essai.
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4.4 Ajustement à des données par modèle de Cox

Les modèles semi-paramétriques ne font pas non plus de prédictions sur la forme

de la fonction de risque ou de la fonction de survie, mais font seulement une hypothèse

forte sur la façon dont les covariables affectent la forme. Lorsqu’on utilise le modèle

de Cox pour l’analyse de survie, il existe deux hypothèses clés qui doivent être valides

pour que les résultats du modèle puissent être appliqués en toute sécurité aux données

de l’analyse de survie. La première hypothèse concerne la question de la censure non

informative ; la conception de l’étude sous-jacente doit garantir que les mécanismes

donnant lieu à la censure de sujets individuels ne sont pas liés à la probabilité de sur-

venue d’un évènement. Par exemple, la poursuite des suivis doit se poursuivre même

si un patient ne présente plus de statut positif. Dans notre cas, nous n’avons pas à nous

en préoccuper car les données ont été conduites de cette manière.

Figure 4.9 – Cox graphique
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4.4.1 Tracer avec (ggcoxadjustedcurves)

Maintenant que nous savons à quoi ressemble un tracé X,Y normal pour l’ana-

lyse de survie, nous allons passer à la méthode la plus facile et la plus agréable vi-

suellement. (ggcoxadjustedcurves) trace des courbes de survie ajustées pour le modèle

Coxph.

Figure 4.10 – Probabilité de survie de modèle de Cox
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Figure 4.11 – Les évènments cumulés où modèle de Cox cumulative
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4.5 Ajustement à des données par modèle de Weibull

Table 4.1 – Ajustement à des données pour modèle Weibull
Distribution AIC

weibull 2311.702
gengamma.orig 2313.380

gengamma 2313.380
gamma 2313.469

gompertz 2314.711
genf 2315.153

genf.orig 2315.153
llogis 2325.862
exp 2326.676

lnorm 2342.538

Lorsque l’on compare l’AIC des différentes distributions pouvant être utilisées dans

R, la distribution de Weibull présente l’AIC le plus faible de 2312, ce qui signifie qu’il

s’agit de la meilleure distribution pour ajuster les données. En observant la distribution

de Weibull graphiquement, nous obtenons.
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Figure 4.12 – Ajustement à des données pour modèle Weibull

Sur la base du graphique, nous pouvons voir la différence de précision entre le

tracé de Kaplan-Meier et le tracé ajusté de Gompertz, en particulier avec la différence

autour de la marque des 375 jours. Le tracé KM et le tracé ajusté de Weibull sont

très similaires en raison de la petite taille de l’ensemble de données, mais le modèle

paramétrique permet des estimations plus précises des paramètres et une modélisation

plus prédictive. Comme vous pouvez le constater, avec un grand ensemble de données,

il serait beaucoup plus facile de tracer une distribution et de la suivre qu’une ligne de

Kaplan-Meier.
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4.6 Simulation et estimations à des données réelles (Hill

et Pickans)

Figure 4.13 – L’ estimateur de Hill (Threshold) par package.evir .
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Figure 4.14 – L’estimateur de Pickands par package.evir
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CONCLUSION GÉNÉRALE

L’objectif principal de ce mémoire est présenté l’analyse de Survie dans le cadre

extrême . nous nous intéressons à une famille particulèire de lois : les lois à queue

de type Weibull . Ces lois possèdent une fonction de survie qui décroit à une vitesse

exponentielle (on parle aussi de queue légère).Des exemples de telles lois sont les lois

exponentielle, normale, gamma, ect ... La vitesse de convergence de la queue de dis-

tribution est controlée par un paramètre de forme appelé indice de queue de Weibull.

Nous introduisons et étudions le comportement asymptotique d’estimateurs de cet in-

dice et des quantiles extrêmes. Nous présentons aussi une méthode de réduction du

biais basée sur un modèle de régression exponentielle.

Dans l’analyse de survie, il est très commun de se trouver en face du problème de

données manquantes. Les données de survie ne sont pas totalement observées. Il ne

sont pas rare, mais elles sont plutôt incomplètes. La censure et la troncature sont les

deux causes de données incomplètes les plus répandues. La censure est un mécanisme

qui empêche l’observation exacte du délai de survenue d’intérêt. On sait bien que ce

délai appartient à un certain intervalle de temps. La troncature survient qu’on ne peut

pas observer les individus de l’échantillon dont le délai de survenue appartient à un

certain intervalle de temps, on observe donc un sous-échantillon. Dans ce cas les tech-

niques classiques ne s’adaptent pas correctement aux données incomplètes.

Et tout ce travail Pour l’analyse de survie lié à deux approches la théorie des va-

leurs extrême . La première, qu’on appellera approche GEV ; permet de modéliser les

block maxima par une distribution GEV (generalized extreme value distribution) et la

seconde, appelée approche GPD consiste à ajuster les observations dépassant un cer-

tain seuil (peaks over threshold : POT) par une GPD (generalized Pareto distribution).

Pour une description détaillée de la TVE, en particulier sur l’estimation de l’indice des

valeurs et quantiles extrêmes.

Sur le plan pratique, nous avons utilisé les données de survie des patients atteints

d’un cancer du poumon avancé du North Central Cancer Treatment Group. Les scores
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de performance évaluent dans quelle mesure un patient effectue des activités quoti-

diennes normales.En utilisons des packages spécifiques et Nous utilisons des modèles

de fiabilité (Cox model proportional hazard ... ect) et des estimations connues (Hill,

Pickands, Kaplan-Meier,...ect) est tous ça dans le cas censure à droite. Cancer du pou-

mon donne un exemple de la relation entre une fonction de survie qui décroit à une

vitesse exponentielle (on parle aussi de queue légère), c.est-à-dire la relation entre les

lois à queue de type Weibull et L’analyse de survie en cas censure.
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