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ABSTRACT 

 

 

The aim of this thesis was to study the dynamic behavior of microbeams integrated 

in microsystems such as basics components, taking into account the effect of nonuniform 

microbeam structure. The study is based on vibration analysis of microstructures to 

develop new mathematical models taking into account nonuniformity of microstructure to 

improve the extraction of physical proprieties of the thin films constituting microbeams. 

We have presented the integration principle of microbeam in microsystems, its scientific 

and strategic outlooks and measurement methods suitable for the mechanical 

characterization. Existing analytical models are presented, corrected and analyzed in detail 

from simulations using finite element method (FEM) with COMSOL software to test their 

validity and to determine corrective factors that take into account the variation of the 

effective Young’s modulus with the microbeam width, the under-etching at clamped end 

and non-rectangular cross-section of non-uniform microbeam. Moreover, theoretical 

models was developed taking into account the effects of periodic holes network and 

thermal field on the vibration modes of perforated nanobeams. Finally, developed models 

have been tested using experimental measurements where the results show a clear 

impvevement for the extraction of the Young's modulus of thin films constituting 

microbeams. On another hand, numerical results are shown that the resonance frequency 

change, the thermal loads and the small scale effects are depended on the geometric 

parameters of the periodic holes network. 
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RESUME 

 

 

L'objectif de cette thèse était l’étude du comportement dynamique des micropoutres 

intégrées dans des microsystèmes comme éléments de base, en tenant compte de l’effet de 

la structure non-uniforme. L’étude est basée sur l’analyse des vibrations des micropoutres 

pour développer de nouveaux modèles mathématiques tenant compte de la non-uniformité 

de la microstructure afin d’améliorer l’extraction des propriétés physiques des films 

minces constituants les micropoutres. Nous avons présenté le principe d’intégration de la 

micropoutre dans les microsystèmes, ses enjeux scientifiques et stratégiques et les 

méthodes de mesure adaptées pour la caractérisation mécaniques. Les modèles analytiques 

existants sont présentés, corrigés puis analysés en détail à partir de simulations par la 

méthode des éléments finis (MEF) sous le logiciel COMSOL afin de tester leur validité et 

déterminer les facteurs correctifs qui tiennent compte à la fois, de la variation du module 

de Young effectif avec la largeur, de l’effet de la sous gravure à l’encastrement et celui de 

la section droite non-rectangulaire de la micropoutre non-uniforme. Nous avons ensuite 

développé des modèles tenant compte de l’effet d’un réseau de trous périodiques et de 

l’effet du champ thermique sur les modes de vibration des nanopoutres perforées. Enfin, 

les modèles développés ont été testé avec des mesures expérimentales, les résultats obtenus 

ont montré une nette amélioration de l’extraction de module de Young des films minces 

constituants les micropoutres. D’autre part, d’autres résultats montrent que, la variation de 

la fréquence de résonance, l’effet de champ thermique et l’effet de la réduction de 

dimensions dépondent des paramètres géométriques du réseau trous périodiques. 
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 ملخص
 

 

الھدف من ھذه الاطروحة ھو دراسة السلوك الدینامیكي للروافد المصغرة غیر المنتظمة و المدمجة في 
الدراسة ترتكز في الأساس على تحلیل اھتزازات البنى المصغرة بغرض تطویر . الانظمة المصغرة كمكونات أساسیة

لقد . لرقیقة المكونة للروافد المصغرةنماذج ریاضیة تساعد على تحسین استنباط الخصائص الفیزیائیة للأغشیة ا
قمنا بعرض مبدأ دمج الروافد في الأنظمة المصغرة و افاقھا العلمیة و الإستراتیجیة و كذلك طرق القیاس المعتمدة 

تعدیلھا و بعد ذلك تحلیلھا بالتفصیل ، النماذج التحلیلیة الموجودة تم استعراضھا. عند التوصیف المیكانیكي للروافد
باستعمال البرنامج كومسول و ذلك لاختبار مدى فاعلیتھا و ) م.ع.ط(المحاكاة بطریقة العناصر المنتھیة  من خلال

الجزء ، عرض الرافدة كذا حساب المعاملات التصحیحیة التي تأخذ بعین الاعتبار تغیر معامل یونغ مع تأثیر كل من
قمنا بعد . لمستطیل لمقطع الرافدة غیر المنتظمة المخلف عن عملیة النقش عند الطرف المثبت و كذلك الشكل غیر ا

شبكة الثقوب الدوریة و الحقل الحراري على أنماط اھتزاز   من كل ذلك بتطویر نماذج تأخذ بعین الاعتبار تأثیري
 لقیاسات التجریبیة و النتائج أظھرتل استناداالنماذج المطورة تم اختبارھا ،في الأخیر . الروافد النانویة المثقبة

، من جھة أخرى. المصغرةتحسنا واضحا خصوصا عند استنباط معامل یونغ للأغشیة الرقیقة المكونة للروافد 
تأثیر الحقل الحراري و كذلك تأثیر تخفیض الأبعاد متعلق بالخصائص ، النتائج أظھرت أن كلا من تغیر تردد الرنین

 .الھندسیة لشبكة الثقوب الدوریة
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INTRODUCTION 

 

 
Ce travail de thèse a été effectué au Laboratoire de Physique Fondamentale et 

Appliquée « FUNDAPL » de la faculté des sciences de l’Université Saad Dahlab de Blida 

1. Il s’inscrit parmi les premiers sujets de thèse sur l’étude des microsystèmes. C’est donc 

le premier sujet qui s’articule autour du comportement dynamique des microstructures 

L’évolution extrêmement rapide de la mécanique des milieux continus et des 

méthodes numériques d’analyse d’une part, le développement important des équipements 

informatiques et logiciels d’autre part, ont conduit à l’élaboration de microsystèmes 

électromécaniques intégrants des fonctions électronique et mécanique avec des dimensions 

à l’échelle micrométrique. Ces microsystèmes sont couramment dits MEMS (Micro 

Electro Mechanical Systems).  

Un MEMS est un microsystème composé d’éléments électroniques mais, aussi, 

d’éléments mécaniques destinés à assurer des fonctions de détection et/ou d’actionnement. 

Les MEMS (désignés, aussi sous l’appellation de Microsystèmes en Europe ou 

Micromachines au Japon) réunissent un ensemble de composants réalisés le plus souvent 

sur un  substrat de silicium, à l'aide, de la microtechnologie [1-3] Leur particularité c’est 

d'employer des technologies microélectroniques pour réaliser des dispositifs qui, en plus 

d’être, des circuits électroniques, sont des capteurs ou des actionneurs. 

La partie électronique est fabriquée en utilisant les procédés microélectroniques 

utilisés pour la fabrication des circuits intégrés, tandis que les parties mécaniques, sont 

fabriquées à l’aide de procédés qui éliminent certaines parties du wafer ou ajoutent de 

nouvelles couches structurelles pour former le dispositif mécanique [4,5]. Le concept 

“micromechanics” fait référence à l’utilisation du silicium comme matériau mécanique et à 

l’application de la technologie avancée des circuits intégrés pour fabriquer des structures 

mécaniques de très petites dimensions. 

L’association de la microélectronique sur du silicium avec la technologie de 

microusinage a rendu possible la réalisation de systèmes complets sur puce. La technologie 

MEMS permet le développement de composants intelligents ; elle ajoute à la capacité de 

calcul de la microélectronique, l’aptitude de percevoir et de contrôler des microcapteurs et 

des microactionneurs. Ces composants profitent à la fois d’une extrême miniaturisation et 
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d'un rapport performance-coût très avantageux du fait de leur capacité à être produits en 

série par les procédés de fabrication collective. 

Une bonne partie des microdispositifs MEMS est fabriquée à base des 

microstructures qui sont, souvent, des micropoutres. Ces microstructures sont intégrées 

dans les microdispositifs comme des composants mécaniques pour faire des opérations de 

détection ou d’actionnement [6-8]. La modélisation des micropoutres repose sur 

l’identification et la compréhension des phénomènes physiques pour l’extraction des 

paramètres  mécaniques des films minces constituant ces microstructures de base à savoir 

le module de Young, le coefficient de Poisson et la contrainte résiduelle.  

La modélisation du comportement d’une micropoutre est faite de manière générale 

par un système d’équations différentielles aux dérivées partielles. La solution de ce 

système d’équations demande, en général, des méthodes de résolution présentant des 

avantages et des inconvénients. La paternité de la théorie des poutres est attribuée à 

Galilée, mais des études récentes indiquent que Léonard de Vinci l'aurait précédé [9]. Ce 

sont Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui ont émis  la première théorie utile vers 1750, 

alors que Daniel Bernoulli, le neveu du précédent, a élaboré l'équation différentielle pour 

l'analyse vibratoire.  

Toutefois, il est rare que le moment de flexion soit seul. Il est presque toujours 

associé à une rotation de la section droite de la micropoutre [10,11]. La déformation de la 

micropoutre dans ce cas dépend non seulement des caractéristiques géométriques, mais 

également des caractéristiques mécaniques.  

D’un point de vue pratique, les micropoutres fabriquées présentent en réalité 

plusieurs différences par rapport aux micropoutres idéales considérées précédemment. 

Elles présentent, généralement, une sous gravure au voisinage de la zone d’encastrement 

de son extrémité fixe et une section droite non rectangulaire [12-15]. De façon générale, 

cette modification de la structure de la micropoutre est inhérente à pratiquement tous les 

procédés de microfabrication de micropoutres en films minces.  

De nombreuses méthodes ont été utilisées pour l’étude du comportement mécanique 

afin d’extraire les paramètres mécaniques. Pour ne parler que des méthodes les plus 

courantes, on peut citer la mesure de la déformation induite par des contraintes mécaniques 

[16,17] et la mesure des modifications de propriétés liées aux résonances mécaniques. Pour 

cette dernière, les fréquences de résonance mesurées sont très sensibles à la modification 
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de la géométrie de la micropoutre et les modèles analytiques atteignent vite leur limitation 

dans l’étude de certains effets, comme l’effet de la largeur de la micropoutre, et les effets 

dûs aux procédés de microfabrication, comme, la section droite non-rectangulaire et la sous 

gravure à l’encastrement. L’approche numérique se révèle alors un choix judicieux pour 

rendre compte de cette complexité géométrique. La méthode des éléments finis, 

couramment utilisée pour la modélisation des systèmes mécaniques est, souvent, 

privilégiée pour la modélisation des microsystèmes.  

L’objectif de cette thèse était d’étudier en premier lieu, les effets des techniques de 

microfabrication sur la modification de la structure de la micropoutre et ainsi sur le 

comportement dynamique des micropoutres et en second, rajouter les effets de la réduction 

d’échelle et de la perforation à l’aide d’un réseau de trous périodiques de géométries 

carrés. 

Ainsi, le premier chapitre présente brièvement l’état de l’art des micropoutres 

ingérées dans les microdispositifs MEMS, nous présenterons, également, le principe 

d’intégration de la micropoutre dans les microsystèmes, ses enjeux scientifiques et 

stratégiques et les méthodes de mesures adaptéés à la  caractérisation mécanique des 

micropoutres  et, en particulier, la technique, couramment utilisée, de microvibrométrie 

interférométrique optique. 

Le deuxième chapitre est dédié à la modélisation du comportement dynamique des 

micropoutres. Les modèles analytiques existants sont recensés, corrigés puis analysés en 

détail à partir de simulations par  la méthode des éléments finis, afin de déterminer leur 

validité et les facteurs correctifs à considérer pour corriger l’effet de la largeur sur les 

valeurs des fréquences de résonances de la micropoutre. 

Le troisième chapitre est consacré aux effets dûs aux processus de microfabrication 

sur les valeurs des fréquences de résonances des micropoutres, à savoir l’effet de la section 

droite non rectangulaire et de la sous-gravure à l’encastrement. Pour cela, les modèles 

analytiques corrigés ,précédemment, dans le deuxième chapitre seront recensés, améliorés, 

puis analysés en détail à partir de simulations par la méthode des éléments finis afin de 

déterminer leur validité et les facteurs correctifs à considérer pour prendre en compte ces 

effets. 

Le quatrième chapitre de la thèse est orienté vers la modélisation du comportement 

dynamique de nano-poutres perforées largement utilisées dans les technologies avancées et 
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sujet d’actualité du fait de leurs caractéristiques spécifiques (sensibilité, facteur de 

qualité,…) pour des opérations de détection, d’actionnement et de filtration. Des modèles 

tenant compte de l’effet d’un réseau de trous périodiques de géométrie carrés sur les modes 

de vibration d’une nano-poutre sont développés. Dans un second temps, l’effet d’un  

champ thermique sur le comportement des nano-poutres perforées est considéré en vue 

d’une utilisation  ultérieure dans des micro-capteurs de température. 

Enfin, nous terminerons ce manuscrit par une conclusion générale sur l’étude de 

l’effet de la structure non-uniforme sur le comportement des micropoutres et  nous 

donnerons quelques perspectives de recherches envisageables à l’issue de ces travaux. 
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CHAPITRE 1 

LES MICROPOUTRES INTEGREES DANS LES MICROSYSTEMES : 

CONCEPTS FONDAMENTAUX ET NOTIONS DE BASE 

 
 
 
 
1.1. Introduction 

Les MEMS sont des composants réalisés à l’échelle du micron par des procédés de 

fabrication en salle blanche. Une bonne partie de ces composants est très accessible 

technologiquement du fait de leurs dimensions [18]. Les microsystèmes sont issus, à 

l’origine, de la technologie microélectronique dont le champ d’application est plus vaste 

(Biologie, chimie, microfluidique,…). Les microdispositifs dans ce cas intègrent ou 

combinent à la fois des éléments mécaniques et de l’électronique sur un même substrat 

dont les dimensions sont à l’échelle micrométrique. Les techniques et technologies issues 

de la microélectronique sur silicium ont ouvert un champ très important d’investigation sur 

les microsystèmes et ont révolutionné les techniques instrumentales et apporté de nouvelles 

solutions. Elles permettent de fabriquer collectivement un grand  nombre d’instruments 

parfaitement adaptés à la caractérisation de microstructures. Elles permettent également 

d’intégrer sur ces instruments des fonctions d’actionnement et de détection. La 

modélisation des microstructures de base repose sur l’identification et la compréhension 

des phénomènes physiques, afin, d’extraire les paramètres mécaniques des films minces 

dont ils sont fabriqués [19]. Pour améliorer la fiabilité des microdispositifs MEMS, il est 

nécessaire de bien les caractériser, d’où la nécessité de développer de nouvelles méthodes 

de caractérisations sans contact et  d’en améliorer celles existantes. 

 

1.2. Description de la structure de la micropoutre 

Le terme ‘’micropoutre’’ est apparu dés  l’arrivée des procédés microélectroniques 

liés à la miniaturisation des microdispositifs électroniques. La structure de base d’une 

micropoutre est constituée d’un parallélépipède de dimensions micrométriques. Les 

techniques microtechnologiques couramment utilisées pour réaliser les micropoutres sont 

l’usinage en volume et l’usinage en surface. L’usinage en volume est une technique qui 

permet l’obtention des microstructures suspendues par gravure du substrat. Le terme de 

volume est utilisé ici puisque la gravure forme une cavité dans le volume du substrat sous 
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les couches déposées. L’usinage en surface est basé sur l’emploi de couches sacrifiées. Ces 

couches sont gravées entièrement en fin de fabrication par une étape de gravure sélective. 

Pendant la fabrication, les couches déposées sont une succession de couches sacrifiées 

(dioxyde de silicium ou résine, par exemple) et de couches structurelles (comme le 

polysilicium ou un métal) que l’on grave au fur et à mesure de l’empilement. Les 

géométries des micropoutres sont nombreuses et varient selon l’application visée et 

l’imagination du technologue. Les figures suivantes montrent quelques variantes de 

géométrie de micropoutres rencontrées : 

 

 

Figure 1.1 : Micropoutre en carbure de silicium [20]. 

 

 

Figure 1.2 : Micropoutre d’un microscope à force atomique [21]. 

 

Les micropoutres présentent généralement une sous-gravure au voisinage de 

l’encastrement et n’ont pas toujours une section droite rectangulaire [12-15]. Il est 

néanmoins possible d’établir des modèles analytiques prenant en compte les propriétés 

réelles des micropoutres avec des formulations analytiques. Les formulations analytiques 
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sont souvent très compliquées et nécessitent des approximations. La modélisation par la 

méthode des éléments finis (MEF) permet alors de prendre en compte les phénomènes 

précédemment cités afin de déterminer le comportement réel des micropoutres fabriquées. 

En pratique, les micropoutres à configuration encastrée-libre réalisée dans un film mince 

ou une multicouche présentent une contrainte résiduelle extensive ou compressive [22,23]. 

D’un point de vue technologique, ces microstructures de base présentent toujours des 

imperfections et la transition entre le régime de préflambement et de postflambement est 

plus progressive que le prévoit la théorie du flambement [24]. Ceci peut être modélisé en 

appliquant une faible force de flexion au centre de la micropoutre [25]. 

L'étude des micropoutres est exposée dans de nombreux ouvrages traitant de la 

mécanique des milieux continus et de la résistance des matériaux. Depuis la mise au point 

de la microscopie à force atomique (AFM), les micropoutres permettent de sonder très 

précisément la surface de matériaux et peuvent également être utilisées pour sonder les 

propriétés viscoélastiques des fluides [26-30]. Les applications sont toujours en 

développement dans de nombreux laboratoires et motivent de nombreux chercheurs dans 

les domaines de la physique, de la chimie et de la biologie. Les recherches ont surtout porté 

sur l’étude des micropoutres en régime dynamique dont les modes de vibration 

généralement étudiés sont les modes de vibration en flexion de la structure où leur 

comportement est relativement bien connu [31-33]. 

 

1.2.1. Fonctions de base et principe d’intégration 

Les microsystèmes se différencient de la microélectronique par l’intégration de 

fonctions mécaniques [18]. Ils représentent un assemblage, dans un même composant à 

faibles dimensions, d’un ou de  plusieurs capteurs et/ou actionneurs et de l’électronique 

associée au traitement de l’information [19]. Dans certains cas, les micropoutres peuvent 

être utilisées comme capteurs pour mesurer les paramètres environnementaux ou comme 

actionneurs afin d’interagir avec l’environnement extérieur.  

Les micropoutres peuvent être intégrées dans des systèmes multifonctionnels avec 

des fonctions de mesure, de traitement du signal, de mémorisation, de communication et 

d’actionnement. En résumé une micropoutre intégrée est capable de réaliser quatre 

fonctions : 
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 Détecter un signal physique  et le convertir en grandeur électrique (fonction 

capteur), 

 Amplifier et traiter le signal fourni par le capteur (fonction d’interface 

électronique), 

 Produire un phénomène physique (mécanique,…) qui à son tour a une (fonction 

actionneur), 

 Interagir et communiquer les résultats de mesure avec l’extérieur (communication). 

 

Les premières micropoutres intégrées dans les microdispositifs MEMS furent les 

actionneurs électrostatiques [34].  L’apparition de nombreuses technologies microsystèmes 

aboutit à de nombreuses applications industrielles, parmi lesquelles les têtes de lecture 

magnétique de disques durs [35] et les têtes d'impression à jets d'encre. Dans tous les cas, 

la conception des microdispositifs à base des micropoutres repose principalement sur 

l’étude du comportement de la micropoutre elle-même [18].  

 

1.2.2. Domaines d’utilisation et exemples d’application  

Les microsystèmes à base de micropoutres se trouvent presque dans tous les 

domaines qui demandent une forte réduction des coûts, des dimensions, du poids et une 

augmentation de la fiabilité et des performances: 

 Domaine Automobile : Il est actuellement le domaine industriel pour lequel les 

microsystèmes ont le plus de débouchés et où la présence de puces électroniques et de 

microsystèmes ne cessent de croître. Les applications concernent en priorité des capteurs 

de pression [34,36], de gaz [37-38] et de température [39].  

 Domaine Aérospatial : L’utilisation des microsystèmes est entrain de prendre une 

place importante, en raison de la miniaturisation, du faible coût, de la fiabilité, et de la 

faible consommation des dispositifs qui sont très demandés dans les applications satellites. 

Actuellement, les principaux microsystèmes utilisés dans l'aérospatiale sont des systèmes 

de positionnement par visée de la terre et des gyromètres [40, 41]. 

 Domaine de Télécoms : A l'heure actuelle, les MEMS RF visent l'intégration de 

composants discrets tels que les oscillateurs, les filtres, les inductances ou les relais 

[42,43]. 
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 Domaine Biomédical : Il est certainement le domaine ou l’intérêt des 

microsystèmes est le plus grand. En effet, du fait, de la biocompatibilité du silicium et des 

tailles des microsystèmes, il est envisageable de créer des systèmes de capteurs et 

d’actionneurs qui seraient implantés à l’intérieur du corps et éventuellement interrogés à 

distance (diffuseurs de médicaments, sonde gastrique, capteur de flux sanguin [44, 45],…).  

 

1.2.3. Enjeux scientifiques et stratégiques des microsystèmes 

 

L’intérêt suscité par les microsystèmes depuis les années 80 [46,47] repose sur leurs 

caractéristiques issues de la réduction de masse et de volume. D’un point de vue 

stratégique, cette réduction permet de limiter les encombrements, d’augmenter le temps de 

réponse [48] et de multiplier les fonctionnalités sur la puce. On peut alors intégrer, en 

parallèle un nombre important des microactionneurs et de microcapteurs à faible coût.  

Issus de la technologie de la micro-électronique, les microsystèmes font appel pour 

leur fabrication aux microtechnologies, qui permettent la réalisation des produits à grande 

échelle. Les micropoutres intégrées dans les microsystèmes sont le plus souvent réalisées à 

base de la technologie de silicium [49,50], mais on peut utiliser d'autres matériaux suivant 

l'adéquation de leurs propriétés physiques à certaines applications, comme par exemple : 

les métaux [51-53], divers polymères [54-56], les céramiques [57,58] etc….  

Plus récemment le domaine des microsystèmes s’est étendu en ajoutant des fonctions 

optiques (Microsystèmes optoélectromécaniques : MOEMS) [59,60] et des fonctions 

radiofréquences (MEMS RF) [61,62]. Parmi les MOEMS les plus étudiés, on peut citer les 

matrices de microinterrupteurs [42] et les filtres accordables pour les télécommunications 

[43] ainsi que les matrices de micromiroirs [63]. Les MEMS RF étudiés actuellement 

comprennent les filtres électromécaniques, les matrices de microinterrupteurs et les 

composants passifs ajustables (microcapacités, microinductances) [64]. Enfin, ces 

dernières années, les microsystèmes ont encore élargi leur champ d’application en abordant 

les domaines de la chimie (microréacteurs), de la microfluidique (micropompes, 

mélangeurs,..) et de la biologie (BioMEMS) [65,66]. 
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1.3. Structure des matériaux d’élaboration des micropoutres en films minces 

Pour les applications microsystèmes, la fabrication des microdispositifs et, plus 

particulièrement, les microstructures de base, comme, les micropoutres, est élaborée à base 

de Silicium à l’état monocristallin sous forme de substrats massifs par les méthodes 

standard de chzochralski ou de la zone flottante. Les dépôts monocristallins de Silicium 

sont obtenus par épitaxie en phase vapeur ou liquide. Selon l’application visée, d’autres 

techniques sont mises en jeu, telles que la méthode CVD ou le dépôt par sputtering, pour 

obtenir des films minces de Silicium dont la structure pourra être amorphe, monocristalline 

ou polycristalline. Les matériaux ont une forme propre, leur déformation exige des forces 

importantes, donc les particules (atomes, molécules) sont immobiles les unes par rapport 

aux autres. Les matériaux utilisés pour l’élaboration des films minces peuvent exister sous 

deux états différents : l’état désordonné caractérisé par une structure non ordonnée (figure 

1.3.a), c’est le cas des systèmes amorphes, tel que les verres; et l’état ordonné caractérisé 

par une structure ordonnée correspond aux réseaux cristallins (figure 1.3.b).  

 

 

          

                     (a) Structure non ordonnée                              (b) Structure ordonnée 

Figure 1.3 : Structures ordonnée et non ordonnée de la matière à l’état solide : 
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1.3.1. Matériaux amorphes 

Les matériaux amorphes (figure 1.4) sont généralement considérés comme des 

liquides de haute viscosité [67]. Les atomes sont fixes les uns par rapport aux autres, mais, 

ils ne sont pas rangés de façon ordonnée (figure 1.3.a). Ainsi, cet état est défini comme 

étant dépourvu d’ordre cristallin à longue distance par rapport à la distance interatomique. 

Les angles inter-liaison et les distances interatomiques dans ce cas ne sont pas respectés et 

un ordre à courte distance seulement peut exister. Il y a donc seulement un ordre local. 

L’absence d’ordre à longue distance implique que le solide est isotrope. Dans le Silicium 

amorphe, les premiers voisins d'un atome de silicium seront bien aux sommets d'un 

tétraèdre, mais il y aura distorsion des angles de liaisons en atteignant les seconds et 

troisièmes voisins. Par conséquent, la connaissance de la structure à un endroit donné ne 

permet pas de prévoir l’arrangement des atomes à un autre endroit.  

 

 

Figure 1.4 : Structure d’un matériau amorphe. 

 

Un matériau à structure amorphe est souvent obtenu en refroidissant très rapidement 

un liquide: les atomes, qui sont désordonnés à longue distance dans le liquide, n’ont pas le 

temps de se réarranger au cours du refroidissement. Dans ce cas, le passage de l’état solide 

ne se fait pas de manière discontinue, à une température de solidification donnée mais de 

manière continue. L’analyse aux rayons X confirme l’arrangement désordonné des atomes 

d’un corps amorphe. 
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1.3.2. Matériaux cristallins 

Dans ce cas, les atomes sont rangés les uns par rapport aux autres de façon régulière 

sur de vastes portions de l’espace (figure1.5), de quelques micromètres à quelques dizaines 

de centimètres (cristaux géants, en particulier de quartz). Dans un cristal, il y a un ordre 

(présentant néanmoins des défauts) à longue distance. Le solide est alors un corps 

anisotrope, avec des propriétés qui peuvent être différentes selon deux directions de 

l’espace. Les matériaux cristallisés sont obtenus par le refroidissement lent et régulier d’un 

liquide, au cours duquel les atomes ont le temps de se réarranger. On peut modéliser le 

solide cristallin par un arrangement des atomes périodique suivant les trois directions de 

l’espace [68].  

 

 

Figure 1.5 : Structure d’un matériau à réseau cristallin. 

 

 Structure monocristalline : Une structure à réseaux monocristallins est défini 

comme étant un arrangement ordonné et périodique d’atomes au sein d’un réseau 

cristallographique dont l’élément élémentaire répété est appelée maille. Le silicium 

monocristallin est dans une structure cubique à faces centrées (CFC), dont la distance 

interatomique (paramètre de maille) est de 2.34A°. Les liaisons chimiques dans le silicium 

sont de type covalentes correspond à des états électroniques couplés entre eux par le 

potentiel périodique du cristal, conduisant à des états permis et interdits pour les électrons. 

La réalisation de nombreuses microstructures de base telle que les micropoutres commence 
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par la production des films minces élaborés à base des matériaux à structure 

monocristalline.  

 

 Structure polycristalline : Une structure à réseau polycristallin est considérée 

comme un mélange de deux phases, l’état cristallin et l’état amorphe Le Silicium 

polycristallin ,par exemple , est constitué de grains monocristallins séparés entre eux par 

des zones désordonnées et riches de défauts cristallins, que l’on peut assimiler à du 

silicium amorphe et que l’on nomme joints de grains. Dans les films minces élaborés à 

base de solides polycristallins, le lingot obtenu est composé de plusieurs gros cristaux, 

séparés par des joints de grain. Ce matériau, moins homogène que dans le cas 

monocristallin mais sa fabrication est plus facile. La figure 1.6 représente la structure 

polycristalline. En général, la qualité d'un matériau polycristallin est déterminée par la 

taille et l'orientation de ces grains, par la densité de défauts dans les joints de grains et dans 

les grains, et par les fractions volumiques de chaque état constituant le matériau. 

 

 
Figure 1.6 : Structure de silicium polycristallin. 

 

1.4. Méthodes de mesure des fréquences de résonance pour la caractérisation mécanique 

De nombreuses méthodes de caractérisation du comportement mécanique des 

microstructures ont été développées afin d’extraire les propriétés mécaniques des films 

minces les constituant. Parmi ces méthodes, on peut citer, la mesure de la déformation 

induite par des contraintes mécaniques appliquées spécifiquement aux matériaux souples et 

la mesure des modifications des propriétés liées aux résonances mécaniques. Les 
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micropoutres fabriquées à base de matériaux rigides comme le silicium et le chrome sont 

moins déformables par les contraintes. Il est donc souvent plus judicieux de préférer la 

mesure des variations de fréquence de résonance dans le cas de matériaux rigides. 

Cependant, les dispositifs et structures micromécaniques utilisés dans les microsystèmes 

électromécaniques (MEMS) ou optoélectromécaniques (MOEMS) se caractérisent par des 

dimensions dans la gamme (sub)micronique, des amplitudes de vibrations dans la gamme 

de la fraction de nanomètre à quelques micromètres et des fréquences de résonance 

fondamentales élevées. La caractérisation de leur comportement en régime dynamique 

nécessite donc des techniques de mesure ayant des résolutions latérales et verticales 

élevées et une grande bande passante. 

Nous  présentons dans le reste de ce chapitre un aperçu sur les techniques principales 

appliquées à la caractérisation des micropoutres, en particulier, la technique de 

microvibrométrie interférométrique optique couramment utilisée. 

 

1.4.1. Principe de la mesure des fréquences de résonance 

En général, on peut employer deux grands principes de mesure pour déterminer la 

valeur des fréquences de résonance: le balayage en fréquence et la réalisation d’un 

oscillateur ayant pour base la micropoutre.  

Le premier principe de mesure consiste à parcourir un domaine de fréquence sur 

lequel on excite la micropoutre et à mesurer une grandeur représentative du mouvement. 

La détermination de la valeur des fréquences de résonance est possible en calculant la 

valeur du rapport entre le signal image du mouvement et le signal d’excitation appliquée 

ainsi que du déphasage entre ces deux signaux [69]. L’avantage remarquable avec ce 

principe de mesure est la possiblité de mesurer le facteur de qualité de la micropoutre, la 

valeur des pertes, impactant sur la précision de la mesure et la limite de détection. 

Cependant, la mesure est lente car il faut faire des mesures à un grand nombre de 

fréquences avec une précision importante afin de déterminer précisément la fréquence de 

résonance. 

Le deuxième principe de mesure consiste à prélever le signal de sortie en provenance 

de la micropoutre, de l’amplifier, afin, de le réinjecter à l’entrée de la micropoutre pour 

générer le mouvement [69]. On réalise alors une boucle électrique pour laquelle un 

amplificateur est placé avec une micropoutre utilisée comme un résonateur. Le signal 
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électrique ainsi obtenu en sortie de l’amplificateur a pour fréquence la fréquence de 

résonance mécanique de la micropoutre. 

 

1.4.2. Méthodes Principales appliquées pour la mesure 

De nombreuses méthodes existent pour mettre en vibration une micropoutre afin de 

mesurer les fréquences de résonance. On peut citer comme premier exemple, la mesure par 

application de la force de Laplace exercée sur une micropoutre plongée dans un champ 

magnétique à la surface de laquelle est déposée une piste parcourue par un courant 

électrique [70,71]. Une autre méthode de mesure consiste à utiliser les contraintes 

mécaniques induites par un échauffement localisé et contrôlé électriquement pour 

provoquer une déformation à l’image de l’effet bilame. Nous citons entre autres la mesure 

par couche piézoélectrique, où un effet bilame est généré via la couche piézoélectrique 

déposée en surface de la micropoutre [72,73]. On peut utiliser dans certain cas des 

céramiques piézoélectriques, où l’application d’une tension électrique aux bornes de 

céramique provoque un déplacement du support de la micropoutre induisant ainsi une 

déformation de la micropoutre.  

 

1.4.3. Critères du choix de la méthode de mesure 

La mesure de la déflexion induite par des contraintes est très souvent utile pour 

étudier le comportement dynamique des micropoutres souples, en jouant sur l’épaisseur de 

la micropoutre ou sur la souplesse du film mince qui la compose. Ainsi, les contraintes qui 

apparaissent en surface, peuvent mettre facilement la microstructure en déformation. 

Pour des micropoutres fabriquées à base de matériaux rigides (moins souples) il est 

plus intéressant d’utiliser la mesure des fréquences de résonance pour bien sonder un 

milieu ou détecter un stimulus en ajoutant l’influence d’un facteur extérieur telle que la 

masse, la température, la pression, etc., sur la résonance mécanique de la micropoutre. 

L’analyse des vibrations mécaniques montre que la fréquence de résonance dépend, entre 

autres, de la masse de la micropoutre, il est donc possible de mesurer la variation de la 

mass de la structure en observant la variation de sa fréquence de résonance [74]. 

Dans les pluparts des cas, une couche sensible est déposée sur la surface la plus 

accessible et la plus grande pour la fonctionnaliser. Le choix du matériau de la couche 

sensible à déposer, de ses dimensions ou de la zone de surface dans laquelle la couche est 
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déposée reste en fonction de type d’excitation choisie et des conditions appliquées dans la 

mesure. 

 

1.5. Techniques de caractérisation appliquées à l’étude du comportement des 

microstructures 

Pour améliorer la qualité des microsystèmes fabriqués, il est nécessaire de bien les 

caractériser, d’où la nécessité d’utiliser des méthodes de caractérisations. Le 

développement des nouvelles techniques d’instrumentation dédiées à la caractérisation 

physique de microstructures est actuellement un enjeu important qui suscite des recherches 

intenses. Les techniques de caractérisation les plus adaptées travaillent avec des systèmes 

d’acquisition et de traitement de haute qualité. Nous allons voir dans ce qui suit des 

techniques de caractérisation microscopiques les plus couramment utilisées. 

 

1.5.1. Microscopie à Force Atomique 

Le principe de la caractérisation, dans cette technique, consiste à mesurer la force 

d'interaction entre l'atome du bout de la pointe et les atomes de la surface. En mesurant la 

déflexion du bras de levier, on obtient une mesure directe de la force pointe-substrat 

suivant la loi de Hooke [75]. 

Avec sa résolution axiale nanométrique, le champ d'application du microscope à 

force atomique ne cesse de s'élargir. Il est très utilisé pour la caractérisation des structures 

étudiées en physique et en biologie. Dans cette dernière les objets biologiques de taille 

relativement importante, de l’ordre du micromètre [76], sont en général isolants et peuvent 

être étudiés par cette technique. On a pu, par exemple, imager un globule rouge et un 

globule blanc, un cristal d'acide aminé et des molécules de collagène [75]. 

 

1.5.2. Microvibrométrie interférométrie optique 

Les techniques de caractérisation microvibrométriques interférométriques 

(techniques sans contact) sont couramment utilisées pour déterminer le comportement 

dynamique des micropoutres résonantes intégrées dans les microsystèmes. Cette catégorie 

est toutefois plus exigeante en termes de quantitativité des mesures des amplitudes de 

vibrations (caractérisation ponctuelle). D’autre part, les potentialités de la 

microvibrométrie ne sont pleinement exploitées dans ce cas que si une cartographie rapide 
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des amplitudes de vibrations sur l’ensemble de la micropoutre (caractérisation plein 

champ) est faite. Nous allons voir dans ce manuscrit cette technique, avec un peu plus de 

détail, en raison de l’utilisation, qui est faite, à partir de cette technique de mesure des 

résultats  pour vérifier nos modèles développés. 

 

1.5.3. Holographie interférométrique 

Les techniques holographiques ont depuis longtemps fait preuve de leurs 

remarquables aptitudes dans le domaine de la caractérisation des microstructures et sont 

susceptibles d’assurer, avec une très haute précision, des mesures sans contact dans le 

domaine de la mécanique et des études vibrationnelles. 

L’holographie interférométrique est une des premières techniques de mesure qui a 

été développée pour la caractérisation plein champ des vibrations. Elle associe les 

performances de l’holographie à la possibilité d’effectuer en temps réel des mesures de 

déformations ou de vibrations [69]. Le principe de base de la technique consiste à 

enregistrer la phase et l’amplitude des interférences entre le front d’onde diffusé par 

l’échantillon et un faisceau de référence issu du même laser (figure 1.7).  

 

Figure 1.7 : Schéma expérimental de l’interférométrie holographie 

 

Le milieu d’enregistrement est une plaque photographique de grande résolution 

(plusieurs milliers de lignes/mm) pour résoudre les franges d’interférence. Le résultat est 

ensuite visualisé en éclairant l’hologramme par le faisceau de référence dans les mêmes 

conditions (phase de reconstruction). Dans le cas où l’amplitude est élevée, on observe des 

franges secondaires correspondant aux zéros de la fonction de Bessel dont le contraste 
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diminue avec l’amplitude de vibration. Une analyse quantitative avec une résolution 

nanométrique peut être obtenue en utilisant des techniques de démodulation de phase des 

interférogrammes. 

L’holographie interférométrique a connu des développements et des améliorations 

considérables. La variante signalée de cette technique est l’holographie numérique où 

l’enregistrement des hologrammes est effectué par la mise en place d’une caméra [69, 77]. 

 

1.5.4. Interférométrie de Speckle Electronique  

Le speckle (tavelure, en français) est cette granularité particulière à la lumière laser 

lorsqu’elle est diffusée par une surface rugueuse [78]. Une utilisation de ce phénomène 

pour la mesure du déplacement d’une surface est la technique dite « Interférométrie de 

Speckle » [77] ou «TV Holographie» ou « Electronic Speckle Pattern Interferometry» 

(ESPI) [69] ou bien encore, de manière plus rigoureuse, « Interférométrie en Lumière 

Diffuse » [79]. Cette technique a été inventée dans les années 1970 pour pallier aux 

insuffisances de l’holographie dans le domaine de l’interférométrie en ce qui concerne le 

milieu d’enregistrement (en général des plaques et films argentiques puis des films 

thermoplastiques). Contrairement à l’interférométrie holographique classique, 

l’interférométrie de speckle permet l’utilisation de caméras CCD pour calculer et visualiser 

le champ des déplacements d’un objet diffusant (figure 1.8). 

 

Figure 1.8 : Configuration de l’interférométrie de speckle 

 

La microstructure est illuminée avec une source laser et la lumière diffusée est captée 

par la caméra. Un faisceau de référence issu de la même source est superposé à cette onde 
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au niveau de la caméra [80]. La reconstruction d’un hologramme numérique est réalisée 

par traitement électronique du signal vidéo issu de la caméra. Dans cette technique, le 

traitement des images, est nécessaire pour observer les franges d’interférence afin de 

déterminer le déplacement [81].  

 

1.5.5. Autres techniques de caractérisation 

Il existe d’autres techniques adaptées à la caractérisation des MEMS et non citées 

précédemment. Parmi ces techniques, nous avons la technique de diffraction des rayons X, 

qui est bien adaptée pour faire de la caractérisation structurelle des microdispositifs [82]. 

Dans le cas des structures périodiques, le contrôle et le dimensionnement de la 

microstructure périodique se fait par des techniques utilisant le principe de la diffusion de 

rayon lumineux sur l’échantillon, comme par exemple la Scatterometrie de Fourier (SF) 

[83]. Il y a aussi les spectroscopiques (IR, Raman,…) utilisées pour la détection des 

fréquences de vibration des liaisons entre les atomes ou molécules [84].  

 

1.6. Technique de caractérisation par microvibrométrie optique interférométrique 

 

Les mesures par interférométrie reposent sur l’analyse de franges d’interférences. En 

principe, une source de lumière cohérente, est utilisée pour éclairer la surface étudiée, et 

les déplacements ou les déformations sont obtenues en mesurant la différence de phase des 

franges d’interférence entre les ondes lumineuses relatives à un état initial et à un état 

déformé [69].  

 

1.6.1. Mesure ponctuelle sans contact 

La technique adaptée pour ce type de caractérisation consiste à mesurer la déflexion 

d’un faisceau optique focalisé sur la microstructure. En général, le système est équipé d’un 

microscope optique pour visualiser le point de mesure. Selon le montage, le système de 

détection est un simple photomultiplicateur (PM).  

Dans le cas de mesures ponctuelles du spectre de vibration avec le 

photomultiplicateur, la technique de double détection synchrone (DDS) est indispensable 

pour ce type de caractérisation. Ce système permet de faire des mesures automatiques dans 



33 
 

 
 

une large gamme de fréquences sans nécessiter un ajustement de la phase du détecteur 

synchrone.  

L’ensemble du système de mesure est piloté avec un PC qui a été programmé par 

exemple sous l’environnement de programmation graphique LabView (Laboratory Virtual 

Instrument Engineering Workbench) de la société National Instruments [69]. La chaîne 

d’acquisition permettant la mesure par DDS et l’asservissement de la différence de chemin 

optique est schématisée dans la figure 1.9. 

 

 

Figure 1.9 : Système d’acquisition des mesures ponctuelles de spectres [69]. 

 

Le signal lumineux provenant du système interférométrique est converti en courant 

par le photomultiplicateur (PM). Le gain du PM est ajusté par une tension issue d’une carte 

digitale analogique installée dans le PC pilotant le système [69,85]. Le courant est ensuite 

converti en tension et amplifié à l’aide d’un préamplificateur de courant faible bruit. La 

sortie de l'amplificateur est également divisée en 2 voies : 

 Une voie 1 donnant l'intensité moyenne du signal grâce à un filtrage passe bas.  

 Une voie 2 pour éliminer la modulation à 100Hz et ses harmoniques. 

 

La voie 2 est envoyée sur l'entrée signal de DDS et l'entrée de référence de ce dernier 

est reliée à la sortie d’un générateur BF. Elle est munie d'un contrôle automatique de gain 

ce qui permet de maintenir à la fin un gain total constant. Dans le cas du générateur BF 
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double voie, sa deuxième voie est utilisée pour permettre de choisir indépendamment du 

signal d'excitation, l’amplitude et la fréquence du signal de référence [69]. 

Le signal de référence peut être synchronisé à la même fréquence ou à un multiple 

entier de celle ci avec le signal d’excitation, ce qui permet de faire une analyse harmonique 

à chaque point de mesure. Le DDS extrait du signal de mesure en entrée, la composante à 

la fréquence du signal de référence dans une bande étroite avec un gain indépendant du 

déphasage entre le signal de mesure et le signal de référence. Par balayage de la fréquence 

du signal de référence tout en maintenant fixe la fréquence d'excitation on obtient le 

spectre en fréquence du signal de mesure [69]. 

 

1.6.2. Mesure plein champ sans contact 

Le système de caractérisation décrit précédemment ne fournit qu’une mesure 

ponctuelle de l’amplitude ou de la vitesse des vibrations de la micropoutre. Une translation 

de l’échantillon ou un balayage du faisceau optique est donc nécessaire pour obtenir une 

cartographie des modes de vibrations de la micropoutre ce qui peut demander un temps très 

long. On aura finalement une caractérisation simultanée des vibrations de l’ensemble de la 

micropoutre. La microvibrométrie interférométrique dans sa version microscopique plein 

champ est couramment utilisée pour obtenir une cartographie des modes de vibrations de la 

micropoutre, pas seulement de sa simplicité, mais, aussi de la qualité des profils 3D sur 

tous points de l’échantillon.  

Les techniques holographiques et speckle sont des techniques de caractérisation plein 

champ bien établies pour la caractérisation des vibrations d’objets macroscopiques mais 

elles n’ont été appliquées que très récemment à la caractérisation des vibrations des 

microstructures. La vibrométrie interférométrique homodyne peut être utilisée pour 

caractériser les déformations et les vibrations plein champ de microdispositifs [69]. 

Le système de caratérisation utilise un montage sur table ou un microscope 

comprenant un ou plusieurs objectifs interférométriques, une caméra CCD pour acquérir 

les images des interférogrammes et un système de translation nanométrique de 

l’échantillon (figure 1.10). 

 



35 
 

 
 

 

Figure 1.10 : Schéma de l’électronique de commande et de détection pour les mesures de 

vibrométrie stroboscopique en lumière monochrome ou blanche [69]. 

 

Les objectifs interférométriques utilisés dans ces systèmes sont composés d’un 

objectif classique et d’un interféromètre miniaturisé de type Michelson, Mirau ou Linnik 

selon le grossissement de l’objectif (figure 1.11). L’échantillon jouant le rôle de miroir, 

l’interférogramme enregistré par la caméra est le résultat des interférences entre le faisceau 

réfléchi sur le miroir de référence et celui sur l’échantillon. 

 

Figure 1.11 : Schémas simplifiés des principaux types d’objectifs interférométriques 

 

En statique, on observe donc des franges correspondant à des lignes de niveaux 

distantes d’approximativement λ/2 où λ est la longueur d’onde moyenne de la source. Une 

analyse plus fine montre que l’espacement des franges varie avec l’ouverture numérique de 

l’objectif. Pour construire une cartographie des modes de vibrations de la micropoutre, on 

utilise une source stroboscopique monochrome et un système piézoélectrique de translation 
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de l’échantillon. La phase des interférogrammes est déterminée par la technique de 

décalage de phase [86]. 

 

1.7. Techniques d’excitation et d’actionnement des micropoutres 

Actuellement, de nombreux travaux scientifiques ont montré que des microstructures 

mobiles pouvaient être utilisées aussi bien en milieu liquide qu’en milieu gazeux et 

permettent, à terme, la détection et la quantification d’espèces dans un mélange. En milieu 

gazeux, ces microsystèmes sont des capteurs de gaz ou d’humidité, par contre en milieu 

liquide, ils sont utilisés essentiellement pour la détection de molécules biologiques 

spécifiques (réactions antigènes/anticorps) [87,88]. Les principales motivations sont liées à 

la miniaturisation des dimensions des micropoutres intégrées pour diminuer le temps de 

réponse du microsystème, à l’intégration de l'électronique de commande sur la même puce, 

et surtout au choix des modes d’actionnement et d’optimisation des conditions de 

fonctionnement pour atteindre des performances prometteuses. 

 

1.7.1. Méthodes appliquées pour des fonctions d’actionnement 

 

Selon la mécanique continue, les micropoutres sont animées de vibrations naturelles 

qui induisent un mouvement d'oscillation de la structure géométrique. Ce mouvement étant 

souvent trop faible pour être exploité et la mise en oscillation des micropoutres nécessite 

alors un microactionneur dont l'excitation peut être de différentes natures : piézoélectrique 

[89-92], électromagnétique [93], électrostatique [94], ou encore thermoélectrique [95].  

 

 Actionnement piézoélectrique : Le principe de l'actionnement piézoélectrique 

repose sur l'effet « piézoélectrique inverse » Ainsi, lorsqu’un matériau piézoélectrique est 

soumis à un champ électrique sinusoïdal, le matériau se met à vibrer. L’actionnement 

piézoélectrique peut-être intégré lorsque le matériau piézoélectrique est une partie 

intégrante de la structure [96]. En appliquant une tension aux bornes d'une couche 

piézoélectrique (PZT) par exemple déposée à la surface de la micropoutre, la contraction 

de la couche induit la flexion de la poutre (figure 1.12). 
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Figure 1.12 : Principe de l'actionnement piézoélectrique. 

 

Il peut être aussi externe lorsque l'excitation est obtenue à l'aide d'une céramique 

piézoélectrique directement collée à la structure. La vibration du support entraîne la 

vibration de l’encastrement de la poutre et donc par inertie l’oscillation de la micropoutre. 

 

 Actionnement électromagnétique : Cette technique d'actionnement repose sur la 

génération d'un champ magnétique continu, créé par un aimant, agissant sur un conducteur 

parcouru par un courant électrique alternatif. De cette interaction résulte la force de 

Laplace permettant l’oscillation de la poutre [93,95,97], (figure 1.13). 

 

 

Figure 1.13 : Principe de l'actionnement électromagnétique. 

 

 Actionnement électrostatique : Dans l'actionnement électrostatique, la micropoutre 

est excitée sous l'action d'une force électrostatique créée par un champ électrique appliqué 

entre deux électrodes : une des électrodes constitue la partie mobile (micropoutre) alors 

que l'autre reste fixe (figure 1.14). 
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Figure 1.14 : Principe de l'actionnement électrostatique. 

 

 Actionnement thermoélectrique : Ce mode d’actionnement consiste à faire passer un 

courant électrique dans une résistance placée à l’encastrement de la micropoutre [95] : 

l’échauffement local de la microstructure et donc l'augmentation de la température génère 

la flexion de la poutre due à la différence des coefficients d'expansion thermique des deux 

matériaux (effet bilame). 

 

1.7.2. Méthodes appliquées pour des fonctions de détection 

La microtechnologie peut être utilisée pour obtenir une micropoutre intégrée à 

détection, en combinant les procédés de fabrication de la technologie CMOS aux 

micropoutres vibrantes. Aujourd’hui, parmi les détections intégrées, la détection 

piézorésistive, la détection capacitive et la détection piézoélectrique figurent parmi les plus 

utilisées. 

 

 Détection piézorésistive : La détection dans ce cas consiste à déposer des 

piézorésistances à la surface de la microstructure afin de transcrire le mouvement de la 

micropoutre en une grandeur électrique. Ce principe est d’autant plus utilisé qu’il est précis 

et facile. Dans le domaine de la microscopie à force atomique, la mesure piézorésistive a 

été initiée par Tortonese [98]. Elle a été depuis adaptée avec succès au domaine des 

capteurs à structures mobiles notamment en intégrant cette piézorésistance dans un pont de 

Wheatstone [34,95,99,100].  

La figure 1.18 montre un exemple le pont de Wheatstone où deux piézorésistances 

sont déposées à la surface des deux micropoutres dont l’une est utilisée pour la mesure et 

l’autre servant de référence. Ce montage permet de réaliser une mesure différentielle 

atténuant les phénomènes de dérives. 
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Figure 1.15 : Dispositif intégré avec pont de Wheatstone  (a) : Image obtenue par MEB, (b) 

: Schéma représentatif du pont [101] 

 

 Détection capacitive : Pour ce type de détection, le dispositif consiste en la mesure 

de la capacité entre la poutre constituant l’armature mobile d’un condensateur et une 

électrode fixe placée en regard de la micropoutre. Toute vibration de la micropoutre 

modifie l’espace inter-électrodes du condensateur et donc implicitement la valeur de la 

capacité. La mesure de cette capacité présente entre les deux électrodes est alors 

directement liée à l’amplitude de la flexion [102-104]. 

 

 Détection piézoélectrique : Ce mode de détection est peu utilisé en mode statique à 

cause des courants de fuite importants mais reste néanmoins bien adapté pour les mesures 

en mode dynamique. Pour la détection piézoélectrique, le phénomène utilisé est l’effet 

piézoélectrique direct permettant de détecter des déplacements de l’ordre du nanomètre 

[96,100]. Une couche piézoélectrique (oxyde de zinc ZnO, Titano-Zirconate de Plomb PZT 

ou d’autres) est déposée en couche mince sur la surface de la microstructure. La déflexion 

de la structure mobile en flexion va générer une contrainte dans la couche piézoélectrique 

se traduisant par l’apparition de charges électriques.  

 

1.8. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons présenté, dans un premier temps, un aperçu sur la 

conception des micropoutres intégrées dans les microsystèmes. Nous avons présenté, le 

principe  de la mesure expérimentale des fréquences de résonance pour la caractérisation 
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mécanique des micropoutres. Nous avons, également, présenté les méthodes principales de  

mesure et les critères du choix de la méthode de mesure.  

Nous avons présenté, ensuite, les principales techniques appliquées pour la 

caractérisation des micropoutres, en particulier, la technique de microvibrométrie 

interférométrique optique, technique, bien adaptée,  à la caractérisation mécanique des 

micropoutres. Des résultats expérimentaux obtenus à l’aide de cette méthode seront 

présentés dans le chapitre suivant, afin, de déterminer les valeurs de module de Young des 

films minces d’aluminium et de chrome à partir des valeurs de fréquences de résonance 

mesurées pour les trois premiers modes de vibration. 
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CHAPITRE 2 

MODELISATION DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES  

MICROPOUTRES RESONANTES INTEGREES 

 
 
 
 
 
2.1. Introduction 

 

Les résonances mécaniques propres d’un dispositif micromécanique sont 

caractéristiques de sa rigidité, de sa masse et de son mode de vibration. La rigidité du 

dispositif dépend de sa géométrie, des propriétés élastiques des matériaux le constituant et 

de leurs contraintes internes. Pour un dispositif de géométrie et de masse connue la mesure 

des fréquences de résonances permet de déterminer les propriétés élastiques et dans 

certains cas la contrainte mécanique interne.  

Les micro-poutres sont considérées comme des éléments de bases dans le monde des 

microsystèmes, en raison de leur géométrie connue et de la facilité à obtenir leur mode 

propre. Leur fabrication fait appel aux mêmes procédés technologiques utilisés en micro-

électronique. Ces procédés ouvrent la porte à de nombreuses possibilités de miniaturisation 

dans beaucoup de domaines. Dans tous les cas, on élimine sélectivement certaines parties 

de silicium et/ou on dépose des couches supplémentaires [18] de façon à construire des 

composants mécaniques ou électromécaniques dont l’échelle est micrométrique [19,105]. 

Ce qui engendrera une légère modification de la géométrie des micro-poutres et donc un 

décalage de leurs fréquences propres. 

L’étape de modélisation des micro-poutres repose sur l’identification et la 

compréhension des phénomènes physiques pour l’extraction des paramètres géométriques 

et mécaniques des microstructures de base, à savoir le module de Young, le coefficient de 

Poisson et les contraintes résiduelles [106-111]. La modélisation peut être analytique ou 

par élément finis.  

La modélisation analytique du comportement d’une micro-poutre est faite de manière 

générale par un système d’équations différentielles aux dérivées partielles. Celle par 

éléments finis ramène le problème d'un milieu continu à un ensemble de problèmes 
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discrets contenant un nombre fini d’inconnues, elle permet ainsi de transformer les 

équations aux dérivées partielles (EDP)  traduisant le comportement dynamique de la 

micro-poutre en un système d'équations algébriques. Ainsi, le problème est exprimé sous 

forme matricielle. 

De nombreuses méthodes de mesure des modes et fréquences de résonances ont été 

développés afin d’extraire les propriétés mécaniques des films constituants les micro-

poutres. Sachant que les fréquences de résonances mesurées sont très sensibles à la 

modification de leur géométrie par le processus de microfabrication nous devons, donc, 

modéliser nos micro-poutres en tenant compte de la nouvelle géométrie qui présente des 

zones non uniformes comme la section droite non rectangulaire et la sous-gravure à 

l’encastrement. Dans ce cas les modèles analytiques atteignent vite leur limitation. 

L’approche numérique se révèle alors un choix judicieux où la méthode des éléments finis 

(FEM), couramment utilisée pour la modélisation de la dynamique des structures sera 

privilégiée. 

Dans ce chapitre nous allons faire des modélisations à la fois analytique et par 

éléments finis de micropoutres à structures uniformes. Nous présenterons dans un premier 

temps, le modèle classique d’Euler-Bernoulli EBM (Euler-Bernoulli Beam Model), qui 

considère la micropoutre parfaite. Puis, dans un second temps, le modèle de la micropoutre 

de Rayleigh RBM (Rayleigh Beam Model), qui rajoute l’effet de la rotation de la section 

droite de la micropoutre négligé dans le modèle EBM. Enfin, nous étudierons l’effet de la 

largeur de la micropoutre qui nous amène à considérer un module de Young effectif. 

 

2.2. Méthodes de modélisation appliquées à l’étude du comportement dynamique 

 

2.2.1. Principe et intérêt de la modélisation 

L’étape de modélisation vise à obtenir un modèle acceptable du problème physique 

étudié sous forme d’un système d’équations décrivant le comportement dynamique de la 

microstructure. Dans la plupart des cas, le modèle proposé n’est pas obtenu en une seule 

étape mais après plusieurs étapes successives et nécessaires dont la première étape donne 

une vision fondamentale et permet d’avancer dans la compréhension du problème 

physique. 
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La solution finale du problème physique nécessite la détermination de toutes ses 

fréquences propres de résonance et des formes des modes propres de vibration. En 

pratique, il est souvent suffisant de connaître les premières fréquences propres de 

résonance de la micropoutre, voire seulement la fréquence fondamentale de résonance. La 

connaissance de la forme exacte des modes de vibration associés est nécessaire pour 

identifier les fréquences mesurées afin de déterminer les propriétés mécaniques des films 

(modules de Young, coefficient de Poisson,…).  

 

2.2.2. Principaux méthodes appliquées 

Dans la littérature, deux méthodes principales sont utilisées pour modéliser les 

vibrations mécaniques des microstructures : La méthode analytique directe et la méthode 

numérique approchée: 

 

2.2.2.1. Méthode analytique directe 

Cette méthode permet de déterminer les fréquences de résonance et les modes de 

vibration d’une microstructure en résolvant l’équation différentielle à dérivées partielles du 

mouvement qui satisfait les conditions aux limites. Les solutions analytiques sont 

essentiellement basées sur la méthode de séparation de variables [73,112, 113], méthode 

des séries exponentielles, la méthode des intégrales [114, 115] et les méthodes de 

transformation demeurent limitées pour les géométries complexes [116-118]. Les solutions 

analytiques exactes sont accessibles pour un nombre de conditions aux limites. Par 

conséquent, pour des analyses fines, les modèles analytiques sont généralement recalés à 

partir de simulations par éléments finis. Vu la complexité des équations aux dérivées 

partielles, la solution analytique est souvent difficile à trouver. On cherche donc des 

méthodes permettant d’approcher le comportement du système.  

 

2.2.2.2. Calcul numérique approché 

L’utilisation des méthodes numériques de discrétisation consiste à ramener la 

résolution de l’équation aux dérivées partielles dans un domaine d’étude, compte tenue des 

conditions aux limites, à celle d’un système d’équations algébriques dont la solution 

conduit à la distribution à l’intérieur du domaine d’étude. Il s’agit alors d’une procédure 

qui permet de trouver en même temps des approximations pour les fréquences propres de 
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résonance et pour les modes de vibration associés, en faisant un découpage de la 

micropoutre étudiée en un nombre finis de sous domaines dont le comportement 

dynamique est connu à partir d’un nombre fini de paramètres [119].  

La solution complète du système mécanique constitué de l’assemblage de ces 

éléments suit précisément les mêmes règles que celles applicables aux problèmes discrets 

standards. Les méthodes numériques les plus utilisées dans le domaine de l’étude 

mécanique des micro-poutres sont au nombre de trois : la méthode des différences finis 

[120-121], la méthode des éléments finis [14,15] et la méthode des volumes finis 

[122,123]. Nous nous intéresserons ,dans ce qui suit,à la méthode des éléments finis, 

méthode utilisée dans les logiciels dont nous disposons, à savoir COMSOL Multiphysics . 

 

2.3. Modélisation analytique du comportement des micropoutres 

2.3.1. Modèle analytique d’Euler-Bernoulli de la micropoutre  

2.3.1.1. Hypothèses de calcul et approximations de base  

Dans le modèle classique d’Euler-Bernoulli EBM (Euler-Bernoulli Beam Model), 

nous examinons le cas d’une micropoutre parfaite [124-127]. Une micropoutre est 

considérée comme parfaite si : 

 L’épaisseur h et la largeur b de la micropoutre sont considérés constantes sur toute sa 

longueur L (figure.2.1); 

 La micropoutre est élastique et elle est composée d'un matériau LHI (linéaire, homogène et 

isotrope ; 

 La section droite de la micropoutre est très petite devant la distance entre deux nœuds de 

vibration ; 

 La micropoutre est mince : la section droite A de la micropoutre est très petite devant sa 

longueur L ; 

 Seules les déformations normales à l'axe de la micropoutre non déformée sont considérées,  

les sections planes restent planes ; 

 Le centre du cisaillement de la section de la poutre coïncide avec le centre des masses, de 

telle façon que la rotation et la translation de la poutre ne sont pas couplées. 

 Aucune charge axiale n'est appliquée à la micropoutre. 
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Figure.2.1 : Schéma d’une micropoutre idéale ,encastrée à l’une de ses extrémités, d’une 

longueur L, d’une largeur b et d’une épaisseur h. 

 

2.3.1.2. Équation mécanique du mouvement  

       Dans la théorie classique d’Euler-Bernoulli, l'équation du mouvement est obtenue en 

utilisant le principe de Hamilton. L'énergie potentielle PE d'une micropoutre uniforme est 

donnée par l'expression suivante: 

  dx
x

txuYIPE
L

2

0 2

2 ,
2
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                                                (1) 

Où I est le moment d'inertie de la section droite autour de l'axe neutre de la micropoutre, Y 

le module de Young effectif, u(x, t) la déflexion dynamique transversale à la position x, t et 

L sont respectivement le temps, la longueur de la micropoutre.  

En d’autre part, l'expression de l'énergie cinétique KE d'une micropoutre uniforme est 

donné par la relation suivante:  
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où A est la section transversale et    la densité du matériau.  

En utilisant le principe du lagrangien défini par KE-PE, le lagrangien est donnée par la 

relation suivante : 
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En utilisant le principe de Hamilton étendu, l'équation différentielle  régissant les 

vibrations libres transversales de la micropoutre est donnée par l'équation suivante:  

    0,,
4

4

2

2










x
txuYI

t
txuA                                                  (4) 

Afin de satisfaire l’équation (4), quatre combinaisons de l’état d'extrémité sont possibles 

dont les deux conditions suivantes qui correspondent respectivement aux cas d'extrémité 

fixe et libre.  
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 ,  0u     pour une extrémité fixe                                          (5) 
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  pour une extrémité libre                                    (6) 

 

2.3.1.3. Modes de vibration et fréquences de résonance 

      La résolution analytique de l’équation (4) avec les conditions aux limites correspondant 

à un encastrement parfait (la déflexion et la dérivée de la déflexion sont nulles en x=0) 

conduit à l’expression suivante pour la fréquence de résonance d’ordre n 


Y

L
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e
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n 2

2

122
                                                       (7) 

      Selon les auteurs le module de Young Y est pris égal au module de Young uniaxial E 

[128] ou au second module de Young biaxial E/(1-ν²) [129] avec v est coefficient de 

Poison. Nous verrons plus loin que la valeur de Y à considérer dépend en fait de la largeur 

de la micropoutre et qu’elle est intermédiaire entre ces 2 valeurs. 

Le paramètre e
na , dépend du numéro de mode de vibration et forme une série infinie, ce 

paramètre est solution de l’équation séculaire : 

01acoshacos e
n

e
n                                                           (8) 

On peut montrer à partir de ce modèle que l’amplitude normalisée e
nW du nième mode de 

vibration est également donnée par une expression analytique avec des termes sinusoïdaux 

dépendent de la constante e
na  : 
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Tableau 2.1 : Constantes utiles pour le calcul des fréquences de résonance et des modes de 

vibrations de micropoutres non contraintes. 

numéro du mode n e
na  2a 2e

n  )122(a 2e
n   

Mode 1 1.87510407 0.55959123 0.16154006 

Mode 2 4.69409113 3.50689864 1.01235437 

Mode 3 7.85475744 9.81941605 2.83462143 

 

L’équation (7)  montre que dans le cas d’une micropoutre idéale dont on connaît les 

paramètres géométriques et mécaniques, la mesure des fréquences de résonance permet de 

calculer le module de Young du matériau le constituant. En pratique, on mesure 

généralement les fréquences de résonance fondamentales f0 des micropoutres de différentes 

longueurs, et le module de Young effectif Y est déterminé à partir de la pente de la droite 

1/√f1 en fonction de L. Une méthode alternative, a priori, plus précise car moins 

dépendante des variations technologiques, consiste à mesurer plusieurs fréquences de 

résonance de la même micropoutre [69]. 

 

2.3.2. Modèle analytique de Rayleigh de la micropoutre  

2.3.2.1. Équation mécanique du mouvement  

En réalité l’équation (4) décrit le comportement de la micropoutre en absence de 

l’effet de la rotation de la section droite. Le modèle de la micropoutre de Rayleigh RBM 

(Rayleigh Beam Model) rajoute l’effet de la rotation de la section droite de la micropoutre 

négligé dans le modèle EBM [7]. L'énergie cinétique due à la rotation de la section 

transversale est donné par : 

  dx
xt

txuIKE
L
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                                                    (10) 

En combinant l'équation (10) avec les équations (1) et (2) pour former le Lagrangien et en 

utilisant le principe de Hamilton, nous obtenons l'équation de mouvement donnée par :  
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Quatre combinaisons de l’état d'extrémité sont possibles dont les deux conditions suivantes 

qui correspondent respectivement aux cas d'extrémités fixe et libre.  
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La déflexion dynamique u(x,t) est le produit de deux fonctions, l’une dépend de la position 

et l’autre périodique dépend du temps. Ainsi l’équation (11) peut être séparée en deux 

équations différentielles ordinaires chacune décrit une fonction. L’équation décrivant la 

déformation transverse à la position x est donnée par: 
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 xWA
dx
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xWdYI                                  (14) 

 

2.3.2.2. Modes et fréquences de résonance 

L’expression de la relation de dispersion peut être exprimée avec deux coefficients 
r
na  et r

nb , dépendant des propriétés mécaniques et géométriques de la micropoutre. En 

posant r
n

r
n f2  , on peut montrer analytiquement que l’expression de la fréquence de 

résonance est donnée par l’équation suivante : 


Y

L
ba

f
r
n

r
nr

n 2

22


                                                       (15) 

Les coefficients r
na  et r

nb  forment deux séries infinies. Nous les avons calculés 

numériquement à l’aide du logiciel de programmation MATLAB en utilisant les équations 

(16) et (17). 
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La figure 2.2 représente la variation des nombres d’onde en fonction de 

AILk /)/1( pour les trois premiers modes de vibration. Nous avons remarqué que la 

valeur de chaque coefficient ne dépasse pas la valeur calculée pour le modèle EBM pour 

chaque mode de vibration.  

 

Figure 2.2 : Nombres d’onde r
na  et r

nb  en fonction de AILk /)/1(  pour le modèle 

RBM comparé avec le nombre d’onde e
na du modèle EBM. 

 

On peut montrer à partir de ce modèle que l’amplitude normalisée du nième mode de 

vibration est également donnée par une expression analytique avec des termes sinusoïdaux 

et hyperboliques dépendant respectivement de r
na  et r

nb : 

xbCxbCxaCxaCW r
n

r
n

r
n

r
n

r
n coshsinhcossin 4321                          (18) 

Où les coefficients C1,C2,C3 et C4 sont des constantes calculées à partir des conditions aux 

limites correspondant à une déflexion et une dérivée de la déflexion nulles en x=0 

traduisant l’encastrement parfait de la micropoutre. La figure 2.3 représente les allures des 

quatre premiers modes de vibration d’une micropoutre, pour les différents modèles 

analytiques. 
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Figure 2.3 : Formes des trois premiers modes de vibration d’une micropoutre pour les deux 

modèles analytiques EBM et RBM. 

 

2.3.2.3. Méthode de calcul des nombres d’onde 

Afin de calculer les valeurs des nombres d’onde )k(a r
n , nous avons considéré une 

des équations des fréquence )b,a(F r
n

r
n  sachant que d'après l’équation (16), r

nb  est une 

fonction de r
na et k. Ce qui nous a permis de calculer dF et r

nbd :  
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En combinant les deux expressions, l’expression de dF sera donnée par : 
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Où dF est nulle du fait que F est nulle. En résolvant kdad r
n , nous obtenons : 
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Où la partie droite est une fonction de r
na , r

nb et k. Comme r
nb  est exprimé en termes de 

r
na  et k (équation (16)), après calcul la partie droite est une fonction de k seulement. 
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Maintenant, il s'agit d'une équation différentielle ordinaire du premier ordre qui peut être 

résolu lorsque nous connaissons la valeur initiale du nombre d’onde )0k(a r
n   (lorsque la 

valeur de k est nulle)  qui est identique aux nombres d'onde du modèle d'Euler-Bernoulli. 

 

2.4. Simulation numérique du comportement dynamique des micropoutres  

2.4.1. Principe de la méthode des éléments finis 

La méthode des éléments finis est une procédure qui permet de trouver en même 

temps des approximations pour les fréquences naturelles de résonance et pour les modes 

associés, en faisant un découpage (maillage) de la microstructure en un nombre finis de 

sous domaines (éléments) dont le comportement est connu à partir d’un nombre fini de 

paramètres [119]. La solution du système complet constitué de l’assemblage de ces 

éléments suit précisément les mêmes règles que celles applicables aux problèmes discrets 

standards. 

Les grandeurs physiques sont calculées pour tous les points de la microstructure. 

Pour obtenir un résultat sur des milieux continu, il est nécessaire de discrétiser le volume 

d’étude par un maillage, en la subdivisant en sous éléments finis. Tous ces derniers sont 

interconnectés entre eux par des nœuds et les solutions sont calculées uniquement pour 

chaque nœud. L’approximation de la solution finale est interpolée dans chaque élément en 

partant des résultats obtenus pour les nœuds les délimitant.  

 

2.4.2. Optimisation de maillage et étude de la convergence du calcul 

Dans notre analyse, la simulation numérique du comportement dynamique de la 

micropoutre par la méthode des éléments finis a été effectuée en 3D à l’aide du logiciel 

COMSOL Multiphysics. Pour faciliter les changements des paramètres physiques et 

géométriques, les simulations ont été mises en œuvre à l’aide de programmes paramétrés 

développés sous des scripts de COMSOL Multiphysics. 

Des simulations préalables ayant montré que l’utilisation de maillage tétraédrique 

pouvait produire des erreurs importantes, toutes les analyses modales ont été effectuées 

avec de maillage parallélépipède à 8 nœuds. Enfin, la symétrie des structures étudiées a été 

mise à profit pour limiter le nombre d’éléments et le temps de calcul lorsque le nombre 

d’éléments devenait élevé. 
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D’une manière générale, le maillage est optimisé par une étude de la convergence du 

calcul numérique. Une fois  que, l’optimisation, est bien effectuée sur une structure 

donnée, le maillage des micropoutres de dimensions différentes est ajusté de façon à garder 

des tailles d’éléments à peu prés constantes. Pour le cas de COMSOL, le maillage 

automatique est optimal pour la plupart des simulations après l’étude de la convergence et 

donc il n’est pas évident d’avoir un nombre d’éléments de maillage supérieur à celui du 

maillage automatique proposé par le logiciel COMSOL. 

 

2.4.3. Mise en oeuvre des simulations par éléments finis 

Les simulations par éléments finis ont été effectuées en 3D à l’aide du logiciel 

COMSOL Multiphysique (versions 4.3.a) installé sur la station de calcul du laboratoire 

FUNDAPL. Pour faciliter les changements de géométrie, les simulations ont été mises en 

œuvre à l’aide de programmes paramétrés. 

Les simulations ont été utilisées pour calculer les coefficients ou les facteurs 

correctifs génériques des modèles analytiques ou semi-analytiques. Pour ces simulations, il 

n’est pas nécessaire d’utiliser une valeur exacte du module d’Young E ou du coefficient de 

Poisson v. Les valeurs des propriétés des matériaux massifs indiquées dans le tableau 2.2 

ont été utilisées.  

 

Tableau 2.2 : Valeurs du module de Young E, du coefficient de Poisson ν et de la densité ρ 

utilisées pour les simulations. Les valeurs sont celles des matériaux massifs 

Matériau E(GPa)  v ρ(kg/m3) 

Al 70 0.33 2700 

Cr 179 0.27 7190 

 

2.5. Correction numérique de l’effet de la largeur 

2.5.1. Modèle de l’effet de la largeur et méthode de correction 

       Nous pouvons remarquer que les formules classiques des fréquences de résonance 

développées à partir des modèles EBM et RBM indiquent que la valeur de la fréquence de 

résonance est indépendante de la largeur b de la micropoutre ainsi que du coefficient de 

Poisson v. En effet, le module de Young effectif Y à considérer varie entre le module 
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d’Young uniaxial E et le module biaxial E/(1-ν²) selon le rapport b/L de la section. Ceci 

traduit le passage d’un microdispositif de type poutre à un dispositif de type plaque au sens 

mécanique. Cette variation du module de Young effectif Y n’est prise en compte que de 

façon binaire dans la littérature (Y=E ou Y=E/[1-ν2]). Elle peut atteindre une dizaine de % 

et doit donc être considérée pour obtenir des mesures précises des fréquences de résonance 

car les micropoutres n’ont pas toujours une largeur grande devant les autres dimensions. 

Pour obtenir des mesures précises des fréquences de résonance et améliorer l’extraction 

des paramètres mécaniques de matériau, nous avons considéré que le module de Young 

effectif pouvait s’écrire sous la forme [14] : 
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 nEY                                                     (22) 

où αn est un facteur correctif (0≤αn≤1) dépendant de l’ordre n du mode de vibration, et qui 

est supposé dépendre essentiellement du rapport largeur/longueur de la micropoutre. Y=E 

si αn=0 et égal à E/(1-ν2) si αn=1. 

Des analyses modales par éléments finis ont été effectuées pour déterminer les 

variations du facteur corectif αn : Le module de Young effectif Y est déterminé à partir des 

fréquences de résonance issues de la simulation des vibrations dynamiques en utilisant la 

formule classique des fréquences de résonance développée à partir des modèles EBM et 

RBM. Le facteur correctif αn est déduit de la valeur de module de Young effectif Y et des 

valeurs de module de Young E et du coefficient de Poisson ν introduites dans les 

simulations à partir de la relation [14] : 
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La précision demandée étant élevée, un soin particulier a été apporté au choix du 

maillage appliqué à l’étape de simulation numérique. Le choix du pas de maillage dépend 

essentiellement de la géométrie et des dimensions de la micropoutre et il doit être voisin 

d’un sous multiple des dimensions des micropoutres et résulte d’un compromis entre la 

précision et le temps de calcul. 

 

2.5.2. Correction numérique des modèles analytiques 

2.5.2.1. Modèle corrigé d’Euler-Bernoulli 
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La formule classique donnant les fréquences de résonance d’une micropoutre pour 

chaque mode de vibration peut être utilisée à condition de considérer un module de Young 

effectif  qui dépend de la largeur de la micropoutre et du mode de vibration. On peut alors 

utiliser la formule suivante qui est plus précise pour le calcul  des fréquences de résonance  
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2.5.2.2. Modèle corrigé de Rayleigh 

La même correction, peut également, être appliquée à l’expression des fréquences de 

résonances présentée selon le modèle RBM. Ainsi, comme pour le modèle EBM, on peut 

utiliser la formule suivante qui est plus précise afin de calculer des fréquences de 

résonance de la micropoutre.  
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2.5.3. Valorisation de la méthode de correction 

Le facteur correctif α1 (mode 1) de l’effet de la largeur b de la micropoutre est tracé 

en fonction du rapport b/L sur la figure 2.4 pour deux longueurs de micropoutres 

différentes (100μm et 200μm). Pour les deux modèles analytiques, la courbe confirme le 

fait que le module de Young Y varie effectivement entre le module d’Young uniaxial E et 

le module d’Young biaxial E/(1-ν²) : Il tend vers E (α1=0) pour les petites valeurs du 

rapport b/L et vers E/(1-ν²) (α1=1) pour les grands rapports b/L. Cette variation est 

identique pour les 2 valeurs de L ce qui montre que le rapport b/L est  bien, la grandeur 

significative. 
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Figure 2.4 : Variation du coefficient α1 (mode 1) en fonction de b/L pour différentes 

longueur de la poutre (100μm et 200μm). Epaisseur de la micropoutre. h=1μm. 

 

D’autres simulations ont confirmé que le résultat est indépendant du module de 

Young E. En revanche une légère dépendance de α1 avec le coefficient de Poisson ν  a été 

mise en évidence (Figure 2.5) mais, elle  reste inférieur à 5% ,dans la gamme ν=0.2-0.35. 

On peut donc, en première approximation, négliger l’influence du coefficient de Poisson 

sur l’évolution de facteur correctif α1 en fonction du rapport b/L.  

 

Figure 2.5 : Evolution de la correction α1 en fonction de b/L pour différentes valeur du 

coefficient de Poisson ν. Dimensions de la micropoutre : L=100μm, h=1μm. 
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Les résultats confirment que pour le mode 1, le module de Young effectif Y varie 

progressivement de la valeur Y=E lorsque le rapport b/L est faible (α=0) à Y=E/(1-ν²) 

lorsque le rapport b/L est élevé (α=1). L'utilisation du module uniaxial E pour le calcul de 

la fréquence de résonance d’une micropoutre n'est donc pas toujours justifiée. L'ajustement 

de la courbe α1=f(b/L) pour le mode 1 (b/L<1) par un polynôme de degré 2 donne: 

2
4

1 622.0378.11084.42 












 

L
b

L
b

                               (26) 

 

D’après les résultats de la simulation numerique, le facteur correctif αn dépend de 

l’ordre n du mode. Ceci est illustré dans la figure 2.6 qui compare l’évolution de α1 (mode 

1), α2 (mode 2) et α3 (mode 3) avec le rapport b/L. L’augmentation du facteur correctif αn 

avec l’ordre du mode de vibration peut être très qualitativement comprise si on considère 

qu’une micropoutre vibrant dans des modes d’ordre élevé est constituée de tronçons de 

poutres de rapports b/L plus petits. 

 

 

Figure.2.6 : Variation du coefficient αn en fonction de b/L pour les trois premiers modes 

d’une micropoutre h=1μm, L=100μm. 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Rapport b/L

fa
ct

eu
r 

co
rr

ec
tif

 
n

 

 

Modèle EBM (mode 1)
Modèle RBM (mode 1)
Modèle EBM (mode 2)
Modèle RBM (mode 2)
Modèle EBM (mode 3)
Modèle RBM (mode 3)



57 
 

 
 

       L'ajustement des courbes αn=f(b/L), (n variant de 2 à 3), pour b/L<0.2 par un 

polynôme de degré 2 donne: 

2
4

2 735.0377.11014.10 
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b

                                  (27) 

2
4

3 046.2295.11070.13 
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En conclusion, la formule classique  donnant les fréquences de résonance d’une 

micropoutre démontrée dans les deux modèles peut être utilisée à condition de considérer 

un module de Young effectif Y qui dépend de la largeur b de la micropoutre et du mode de 

vibration n. 

 

2.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons établi, à partir de l’analyse des vibrations, par la 

modélisation analytique et  la simulation numérique par la méthode des éléments finis, des 

formules permettant de modéliser le comportement dynamique des micropoutres à 

structure uniforme. Les modèles développés tiennent compte de l’effet de la largeur de la 

micropoutre.  

Ainsi, après avoir, sommairement, introduit les notions de base de la dynamique des 

micropoutres, nous avons montré qu’il était nécessaire de considérer un module de Young 

effectif Y continûment variable entre E (module de Young uniaxial) et E/(1-ν²) (module de 

Young biaxial) en fonction du rapport largeur/longueur de la micropoutre. La dépendance 

de Y avec ce rapport est une fonction du mode de vibration. L’augmentation du facteur 

correctif avec l’ordre du mode peut être très qualitativement comprise si on considère 

qu’une micropoutre vibrante dans des modes de vibration d’ordre élevé est constituée de 

tronçons de poutres de rapports b/L plus petits. 
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CHAPITRE 3 

ETUDE DU COMPORTEMENT DES MICROPOUTRES A SECTION  

DROITE NON RECTANGULAIRE PRESENTANT UNE  

SOUS GRAVURE A L ENCASTREMENT 

 

 
 

3.1. Introduction 

Les micropoutres étudiées dans ce chapitre présentent plusieurs différences par 

rapport aux micropoutres uniformes étudiées au chapitre 2. Elles présentent généralement 

une sous gravure au voisinage de la zone de l’encastrement de son extrémité fixe. De façon 

générale, cette modification de la géométrie est inhérente à pratiquement tous les procédés 

de fabrication de micropoutres en films minces.  

La méthode de caractérisation par la technique de vibrométrie interférométrique en 

lumière monochrome décrite dans le chapitre précédent a été appliquée à la caractérisation 

mécanique de films minces à partir des fréquences de résonance des micropoutres. Ce 

chapitre présente les résultats expérimentaux obtenus et leur analyse à l’aide des modèles 

établis que ce soit avant ou après correction de l’effet de la modification de la section 

droite de la micropoutre. Nous présenterons, par la suite, le procédé de fabrication des 

micropoutres élaboré en films minces. 

 

3.2. Micropoutre à section droite non rectangulaire présentant une sous-gravure 

3.2.1. Procédé de fabrication des micropoutres 

Les micropoutres ont été fabriquées sur du silicium dans des films d’aluminium 

évaporés sous vide avec un canon à électrons et dans des films de chrome déposés par 

pulvérisation RF (13.56 MHz). Le procédé de microusinage de  la surface utilisé est 

schématisé par la figure 3.1 [24,130]. Après un nettoyage chimique standard de la 

plaquette de silicium, en général du silicium d’orientation <100> peu dopé, celui-ci est 

désoxydé dans un bain d’acide fluorhydrique tamponné (BHF) et introduit dans le bâti de 

dépôt sous vide. Le film constituant la micropoutre est ensuite déposé par évaporation avec 
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un canon à électrons dans le cas des micropoutres fabriquées en film d’Aluminium et par 

pulvérisation RF dans le cas des micropoutres en Chrome. 

 

  

a)                                                                           b) 

Figure 3.1 : Principe du procédé de fabrication d’une micropoutre en chrome. 

 

Les motifs définissant la géométrie des micropoutres sont réalisés de manière 

conventionnelle par procédé de photolithographie UV et de la technique de gravure 

chimique du film (figure 3.1.a). Une alternative c’est d’utiliser le procédé de lift-off pour 

obtenir des motifs à flancs verticaux [24]. Par souci de simplicité, cette version améliorée 

du procédé n’a pas été utilisée pour les microdispositifs caractérisés dans cette thèse. 

Néanmoins, les motifs ont été sus-gravés pour obtenir des flancs approximativement 

verticaux. 

Les micropoutres sont ensuite libérées du substrat par une gravure isotrope et 

sélective du substrat de silicium dans un plasma de SF6 pur (figure 3.1.b). Le réacteur 

utilisé pour la gravure est un réacteur plasma de type barrel dans lequel le plasma est créé 

entre 2 électrodes cylindriques et l’échantillon est placé au centre du réacteur en dehors de 

la décharge. Le bombardement par les ions du plasma est minimisé et seules les espèces 

fluorées excitées et dissociées dans la décharge sont à l’origine de la gravure. Ceci permet 

d’assurer une excellente sélectivité et isotropie de la gravure du substrat. Afin de minimiser 

l’apparition de gradients de contraintes liés à un échauffement inhomogène des 

micropoutres, une faible puissance de décharge a été utilisée [155]. Pour certains 

échantillons un réacteur de gravure ionique réactive (RIE) a été utilisé avec une puissance 

de décharge faible et une pression élevée. 
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Figure 3.2 : Micropoutres fabriquées en Chrome par microusinage de  

surface du silicium dans un plasma de SF6. 

 

 
Figure 3.3 : Micropoutres fabriquées en Aluminium par microusinage de  

surface du silicium dans un plasma de SF6. 

 

Outre , la simplicité de ce procédé,  il permet est de fournir des micropoutres avec un 

encastrement approximativement plan. Il peut être utilisé pour fabriquer des 

microdispositifs de forme plus complexe tels que des microanneaux ou d’autres 

microdispositifs de test des contraintes dont l’ordre des dimensions sont comparables avec 

de l’ordre des dimensions des micropoutres fabriquées [24].  

Pour une gravure chimique parfaitement isotrope, la profondeur de gravure minimum 

nécessaire pour libérer la micropoutre est la moitié de sa largeur. La sous-gravure à 

l’encastrement est en conséquence également de longueur minimum égale à b/2. En 
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pratique une gravure d’une profondeur trois fois la moitié de la largeur de la micropoutre 

est nécessaire pour obtenir un encastrement de géométrie approximativement rectiligne. 

Les micropoutres, qui ont été fabriqués, ont typiquement une largeur dans la gamme 2-10 

μm, une longueur de 100 à quelques centaines de μm et une épaisseur inférieure à 1μm. 

 

3.2.2. La sous-gravure à l’encastrement de la micropoutre 

Les micropoutres réelles présentent plusieurs différences par rapport aux 

micropoutres idéales considérées précédemment. Elles présentent généralement une sous 

gravure au voisinage de l’encastrement (figure 3.4) 

 

 

Figure 3.4 : Image de microscopie électronique d’une micropoutre en film d’Aluminium. 

 

Cet effet est important, en particulier, dans l’exemple illustré dans la figure 3.4 mais, 

en général, une sous gravure de la zone d’encastrement de la micropoutre est inhérente à 

pratiquement tous les procédés de microfabrication. L’effet de la sous-gravure 

(imperfection géométrique) sur la valeur des fréquences de résonance peut être modélisé en 

considérant une liaison élastique avec le substrat ou par  la détermination de la longueur 

équivalente de la micropoutre sans sous-gravure à l’encastrement qui produit les mêmes 

fréquences de résonance (le même effet). C’est cette dernière solution qui a été retenue. 

 

3.2.3. Modification de la forme  de la section droite 

Les micropoutres fabriquées n’ont pas généralement une section droite parfaitement 

rectangulaire. Lorsque la géométrie est définie par gravure chimique ou plasma anisotrope, 

la section droite est plus généralement trapézoïdale avec des flancs inclinés symétriques 
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(figure 3.5). Par contre, lorsque la géométrie est définie par une gravure isotrope (ou quasi 

isotrope), les flancs de la section droite sont des arcs de cercles (figure 3.6), des arcs de 

parabole ou plus généralement de la forme h(x/d)n (figure 3.7). La figure 3.8 montre une 

image par microscopie électronique à balayage (MEB) de la section droite non 

rectangulaire d’une micropoutre en Aluminium. 

 
Figure 3.5 : Profil de la section droite d’une 

micropoutre obtenue par gravure anisotrope : 

la section est trapézoïdale avec des flancs 

inclinés symétriques. 

 

 
Figure 3.6 : Profil de la section d’une 

micropoutre obtenue par gravure 

isotrope : les flancs de la section droite 

sont des arcs de cercles. 

 

 

Figure 3.7 : Section avec des flancs de forme polynomiale. 

 

 

Figure 3.8 : Image MEB de la section droite non rectangulaire d’une micropoutre en 

Aluminium [69]. 
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Lorsque les micropoutres n’ont pas une section parfaitement rectangulaire (les flancs 

de la micropoutre ne sont pas verticaux), le moment d’inertie I de la section droite et l’aire 

A de la section sont plus grands et donc les valeurs des fréquences de résonances, qui sont 

proportionnelles à (I/A)1/2
 sont modifiées par rapport au cas d’une section droite 

parfaitement rectangulaire de largeur b. 

 

3.3. Modélisation de l’effet de la sous-gravure de la section droite non-rectangulaire 

3.3.1. Effet de la sous-gravure à l’encastrement 

Deux principales configurations d’encastrement de la zone sous gravée peuvent être 

rencontrées en pratique selon le dessin du masque et le procédé de microfabrication des 

micropoutres. Dans le premier cas (encastrement simple) seule l’extrémité de la zone sous 

gravée est encastrée : la micropoutre a la forme d’un T. Dans le second cas (encastrement 

complet), les flancs de la sous gravure sont également encastrés. 

L’effet de la sous gravure est modélisé en recherchant la micropoutre sans sous 

gravure de longueur L’ qui produit la même fréquence de résonance qu’une poutre de 

longueur L avec une sous gravure de longueur Lsg et de largeur bsg. La micropoutre 

équivalente (figure 3.9.a) est déterminée en prenant le  module de Young effectif, afin, de 

séparer, en première approximation, l’effet du rapport b/L et de la sous gravure. Le facteur 

correctif est calculé à partir de la relation : 

L
LL

L
L 





'      soit           )1('  LL                              (29) 

 

 

(a)                                                               (b) 

Figure 3.9 : Configurations de la géométrie de la micropoutre : (a) micropoutre équivalente 

sans sous-gravure, (b) micropoutre avec sous-gravure à d’encastrement. 
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Dans le cas d’un encastrement simple, le rapport ΔL/L converge logiquement vers la 

valeur du rapport Lsg/L lorsque la valeur de bsg tend vers la valeur de b  et devient 

indépendante de la largeur de la sous gravure lorsque bsg est supérieur à 8 fois  la largeur b, 

(figures 3.10 et 3.11). Les simulations par  la méthode des éléments finis montrent que 

cette dernière situation correspond à une largeur de sous-gravure plus grande que la largeur 

de la zone de concentration de la contrainte à l’encastrement. 

  

Figure 3.10 : Variation de ΔL/L avec la largeur bsg de la sous gravure pour différentes 

valeurs de Lsg (entre 2 et 4µm).. L=100μm, b=4μm, b=1μm, premier mode, encastrement 

simple.  

 

Figure 3.11 : Variation de ΔL/L avec la largeur bsg de la sous gravure pour différentes 

valeurs de Lsg (entre 5 et 8µm). L=100μm, b=4μm, b=1μm, premier mode, encastrement 

simple. 
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Lorsque le rapport bsg/b est supérieur à 8 (figure 3.12), le rapport ΔL/L est voisin du 

rapport Lsg/L tant que Lsg est inférieur à 3% de la valeur de L puis devient nettement plus 

faible au delà. En d’autres termes prendre simplement la somme (L+Lsg) comme longueur 

de la micropoutre équivalente produit une erreur importante si la longueur Lsg de la sous 

gravure excède 3% de la longueur de la micropoutre. Par exemple pour Lsg est 10 fois de L, 

la sous gravure produit un allongement équivalent de la micropoutre inférieur à 5%. 

 

 

Figure 3.12 : Variation de ΔL/L avec la longueur de la sous gravure Lsg pour différentes 

valeurs de bsg. L=100μm, b=4μm, h=1μm, premier mode,  

encastrement simple. 

 

Le fait d’encastrer les flancs de la sous gravure (encastrement complet) n’a pas 

d’effet supplémentaire tant que la valeur de bsg est supérieur à 8 fois la largeur de la 

micropoutre (figure 3.13 et figure 3.14) : la variation du rapport ΔL/L en fonction de Lsg/L 

est la même que pour un encastrement simple (figure 3.13). En revanche pour les faibles 

valeurs de bsg/b, on constate, logiquement, que la sous gravure a de moins en moins d’effet 

: la correction ΔL/L tend vers 0 lorsque Bsg/B tend vers 1. 
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Figure 3.13 : Variation de ΔL/L avec la largeur bsg de la sous gravure : Lsg=8μm, L=100μm, 

b=4μm, h=1μm, premier mode de vibration, ES : encastrement simple et EC : encastrement 

complet. 

 

Figure 3.14 : Variation de ΔL/L avec la largeur bsg de la sous gravure : Lsg=8μm, L=100μm, 

b=4μm, h=1μm, deuxième mode de vibration, ES : encastrement simple et EC : 

encastrement complet. 

 

Les figures 3.13 et 3.14 indiquent que la correction à appliquer sur la longueur dépend 

légèrement du mode de vibration n ,  elle est plus élevée pour le mode 2 que pour le mode 

1. Cependant, cet écart reste faible (<2,5%) tant que la valeur de Lsg n’excède pas environ 

8% de la valeur de L. 
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En conclusion les formules classiques des fréquences de résonance d’une 

micropoutre corrigées précédemment peuvent être utilisées pour calculer les valeurs des 

fréquences de résonance d’une micropoutre présentant une sous gravure à l’encastrement 

en remplaçant la longueur L de la micropoutre par L’=L(1+γ) . 

 

3.3.2. Effet de la section droite non-rectangulaire 

Les micropoutres réelles n’ont pas toujours une section rectangulaire. L’effet peut 

être pris en compte en calculant le moment d’inertie de la section droite réelle de la 

micropoutre. L’écart produit peut être quantifié en introduisant un facteur correctif β défini 

de la manière suivante : 

    1///  rectAIAI          soit         )1(//  rectAIAI                         (30) 

 

Le facteur correctif β peut être calculé analytiquement à partir des expressions de I et 

de A dans chaque cas. Les deux expressions ont été calculées par Chi Shiang Pan et al pour 

le cas des flancs de forme polynomiale [131]. Ces auteurs aboutissent aux expressions 

suivantes pour l’aire de la section droite An et pour le moment d’inertie In par rapport à 

l’axe passant par le barycentre : 
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Dans le cas d’une section trapézoïdale le rapport moment d’inertie/aire de la section I/A est 

donné par la formule : 
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où (I/A)rect =h2/12 est la valeur de ce rapport pour la section rectangulaire inscrite de 

largeur b et de hauteur h et θ l’angle au sommet des triangles latéraux. 
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Dans le cas d’une section avec des flancs en arcs de cercles le rapport moment 

d’inertie/aire de la section est donné par l’expression : 
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Les facteurs correctifs β calculés à partir des équations (33) et (34) sont tracés en fonction 

du rapport h/b dans figure 3.15. 

 

Figure 3.15 : Facteur correcteur β en fonction du rapport d’aspect de la micropoutre pour 

une section trapézoïdale avec différents angles θ et pour une section avec des flancs en arcs 

de cercles. 

 

Les résultats montrent que pour des micropoutres étroites dans lequel l’épaisseur h 

est égale à environ la largeur b, la géométrie exacte de la section droite de la micropoutre 

doit être prise en considération pour éviter des erreurs qui peuvent atteindre quelques %. 

Cependant, pour des micropoutres de largeur supérieure à 10 fois l’épaisseur, la valeur du 

facteur correctif β est négligeable (quelques 0.1%) pour des micropoutres de section 

trapézoïdale et voisin de 1% pour des micropoutres de section en arcs de cercle. La 

géométrie réelle de la section n’étant pas aisée à mesurer, il est préférable de se placer dans 

le cas de cette dernière condition pour mesurer le module de Young d’un film à partir des 

fréquences de résonance d’une micropoutre. 
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3.4. Amélioration des modèles analytiques de la micropoutre 

3.4.1. Modèle amélioré de Bernoulli 

La formule donnant, les fréquences de résonance d’une micropoutre, corrigée 

précisément, peut être utilisée à condition de considérer deux facteurs correctifs dont le 

premier est un facteur correctif numérique (γ) estimé a partir des simulations par la 

méthode des éléments finis. Ce facteur permet de corriger l’effet de la sous-gravure à la 

zone d’encastrement qui est inhérente à pratiquement tous les procédés de microfabrication 

utilisés pour l’élaboration des micropoutres.  

Le deuxième facteur correctif (β) peut être pris en compte analytiquement en 

calculant le moment d’inertie de la section droite non-rectangulaire de la micropoutre. Ce 

facteur dépend essentiellement de la forme de la section droite de la micropoutre ainsi que 

sa largeur et son épaisseur. On peut alors utiliser la formule suivante qui est plus précise 

afin de calculer des fréquences de résonance.  
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3.4.2. Modèle amélioré de Rayleigh 

La même correction peut être appliquée directement à l’expression des fréquences de 

résonances présentées dans le modèle RBM. Pour ce dernier, les équations utilisées pour le 

calcul des valeurs des nombres d’onde  r
na  et r

nb  du modèle de la micropoutre idéale 

peuvent être réutilisés afin de calculer les nouvelles valeurs des nombres d’onde pour une 

micropoutre à section droite non rectangulaire à condition de remplacer la longueur L par 

L(1+γ) dans à l’équation (16) ,de  cette façon ,on obtient l’équation suivante.  
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)+L(1
)/( kAI

ba
ba rect
r
n

r
n

r
n

r
n 


                                             (36) 

 

D’autre part, les valeurs des nombres d’onde dépendent du moment d’inertie I et de 

l’aire de la section droite A de la micropoutre et, par conséquent, peuvent être  changées 

alors selon la valeur du facteur correctif β. Les expressions des nombres d’onde peuvent 

alors être réutilisées à condition d’utiliser les expressions du moment d’inertie et de l’aire 
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de la section droite de la micropoutre réelle dans l’équation (36) de telle façon à obtenir 

l’équation suivante. 

2
22
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)+L(1
)/( kAI

ba
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r
n

r
n

r
n

r
n 


                                             (37) 

Ainsi, comme dans le modèle EBM, on peut utiliser la formule suivante, qui est plus 

précise, afin de calculer des fréquences de résonance de la micropoutre.  
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3.5. Effet de la correction sur l’élasticité mécanique de films minces  

Dans notre cas, la caractérisation des films minces à partir de l’analyse des vibrations 

des micropoutres portent sur des films d’Aluminium et de Chrome [69]. Les micropoutres 

ont été fabriquées à partir de deux masques différents avec le procédé décrit 

précédemment. Les mesures présentées, par la suite, correspondent à des micropoutres en 

Aluminium et en Chrome. La première en aluminium,  est de section droite, légèrement 

trapézoïdale, et présente une longueur de sous gravure mesurées au MEB d’environ 8μm. 

La micropoutre en Chrome, est de section droite rectangulaire et présente une longueur de 

sous gravure d’environ 3μm. 

 

3.5.1. Micropoutre en film d’Aluminium (100x9x0.6µm3) 

La figure 3.16 montre les spectres de vibration des trois premiers modes de vibration 

d’une micropoutre en Aluminium de dimension 100μm x 9μm x 0.6μm [69]. Les fréquences 

de résonance des trois premiers modes de vibration  ont été mesurées par la technique de 

microvibrométrie interférométrique optique avec une résolution spatiale de 2.5µm. 
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Figure 3.16 : Spectres de vibration d’une micropoutre en Aluminium de dimension 100μm 

x 9μm x 0.6μm : (a) mode 1 : f1 = 49.5kHz excitation PZT 1Vpp ; (b) mode 2 : f2 = 

296.1kHz excitation PZT 1Vpp ; (c) mode 3 : f3= 816kHz excitation PZT 10Vpp. 

 

Nous rappelons que pour une micropoutre de section droite rectangulaire, 

parfaitement encastrée à son extrémité fixe, les expressions des fréquences de résonance 

sont données par l’équation (7) pour le modèle EBM et l’équation (15) pour le modèle 

RBM : 
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En considérant, en premier temps, la micropoutre comme étant parfaite, le calcul direct du 

module de Young effectif Y à partir des fréquences de résonance mesurés a donné : 

 



72 
 

 
 

Tableau 3.1 : Valeurs du module de Young effectif Y non corrigé calculées à partir des 

fréquences mesurées pour une micropoutre en Al. 

Modes de  

vibration 

Fréquences mesurées 

 par vibrométrie 

Module de Young à partir du modèle analytique 

Modèle EBM Modèle RBM 

1st mode 049.500 KHz 070.4224 GPa 81.6899 GPa 

2nd mode 296.100 KHz 064.1612 GPa 78.9182 GPa 

3rd mode 816.000 KHz 062.1515 GPa 70.2312 GPa 

 

Une décroissance apparente de la valeur du module de Young est observée avec 

l’augmentation de l’ordre du mode de vibration. Ceci, est en accord, avec les simulations 

par éléments finis que nous avons effectuées et qui montre que le facteur correctif αn (effet 

de la largeur de la micropoutre) à apporter au module de Young, augmente avec l’ordre du 

mode de vibration. En absence de l’effet de la largeur de la micropoutre, les équations (39) 

et (40) peuvent être utilisées pour calculer la fréquence de résonance pour les modèles 

EBM et RBM respectivement : 
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Pour extraire une valeur plus précise du module de Young à partir des fréquences de 

résonance des trois premiers modes de vibration, nous avons procédé à des arrangements 

des équations (39) et (40) pour aboutir à : 
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La valeur de module d’Young est donc la pente de la droite de l’équation )( 4e
n

e
n afE   qui 

correspond au modèle EBM (figure 3.17) et la pente de la droite de l’équation

)( 22 r
n

r
n

r
n bafE   qui correspond au modèle RBM (figure 3.18). 

Pour chaque modèle analytique, nous avons montré , précédemment, qu’en prenant 

en compte les facteurs correctifs αn, β, et γ, traduisant respectivement la variation de la 

fréquence de résonance des modes de vibration avec la largeur de la micropoutre, la forme 

réelle de la section droite, et la sous-gravure à l’encastrement, on obtient les expressions 

suivantes : 
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et en procédant au même arrangement que pour les équations (7) (15) on aboutit à : 

 

 

4

2

2
2

4422

1
11

148 e
n

n

e
n Ea

H

Lf





























                 pour le modèle EBM              (47) 

 

 
 22

2

2

2222

1
11

14 r
n

r
n

n

r
n baE

Lf





























        pour le modèle RBM             (48) 

Soit en posant 

   

  






















2

2
2

4422

1
11

148








n

e
ne

nc

h

Lf
E   nous obtenons 4e

n
e
nc EaE    pour modèle EBM       (49) 

 

  






















2

2

2222

1
11

14








n

r
nr

nc
Lf

E   nous obtenons )( 22 r
n

r
n

r
nc baEE   pour modèle RBM (50) 

 



74 
 

 
 

La valeur corrigée de module de Young est donc la pente de la droite de l’équation 

)( 4e
n

e
nc aEE   qui correspond au modèle EBM (figure 3.17) et la pente de la droite de 

l’équation )( 22 r
n

r
n

r
nc baEE   qui correspond au modèle RBM (figure 3.18). 

 

 

Figure 3.17 : Courbes de )( 4e
n

e
n aEE   (modèle EBM sans correction) et )( 4e

n
e
nc aEE   

(modèle EBM avec correction) pour le cas de la micropoutre en Aluminium. 

 

Les courbes tracées sur la figure 3.17 permettant l’extraction de la valeur de module 

de Young pour le cas de la micropoutre en film d’Aluminium à partir de modèle EBM. En 

ajustant par une droite les deux courbes, on obtient pour la valeur non corrigée du module 

de Young 62GPa et pour la valeur corrigée 71.9GPa. L’effet de la correction est donc loin 

d’être négligeable (15%). La valeur corrigée est dans la gamme des valeurs publiées du 

module de Young de l’Aluminium massif (69-72GPa). Ces résultats montrent l’importance 

de l’effet de modification de la section de la micropoutre sur l’élasticité de la micropoutre 

fabriquée en films minces élaborés par les procédés de microfabrication. Considérons 

maintenant les courbes tracées sur la figure 3.18 correspondante au modèle RBM. En 

ajustant par une droite les deux courbes, on obtient pour la valeur non corrigée du module 

d’Young 70GPa et pour la valeur corrigée 81.2GPa. L’effet de la correction est aussi loin 

d’être négligeable, mais, la valeur corrigée reste cependant très éloignée des valeurs 
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publiées d’Aluminium massif (69-72GPa). Ces résultats indiquent que l’effet de rotation 

est négligeable pour des matériaux ayant une petite valeur de module de Young. 

 

Figure 3.18 : Courbes de )( 22 r
n

r
n

r
n baEE   (modèle RBM sans correction) et 

)( 22 r
n

r
n

r
nc baEE   (modèle RBM avec correction) pour la micropoutre en Aluminium. 

 

3.5.2. Micropoutre en film de chrome (80x2x0.95µm3) 

Prenons maintenant le cas d’une micropoutre en film de Chrome. La figure 3.19 

montre le spectre de vibration d’une micropoutre en Chrome de petites dimensions (80μm 

x 2μm x 0.95μm) dont la gamme du spectre est entre 100kHz jusqu’à 900kHz [69]. Les 

fréquences de résonance mesurées pour les trois premiers modes de vibration sont 

respectivement 135kHz, 839.5kHz et 2317kHz. Les deux premiers modes de vibration sont 

présents sur le spectre tandis que la troisième fréquence de résonance, de valeur élevée, a 

été mesurée à partir des interférogrammes moyennés dans le temps. 

 
Figure 3.19 : Spectres de vibration d’une micropoutre au Chrome de dimension 80μm x 

2μm x 0.95μm ; excitation PZT 2Volts. 
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Le calcul du module de Young à partir des fréquences des modes mesurés en 

utilisant les équations (10) et (19) montre aussi une décroissance de la valeur apparente du 

module d’Young avec l’ordre du mode de vibration pour les deux modèles analytiques, 

ceci est illustré par le tableau 3.2. 

 

Tableau 3.2 : Valeurs du module de Young effectif Y non corrigé calculées à partir des 

fréquences mesurées (micropoutre en Cr). 

Modes de  

vibration 

Fréquences mesurées 

 par vibrométrie 

Module d’Young à partir de modèle analytique 

Modèle EBM Modèle RBM 

1st mode 0135.000 KHz 227.9022 GPa 264.6028 GPa 

2nd mode 0839.500 KHz 224.3974 GPa 277.3457 GPa 

3rd mode 2317.000 KHz 218.0236 GPa 245.7785 GPa 

 

Les courbes tracées sur la figure 3.20 permettent l’extraction de la valeur de module 

de Young pour le cas de la micropoutre en Chrome à partir du modèle EBM. Les modules 

de Young déduits de l’ajustement par une droite des deux courbes sont respectivement : 

226.15GPa pour le cas sans correction et 250.35GPa après correction de l’effet de la 

largeur et de la sous gravure. Ceci montre l’importance de la correction de la sous gravure 

pour des micropoutres de faible longueur. La valeur corrigée reste cependant très éloignée 

de la valeur du matériau massif (279GPa) et des valeurs mesurées sur une membrane en 

chrome par vibrométrie (281GPa) [132] et par la technique de bulge test (270GPa) 

[133,134]. 

Considérons maintenant les courbes tracées sur la figure 3.21 correspondante au 

modèle RBM. Les modules de Young déduits de l’ajustement sont respectivement : 255.19 

GPa pour le cas sans correction et 279.1GPa après correction de l’effet de la largeur et de 

la sous gravure. Ceci montre l’importance de la correction de la sous gravure pour des 

micropoutres de faible longueur. La valeur corrigée est très proche des valeurs publiées 

principalement de la valeur du matériau massif (279GPa). Ce résultat indique que l’effet 

de rotation est donc loin d’être négligeable pour le cas du Chrome.  
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Figure 3.20 : Courbes de )( 4e
n

e
n aEE   (modèle EBM sans correction) et )( 4e

n
e
nc aEE   

(modèle EBM avec correction) pour le cas de la micropoutre en film de Chrome. 

 

 

Figure 3.21 : Courbes de )( 22 r
n

r
n

r
n baEE   (modèle RBM sans correction) et 

)( 22 r
n

r
n

r
nc baEE   (modèle RBM avec correction) pour la micropoutre en film de 

Chrome. 

 

 

3.6. Conclusion 

La méthode de détermination de la valeur du module de Young des films 

d’Aluminium et de Chrome à partir des fréquences de résonance de micropoutres sont, à 
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priori, précises si l’on prend en compte la correction de l’effet de la largeur de la 

micropoutre, de la section droite non-rectangulaire et de l’effet de la sous gravure à 

l’encastrement.  

Les résultats obtenus à partir du modèle EBM montrent, cependant, que les valeurs 

obtenues ne sont pas toujours celles escomptées lorsque la valeur du module de Young du 

film est élevée ou lorsqu’on utilise des micropoutres de faibles dimensions. En effet, si le 

module de Young mesuré pour les films d’Aluminium est voisin de celui de l’Aluminium 

massif et des valeurs publiées pour les films minces, la valeur mesurée pour le film de 

chrome est très inférieure à celle publiées. Cependant, pour ce dernier cas, les résultats 

obtenus montrent qu’à partir du modèle RBM qui prend en compte l’effet de rotation de la 

micropoutre la valeur déterminée du module de Young est très proche de la valeur publiée 

du chrome massif. 
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CHAPITRE 4 

ETUDE DU COMPORTEMENT DES NANOPOUTRES PERFOREES SOUMISES 

A UN CHAMP THERMIQUE 

 

 
 
4.1. Introduction 

         L’analyse des vibrations dynamiques des nanostructures a reçu beaucoup d'attention 

et a été un domaine actif de recherches scientifiques. A la base de la théorie classique 

d'élasticité indépendante de l'échelle des dimensions [135-137] et de la théorie de la poutre 

de Timoshenko qui couvre les effets du moment de flexion, d'inertie de rotation , et de 

distorsion de cisaillement [10, 138-141], différents modèles analytiques ont été développés 

pour la vibration des nanopoutres. Les micropoutres, simplement appuyées, sont des 

structures typiques et simples, souvent rencontrés dans les applications d'ingénierie pour 

l'analyse théorique de petites déflexions [139]. De nombreux auteurs ont considéré des 

effets supplémentaires tels que l’effet de la contrainte en surface [142], l’effet  

piézoélectrique [143], l’effet du champ thermique [144] et l’effet de la compression axiale 

[145] pour étudier le comportement dynamique des nanopoutres, simplement appuyées, 

intégrées dans les M/NEMS. Dans leurs contributions, les auteurs se sont orientés vers 

l’analyse des fréquences de résonances en faisant varier les dimensions des nanostructures 

et/ou en définissant des effets supplémentaires. 

         Cependant, en utilisant la théorie classique de l'élasticité des matériaux, la 

modélisation ne peut prédire le changement en fréquence dû à la présence des effets de la 

réduction d’échelle pour des dimensions nanométriques. En effet, de nombreuses 

expériences et simulations numériques ont montré que la déformation dépend des 

dimensions de la nanopoutre [146-151]. Contrairement à la théorie de l'élasticité classique, 

la théorie non-locale d'élasticité de Eringin [152-154] est une théorie qui dépend de 

l'échelle de dimensions et permet l’analyse de l’effet non-local sur les fréquences de 

résonance des nanopoutres pour des dimensions nanométriques [155-158]. De nos jours, 

les chercheurs ont appliqué la théorie non-locale d'élasticité à différents matériaux [159-

164] pour déterminer la fréquence de résonance [136,165] pour des nanostructures 

uniformes et non-uniformes [166-169]. 
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4.2. Les nanopoutres perforées 

         Les nanopoutres perforées sont des éléments largement utilisées dans les 

technologies avancées en particulier pour l'optomécanique et la nanophotonique [170-174]. 

L’analyse des vibrations dynamiques des nanopoutres perforées n'a pas été étudiée autant 

que les nanopoutres pleines malgré leur importance dans les technologies avancées. En 

effet, dans les études précédentes, l'effet de trous de perforation sur les vibrations 

dynamiques a été étudié uniquement pour des applications spécifiques en raison de la 

difficulté de modélisation. Par exemple, Sharpe et al. [175] ont étudié l'effet de trous sur 

les propriétés mécaniques du film mince en silicium polycristallin. Leurs résultats ont 

montré que la diminution en valeur du module de Young est de 12% du fait de la présence 

de trous et de 50% pour la résistance de l’échantillon. Rabinovich et al. [176] ont étudié 

l'effet de trous sur le module  de Young et le module de cisaillement par l'étude du 

comportement électromécanique d'une membrane perforée. Ils ont montré que le module 

de cisaillement et le module de Young sont fortement affectés par les trous avec une 

diminution de 24% et 30% respectivement. 

         Ce chapitre est consacré à l’étude des effets du champ thermique et de la réduction 

d’échelle sur une nanopoutre perforée par un réseau de trous périodiques de formes 

carrées. Le modèle de poutre d’Euler-Bernoulli (en anglais : Euler-Bernoulli Beam Model 

(EBM)) et le modèle de poutre de cisaillement (en anglais : Shear Beam Model (SBM)) 

développés pour la détermination des fréquences de résonances sont dérivés, à la base, des 

équations différentielles standards de Timoshenko. L’effet de la réduction d’échelle est 

inclus par l’utilisation de la théorie non-locale d’Eringen tandis que l’effet du champ 

thermique est inclus par considération de la force thermique axiale aux équations 

différentielles standards de Timoshenko.  

 

4.2.1. Structure de la nanopoutre à réseau de trous périodiques 

         Au cours de ces dernières années, l'étude de l'effet des trous concerne les pertes 

visqueuses autour de plaques pour la compression d'amortissement [177,178], les pertes 

d'ancre dans les résonateurs [179] et le changement des fréquences de résonance pour les 

poutres perforées [180]. Cette dernière étude peut être considérée comme une bonne 

contribution dans laquelle Luschi et Pieri ont développé des expressions analytiques pour 

la rigidité et le cisaillement équivalents pour des nanopoutres perforées avec un réseau de 

trous périodiques de formes carrées, et ils ont déterminé l'expression des fréquences de 
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résonance. Dans cette section, le comportement dynamique de la nanopoutre perforée sera 

analysé en utilisant la théorie non-locale d'élasticité de Eringen et la théorie de poutre de 

Timochenko contenant les paramètres caractéristiques équivalents pour la flexion et la 

rigidité de cisaillement développées par Luschi et Pieri [180]. A cet effet, nous considérons 

un nanopoutre de longueur L, largeur b et d’épaisseur h, perforée avec un réseau de trous 

périodiques de formes carrées avec une période spatiale sP et de taille dh. Nous définissons 

également N le nombre de trous par section, et βp=(dh/SP) comme le taux de perforation qui 

peut varier de 0 (poutre pleine) à 1. La figure 4.1 représente la géométrie proposée pour la 

nanopoutre perforée par le réseau de trous carrés périodiques. 

 

 

Figure 4.1 : Géométrie de la nanopoutre à réseau de trous carries périodiques. 

 

4.2.2. Équations différentielles couplées de vibration 

         Contrairement à la théorie d’Euler-Bernoulli qui considère seulement l’effet de 

flexion, Timoshenko [138] a proposé une théorie de poutre qui introduit à la fois, les effets 

de cisaillement et de rotation de la poutre [10,180]. En utilisant la théorie de Timoshenko, 

les équations standards des vibrations dynamiques pour la nanopoutre perforée et soumise 

à un champ thermique peuvent être données par deux équations différentielles couplées 

exprimées en termes de la déformation en flexion w et l’angle de rotation ψ de la section 

de la nanopoutre. Les équations couplées sont formulées comme suit: [181-183]. 
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Où M et V sont respectivement le moment non-local de flexion et la force non-locale de 

cisaillement;  ρAeq est  la masse équivalente par unité de longueur et  ρIeq est l’inertie de 

rotation équivalente par unité de longueur. Fc  est la force compressive axiale  [155, 159] et 

Ft est la force thermique axiale qui dépend de la valeur de la température  T et du 

coefficient d’expansion thermique θ du matériau. Le moment non-local de flexion, la force 

non-locale de cisaillement  et la force thermique axiale Ft  sont données par les équations 

(53), (54) et (55) respectivement: 
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Où EIeq  est la raideur équivalente du moment, GAeq est la raideur équivalente de 

cisaillement, k est le facteur de cisaillement égal à 5/6 [156] et μ=μ*L est le paramètre non-

local proposé par Eringen pour estimer l’effet de la réduction d’échelle. Luschi et Pieri 

[180] ont développé des expressions analytiques pour les paramètres équivalentes ρAeq, 

ρIeq, EIeq et GAeq  en fonction du nombre de trous et du taux de perforation. Les valeurs 

numériques de ρAeq, ρIeq, EIeq et GAeq peuvent être calculées à partir des expressions 

analytiques suivantes : 
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I et A sont respectivement, le moment d’inertie et la section rectangulaire de la nanopoutre 

pleine, ρ la densité du matériau et E le module de Young. Pour le silicium, il est connu que 

le changement en température conduit à des estimations imprécises de la fréquence de 

résonance [184]. Wachtman a suggéré une formule semi-empirique pour décrire la 

variation de module de Young avec la température absolue T [185,186] donnée par : 







 

T
TBTEE 0

0 exp                                                 (60) 

où E0 est la valeur du module de Young à la température du zéro absolu, et B et T0 sont des 

constantes. 

         Pour plusieurs cas pratiques, la solution complète de l’équation (52) n'est pas requise. 

Il est montré que pour certains matériaux et sections droites [10], le terme de rotation ρIeq 

est 3 à 6 fois plus petit que le terme de cisaillement (EIeq.ρAeq/kAGeq) [180]. Alors, le terme 

ρIeq.∂2ψ/∂t2 de la seconde équation standard de Timoshenko (52) peut être négligée ainsi 

seulement l’effet de flexion et de cisaillement sont considérés dans les équations couplées. 

Par conséquent, l'équation (52) est modifiée de façon à ce qu'on l’appelle équation de 

cisaillement réduite comme suit: 

0

 V

x
M

                                                          (61) 

Les expressions du moment non-local de flexion M et la force non-locale de cisaillement V 

sont obtenues en substituant les équations (51) et (61) dans (53) et (54):  
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En substituant les équations (62) et (63) dans (51) et (61), les équations régissant pour le 

modèle de cisaillement (SBM) en présence des effets de la réduction d’échelle et de champ 

thermique peuvent être données par: 
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4.3. Résolution du système d’équations de vibration 

4.3.1. Vibration en absance de l’effet de cisaillement  

         Comme la nanopoutre perforée est supposée être, simplement appuyée, les éléments 

du déplacement doivent satisfaire la solution de Navier [141,187]. En considérant une 

solution du déplacement harmonique pour le problème de vibration, la déformation de la 

nanopoutre w l'angle de rotation ψ peuvent être donnée par les formes suivants: [141,161, 

163-164,187-190] 

  )sin(, xeWtxw ti                                                      (66)
 

  )cos(, xetx ti                                                       (67) 

Lnn                                                                 (68) 

Où ω est la fréquence angulaire, lambda Lnn   est le nombre d'onde, W et   sont 

respectivement les amplitudes de la déformation de la nanopoutre et l'angle de rotation. Par 

remplacement des équations (66), (67) et (68) en (64) et (65), les fréquences de résonance 

de la nanopoutre peuvent être calculées directement par l’expression suivante: 

       eq

na

neqneqeq

neqeq
NT

S
n A

F
AEIkAG

kAGEI








2

24

4
2

1



                                (69) 

 

4.3.2. Vibration en présence de l’effet de cisaillement  

         D’après l'expression (69), la valeur de la fréquence de résonance peut être calculée en 

fonction de la  variable γ: 

2LAG
EI

eq

eq                                                                    (70) 

Afin de négliger l'effet de distorsion du cisaillement, la valeur de la variable γ doit être 

largement inferieur à l'unité (γ<<1) [10,180,191]. Lorsque l'effet de cisaillement est 

négligé, les équations (64) et (65) sont réduites à l'équation de vibration sans cisaillement 

et en présence de l’effet de la réduction d’échelle et du champ thermique comme suit: 
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En utilisant les solutions (66) et (67), on peut calculer la fréquence de résonance comme 

suit: 
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                                              (72) 

 

4.4. Effet de la perforation sur la fréquence de résonance 

        A la base des modèles présentés ci-dessus, nous analyserons l’effet de la réduction 

d’échelle et de l’effet du champ thermique sur la fréquence de résonance d’une nanopoutre 

perforée, simplement appuyée, avec une longueur L=100nm, une largeur b=L/10 et une 

épaisseur h=b/2. Le matériau sélectionnée, pour la nanopoutre, est le silicium avec une 

densité ρ=2330Kg/m3, un module de Young E0=169 GPa [180], un coefficient d’expansion 

thermique θ=2.57.10-6K-, B=15.8MPa/K, T0=317K [211,212], Fc=3.10-2nN [159].  

Les valeurs des paramètres équivalents EIeq, GAeq, ρAeq et ρIeq sont calculées en fonction du 

nombre de trous N et du taux de perforation αp=(1-βp) à partir de l’expression analytique de 

chaque paramètre. Les calculs numériques ont été programmés sous le logiciel MATLAB 

pour une perforation avec un seul trou par section (N=1), une gamme de βp entre 0 et 0,95 

et différentes valeurs de température T et du paramètre non-local μ. D'autres analyses ont 

été effectuées pour une série de N entre 1 et 10 pour étudier l'effet du nombre de trous sur 

l’évolution de la fréquence de résonance de la nanopoutre perforée. 

 

4.4.1. Effet de taux de perforation 

        La variation de la fréquence de résonance f=(ω/2π) est représentée sur la figure 4.2 en 

fonction du taux de perforation βp ,en présence et en absence ,des effets du champ 

thermique et de la réduction d’échelle ,pour, les deux premiers modes de vibration (modes 

1 et 2). Pour chaque modèle (EBM et SBM), le décalage en fréquence par comparaison à la 

fréquence d’une nanopoutre pleine (βp=0) est bien clair sur toute la gamme du taux de 

perforation βp. Ce résultat confirme le résultat présenté par Luschi et Pieri [180]. En plus, 

une diminution de la fréquence pour les résultats incluant le champ thermique et de la 

réduction d’échelle par rapport aux résultats excluant ces effets, est montrée sur toute la 
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gamme du taux de perforation βp ce qui confirme que le champ thermique et la réduction 

d’échelle diminuent la valeur de la fréquence de résonance comme mentionné dans les 

références. [144] et [155-158]. 

 

 

Figure 4.2 : Fréquence de résonance des deux premiers modes de vibration en fonction du 

taux de perforation βp pour un seul trou par section (N=1). 

 

        Comme il est illustré sur la figure 4.2, la fréquence de résonance calculée avec le 

modèle EBM augmente le taux de perforation βp en absence ou en présence des effets du 

champ thermique et de la réduction d’échelle. Ceci est dû en raison de l’importance de 

l’effet du moment de flexion qui varie proportionnellement avec le terme (EIeq/ρAeq) [138]. 

En effet, comme il est montré au tableau 4.1, la valeur normalisée de ce terme augmente de 

l’unité (valeur minimale) située à βp=0 jusqu’à une valeur maximale 1.8497 située à 

βp=0.95.  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

01

02

03

04

Taux de perforation p=(1-p)

Fr
éq

ue
nc

e 
de

 r
és

on
an

ce
 [G

H
z]

 

 

SBM (µ*=0; T=0K)
EBM (µ*=0; T=0K)
SBM (µ*=0.1; T=30K)
EBM (µ*=0.1; T=30K)

Mode 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
00

05

10

15

Taux de perforation p=(1-p)

Fr
éq

ue
nc

e 
de

 r
és

on
an

ce
 [G

H
z]

 

 

Mode 2



87 
 

 
 

 

        De même, la fréquence de résonance calculée d’après le modèle SBM dépend de 

l’effet de cisaillement qui varie proportionnellement avec le terme (EIeq.ρAeq/kAGeq) 

[10,180]. La valeur normalisée de ce dernier augmente de l’unité (valeur minimale) située 

à βp=0 jusqu’à la valeur maximale 292.0172 située à βp=0.95 (Tableau 4.1). Puisque la 

valeur du terme (EIeq.ρAeq/kAGeq) croit avec le taux de perforation βp, la divergence en 

valeur entre les fréquences de résonance calculées d’après le modèle EBM et le modèle 

SBM augmente avec le taux de perforation βp. Aussi, dés que le terme (EIeq.ρAeq/kAGeq)≠0, 

aucune intersection entre les courbes des modèles EBM et SBM n’aura lieu, ni pour le cas 

d’une nanopoutre pleine (βp=0) ni pour le cas d’une nanopoutre perforée (βp≠0). 

 

Table 4.1 : Valeurs normalisées pour les termes [EIeq/ρAeq]/[EIeq/ρAeq](βp=N=0)et 

[EIeq.ρAeq/kAGeq]/[EIeq.ρAeq/kAGeq](βp=N=0) pour différentes valeurs de βp 

 

Hole size ratio βp EIeq/ρAeq EIeq.ρAeq/kAGeq 

0 (full beam) 1.0000 001.0000 

0.2 1.0222 001.9087 

0.4 1.0999 004.1248 

0.6 1.2560 010.8298 

0.8 1.5260 041.5409 

0.95 1.8497 292.0172 

 

4.4.2. Effet du nombre de trous 

        La figure 4.3 illustre l’évolution de la fréquence de résonance des deux premiers 

modes de vibration en fonction du nombre de trous N pour un rapport de perforation 

βp=0.718 [180]. Une diminution de la fréquence de résonance par augmentation du nombre 

de trous N est notée pour les deux modèles à cause de  la diminution des termes (EIeq/ρAeq) 

et (EIeq.ρAeq/kAGeq), respectivement. Cependant, pour le modèle EBM, la fréquence de 

résonance de la  nanopoutre perforée, devient inferieure à la fréquence de résonance de la 

nanopoutre pleine (βp=0) lorsque le nombre de trous est supérieur à deux trous par section 

(N >2) [180]. 



88 
 

 
 

 

 

Figure 4.3 : Fréquence de résonance des deux premiers modes de vibration en fonction du 

nombre de trous N et pour un  taux de perforation βp=0.718. 

 

4.5. Effet de la perforation sur les rapports en fréquence  

         Pour analyser les effets du champ thermique et de la réduction d’échelle des 

dimensions sur le comportement dynamique de nanopoutre perforée, les résultats incluants 

et excluants ces effets sont comparés. Ainsi, on peut définir les rapports des fréquences de 

résonances suivants : 
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                                                         (73) 

Où (ωn)LT est la fréquence de résonance calculée d’après le modèle local en présence de 

l’effet du champ thermique et (ωn)N0 est la fréquence de résonance calculée d’après le 
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modèle non local lorsque T=0 (sans effet du champ thermique). Un calcul des rapports des 

fréquences de résonance pour analyser les deux effets est présenté aux figures 4.4-4.7 avec 

plus de détail. 

 

4.5.1. Rapport en fréquence en présence du champ thermique 

4.5.1.1. Effet du taux de perforation 

          Le rapport des fréquences de résonances χT est tracé en fonction du taux de 

perforation βp pour différentes valeurs de la température T sur la figure 4.4. Comme on 

peut le voir, la variation de rapport χT  en fonction du taux de perforation βp est la même  

que la variation de fréquence de résonance à cause de la variation en termes du moment de 

flexion et de distorsion de cisaillement [180]. Entre autres, le rapport χT est inférieur à 

l'unité sur toute la gamme de βp , il diminue en augmentant la valeur de la température T. 

En plus, cela confirme que, la présence du champ thermique diminue la fréquence de 

résonance de la  nanopoutre comme indiqué aux références [144, 192]. D'autre part, la 

divergence entre les valeurs calculées à partir du modèle EBM et du modèle SBM devient 

significative pour des valeurs de βp plus grandes en raison de l'importance de l'effet de 

distorsion de cisaillement. 
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Figure 4.4 : Effet du champ thermique sur le rapport χT en fonction du taux de perforation 

βp; (N = 1). 

 

4.5.1.2. Effet de nombre de trous 

        La figure 4.5 représente l'évolution du rapport χT en fonction du nombre de trous N 

pour un taux de perforation βp =0,9 et différentes valeurs de température T. Pour les deux 

modèles, le rapport χT  diminue avec la valeur de N et devient constant, lorsque, le nombre 

de trous N augmente. Ceci, signifie, que le moment de flexion et le cisaillement diminuent 

lorsque le nombre de trous augmente. 
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Figure 4.5 : Effet du champ thermique sur le rapport χT en fonction du nombre de trous N; 

(βp=0.9). 

 

4.5.2. Rapport en fréquence en présence de l’effet de la réduction d’échelle 

4.5.2.1. Effet du taux de perforation 

         Pour étudier l’effet de la réduction d’échelle sur le comportement de la nanopoutre 

perforée, le rapport en fréquences χN  est tracé sur la figure 4.6 en fonction du rapport de 

perforation βp pour différentes valeurs du paramètre non- local μ*. Comme il est montré, la 

variation de rapport χN  avec le taux de perforation est la même  que la variation de la 

fréquence de résonance du fait du  moment de flexion et de cisaillement [180]. En plus, le 

rapport χN  est inférieur à l’unité sur toute la gamme du taux de perforation βp et diminue 

avec l’augmentation de la valeur du paramètre non-local μ*. Ceci confirme que l’effet de la 

réduction d’échelle diminue la valeur de la fréquence de résonance comme il est mentionné 

aux références [155-158]. D'autre part, comme le rapport χN  est affecté par les effets de 

moment de flexion et de cisaillement, la divergence entre la valeur du rapport χN  calculé à 

partir des modèles EBM et SBM devient significative pour un taux de perforation βp plus 

élevé.  
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Figure 4.6 : Effet de la réduction d’échelle sur le rapport χN en fonction du taux de 

perforation βp; (N = 1). 

 

4.5.2.2. Effet du nombre de trous 

         La figure 4.7 illustre l’évolution du rapport en fréquences χN  en fonction du nombre 

de trous N pour un taux de perforation élevé (βp =0.9). Pour les deux modèles, le rapport 

en fréquence décroit avec le nombre de trous de la même façon que la variation de la 

fréquence de résonance pour différentes valeurs de paramètre non-local μ*. Ceci indique 

que les effets du moment de flexion et de cisaillement sur le rapport χN diminuent lorsque 

le nombre de trous augmente. 
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Figure 4.7 : Effet de la réduction d’échelle sur le rapport χT en fonction du nombre de trous 

N; (βp =0.9). 

 

4.6. Conclusion 

         Le comportement dynamique de la nanopoutre perforée soumise à un champ 

thermique est analysé en utilisant la théorie de l’élasticité non-locale d’Eringen et la théorie 

de Timoshenko. Les expressions analytiques des fréquences de résonance pour le modèle 

d’Euler-Bernoulli et le modèle de cisaillement sont développées en modifiant les équations 

standards de Timoshenko. Ces expressions sont utilisées pour analyser les effets de la 

réduction d’échelle et du champ thermique en présence d’un réseau de trous carrés 

périodiques. 

         Les résultats numériques ont montré que la fréquence de résonance, l’effet du champ 

thermique et l’effet de la réduction d’échelle dépendent de la taille et de nombre des trous 
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dans la nanopoutre. Ainsi, les résultats numériques sont discutés en détail pour une bonne 

compréhension du comportement dynamique des nanopoutres perforées qui présentent un 

intérêt dans le développement de dispositifs intégrés dans les M/NEMS. Il est montré que 

pour une sub-gamme de taux de perforation avec un seul trou (N=1) et deux trous (N=2) 

par section, la fréquence de résonance est supérieure à celle calculée à partir d’une 

nanopoutre pleine. 
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CONCLUSION GENERALE 

 

 

Ce travail de thèse portait d’une manière générale sur l’étude du comportement 

dynamique des micropoutres intégrées dans les microsystèmes comme des éléments 

mécanique de base. L’étude était basée sur l’analyse des vibrations de ces microstructures 

pour calculer les fréquences de résonance. Plus précisément trois axes ont été examinés : 

1) L’analyse numérique des modèles classiques des micropoutres en absence ou en 

présence de l’effet de la rotation de la section droite de la micropoutre et, aussi, de l’effet 

de la largeur de la micropoutre sur le module de Young, 

2) La modélisation des effets des processus de microfabrications sur la géométrie de 

la micropoutre, à savoir une section droite non-rectangulaire et une sous-gravure à 

l’encastrement qui modifient fortement le comportement dynamique de la micropoutre, 

3) La modélisation des effets de la réduction d’échelle, de la perforation à l’aide d’un 

réseau de trous périodiques de géométries carrés, et d’un champ thermique, sur une 

nanopoutre perforée. 

Les modèles étudiés ont été analysés à partir des simulations par la méthode des 

éléments finis pour déterminer leurs validités en présence de l’effet de la largeur de la 

micropoutre. Cet effet était, généralement, non considéré dans les modèles classiques. 

L’étude numérique nécessite de nombreuses compétences. La réalisation des analyses plus 

précises impose la mise en œuvre de simulations numériques plus précises portant sur des 

descriptions plus fines du comportement dynamique de la micropoutre. Tout ceci nécessite 

des progrès dans le domaine des logiciels mais aussi une augmentation importante de la 

capacité des équipements informatiques sur lesquels ces logiciels seront utilisés.  

Les formules classiques des fréquences de résonance permettant de modéliser le 

comportement dynamique des micropoutres parfaites. Les modèles développés dans un 

premier temps tiennent compte de l’effet de la largeur de la micropoutre, effet  non 

considéré dans les modèles analytiques de la micropoutre. Ainsi, après avoir 

sommairement introduit les notions de base de la dynamique des micropoutres, nous avons 

montré qu’il était nécessaire de considérer un module de Young effectif Y continûment 
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variable entre E (module de Young uniaxial) et E/(1-ν²) (module de Young biaxial) en 

fonction du rapport largeur/longueur du microdispositif. La dépendance de Y avec ce 

rapport est fonction du mode de vibration. L’augmentation du facteur correctif avec l’ordre 

du mode peut être très qualitativement comprise si on considère qu’une micropoutre 

vibrant dans des modes d’ordre élevé est constituée de tronçons de poutres de rapports b/L 

plus petits. 

Malgré la correction de l’effet de la largeur de la micropoutre, les modèles corrigés 

atteignaient vite leur limitation dans l’étude des effets de la section droite non-

rectangulaire et de la sous-gravure à l’encastrement. Les résultats obtenus ont montré que 

l’approche numérique par la méthode des éléments finis utilisée dans un premier temps 

pour corriger l’effet de la largeur de la micropoutre s’était révélée comme un choix 

judicieux pour rendre compte de la complexité géométrique de la structure réelle du fait de 

la sous-gravure au voisinage de la zone d’encastrement de la micropoutre. L’utilisation 

d’une micropoutre parfaite de longueur L’ qui produit la même fréquence de résonance 

qu’une micropoutre de longueur L avec une sous gravure de longueur Lsg et de largeur bsg 

était trouvée très pratique et mène à des résultats appréciés. La micropoutre équivalente est 

déterminée en prenant comme module de Young , le module de Young effectif afin de 

séparer, en première approximation, l’effet du rapport b/L et de la sous-gravure à 

l’encastrement. 

Les résultats ont montré que le rapport ΔL/L converge logiquement vers la valeur du 

rapport Lsg/L lorsque la valeur de bsg tend vers la valeur de b. Cependant, lorsque le rapport 

bsg/b est supérieur à 8, le rapport ΔL/L est voisin du rapport Lsg/L tant que Lsg est inférieur à 

3% de  la valeur de L, puis, devient nettement plus faible au delà. En d’autres termes 

prendre simplement la somme (L+Lsg) comme longueur de la micropoutre équivalente 

produit une erreur importante si la longueur Lsg de la sous gravure excède 3% de la 

longueur de la micropoutre. En effet, lorsque Lsg est 10 fois  la longueur  L, la sous gravure 

produit un allongement équivalent de la micropoutre inférieur à 5%. 

Nous avons montré que l’effet de la section droite non rectangulaire peut être 

quantifié en introduisant un facteur correctif β calculé analytiquement en utilisant les 

expressions du moment d’inertie I et de l’aire A qui correspondent à la section droite réelle 

de la micropoutre. Les résultats ont montré que pour des micropoutres étroites dans 

lesquels l’épaisseur h est environ la largeur b, la géométrie exacte de la section droite de la 

micropoutre doit être prise en considération pour éviter des erreurs qui peuvent atteindre 
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quelques %. Cependant, pour des micropoutres de largeur supérieure à 10 fois l’épaisseur, 

la valeur de facteur correctif β est négligeable (quelques 0.1%) pour des micropoutres de 

section trapézoïdale et voisin de 1%  pour des micropoutres de sections, en arcs de cercles. 

La méthode de détermination de la valeur du module de Young des films 

d’Aluminium et de Chrome à partir des fréquences de résonance de micropoutres sont ,à 

priori, précises si l’on prend en compte la correction de l’effet de la largeur de la 

micropoutre. Les fréquences de résonance, d’une micropoutre réelle, ayant une section 

droite approximativement rectangulaire, peuvent être calculées par les équations (35) et 

(38) dans lesquelles les coefficients αn, β et γ sont des facteurs correctifs qui traduisent 

respectivement la variation de la fréquence de résonance avec le rapport (largeur/longueur) 

de la micropoutre, la forme de la section droite et la sous gravure à l’encastrement. 

L’effet d’un réseau de trous carrés périodiques sur le comportement dynamique de la 

nanopoutre perforée est modélisé analytiquement. Les modèles développés doivent être 

considérés afin de déterminer les fréquences de résonance. Les expressions analytiques des 

fréquences de résonance pour le modèle de Euler-Bernoulli et le modèle de cisaillement 

ont été développées en modifiant  l’équation de Timoshenko de la micropoutre. Les 

résultats obtenus montrent l’importance de l’effet de la réduction d’échelle surtout à large 

perforation dans lequel les modèles développés devraient être utilisés afin d’améliorer 

l’extraction des paramètres physiques de matériaux. L’effet du champ thermique sur le 

comportement des nano-poutres perforées est considéré en vue d’une utilisation dans des 

micro-capteurs de température. Il est montré que pour une sub-gamme de taux de 

perforation avec un seul trou (N=1) et deux trous (N=2) par section, la fréquence de 

résonance est supérieure à celle calculée à partir d’une nanopoutre pleine. Les résultats 

montrent que cet effet de température est non négligeable et ceci  pour de larges 

perforations ou pour des nano-poutres de dimensions plus petites.  

Différents points mériteraient d’être complétés, améliorés ou approfondis dans 

l’avenir.  

Le premier point concerne la microfabrication des micropoutres. Etant donné qu’une 

salle blanche de grande envergure est sur le point d’être opérationnelle au niveau du Centre 

de Développement des Technologies Avancées (CDTA) d’Alger, la microfabrication de 

nos microstructures serait à l’avenir possible et par conséquent nous pouvons réaliser nos 

propres dispositifs avec le cahier des charges que nous aurons défini.  
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Le second point, notre équipe ne disposant pas de système de caractérisation, nous 

avons utilisé des résultats de mesures faites dans un autre laboratoire Il serait judicieux, de 

développer un système de caractérisation des propriétés mécaniques des films minces et de 

caractériser nos propres dispositifs réalisés au sein du CDTA. 

Le dernier point, concerne les outils de simulation, afin de pouvoir confronter nos 

modélisations analytique de nos nanopoutres à des simulations par éléments finis il faudrait 

disposer d’une machine assez performante mise à la disposition des personnes souhaitant 

l’utiliser. Ainsi si les trois points cités sont réunis notre équipe pourra faire un travail 

complet sur la réalisation de MEMS et/ou NEMS 
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APPENDICE A 

VIBRATIONS FORCEES DE L’OSCILLATEUR DISCRET 

AMORTI 

 

 

A.1. Force harmonique appliquée à la masse  

          Un oscillateur discret amorti peut être modélisé par une masse ponctuelle m reliée à une 

base fixe par un ressort de rigidité k et un amortisseur (figure. A.1). 

 

 

Figure A.1: Oscillateur excité par une force harmonique 

 

Nous considèrerons un amortissement de type visqueux pour lequel la force de résistance est 

proportionnelle (au signe près) à la vitesse instantanée avec un facteur c. 

Si une force extérieure oscillatoire f =F0 Cosωt  d’amplitude F0 et de pulsation ω est 

appliquée à la masse m, l’équation du mouvement de la masse s’écrit : 

tcosFkx
dt
dxc

dt
xdm 02

2

                                         (A.1) 

En recherchant une solution particulière de cette équation sous la forme xp(t)= X cos (ωt-φ) on 

trouve que l’amplitude X et la phase φ en régime stationnaire sont données par [119] : 

   222

0

cmk

FX
 

   et   










km
carctg 2
                  (A.2) 
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En introduisant dans l’équation A.2 : 

-la pulsation propre sans amortissement du système 

m
k

n                                                           (A.3) 

- la déflection statique qui serait engendrée par la force F0 

k/F0n                                                         (A.4) 

- le coefficient de qualité de la résonance 

c
m

Q n
                                                        (A.5) 

on trouve : 

        2/12

n

22

n

/Q/1/1
X






   et     

  








 

2

n

n1

/1
/Q/1

tag



     (A.6) 

L’amplitude normalisée X/δst et le déphasage φ sont tracés en fonction de la pulsation 

normalisée ω/ωn dans la figure A. 2. 

 

 

Figure A.2 : Variations théoriques de l’amplitude normalisée X/δst et de la phase φ en fonction 

de la fréquence normalisée ω/ωn au voisinage de la résonance pour différentes valeurs du 

coefficient de qualité Q 

 

          Les équations A.3 à A.6 et les courbes de la figure A.2 permettent de rappeler les 

caractéristiques de l’amplitude et de la phase d’une vibration forcée : 
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 L’amplitude de vibration X présente une résonance au voisinage de la pulsation propre ωn. ωn 

croit avec la rigidité k et décroît avec la masse m. La résonance est d’autant plus intense et 

étroite que le facteur de qualité Q de la résonance est élevé (amortissement plus faible). 

 

 L’amplitude à la pulsation propre ωn est X= Qδst. Si Q > 1/ √2, le maximum d’amplitude se 

produit en toute rigueur pour la pulsation : 

 2
nmax Q2/11                                                  (A.7) 

 L’amortissement a donc pour effet de décaler la résonance vers les basses fréquences. 

L’amplitude de vibration Xmax correspondante est égale à : 

 2
nmax Q4/11QX                                               (A.8) 

 Pour un amortissement très faible (Q2>>1), ω ≈ ωn et Xmax ≈ Qδst. Alors le facteur de qualité 

de la résonance peut être déterminé à partir de la relation : 

21

nQ





                                                     (A.9) 

où ω1 et ω2 sont les pulsations à gauche et à droite du maximum telles que X=Xmax/√2, 

 La courbe X/δst -ω/ωn est dissymétrique avec des amplitudes plus faibles au-delà de la 

résonance. 

 L’effet de l’amortissement est le plus important à la résonance. 

 La réponse est en retard sur l’excitation en dessous de la résonance et inversement au-delà.  

Pour un faible amortissement (Q élevé), la phase varie d’approximativement 180° autour de la 

résonance. La réponse et l’excitation deviennent donc en opposition de phase au-delà de la 

résonance. 

          Rappelons que le facteur de qualité est également défini de manière équivalente à partir 

de considérations énergétiques : 

période par ipéetotalediss énergie
 structurela dans eemmagasiné totale énergie2Q                     (A.10) 

 

La réponse totale d’un oscillateur discret amorti (solution particulière+solution homogène) de 

l’équation II.1-1 s’écrit: 
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)tcos(Xt
Q2
11coseX)t(x 0n

2
t

Q2
0

n






























                (A.11) 

où X0 et φ0 sont déterminés par les conditions initiales. 

L’équation A.11 montre que le régime permanent est atteint d’autant plus rapidement que la 

pulsation propre est élevée et le coefficient de qualité faible. 

 

A.2. Force harmonique appliquée à la base 

          Dans nos expériences les microdispositifs sont excités en vibration à partir du substrat. 

Dans le cas où la masse est excitée en vibration à partir de la base, l’équation du mouvement 

de l’oscillateur discret amorti devient : 

  0yxk
dt
dy

dt
dxc

dt
xdm 2

2







                                    (A.12) 

où y(t)=Y cos ωt est le déplacement de la base et x(t) celui de la masse. En regroupant les 

termes en x et en y on retrouve une équation de la même forme que l’équation A.1 : 

)tcos(AtcoskYtsincYky
dt
dyckx

dt
dxc

dt
xdm 2

2

         (A.13) 

où A= Y k[1+(cω/k)2]1/2 et α=arctg (-cω/k). 

La réponse est donc la même que celle d’une vibration forcée de la masse m en considérant 

une force d’amplitude A déphasée d’un angle α. En exprimant A et α en fonction de ωn et Q 

on obtient : 

2

n
2

2
n Q

11YmA 










   et  










nQ
1arctg


                        (A.14) 

En régime stationnaire l’amplitude vibration normalisée X/Y et la nouvelle phase φ'=φ+α sont 

donc, par analogie avec l’équation A.6 et après quelques calculs : 

      2
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    (A.15) 
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          Pour des vibrations faiblement amorties (Q2>>1) au voisinage de la résonance (ω≈ωn), 

l’expression de X/Y est voisine de l’expression précédente de X/δst. La courbe X/Y en fonction 

de ω/ωn a donc la même allure que la courbe de gauche de la figure A.2. En revanche l’allure 

de la phase φ’ en fonction de ω/ωn est nettement moins symétrique autour de ω/ωn=1 que 

celle de φ (figure A.3). 

 

 

Figure A.3 : Evolution de la phase autour de la résonance en fonction de la pulsation 

normalisée dans le cas d’une excitation de la base pour différentes valeurs du coefficient de 

qualité. 

 

          Enfin, en procédant de manière similaire que précédemment, on peut montrer que 

l’amplitude Z du déplacement relatif z=x-y de la masse par rapport à la base est reliée à celle 

de la base Y par la relation : 

       212
n

22
n

2
n

/Q/1)/(1

Y)/(
Z






                           (A.16) 

avec une expression de la phase identique à φ donnée par l’équation A.6. 

 

A.3 Vibrations non linéaires  

          Pour des vibrations de fortes amplitudes il peut être nécessaire de considérer des termes 

non linéaires des déplacements (et éventuellement des vitesses) dans l’équation de 

mouvement. L’équation du mouvement prend alors la forme : 
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tcosF)x(f
dt
dxc

dt
xdm 02

2

                                    (A.17) 

où f(x) est une fonction de dérivée dx/dt non constante. 

Lorsque la linéarité est due à la force de rappel, on peut considérer que f(x) est de la forme ax 

± bx3 (équation de Duffin) où le signe + correspond à un ressort de rigidité croissante (ressort 

dur) et le signe - à un ressort de rigidité décroissante (ressort mou) [119]. 

          Dans ce cas on observe au voisinage de la résonance un hystérésis de la courbe de 

l’amplitude de vibration en fonction de la fréquence (figure A.4). Ce phénomène peut être 

facilement observé dans le cas de microdispositifs minces. Il doit être évité lorsque l’on 

cherche à déterminer les fréquences de résonance avec précision. D’autre part lorsque les 

vibrations sont non linéaires, des vibrations sous harmoniques (ωk=ω/k, k entier) et sur 

harmoniques (ωk=kω) sont produites. Nous verrons que ces différents phénomènes 

caractéristiques des vibrations non linéaires peuvent être gênants pour l’analyse quantitative 

des vibrations de forte amplitude par vibrométrie interférométrique. 

 

 

Figure A. 4 : Effets non linéaires lorsque f est de la forme f=ax+bx3. A gauche cas où b>0 

(ressort dur), à droite cas où b<0 (ressort mou). 
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APPENDICE B 

VIBRATIONS LIBRES TRANSVERSES D’UNE MICROPOUTRE DE SECTION 

UNIFORME 

 

 

B.1. Micropoutres idéales 

          Dans cette analyse une micropoutre est considérée comme parfaite suivant les 

conditions citées au paragraphe 2.3.1.1. 

 

Figure B.1 : Schéma d’une micropoutre idéale. 

 

          Les vibrations des micropoutres utilisées pour la caractérisation des propriétés 

mécaniques sont essentiellement les vibrations transverses (en flexion verticale ou latérale). 

Les vibrations de torsion, difficiles à exciter et à mesurer ont, à ce jour, été peu exploité. Dans 

le cas de faibles amplitudes de vibration, l’équation décrivant les vibrations libres transverses 

(en flexion) d’une micropoutre (ou d’un micropont) non contraint et de section uniforme peut 

être obtenue en considérant que la micropoutre, de section A, de longueur L, et de densité ρ est 

soumise à un petit déplacement vertical u(x,t). 

L'accélération en chaque point de la poutre est 
2

2

t
u


 , la force d'inertie s'appliquant au petit 

élément de longueur dx est : 

2

2

t
uAdxdf




                                                (B.1) 

Sur les deux faces (en x et x+dx) de cet élément de longueur s'appliquent un moment de 

flexion M et des forces de cisaillement V. L'équation du mouvement est donc pour les forces: 

)dxx(V)x(V
t
uAdx
2

2





                                (B.2) 

 



106 
 

 
 

et pour les moments, la condition d'équilibre au point x : 

 

0)dxx(V.dx)x(M)dxx(M                             (B.3) 

 

Au premier ordre en dx ces deux équations deviennent respectivement : 

x
V

t
uA
2

2








                                              (B.4) 

0V
t

M



                                                   (B.5) 

Soit en remplaçant dans la première équation V par  
x

M

  en vertu de la seconde : 

2

2

2

2

x
V

t
uA






                                         (B.6) 

Or l'équation élémentaire de la flexion d'une poutre (relation d'Euler-Bernouilli) relie le 

moment de flexion et la déflexion : 

2

2

x
uYIM




  , où « Y » est le module d'Young effectif du matériau constituant la micropoutre, 

et « I » le moment d'inertie de la section droite de la poutre. 

L'équation du mouvement propre est donc : 

0
t

)t,x(uA
x

)t,x(uYI
2

2

4

4








                              (B.7) 

où u(x,t) est la déflexion dynamique à la position x ; Y le module d’Young effectif, ρ la densité 

du matériau constituant le microdispositif, I le moment d’inertie, et A l’aire de sa section. 

          Le premier terme décrit la force de rappel due à la rigidité en flexion YI, et le deuxième 

l’inertie liée à la masse par unité de longueur ρA. Pour une micropoutre ayant une section 

rectangulaire de largeur B et d’épaisseur H, on a A = BH et le moment d’inertie de la section 

par rapport à l’axe neutre situé à mi-hauteur est égal à : 

 
*A

3
2

12
BHdAzI                                      (B.8) 

En écrivant u comme le produit d'une fonction d'espace W et d'une fonction du temps T, on 

trouve : 
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En divisant par WT 
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  ,  fonctions seulement d’espace à gauche et seulement du temps à droite, 

donc deux fonctions égales à une constante  2A . 

On trouve ainsi une dépendance harmonique en temps T = eiωt et l’équation de la déformée : 

0W
YI
A

x
W 2

4

4



                                        (B.9) 

On cherchant W sous la forme d'une somme de fonctions exponentielles complexes





3

0i

x

i
ieaW   et en regroupant les termes conjugués de cette somme on écrit généralement la 

déformée sous la forme : 

)xsinhx(sinC)xsinhx(sinC
)xcoshx(cosC)xcoshx(cosC)x(W

43

21





                  (B.10) 

Les conditions aux limites en x=0 (courbure et cisaillement muls) et en x=L (déflexion et 

pente nuls) fixent alors les coefficients de la décomposition de W, donne pour solution 

l’équation : 

01LcoshLcos nn                                            (B.11) 

et permet de déterminer le terme : 
YI
A 2

4       

Ainsi, pour une micropoutre, les pulsations propres de résonances sont données par la 

formule : 

 
A

YI
L
L

A
YI

2

2

2





                                   (B.12) 

Dans le cas d’une micropoutre de section rectangulaire : 

 


 Y
L
h

12
L

2

2

n
n                                          (B.13) 

 

en posant λn = βn L et ω n = 2πf n, les fréquences propres de résonance sont données par la 

relation : 
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APPENDICE C 

MOMENT D’INERTIE DES MICROPOUTRES AVEC SECTION NON 

RECTANGULAIRE 

 

 

C.1. Micropoutre avec section en arcs de cercle de section 

          Dans le cas idéal (théorique) une micropoutre ou un micropont sont considérés comme 

étant de section rectangulaire (A=bh) (figure C.1) : 

 

Figure C.1 : Cas d’une section rectangulaire. 

 

Dans ce cas l’ordonnée du centre d’inertie y , le moment d’inertie Ix’ par rapport à l’axe x’ 

passant par le centre d’inertie et le moment d’inertie Ix par rapport à l’axe x, sont données 

respectivement par : 

2/hy   ;  
12
bhI

3

*'x   ;   
3

bhbh
2
h

12
bhI

33

*x 





    (C.1) 

ou  b représente la largeur et h l’épaisseur du microdispositif. 

Dans le cas réel lorsque le dispositif est délimité par une gravure isotrope, les extrémités 

forment des arcs de cercle de section comme le montre la figure C.2 : 

 

Figure C.2 : Profil d’un des flancs après gravure isotrope. 

 



110 
 

 
 

L’abscisse x  et l’ordonnée y  du centre d’inertie, ainsi que le moment d’inertie Ix par rapport 

à l’axe x de cet arc de cercle sont données respectivement par : 

)4(3
h2x


                                                           (C.2) 

 
)4(3
h)310(y







                                                    (C.3) 

4

*x h)
16
51(I 

                                                  (C.4) 

         Ainsi une micropoutre délimitée par une gravure isotrope peut être représenté par la 

figure C.3 : 

 

Figure C.3 : Profil de la section après une gravure isotrope. 

 

Et les principales étapes de calcul du moment d’inertie de la section sont : 

Ordonnée du centre d’inertie : 

     
2

32
3

1i ii h)4/1(2bh
h)310(6/12/bhA/Ayy







 


                  (C.5) 

Moment d’inertie par rapport à l’axe x : 

4
3

*x h)
16
51(2

3
bhI 

                                      (C.6) 

Moment d’inertie par rapport à l’axe passant par le centre d’inertie : 
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    (C.7) 

Le rapport moment d’inertie/aire de la section : 
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                  (C.8) 

 

C.2. Micropoutre avec section en Trapézoïdale 

 

Figure C.4 : Microdispositif de section trapézoïdale. 

 

Posons x =h tg(θ) , alors a = b +2h tg(θ) :  

L’ordonnée y  du centre d’inertie, le moment d’inertie Ix’ par rapport à l’axe x’, ainsi que la 

section A du trapèze sont données respectivement par : 

))(htgb(6
))(htg2b3(hy







                                          (C.9) 

 
))(htg2b2(36

))(htg2b())(htg2b(b4bhI
22

*'x 





             (C.10) 

)(tghbhA 2                                           (C.11) 

En faisant apparaitre l’aire Arect=bh de la section rectangulaire inscrite (largeur b, hauteur h) 

on trouve : 

))(tgb/h1(AA rect                                     (C.12) 

A varie linéairement avec le rapport h/b et tend vers Arect lorsque la largeur b augmente. De 

même, en faisant apparaitre le moment d’inertie Irect=bh3/12 de la section rectangulaire 

inscrite, on trouve après quelques simplifications : 
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            (C.13) 

Le rapport moment d’inertie/aire est donc : 
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