
UNIVERSITE DE BLIDA 1 

Faculté des Sciences 

Département de Mathématiques 

 

 THESE DE DOCTORAT   

                                                  En  Mathématiques  

                                   Spécialité : RECHERCHE OPERATIONNELLE  

 

 

ETUDE DE LA K-DOMINATION, LA K-INDEPENDANCE  

ET LA K-DOMINATION ROMAINE DANS LES 

GRAPHES 

Par 

Ahmed BOUCHOU  

 

Devant le jury composé de : 

F.  HANNANE Professeur, Univ. de Blida 1 Président 

M. BLIDIA 

M. CHELLALI 

Professeur, Univ. de Blida 1 

Professeur, Univ. de Blida 1 

Promoteur 

Examinateur 

M. AIDER Professeur, USTHB, Alger Examinateur 

I. BOUCHEMAKH Professeur, USTHB, Alger Examinatrice 

S. BOUROUBI 

H. KHEDDOUCI 

Professeur, USTHB, Alger 

Professeur, Univ. de Lyon 1  

Examinateur 

Invité 

 

Blida, 26 Avril 2015 



                                      

 

                                                                                                                                         

 

 

 

 

                                                                          A la mémoire de ma mère,  de mon père 

                                                                                              et  de mon frère 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



RESUME

Soit G = (V;E) un graphe simple d�ordre n et de taille m où V est l�ensemble des

sommets et E l�ensemble des arêtes. Pour un entier k � 1, un sous ensemble de sommets

D de V est dit ensemble k-dominant de G si tout sommet de V �D est adjacent à au moins

k sommets de D. On désigne par 
k(G) le cardinal minimum d�un ensemble k-dominant

de G. Un sous ensemble de sommets S de V est dit ensemble k-indépendant de G si le

degré maximum du sous graphe induit par S est au plus k � 1, et on désigne par �k(G)

le cardinal d�un ensemble k-indépendant maximum de G. Une fonction de k-dominant

romain sur G est une fonction f : V ! f0; 1; 2g telle que chaque sommet u pour lequel

f(u) = 0 est adjacent à au moins k sommets v1; v2; :::; vk avec f(vi) = 2 pour i = 1; 2; :::; k.

Le poids d�une fonction de k-domination romaine est la valeur f(V ) =
P

u2V f(u), le poids

minimum d�une fonction de k-domination romaine d�un graphe G est appelé le nombre de

k-domination romaine de G et il est noté 
kR(G).

Dans cette thèse, en premier lieu nous présentons de nouvelles inégalités entre les

paramètres �k(G), �j(G) et 
(G) avec 1 � j < k. Nous donnons quelques caractéri-

sations des graphes extrémaux. Ensuite nous presentons des relations entre �j(G) et

��(G), et nous donnons des caractérisation des graphes tels que �j(G) = ��(G) pour

j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g. En second lieu nous étudions la k-domination romaine, nous

donnons des relations entre le nombre de k-domination romaine 
kR (G) et le nombre

de domination romain 
R (G), de plus, nous donnons des caractérisation des graphes tel

que 
kR(G) = 
R(G) + c, et nous caractérisons les graphes sans fK1;3; K1;3 + eg tels que


kR(G) = 
R(G) + t, avec t 2 f2k � 3; 2k � 2;
�
n
3

�
g. Aussi nous etudions les graphes

k-romains pour k � 2. A la �n, nous étudiant la NP-complétude du problème de la

k-domination romaine pour les graphes bipartis et les graphes scindés.



ABSTRACT

Let G = (V;E) be a simple graph of order n, and of size m with vertex set V and

edge set E. For an integer k � 1, a subset D of V is k-dominating set if every vertex

of V � D has at least k neighbors in D and the k-dominating number 
k(G) is the

minimum cardinality of a k-dominating set of G. A subset S of V is k-independent set

if �(G [S]) < k, and the k-independent number �k(G) is the maximum cardinality of a

k-independent set. A Roman k-dominating function on G is a function f : V �! f0; 1; 2g

such that every vertex u for which f(u) = 0 is adjacent to at least k vertices v1; v2; : : : ; vk

with f(vi) = 2 for i = 1; 2; : : : ; k. The weight of a Roman k-dominating function is the

value f(V ) =
P

v2V f(v). The minimum weight of a Roman k-dominating function on a

graph G is called the Roman k-domination number 
kR(G).

In this thesis, �rstly we present new inequalities between parameters �k(G), �j(G)

and 
(G) with 1 � j < k. We give some characterizations of extremal graphs. Also we

present the relationship between �j(G) and ��(G), and we give characterization of graphs

with �j(G) = ��(G) for j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g. Secondly we study the Roman k-

domination, we give the relationship between the number of Roman k-domination 
kR (G)

and the number of Roman domination 
R (G). Moreover, we give characterization of

graphs such that 
kR(G) = 
R(G)+c, and we characterize the graphs without fK1;3; K1;3+

eg such that 
kR(G) = 
R(G) + t with t 2 f2k � 3; 2k � 2;
�
n
3

�
g. Also we study the k-

Roman graphs for k � 2. Finally, we study the problem of the complexity relative to the

Roman k-dominating number for bipartite graphs and split graphs.



 

 ملخص

                             

من . ضلاع لأا مجموعة E مجموعة الرؤوس و  Vحيث m عته سو  nبيانا بسيطا رتبته V,E( = G(ليكن     
 آان لكل رأس من إذا  Gمسيطرة في – kنهاأ  Vمن D ئيةمجموعة جز نقول عن. k ≥ 1 الصحيحاجل العدد 

V–D على الأقل k جوارا في D .بـ نرمز γk(G) للأصلي الأدنى لمجموعة-k  مسيطرة في G .نقول عن 
. Gفي  k-1على الأآثر S بـلبيان الجزئي المولد اآانت درجة  إذا G مستقلة في - kا أنه V منS  جزئيةمجموعة 
حيث  f : V         {0, 1, 2}، ونقول عن الدالة Gمستقلة في  k- لمجموعةلى علأللأصلي ا βk(G) بـ ونرمز

   أنها دالة  f(vi) = 2 ; i = 1, 2, …, kمع  v1, v2, … , vkرئس   kمجاورا ل  f(u) = 0مع   uآل رئس
k– وزن دالة . سيطرة رومانيةمk – سيطرة رومانية هو المقدارم f(u)   .f(V) =∑u∈V  الوزن الأصغر لدالة
k– سيطرة رومانية لبيان مG هو.γkR(G)   

 مميزاتنعطي بعض .  j < k ≥ 0حيث   βk(G), βj(G) و γ(G) الوسائط نستعرض علاقات جديدة بين لااو   
        البيانات التي تحقق مميزات، و نعطي βj(G)و β∆(G) ينطيالوس آذلك نستعرض علاقات بين. للبيانات الحدية

β∆(G)  =βj(G)  حيثj∈{1, 2, δ, δ-1, ∆-1}. ندرس أخيراk  – رومانية، نعطي علاقات بين السيطرة ال
    ،c  + γkR(G)  =γR(G) حيث G  البيانات مميزاتذلك نعطي إلى ، بالإضافة  γR(G)و  γkR(G) الوسيطين

               ، حيثt  + γkR(G) = γR(G)التي تحقق  {K1,3, K1,3+e}البيانات بدون مميزاتو نعطي 
.t∈{2k-3, 2k-2, [n/3]}   ال آذلك ندرس البياناتk – 2 رومانية من أجل≥k  . ندرس خير،الا في و 

  .البيانات  بعض في وارزميةخال اتالتعقيد
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INTRODUCTION

La Théorie des Graphes est une branche des mathématiques discrètes, en forte crois-

sance grâce à son rôle essentiel dans les sciences appliquées, incluant l�ingénierie et en

particulier l�informatique, mais aussi la biologie, la génétique ou encore les sciences so-

ciales. Généralement, les problèmes pratiques modélisables par les graphes sont de nature

combinatoire où il est souvent question de recherche de structures optimales particulières,

telles que clique maximum, stable maximum, coloration minimum ou dominant minimum.

Ce dernier problème dont l�origine remonte au 16eme siecle en Inde dans le jeu d�échec [64].

Le principe est de couvrir l�ensemble des cases par certaines pièces du jeu. Au début des

années 1850 [68], les amateurs d�échecs étaient intéressés à trouver le nombre minimum de

reines nécessaires à placer sur un échiquier de telle manière que chaque case soit occupée

par une reine ou bien peut être occupée en un seul mouvement par l�une des reines.

Plus d�un siècle plus tard, en 1962, Ore [76] a été le premier à publier sur la domination

dans les graphes et donna l�appelation actuelle du nombre de domination. La domination

a connue sa véritable expansion après les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [36].

Les deux livres de Haynes, et Hedetniemi Slater [61, 62] témoignent de la pertinence et de

l�intérêt accru de ce sujet dans les dernières années.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance

d�autres et nouveaux paramètres de domination. En e¤et beaucoup de paramètres de

domination ont vu le jour lorsqu�on impose à la domination une condition supplémentaire

dans le graphe considéré.

En 1984, lors d�une conférence à Kalamazoo (USA), Fink et Jacobson [48, 49] ont

introduit une généralisation de la domination et de l�indépendance, qui sont l�objet d�étude

dans cette thèse.

Nous nous sommes intéressés aussi à un autre type de domination; la domination

romaine dans les graphes, introduite par Cockayne et al [33] et motivée par un article de

Ian Steward dans Scienti�c American, intitulé "Defend the Roman Empire!" [84].

La notion de domination a gagné une grande popularité entre les chercheurs. Des

résultats plus récents peuvent être trouvés dans [30, 61, 62].
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Cette thèse est une contribution à l�étude de la k-domination, la k-indépendance et la

k-domination romaine dans les graphes.

Le problème qui se pose d�une manière naturelle est la détermination de la valeur de ces

paramètres, mais comme en général ce problème est NP-complet, nous nous penchons vers

ou bien la détermination de bornes à ces paramètres qui les encadrent le plus étroitement

possible, ou bien les déterminer exactement dans des classes particulières de graphes. Aussi

nous intéressons aux graphes extrémaux pour les bornes élaborées.

Ce document est composé de quatre chapitres dont voici une description rapide.

1. Notions générales sur les graphes : Nous rappelons d�abord les dé�nitions de base

liés à la théorie des graphes et nécessaires à la compréhension de cette thèse. Ensuite nous

donnont un aperçu sur la complexité algorithmique. En�n nous rappelons brièvement

la notion de la domination dans les graphes et nous dé�nissons quelques paramètres de

dominations.

2. La k-domination, la k-indépendance et la k-domination romaine : Nous abordons

le thème étudié et nous donnons un aperçu sur la k-domination, la k-indépendance et la

k-domination romaine dans les graphes. Nous donnons un recueil des principaux résultats

de la littérature liés à ces notions.

3. Des inégalités entre les paramètres de la k-indépendance dans les graphes : Dans

ce chapitre nous présentons de nouvelles relations entre les paramètres �k(G), �j(G) avec

1 � j < k. Aussi nous donnons quelques caractérisations des graphes extrémaux. Ensuite

nous présentons des inégalités entre �j(G) et ��(G), et nous donnons des caractérisation

des graphes avec �j(G) = ��(G) pour j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g.

4. Des inégalités entre les paramètres de la k-domination romaine, la domination

romaine et la k-domination : Ce chapitre est consacré à la k-domination romaine, nous

donnons des relations entre le nombre de k-domination romaine 
kR (G) et le nombre de

domination romaine 
R (G), de plus, nous donnons une caractérisation des graphes tel

que 
kR(G) = 
R(G) + c, et nous caractérisons les graphes sans fK1;3; K1;3 + eg tels que


kR(G) = 
R(G) + t. Ensuite nous étudions les graphes k-romains pour k � 2, nous

améliorons la borne 
kR(G) � 2
k(G) et nous caractérisons ces bornes. A la �n, nous

montrons que le problème de décision pour la k-domination romaine est NP-complet.
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CHAPITRE 1

Notions générales sur les graphes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et terminologie utilisées dans l�ensemble

de ce document. Dans la premiére partie, nous rappelons quelques dé�nitions de base

de la théorie des graphes, nous donnons un bref aperçu sur les paramètres structurels

d�un graphe. Ensuite nous citons quelques invariants de graphes; les notions propres à

un chapitre donné sont dé�nies dans le chapitre en question. Nous introduisons après la

notion de complexité algorithmique dans les graphes. En�n, nous rappelons brièvement

la notion de la domination dans les graphes et nous dé�nissons quelques paramètres de

domination tels: les nombres de domination, d�indépendance, de domination romaine.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans cette thèse, le lecteur est invité

à se référer aux ouvrages de Berge [2], Haynes, Hedetniemi et Slater [61] et de Chellali,

Favaron, Hansberg et Volkmann [9].

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Dé�nitions d�un Graphe

Un graphe G = (V;E) est la donnée de deux ensembles �nis, un ensemble de sommets V

et un ensemble d�arêtes E. Le cardinal de V est appelé l�ordre de G; noté par n (G) et le

cardinal de E est appelé la taille de G; noté par m (G). Une arête e 2 E est un couple de

sommets (u; v) notée par e = uv, où u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas

que u et v sont adjacents et que e est incidente à u et v. Une boucle est une arête dont

les deux extrémités sont confondues. Un graphe est dit simple s�il est sans boucles et sans

arêtes multiples. Tous les graphes considérés dans cette thèse sont simples et �nis.

Le voisinage ouvert d�un sommet v est NG(v) = fu 2 V j uv 2 Eg et le voisinage

fermé de v est NG[v] = NG(v) [ fvg. Pour un sous-ensemble S � V ; le voisinage ouvert
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est NG(S) =
S
v2S N(v) et le voisinage fermé NG [S] =

S
v2S N(v) [ S. Le degré d�un

sommet v 2 V noté dG(v) est égal au cardinal de son voisinage ouvert. On note par

NS (x) = NG (x) \ S et dS(x) = jNS(x)j. On notera par �(G) et �(G), respectivement, le

degré maximum et le degré minimum dans G. Un sommet de degré nul sera dit un sommet

isolé, un sommet de degré égal à un sera dit sommet pendant. Un sommet adjacent à un

sommet pendant sera dit sommet support et une arête adjacente à un sommet pendant

est appelée arête pendante.

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V;E) un graphe simple.

Pour un sous-ensemble S � V , le sous graphe induit par S noté par G[S] est le graphe

ayant S pour ensemble de sommets et dont les arêtes sont celles de E ayant leurs deux

extrémités dans S.

Pour un sous-ensemble U � E, le graphe partiel de G dé�ni par U noté GU est le

graphe dont les ensembles de sommets et d�arêtes sont respectivement V et U .

Le graphe complémentaire de G noté G est un graphe ayant le même ensemble de

sommets que G et une arête est dans G si elle n�est pas dans G.

Pour r � 2, un graphe est dit r-parti si l�on peut partitionner l�ensemble de ses sommets

en r sous-ensembles X1; X2; :::; Xr tels que les sous graphes G [X1] ; G [X2] ; :::; G [Xr] ne

contiennent aucune arête. En particulier, pour r = 2, le graphe G est appelé biparti. Si un

sommet dans un ensemble de partition Vi d�un graphe r-parti est adjacent à tout sommet

des autres ensembles fVj : j 6= ig pour tout sommet dans G, alors G est appelé multiparti

complet et noté par Kp1;p2;:::;pr avec pj = jXjj pour j 2 f1; 2; :::; rg.

Une chaîne P dans un grapheG = (V;E) est une séquence �nie de sommets v1; v2; :::; vk

de V telle que vivi+1 2 E pour tout 1 � i � k�1. L�entier k�1 représente la longueur de

la chaine P (au sens des arêtes) et les deux sommets v1 et vk sont appelés respectivement

extrémité initiale et extrémité �nale de la chaîne P . Une chaîne est dite élémentaire

(respectivement, simple) si tous ses sommets sont distincts (respectivement, toutes ses

arêtes sont distinctes). Une corde est une arête reliant deux sommets non consécutifs dans

une chaîne. Une chaîne minimale induite par n sommets, notée par Pn, est une chaîne
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élémentaire sans cordes.

Un arbre est un graphe ayant exactement n� 1 arêtes.

Une étoile, noté par K1;n, est un arbre à n + 1 sommets ayant au moins n sommets

pendants.

Une chenille C(t1; t2; :::; ts) est un arbre dont la supression de ses sommets pendants

donne une chaîne u1; u2; :::; us, où ti est le nombre de sommets pendants adjacents à ui.

Un cactus est un graphe, où toute arête appartient à au plus un cycle. Un graphe

contenant un seul cycle est appelé un unicycle.

Un graphe G est d-régulier si tous ses sommets sont de degré d et semi-régulier si

�(G)� �(G) = 1.

Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire

Cn induit par n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts.

Une subdivision S(G) d�un graphe G est le graphe obtenu en remplaçant chaque arête

uv de G par un sommet w et les deux arêtes uw et wv.

Etant donné un graphe F , un graphe G est dit sans F si G ne contient pas F comme

sous-graphe induit. Plus généralement, si F1; F2; :::; Fk sont k graphes et G ne contient pas

de sous-graphe induit Fi pour tout i, 1 � i � k, alors on dit que G est sans fF1; F2; :::; Fkg.

La notion de sous graphes induits est très importante en théorie des graphes car elle

permet de dé�nir des classes de graphes caractérisées par sous-graphes exclus ou interdits.

Par exemple, la classe des arbres est caractérisée par exclusion des cycles, la classe des

graphes bipartis est caractérisée par exclusion des cycles impairs, etc...

Parmi la liste des classes de graphes dé�nies par les sous graphes exclus on trouve la

classe des graphes sans gri¤e K1;3, la classe des graphes sans patte K1;3 + e, la classe des

graphes sans cycle C4, etc...(voir Figure 1.1).
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Figure 1.1.
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1.1.3 Quelques opérations sur les graphes

Etant donné deux graphes G1 = (V1; E1) et G2 = (V2; E2) avec V1 \ V2 = ;.

La G2-couronne de G1, c�est le graphe G1 �G2 obtenu d�une copie de G1 et jV1j copies

de G2 où le ii�eme sommet de G1 est adjacent à tous les sommets de la ii�eme copie de G2.

Lorsque G2 est une clique K1, G1 �K1 est appelé la couronne du graphe G1. Il est à noter

que l�ordre de G1 �K1 est 2 jV1j.

L�union de G1 et G2 est le graphe G1 [ G2 = (V1 [ V2; E1 [ E2), leur joint est le

graphe G1+G2 = (V1 [ V2; E1 [ E2 [ E1;2) où E1;2 = fxy : x 2 V1; y 2 V2g, et leur produit

cartésien G1�G2 est le graphe G = (V;E) tel que V = f(u; v) : u 2 V1 et v 2 V2g et deux
sommets (u1; u2) et (v1; v2) sont adjacents si u1 = v1 et u2v2 2 E(G2) ou u2 = v2 et

u1v1 2 E(G1).

1.1.4 Connexité

La relation � entre les sommets d�un graphe G est dé�nie comme suit : u � v si et

seulement s�il existe dans G une chaîne reliant u à v. La relation � est une relation

d�équivalence. Les sous-graphes induits par les classes d�équivalence de � sont appelés

composantes connexes deG. Le grapheG est dit connexe s�il possède une seule composante

connexe. Une forêt est un graphe ou chaque composante connexe est un arbre. Si G est

connexe, alors G est dit co-connexe. Les complémentaires des composantes connexes de

G sont appelées composantes co-connexes de G. Il est bien connu que pour tout graphe

G, G et G ne peuvent être tous les deux non connexes.

1.1.5 Invariants de graphes

Deux graphes sont dits isomorphes s�il existe une fonction bijective entre les ensembles des

sommets des deux graphes telle que deux sommets sont adjacents dans l�un des graphes si

et seulement si leurs images par la fonction bijective sont adjacentes dans l�autre graphe.

Si deux graphes sont isomorphes alors ils ont des propriétés communes. Ces propriétés

communes sont appelées invariants de graphes, en d�autres termes un invariant est une



16

propriéte stable par isomorphsime. Le nombre de sommets et d�arêtes sont deux invariants

de base d�un graphe.

Soit G = (V;E) un graphe simple d�ordre n. Nous dé�nissons ci-après quelques invari-

ants de graphes intervenant dans cette thèse.

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d�arêtes non-adjacentes deux à

deux. On notera par �0(G) la taille maximale d�un couplage dans G. Le couplage est dit

parfait dans G si �0(G) = n
2
.

Un stable dans G, est un ensemble de sommets deux-à-deux non-adjacents. La taille

d�un stable est égale au nombre de ses sommets. Un stable de G est maximum s�il est de

taille maximale dans G.

Une clique de G, est un ensemble de sommets adjacents deux-à-deux. La taille d�une

clique est égale au nombre de ses sommets. Une clique de G est maximum si elle est de

taille maximale dans G.

Un transversal dans un graphe G est un ensemble de sommets W � V tel que chaque

arête de G a au moins une extrémité dans W . La taille d�un transversal est égale au

nombre de ses sommets. Un transversal de G est minimum s�il est de taille minimale dans

G.

1.2 Problèmes de graphes

Beaucoup de problèmes sont réputés di¢ ciles en théorie des graphes. Dans cette sec-

tion, nous introduisons quelques éléments de base sur la complexité algorithmique et nous

dé�nissons quelques problèmes que l�on rencontre dans cette thèse.

1.2.1 Notion de complexité

Un algorithme est une procédure de résolution composée d�une suite �nie d�opérations

élémentaires qui, pour toute instance du problème à traiter, transforme les données initiales

(entrées) en résultats (sorties). Le mot "algorithme" vient du nom du mathématicien Al

Khawarizmi (9�eme siecle) qui a fournit le premier algorithmique pour résoudre les équations

linéaires et quadratiques.
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Un problème d�optimisation combinatoire consiste à déterminer un meilleur élément

parmi un nombre �ni d�éléments mais souvent très élevé. Pour ce type de problèmes,

il est nécessaire de mesurer l�e¢ cacité de tout algorithme mis en oeuvre. Ainsi, pour

comparer les performances de plusieurs algorithmes résolvant un même problème, il existe

une mesure basée sur leur temps d�exécution; c�est la complexité en temps.

L�analyse de la complexité d�un algorithme donne une estimation de son temps d�exécu-

tion, exprimé en termes du nombre d�opérations élémentaires, en fonction de la taille de

l�entrée, exprimée en termes du nombre de caractères nécessaires pour coder les données

du problème. La notation de Landau O est utilisée pour donner une majoration du nombre

d�opérations e¤ectuées en fonction de la taille de l�entrée

La notion d�algorithme e¢ cace ou polynomial a été introduite par J. Edmonds [43].

Un algorithme est dit polynomial si le nombre d�opérations élémentaires T (n), nécessaire

pour résoudre un problème de taille n, est borné par un polynôme en n, c�est-à-dire, si

T (n) � c:nk (c et k étant des constantes). Un tel algorithme est dit de complexité O(nk).

Un problème de décision est un problème dont la réponse attendue est de type �oui�

ou �non�. La théorie de la complexité fournit une classi�cation des problèmes de décision

selon leur niveau de di¢ culté.

Un problème de décision est dit appartenir à la classe P (classe facile), s�il existe un

algorithme polynomial pour le résoudre. Plusieurs problèmes de graphes appartiennent à

P, tels : la connexité, le couplage parfait, le plus court chemin, le �ot maximum, l�arbre de

poids minimum etc.

Un problème de décision est dit appartenir à la classe NP s�il existe, pour toute instance

dont la réponse est �oui�, un certi�cat véri�able en temps polynomial en la taille des

données. La classe NP (Non déterministe Polynomial) réunit les problèmes de décision

qui peuvent être résolus en temps polynomial par un algorithme non déterministe. Nous

retrouvons dans cette classe, tous les problèmes classiques en théorie des graphes, tels :

l�indépendance, la coloration la domination etc.

Evidemment, P � NP. Mais la classe NP contient des problèmes pour lesquels on ne

connaît pas d�algorithme polynomial de résolution. De ce fait, une question majeure reste

posée à ce jour : Est-ce que P = NP?
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Plusieurs classes de complexité sont dé�nies à l�aide de réductions. Une réduction est

une transformation d�un problème P1 à un autre problème P2, s�il existe un algorithme

pour P1 qui fait appel à un algorithme de résolution de P2. On dit que P2 est au moins aussi

di¢ cile que P1. Il existe plusieurs réductions, la plus utilisée est la réduction polynômiale.

Un problème de la classe NP est dit complet, si tout problème dans NP peut lui être

réduit en temps polynomial. En d�autres termes, s�il existait un algorithme polynomial

permettant de résoudre un problème NP-complet, alors il existerait un algorithme polyno-

mial pour tous les problèmes de la classe NP, et on aurait l�égalité P = NP. Les problèmes

NP-complets sont les plus di¢ ciles de la classe NP.

Il est montré par Ladner [69] que si P 6= NP alors ils existent des problèmes qui ne

sont ni dans P, ni NP-complet, ils sont dits NP-intermédiaire.

Il existe un lien fort entre un problème de décision et un problème d�optimisation.

En fait, la plupart des problèmes de décision ont une version d�optimisation. Les prob-

lèmes d�optimisation associés aux problème de décision NP-complets sont quali�és de NP-

di¢ ciles. Un problème NP-di¢ cile (ou NP-dur) est un problème au moins aussi di¢ cile

qu�un problème NP-complet.

Pour une présentation plus complète, le lecteur peut consulter l�article de Cook [39],

ou l�ouvrage de Garey et Johnson [53].

A noter que pour une sous classe de graphes H d�une classe G, si un problème Q est

NP-complet pour H alors il l�est pour G. Et, un algorithme qui résout Q pour G, le résout

aussi pour H.

Notons que, dans les graphes, la taille d�une instance est jV j+ jEj.

1.2.2 Quelques problèmes de décision NP-Complets

Le premier problème NP-Complet a été trouvé par Cook qui a montré que SAT (Satis-

faisabilité) était complet et tout problème de décision est polynomialement réductible à

SAT. Parmi les premiers problèmes de décision connus NP-complets sont les problèmes :

Problème: CLIQUE

Entrée : Un graphe G = (V;E) et un entier p � jV j.
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Question : Y a-t-il un sous-ensemble K � V de cardinalité p tel que 8x; y 2 K,

xy 2 E?

Complexité : NP-complet.

Problème: STABLE (INDEPENDENT)

Entrée : Un graphe G = (V;E) et un entier p � jV j.

Question : Y a-t-il un sous-ensemble S � V de cardinalité p tel que 8x; y 2 S, xy =2 E?

Complexité : NP-complet.

Problème: TRANSVERSAL

Entrée : Un graphe G = (V;E) et un entier p � jV j.

Question : Y at-il un sous-ensemble C � V de cardinalité au plus p tel que pour toute

arête xy 2 E, soit x 2 C ou y 2 C?

Complexité : NP-complet même pour les graphes bipartis et les graphs scindés [53].

Il su¢ t pour cela de remarquer que le problème de laClique dans un grapheG = (V;E)

est équivalent au problème du Stable dans le graphe complémentaire de G.

Le problème du Stable se réduit polynomialement au problème du Transversal

puisque si S est un stable, T = V � S est un transversal dans G = (V;E).

1.3 Aperçu sur la domination

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d�échec. Le principe est de couvrir

(dominer) l�ensemble des cases par certaines pièces du jeu. L�idée semble remonter au 16eme

siecle en Inde (Voir [64]). En 1862, De Jaenisch [68] posa le problème suivant: Déterminer

le nombre minimum de reines à placer sur l�échiquier de telle manière que chaque case

soit occupée par une reine ou bien peut être occupée en un seul mouvement par l�une des

reines. Pour un échiquier 5 � 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 � 8 le

nombre minimum est 5. Le nombre minimum pour un échiquier n � n reste indéterminé

jusqu�à présent. Pour plus de détails voir [51].

En 1958, Claude Berge [2] donna une formulation de la domination dans les graphes

orientés. Le nombre de domination s�appelait alors coe¢ cient de stabilité externe.
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L�appelation actuelle du nombre de domination est due à Ore [76] en 1962. La domi-

nation n�a connue sa veritable expansion qu�après la parution de l�article de Cockayne et

Hedetniemi [36] en 1977.

Depuis, l�étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a

donné naissance à plusieurs paramètres de domination dont la résolution est NP-Complet

(Voir [23, 70, 71]). Une étude approfondie de quelques types de domination fera l�objet des

prochains chapitres. Ainsi beaucoup de voies de recherche sont à explorer, par exemple: la

recherche d�algorithmes polynomiaux, détermination des bornes supérieures et inférieures,

etc....

En 1990, Un numéro spécial de la revue Discrete Mathematics édité par Hedetniemi

et Laskar a été consacré entièrement à la domination dans les graphes. Dans ce numéro,

Hedetniemi et Laskar [64] ont inclus une liste de quelques 400 références. On dénombre

actuellement quelques 200 types de domination (certains ont été dé�nis avec des applica-

tions pratiques) et plus de 3000 références dans le domaine.

Pour un aperçu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables de

Haynes, Hedetniemi et Slater ([61, 62]).

1.3.1 La domination

Soit G = (V;E) un graphe simple.

Un sous ensemble de sommets D � V de G est dit ensemble dominant si tout sommet

V �D est adjacent à au moins un sommet de D.

Un ensemble dominant D est dit dominant minimal si aucun sous ensemble propre de

D n�est un ensemble dominant.

Le nombre de domination inférieur ( appelé nombre de domination), noté 
(G), d�un

graphe G représente la cardinalité minimum d�un ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé 
(G)-ensemble,

on note qu�un graphe G peut avoir plusieurs 
(G)-ensembles.

La cardinalité maximum d�un ensemble dominant minimal est appelée nombre de dom-

ination supérieur, et est noté par �(G).
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Dans la littérature, il existe d�autres dé�nitions équivalentes aux ensembles dominants

dans les graphes. En voici des exemples:

Un ensemble D � V est un dominant si pour tout v 2 V , jN [v] \Dj � 1,

Un ensemble D � V est un dominant si pour tout v 2 V �D, jN (v) \Dj � 1,

Un ensemble D � V est un dominant si N [D] = V .

Par exemple pour le graphe K2;3 de la Figure 1.2, 
(G) = 2, et fu; vg, fu; xg et fv; zg

sont des 
(G)-ensembles. �(G) = 3 et fx; y; zg est l�unique �(G)-ensemble.
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Figure 1.2. Le graphe K2;3

Cockayene, Goodman et Hedetniemi 1975 [35] ont construit le premier algorithme

linéaire pour la détermination du nombre de domination de tout arbre. Johnson 1975 [53]

était le premier qui a montré que le problème de détermination du nombre 
(G) pour

un graphe arbitraire est NP-complet, En outre, Dewdney 1981 [41], Chang et Nemhauser

1984 [28], Bertossi 1984 [4], indépendement, ont montré que le problème reste NP-complet,

même si l�on se restreint aux graphes bipartis. Booth et Johnson 1982 [23] ont montré que

le problème reste aussi NP-complet pour les graphes triangulés.

La domination est utilisée dans beaucoup de situations concrètes et son développe-

ment théorique a énormément contribué dans la résolution de problèmes pratiques comme

les problèmes relevant des réseaux de communications, les systèmes de surveillances (par

Radars), les systèmes électriques, les réseaux informatiques et d�autres. Le côté pratique

et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance d�autres et nouveaux

paramètres de domination, en e¤et beaucoup de paramètres de domination ont vu le jour

lorsqu�on impose à la domination une condition supplémentaire dans le graphe considéré.

Cette condition peut être intérieure à l�ensemble dominant, extérieure à l�ensemble domi-

nant ou bien intérieure et extérieure en même temps à l�ensemble dominant, par exemple:
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-Imposer la condition que le nombre de voisin dans l�ensemble de chaque sommet

extérieur soit supérieur ou égale à k, donne l�ensemble k-dominant.

-Imposer la condition que le sous graphe induit par l�ensemble dominant soit de degré

maximum k � 1, donne l�ensemble k-indépendant.

Comme on peut imposer simultanément des conditions des deux types, par exemple

un dominant double est un dominant sans sommet isolé qui domine au moins deux fois

tout sommet extèrieur.

A titre d�exemple, considérons quelque types de domination qui nous intérèssent dans

les prochains chapitres.

La domination multiple : Un sous ensemble D de V est dit dominant multiple (ou k-

dominant) de G si tout sommet de V �D possède au moins k voisins dansD. Le nombre de

domination multiple (ou nombre de k-domination), noté par 
k(G), est la taille minimum

d�un ensemble dominant multiple de G. La k-domination a été introduite par Fink et

Jacobson en 1984.

Pour son application, on considère le problème de localisation des radars pour contrôler

une région donnée: Un certain nombre de points stratégiques a; b; c;.... (les cellules) sont

surveillés par des unités militaires pourvues de radars; on exige que chaque cellule soit

surveiller par au moins k radars. Le problème consiste à déterminer le nombre minimum

de radars à installer ainsi que leur emplacement de telle manière à contrôler toutes les

cellules en respectant la contrainte de la k-domination pour chaque cellule.

1.3.2 L�indépendance

Une autre notion est apparue avant la notion de domination, c�est la notion d�indépendance

(stabilité). Ainsi, un sous ensemble de sommets S � V d�un graphe G est appelé indépen-

dant s�il n�existe pas deux sommets adjacents dans S.

Un ensemble indépendant S est dit indépendant maximal si aucun sur-ensemble de S

n�est un ensemble indépendant.
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Cette notion est reliée à celle de la domination par le fait qu�un indépendant est maxi-

mal (au sens de l�inclusion des ensembles) est un dominant. La cardinalité maximum (resp.

minimum) des ensembles indépendants maximaux S est appelée nombre d�indépendance

supérieur (resp. nombre d�indépendance inférieur) de G, noté par �(G) (resp. i(G)).

Pour le graphe K2;3, représenté dans la Figure 1.2, les deux ensembles de sommets,

fu; vg et fx; y; zg sont des ensembles indépendants maximaux. L�ensemble fx; y; zg est

l�ensemble indépendant maximal le plus large, il s�ensuit que �(K2;3) = 3, et l�ensemble

indépendant maximal le plus petit est fu; vg, et donc i(K2;3) = 2.

La proposition suivante donne un résultat intuitif, reliant l�indépendance maximal et

la domination minimale dans un graphe.

Proposition 1.1. [49]Pour un graphe G.

1. Tout ensemble indépendant maximal dans G est un dominant minimal de G.

2. Un ensemble indépendant est maximal si et seulement si il est dominant. Et un

ensemble indépendant et dominant est un dominant minimal.

La Proposition précédente a pour conséquence immédiate la chaîne d�inégalités de

Cockayne, Hedetniemi et Miller [37] reliant les quatre paramètres:


(G) � i(G) � �(G) � �(G): (1.1)

Le problème de la détemination de �(G) a été montré qu�il est NP-complet pour un

graphe arbitraire par Garey et Johnson dans 1975 [53]. Aussi, Fricke, Hedetniemi, et

Jacobs 1998 [52] ont montré que le problème reste NP-complet pour la classe des graphes

réguliers. Dayckin et Ng 1966 [40], ont fourni le premier algorithme pour la détermination

de �(G) pour les arbres. En 1972, Gvaril [54] a montré que le problème peut être resolu

en un temps polinomial si l�on se restreint aux graphes triangulés. Il est bien connu qu�il

existe un algorithme polynomial pour résoudre ce problème dans les graphes bipartis, car

�(G) = n � �0(G) pour les graphes bipartis, et �0(G) peut être déterminé en un temps

polynômial pour tout graphe G (Voir [43]).
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1.3.3 La domination romaine

Nous nous sommes intéressés aussi à un autre type de domination est la domination

romaine dans les graphes, introduite par Cockayne et al [33], et motivée par un article de

Ian Steward dans Scienti�c American, intitulé "Defend the Roman Empire!"[84].

Soit G = (V;E) un graphe simple. Une fonction de domination romaine (RDF) sur G

est une fonction f : V �! f0; 1; 2g tel que chaque sommet u avec f(u) = 0 est adjacent à

au moins un sommet v avec f(v) = 2. Le poids de f est la valeur f(V ) =
P

u2V f(u). Le

poids minimum de f est appelé le nombre de domination romaine de G, noté 
R(G).

Chaque sommet dans notre graphe représente une ville dans l�empire romain. Une

ville (sommet v) est considérée non-sécurisée si elle n�a aucune légions (i.e., si f(v) =

0) et elle est sécurisée sinon (i.e., si f(v) 2 f1; 2g). Une ville non-sécurisée (sommet

v) peut être sécurisée par l�envoi d�une légion d�une ville v voisine (sommet adjacent).

Mais l�empereur Constantine, en 4�eme ciècle A.D, décrétat que toute ville qui n�a pas de

légions pour la sécuriser (f(u) = 0) doit être voisine à aumoins une autre ville qui a deux

legions (f(v) = 2). Si la 1�ere serait attaquée, alors la 2�eme pourait déployer une légion

pour la protéger sans qu�elle devient vulnérable elle même. De cette manière, l�empereur

Constantine pouvait défendre tout l�empire romain. Comme le maintient d�une légion à

une ville coute chère. L�objectif de l�empereur, est de minimiser le nombre total de légions

nécessaires pour protéger tout l�empire. Le probème est généralisé pour un graphe. Une

fonction de domination romaine de poids 
R(G) corresponds à une a¤ectation optimale

des légions aux villes.

Soit (V0; V1; V2) une partition ordonné de V induite par f , on écrit f = (V0; V1; V2), où

Vi = fv 2 V (G) : f(v) = ig pour i = 0; 1; 2.

Cockayne et al. [33] ont donné des relations entre le nombre de domination romaine

et le nombre de domination d�un graphe G:


(G) � 
R(G) � 2
(G): (1.2)

Dans sa thèse 2000 [42], Dreyer a construit un algorithme linéaire pour la détermination du

nombre de domination romaine pour tout arbre. En outre, Schnupp 2006 [83] a montré que
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le problème de détermination du nombre 
R(G) pour un graphe arbitraire est NP-complet,

même si l�on se restreint aux graphes bipartis, graphes scindés ou graphes planaires.

Dans cette thèse nous ne considérons que l�aspect théorique de ces problèmes. Comme

les paramètres de domination sont di¢ ciles à déterminer (problème d�optimisation com-

binatoire NP-di¢ ciles) et en l�abscence de valeurs exactes pour ces paramètres, on est

amené vers la recherche de bornes supérieures et inférieures simples à véri�er, c�est à dire

qu�elles soient en fonction de l�ordre n de G, degré maximum �, degré minimum �, etc...

Chercher les graphes extrémaux, c�est à dire caractériser les graphes pour lesquelles ces

bornes sont atteintes. Nous recherchons des inégalités entre certains d�entre eux ainsi

que des conditions permettant d�obtenir l�égalité. Une autre approche classique dans les

problèmes d�optimisation combinatoire, est d�essayer de trouver une bonne approximation

sous forme d�une fonction en n, �, � ou d�une liaison entre les paramètres de domina-

tion. L�étude porte en général sur, la relation entre ces paramètres, la détermination des

bornes supérieures et inférieures pour une fonction f(�(G); '(G)) de deux paramètres, la

comparison entre deux paramètres pour certaines classes de graphes.
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CHAPITRE 2

La k-domination, la k-indépendance et la

k-domination romaine

En 1984, lors d�une conférence à Kalamazoo (USA), Fink et Jacobson ont introduit

la généralisation de la domination et de l�indépendance dans les graphes. Les papiers

[48, 49] parus dans les actes de la conférence contiennent les dé�nitions de ces nou-

veaux paramètres, quelques propriétés et deux conjectures. La première a été prouvée

par Favaron [44] et la deuxième fait l�objet de notre travail.

Nous allons consacrer ce chapitre (composé de cinq sections) à l�état d�art sur la k-

domination, la k-indépendance et la k-domination romaine dans les graphes. Nous présen-

tons d�une manière détaillée quelques résultats suivis de certaines améliorations.

Dans la première section, nous dé�nissons les notions de la k-domination et la k-

indépendance dans les graphes et nous donnons quelques propriétés. Dans la deuxième

section, nous donnons des inégalités et égalités entre deux paramètres de domination de

même type et de types di¤érents. Dans la troisième section, nous donnons des bornes

sur les paramètres 
k et �k et quelques caractérisations des graphes extrémaux. Dans la

section 4, nous présentons des relations de type Nordhaus-Gaddum sur 
k et �k. En�n la

dernière section sera consacré aux résultats sur la k-domination romaine.

Certains résulats présentés dans ce chapitre ont fait l�objet de publications et de com-

munications, citons les revues «Studia Informatica Universalis» [11] et «Ars Combina-

torica» [12], et les colloques internationaux ISOR�08 (Alger) [14], COSI�09 (Annaba) [15],

DIMACOS�11 (Maroc) [16].
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2.1 Dé�nitions et propriétés

2.1.1 La k-domination

Dé�nition 2.1. [48] Soient G un graphe et k un entier positif. Un sous ensemble S de

V est un k-dominant de G si tout sommet de V �D a au moins k voisins dans D.

Dé�nition 2.2. [48] Soient G un graphe et k un entier positif. Un k-dominant de G est

minimal si pour tout sommet x dans D, D � fxg n�est pas un k-dominant.

Etant donné que l�ensemble V de sommets d�un graphe G est k-dominant, Fink et

Jacobson [48] ont donné une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un k-dominant soit

minimal dans un graphe G.

Théorème 2.3. [48] Soit D un ensemble k-dominant d�un graphe G. Alors D est minimal

si et seulement si pour tout sommet v 2 D,

1. v a moins de k voisins dans D, ou

2. il existe un sommet u 2 N(v) \ (V �D) tel que jN(u) \Dj = k.

Les cardinalités minimum et maximum d�un k-dominant minimal d�un graphe G sont

notés par 
k(G) et �k(G), où 
k(G) est appelé le nombre de k-dominantion.

De ce qui précède, nous avons les propriétés générales suivantes.

1. Tout sur-ensemble d�un ensemble k-dominant est k-dominant.

2. Un k-dominant contient au moins k sommets, d�où 
k(G) � k pour tout graphe G.

3. Tout ensemble k-dominant contient tous les sommets de degré plus petit que k.

4. Tout ensemble k-dominant est k0-dominant pour k0 < k � �+1, et donc la séquence

(
k) est croissante. De plus V est le seul (�+1)-dominant minimal mais n�est pas un

�-dominant minimal. On en déduit que pour tout graphe G, 
�(G) < 
�+1(G) =

��+1(G) = n.
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2.1.2 La k-indépendance

Dé�nition 2.4. [48] Soient G un graphe et k un entier positif. Un sous ensemble S de

V est un k-indépendant si tout sommet de S a moins de k voisins dans S, ou encore si

�(G[S]) � k � 1.

Dé�nition 2.5. [48] Soient G un graphe et k un entier positif. Un k-indépendant S de

G est maximal si pour tout sommet x dans V � S, S [ fxg n�est pas un k-indépendant.

De même, nous donnons ci-dessous les conditions dans lesquelles un ensemble k-

indépendant d�un graphe G est maximal.

Théorème 2.6. [30] Soit S un ensemble k-indépendante d�un graphe G. Alors S est

maximal si et seulement si pour tout sommet v 2 V � S,

1. v est adjacent à au moins k sommets de S, ou

2. v est adjacent à un sommet u 2 S qui a exactement k � 1 voisins dans S.

Les cardinalités minimum et maximum d�un k-indépendant maximal de G sont notés

ik(G) et �k(G), où �k(G) est appelé le nombre de k-indépendance.

De ce qui précède , nous avons les propriétés générales suivantes.

1. Tout sous-ensemble d�un k-indépendant est k-indépendant.

2. Tout ensemble de k sommets est k-indépendant d�où ik(G) � k pour tout graphe G.

3. Tout ensemble k0-indépendant est k-indépendant pour k0 � k � � + 1, et donc la

séquence (�k) est croissante. De plus V est le seul (� + 1)-indépendant maximal

mais n�est pas un �-indépendant. On en déduit que pour tout graphe G, ��(G) <

��+1(G) = i�+1(G) = n.

2.1.3 Autres propriétés

Proposition 2.7. [45] Soient G un graphe et k un entier positif. Alors
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1. Tout sous-ensemble S de V à la fois k-indépendant et k-dominant ( s�il en existe )

est k-indépendant maximal.

2. Tout sous-ensemble S de V à la fois k-indépendant et k-dominant ( s�il en existe )

est k-dominant minimal.

Remarque 2.8. [45] Pour k � 2, un ensemble S, k-indépendant maximal n�est pas néces-

sairement k-dominant. La couronne d�un cycle Cn � K1 est un exemple, en e¤et V (Cn)

est un ensemble 3-indépendant maximal, mais pas un ensemble 3-dominant.

En 1989, Jacobson et Peters [66] ont montré que la détermination des nombres 
k(G)

et �k(G) pour un graphe arbitraire est NP-complet et ont donné des algorithmes linéaires

dans les arbres et dans les graphes série-parallèles.

En 1994, Bean, Henning et Swart [1] ont montré que le problème reste NP-complet

dans les graphes bipartis et les graphes triangulés pour 
k(G).

Notons qu�un ensemble k-indépendant est parfois appelé (k � 1)-dépendante [48, 49],

k-dépendante [67], (k � 1)-small [65]. De plus, le terme k-domination est parfois utilisé

pour la domination k-distance introduite par Meir et Moon [75].

Pour k = 1 on retrouve les paramètres de la domination est de l�indépendance usuelles


(G), �(G), i(G) et �(G).

2.2 Des inégalités et égalités entre deux paramètres

2.2.1 Des relations entre deux paramètres de même type

Graphes généraux:

Nous avons vu dans l�introduction que la suite (
k) est croissante. Dans [48, 49], Fink

et Jacobson ont soulevé la question de la vitesse à laquelle le nombre de k-domination

augmente avec k.

Théorème 2.9. [48] Soit G un graphe avec � � k � 2. Alors on a:


k(G) � 
(G) + k � 2: (2.1)
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Dans [49], Fink et Jacobson ont proposé une conjecture généralisant la propriété


(G) < 
3(G) sous la forme 
k(G) < 
2k+1(G) pour tout graphe G et tout entier k � �.

Cette inégalité a été prouvée dans le cas k = 2 par Chen et Jacobson [31] pour � � 2.

Théorème 2.10. [31] Pour tout graphe G avec � � 2, on a: 
2(G) < 
5(G):

Le théorème précédent est le meilleur possible dans la mesure où il existe une in�nité

de graphes G avec un degré minimum au moins 2 et ayant 
2(G) = 
4(G).

Mais Schelp a construit une famille de graphes contredisant la conjecture pour un entier

pair k � 8. La conjecture donc a été modi�ée et reste ouverte sous la forme suivante.

Conjecture 2.11. [49] Il existe une application f : N �! N telle que 
k(G) < 
f(k)(G)

pour tout graphe G et tout entier k � �.

D�après l�exemple de Schelp, si la conjecture est vraie alors f(k) > k2+2k
4
. Nous donnons

ci-dessous quelques autres résultats relatifs à ce sujet.

Une telle fonction f ne peut pas exister dans les graphes en général, pour la séquence

(�k), car l�étoile K1;n satisfait �(K1;n) = �2(K1;n) = ::: = �n�1(K1;n) = n� 1.

Des problèmes similaires n�existent pas pour les séquences (ik) et (�k). Des exem-

ples, donnés par Favaron dans [45], montrent que (ik) et (�k) ne sont pas nécessairement

monotone: Pour la chenille C(2; 0; 2), �2(G) = 6 > �3(G) = 5 et pour la K2-courronne de

C3, i1(G) = 5 > i2(G) = 4 (voir Figure 2.1).
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Figure 2.1.
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Théorème 2.12. [88] Pour tout graphe G et tout entier k � � � 1, on a:


k+1(G) �
n+ 
k(G)

2
:

Le graphe obtenu à partir d�une clique B d�ordre k et p � k cliques Ai d�ordre 2 en

ajoutant toutes les arêtes entre B et les Ai véri�e n = k + 2p, � = k + 1, 
k(G) = k et


k+1(G) = k + p = (n+ 
k(G))=2 (voir Figure 2.2).

Dans [88], Volkmann a caractérisé les graphes connexes sans P4 avec la propriété que

G est sans K4 � e atteignant l�égalité dans le Théorème 2.12.
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Figure 2.2. Le graphe G

Théorème 2.13. [47] Pour tout graphe G d�ordre n, et tous entiers k et k0 avec 1 � k �

k0 � �, on a:


k (G) +

�
k0 � k + 1
2k0 � k

�

k0 (G) � n:

Théorème 2.14. [7] Pour tout graphe G et tous entiers j, k avec 1 � j � k, on a:

1. �k+1(G) � �j(G) + �k�j+1(G).

2. ik+1(G) � (k� j+2)ij(G). L�égalité ne peut se produire que lorsque j = 1 ou j = k.

Par le Théorèmes 2.14, on a �k+1(G) � (k + 1) �(G) et ik(G) � (k + 1) i(G).

Classes particulières de graphes:

Les résultats suivants établissent la conjecture de Fink et Jacobson avec détermination

de f(k) dans la classe des graphes sans K1;3 ou dans des sous-classes de cette classe, ainsi

que des propriétés de même nature portant sur �k.



32

Théorème 2.15. [49] Si G est sans K1;3 et 2 � k � �, alors on a:


k(G) < 
2k(G):

Théorème 2.16. [45] Si G est sans K1;3 et k � �, alors on a:

�k(G) < �2k+1(G):

Théorème 2.17. [11] Soit G un graphe et k un entier positif avec k � �+ 1. Si G est

cubique sans K1;3 ou G est 4-régulier sans fK1;3; C4g alors on a:


k(G) < 
k+1(G) et �k(G) < �k+1(G):

Nous nous concentrons sur la classe de graphes sans fK1;3; K1;3+eg pour laquelle nous

caractérisons les graphes tels que 
k+1(G) < 
k(G) et �k(G) < �k+1(G) pour tout entier

positif k � 1. A cet e¤et, voici d�abore un résultat qui donne la structure des graphes

sans fK1;3; K1;3 + eg, établi par Bouchou, Blidia et Chellali dans [20]. Notons que Hn est

le graphe complet d�ordre n moins un couplage parfait. Le graphe Kp + Hq, est le joint

d�une clique Kp et d�un graphe Hq, où p � 1 et q � 2 (voir Figure 2.3).
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Figure 2.3.

Lemme 2.18. [20] Si G est un graphe connexe sans fK1;3; K1;3+ eg, alors G = Kp+Hq,

où p+ q = n et p � 1 et q est un entier positif pair, ou G 2 fPn; Cn; Kn; Hng.

Preuve. Soit G un graphe connexe sans fK1;3; K1;3 + eg. Il est clair que si � � 2,

alors G 2 fPn; Cng. Supposons donc que � � 3 et soit y un sommet de G de degré

maximum �. On pose A = NG(y). Comme G est sans fK1;3; K1;3+ eg, pour tout sommet

x de A, � � 2 � jNG(x) \ Aj � � � 1. Si jNG(x) \ Aj = � � 1 pour tout x de A, alors

V = A [ fyg et donc G = K�+1. Maintenant on suppose que A contient deux sommets

non adjacents x et x0. Etant donné que chaque sommet de A a au moins � � 2 voisins
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dans A, on obtient jNG(x) \ Aj = jNG(x0) \ Aj = �� 2. Il en résulte que chaque sommet

de A a au plus un voisin dans V � (A[fyg), comme � � 3, x et x0 ont au moins un voisin

commun b 2 A. Supposons que V � (A[ fyg) 6= ;, et soit z un sommet de V � (A[ fyg)

ayant un voisin dans A. Comme tout voisin de z dans A est de degré �, on suppose,

sans perte de généralité, que z et x sont adjacents. Alors, z est adjacent à tous les voisins

de x dans A, sinon y; x; z; x00 induisent un K1;3 + e, où x00 2 NG(x) � (NG(z) [ fy; zg),

une contradiction. En plus, z est adjacent à x0, sinon y; x0; z; b induisent un K1;3 + e, une

contradiction. Ainsi z est adjacent à tous les sommet de A, ce qui implique que chaque

sommet de G est de degré � = n� 2. Par conséquent G est un graphe complet moins un

couplage parfait. En�n , supposons que V � (A [ fyg) = ;. Rappelons que A contient

deux sommets non adjacents, et donc G n�est pas complet. D�où G est un graphe d�ordre

� + 1 ayant au moins un sommet de degré � = n � 1 et au moins deux sommets de

degré �� 1. Par conséquent, G est le joint d�un graphe complet ( induit par les sommets

de degré maximum �) et un graphe complet moins un couplage parfait ( induit par les

sommets de degré �� 1).

Observation 2.19. Si n > k, alors 
k(Kn) < 
k+1(Kn) et �k(Kn) < �k+1(Kn).

Observation 2.20. Soit Pn la chaîne d�ordre n. Alors on a:

1. Pour tout n � 3, 
(Pn) < 
2(Pn) < 
3(Pn) = n.

2. Pour tout n � 4, �(Pn) < �2(Pn) < �3(Pn) = n.

Observation 2.21. Soit Cn un cycle di¤erent de C4. Alors on a:


(Cn) < 
2(Cn) < 
3(Cn) = n et �(Cn) < �2(Cn) < �3(Cn) = n:

Maintenant, nous étudions la croissance des séquences (
k) et (�k) en donnant les

valeurs exactes de 
k(G) et �k(G) pour les graphes Hn et Kp +Hq.

Remarque 2.22. Hn est un graphe (n�2)-régulier d�ordre n pair. Kp+Hq est un graphe

semi-régulier d�ordre n = p + q � 3, de degré maximum � = n � 1 et de degré minimum

� = n� 2.
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Théorème 2.23. [11] Soit G un graphe connexe (n� 2)-régulier d�ordre n � 4 et k �

n� 1. Alors on a:


k(G) = �k(G) =

8<: k si k est pair,

k + 1 si k est impair.

Corollaire 2.24. [11] Soit G un graphe connexe (n� 2)-régulier d�ordre n � 4 et k �

n� 1. Alors on a:

�k+1(G) =

8<: �k(G) + 1 si k est pair,

�k(G) si k est impair.

tel que �k = 
k ou �k.

Théorème 2.25. [16] Soit G un graphe d�ordre n. Si G = Kp+Hq avec n = p+ q, p � 1

et q � 2, alors pour tout k � n, on a:


k(G) = k.

Preuve. Soit D = D1 [D2 un sous-ensemble de V avec D1 � V (Kp) et D2 � V (Hq)

tel que le sous graphe G [D2] induit par D2 est (jD2j � 2)-régulier et jDj = k, alors D est

un ensemble k-dominant de G. Donc 
k(G) � jDj = k, et l�égalité découle du fait que


k(G) � k, pour k � n.

Corollaire 2.26. [16] Si G = Kp + Hq avec n = p + q, p � 1 et q � 2, alors pour tout

k � n, on a:


k+1(G) = 
k(G) + 1.

Théorème 2.27. [16] Soit G un graphe d�ordre n. Si G = Kp+Hq avec n = p+ q, p � 1

et q � 2, alors pour tout k � n, on a:

�k(G) =

8<: k si k est pair ou k � q,

k + 1 si k est impair et k � q � 1.

Preuve. On sait que �k(G) � k, pour tout k � n. Soit S un �k(G)-ensemble. Alors

pour tout sommet x de S, jNS(x)j � k � 1. Montrons que jSj � k + 1, supposons que

jSj � k + 2, par la dé�nition du graphe G, jNS(x)j � jSj � 2 � k, pour tout sommet x de

S, ce qui contredit le fait que S est un k-indépendant. Supposons que jSj = k + 1, pour
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tout sommet x de S, jNS(x)j � jSj � 2 = k� 1, alors jNS(x)j = k� 1 donc le sous graphe

G [S] induit par S est (k � 1)-régulier d�ordre k + 1 avec k impair et donc S � V (Hq) et

k � q � 1. Pour la réciproque, supposons que k est impair et k � q � 1, alors il existe un

sous-graphe G [S] de Hq d�ordre k + 1 qui est (k � 1)-régulier. Il est clair que S est un

ensemble k-indépendant maximum, et donc �k(G) = k + 1.

Corollaire 2.28. [16] Si G = Kp + Hq avec n = p + q, p � 1 et q � 2, alors pour tout

k � n, on a:

�k+1(G) =

8<: �k(G) + 1 si k est pair ou k � q,

�k(G) si k est impair et k � q � 1.

Le Lemme 2.18, les Observations 2.19, 2.20 et 2.21, et les Corollaires 2.24, 2.26 et 2.28,

donnent la caractérisation de tous les graphes G sans fK1;3; K1;3 + eg tel que 
k+1(G) <


k(G) et �k(G) < �k+1(G) pour tout entier k � 1.

Théorème 2.29. [16] Soit G un graphe connexe d�ordre n � 4 et sans fK1;3; K1;3 + eg.

Alors on a:

1. La séquence (
k) est strictement croissante si et seulement si G 2 fPn; Cn; Kn; Kp+

Hq avec p+ q = ng.

2. La séquence (�k) est strictement croissante si et seulement si G 2 fPn; Cn; Kng.

2.2.2 Des relations entre des paramètres de di¤érents types

Selon la célèbre chaîne d�inégalités (1.1) du Chapitre 1 établie par Cockayne, Hedetniemi et

Miller [37], tout graphe G satisfait 
(G) � �(G). Dans [48], Fink et Jacobson ont prouvé

que 
2(G) � �2(G). Ce résultat a incité Fink et Jacobson à conjecturer que pour tout

graphe G et tout entier positif k, 
k(G) � �k(G). Cette inégalité n�est pas évidente pour

k � 3, un k-indépendant maximal n�est pas nécessairement k-dominant. La conjecture a

été prouvée par Favaron [44] grâce à un résultat plus fort.

Théorème 2.30. [44] Pour tout graphe G et tout entier positif k, tout ensemble k-

indépendant S tel que k jSj �m (G [S]) est maximum, est un ensemble k-dominant.
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D�après le Théorème 2.30, tout graphe G admet un ensemble S à la fois k-indépendant

et k-dominant. Comme un tel ensemble est un k-dominant minimal et un k-indépendante

maximal, 
k(G) � jSj � �k (G) et ik(G) � jSj � �k(G). Donc,

Corollaire 2.31. [44] Pour tout graphe G et tout entier k � 1, on a:


k(G) � �k(G) et ik(G) � �k(G):

La chaîne d�inégalité (1.1) est maintenant partiellement généralisé. On peut se de-

mander si une généralisation complète est possible pour tout entier positif k. La réponse

est négative comme l�a remarqué Favaron dans [45]. Les exemples suivants montrent

que chacune des quatre inégalités 
k(G) > ik(G), ik(G) > 
k(G), �k(G) > �k(G) et

�k(G) > �k (G) est possible.

Pour la chenille G = C(2; 2), nous avons 
3(G) = 5 > i3(G) = 4, tandis que pour le

graphe G0 construit à partir de 3P5 avec les centres a; b; c en ajouttant les arêtes ab et bc,

i2(G
0) = 10 > 
2(G

0) = 9.

Considérons maintenant la chenille G00 = C(2; 0; 2). Alors �2 (G00) = 6 > �2(G
00) = 5,

tandis que �3 (G00) = 5 < �3(G
00) = 6.

Toutefois, certaines inégalités peuvent être prouvées dans des situations particulières,

comme l�indiquent les théorèmes suivants.

Théorème 2.32. [8] Si T est un arbre, alors pour tout entier positif k � 2, on a:


k(T ) � �k�1(T ):

Une caractérisation constructive des arbres extrimaux a été donnée par les même au-

teurs. Aussi le cas particulier k = 2 a été donné par Blidia, Chellali et Favaron dans

[5].

Donc d�après le Théorème 2.32 et le Corollaire 2.31, pour tout arbre T d�ordre n et de

degré maximum � on a:


(T ) � �(T ) � 
2(T ) � �2(T ) � : : : � 
�(T ) � ��(T ) � 
�+1(T ) = ��+1(T ) = n:
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Théorème 2.33. [55] Soit G un graphe de degré maximum � et k un entier avec 2 �

k � �. Si 
k(G) = 
(G) + k� 2 et D est un ensemble k-dominant minimum, alors D est

un ensemble (k � 1)-indépendant de G et donc 
k(G) � �k�1(G).

Théorème 2.34. [67] Si 
k+1(G) = 
k(G) pour un entier positif k, alors on a:


k(G) � ik(G):

Théorème 2.35. [30] Tout graphe G de degré maximum � satisfait

��(G) � �� (G) :

Théorème 2.36. [13] Tout graphe G de degré maximum � satisfait


�(G) � i�(G):

Preuve. Soit D un 
�-ensemble de G. Alors �(G[D]) � � � 1 sinon D contient un

sommet v de degré � qui a tous ses voisins dans D et donc D � fvg et un ensemble �-

dominant, contradiction avec la minimalité de D. Donc D est un ensemble �-independant

maximal dans G, d�où i�(G) � jDj = 
�(G).

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des deux théorème précédents qui

donne une chaîne d�inégalité reliant les quatre paramètres i�(G), 
�(G), �� (G) et ��(G).

Corollaire 2.37. [13] Tout graphe G de degré maximum � satisfait

i�(G) � 
�(G) � �� (G) � ��(G): (2.2)

Dans la partie restante de la sous-section, nous donnons des relations entre deux

paramètres de di¤érents types et de di¤érents indices.

Dans [67], Jacobson, Peters et Rall ont observé que, si S est un ensemble k-indépendant

d�un grapheG de degré minimum � � k, alors V �S est un ensemble (� � k + 1)-dominant.

De même, Favaron [46] a observé que, si S est un ensemble k-dominant d�un graphe G de

degré maximum � � k, alors V � S est un ensemble (�� k + 1)-indépendant.

Proposition 2.38. [67] Soit G un graphe de degré minimum � et k, j deux entiers positifs

avec k + j � 1 = �. Alors on a: �j(G) + 
k(G) � n.
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Proposition 2.39. [46] Soit G un graphe de degré maximum � et k, j deux entiers

positifs avec k + j � 1 = �. Alors on a: �j (G) + 
k(G) � n.

Et si G est d-regulier avec d = k + j � 1, alors on a: �j(G) + 
k(G) = n.

Théorème 2.40. [57] Soit G un graphe connexe d�ordre n, de degré maximum � et de

degré minimum � � 1. Alors on a:


k(G) + �j(G) = n et 
k0(G) + �j0(G) = n

pour toute paire d�entiers k; j et k0, j0 tel que k + j � 1 = � et k0 + j0 � 1 = � si et

seulement si G est régulier.

En�n nous donnons une relation entre �k(G) et ij(G) dans les graphes réguliers.

Théorème 2.41. [13] Soit G un graphe d-regulier d�ordre n et k, j deux entiers positifs

avec d = k + j � 1. Alors on a:

�k(G) + ij(G) = n:

Preuve. Soit S un ij(G)-ensemble de G. Alors pour tout x 2 S, dS (x) � j� 1 et donc

dV�S (x) � k, par consequent V � S est un k-dominant de G. Maintenant montrons que

V � S est k-dominant minimal. En e¤et, supposons le contraire, que V � S a un sommet

y tel que (V � S) � fyg est un k-dominant, c.à.d que dV�S (y) � k et dV�S (v) � k + 1

pour tout v 2 NS (y), et donc dS (y) � j � 1 et dS (v) � j � 2 en contradiction avec

la maximalité de S. Donc V � S est un ensemble k-dominant minimal. Par conséquent

�k(G) � jV � Sj = n� ij(G).

D�autre part, soit D un �k(G)-ensemble de G. Alors dD (x) � k pour tout sommet x

de V �D et dV�D (x) � j�1, et donc V �D est j-indépendant. Maintenant montrons que

V �D est maximal, en e¤et, supposons que D a un sommet y tel que (V �D)[fyg est un

j-indépendant, c.à.d que dV�D (y) � j� 1 et dV�D (v) � j� 2 pour tout v 2 NV�D (y), et

donc dD (y) � k et dD (v) � k+1 en contradiction avec la minimalité deD. Donc V �D est

un ensemble k-indépendant maximal. Par conséquent ij(G) � jV �Dj = n� �k(G).
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2.3 Bornes sur les paramètres 
k(G) et �k(G)

2.3.1 Bornes sur 
k

Dans leur papier introduisant la k-domination et la k-indépendance, Fink et Jacobson ont

donné des bornes sur 
k(G). Les résultats suivants donnent des minorants pour 
k(G).

Nous rappelons les preuves des Théorèmes 2.42 et 2.48 qui sont utiles pour des carac-

térisations des graphes extrimaux dans des cas particuliers.

Théorème 2.42. [48] Pour tout graphe G avec n sommets, m arêtes et pour tout entier

positif k � �, on a:


k(G) � n�
m

k
et 
k(G) �

kn

�+ k
:

Preuve. Soit D un 
k(G)-ensemble. Le nombre m(D;V � D) des arêtes entre D et

V � D satisfait k jV �Dj � m(D;V � D) � � jDj. On peut déduire que le nombre m

d�arêtes de G satisfait m � k jV �Dj, donc 
k(G) � n � m
k
et k jV �Dj � � jDj. Par

conséquent 
k(G) � kn
�+k

.

Théorème 2.43. [48] Si G est un graphe d�ordre n, de taille m 6= 0 et k un entier positif,

alors 
k(G) = n�
m

k
si et seulement si G est un graphe biparti k-semi-régulier.

En particulier, 
2(G) = n�
m

2
si et seulement si G est le graphe subdivisé d�un autre

multigraphe graphe (graphe éventuellement, avec des arêtes parallèles).

Commem = n�1 pour les arbres T , il résulte du Théorème 2.42 que 
k(T ) �
(k�1)n+1

k
.

Dans [86], Volkmann a fournit une amélioration du Théorème 2.43 pour les arbres.

Théorème 2.44. [86] Soit T un arbre d�ordre n et k un entier positif. Alors


k(T ) =

�
(k � 1)n+ 1

k

�
si et seulement si

(i) n = pt+ 1 avec t un entier positif et T est un arbre k-semi-régulier ou n = 1 ou

(ii) n = pt + r avec t un entier positif et 2 � r � k et T formé par r arbres T1; T2; :::; Tr
qui véri�ent les conditions en (i) et r� 1 arêtes tels que les arbres T1; T2; :::; Tr avec

ces arêtes forment un arbre.
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Dans [60], Hansberg et Volkmann ont donné une amélioration du Théorème 2.42 pour

tout graphe. Soit �0 le nombre minimum d�arêtes qui peuvent être suprimées d�un graphe

G tel que le graphe résultant est biparti.

Théorème 2.45. [60] Si G est un graphe d�ordre n, de taille m et k un entier positif,

alors on a:


k(G) � n�
m� �0
k

:

En outre, si m 6= 0, alors 
k(G) =
�
n� m��0

k

�
si et seulement si G contient un facteur

biparti k-semi-régulière H avec m(H) = m��0�r, où r est un entier tel que 0 � r � k�1

et m� �0 � r � 0 (mod k).

Proposition 2.46. [13] Soit G un graphe connexe d�ordre n, de degré maximum � et

k un entier positif avec k � �. Alors 
k(G) =
kn

�+ k
si et seulement si V = X [ Y ,

où jXj = kn
�+k

, chaque sommet de X a � voisins dans Y et chaque sommets de Y a

exactement k voisins dans X.

Preuve. Supposons que 
k(G) =
kn
�+k

. Soit D un 
k(G)-ensemble de G. Alors, par la

preuve du Théorème 2.42-2, k jV �Dj = m(D;V � D) = � jDj. Il est clair que chaque

sommet de D a � voisins dans V � D et donc l�ensemble S est indépendant et chaque

sommet de V � S a exactement k voisins dans S.

Inversement, il est facile de voir que siG est l�un des graphes décrits dans la Proposition

2.46, alors chaque sommets de Y a exactement k voisins dans X, et donc X est un k-

dominant de G. D�où 
k(G) � jXj = kn
�+k

, et l�égalité découle du fait que 
k(G) �
kn
�+k

.

Pour le cas particulier k = �, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.47. [13] Soit G un graphe connexe d�ordre n et de degré maximum �. Alors


�(G) =
n

2
si et seulement si G est un graphe biparti régulier.

Théorème 2.48. [57] Soit G un graphe d�ordre n, de taille m 6= 0 et de degré maximum

�, et soit k un entier positif avec k � �. Alors on a:


k(G) �
2m� (k ��)n

�+ k
:
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Preuve. Soit D un ensemble k-dominant minimum de G. Alors tout sommet de V �D

a au moins k voisins dans D, et donc m(G[V � D]) � 1
2
(� � k)(n � 
k(G)). En outre,

m(G[D]) +m(D;V �D) � �
k(G). Par conséquent,

m = m(G[V �D]) +m(G[D]) +m(D;V �D)

� 1

2
(�� k) (n� 
k(G)) + �
k(G);

ce qui implique que 
k(G) �
2m�(��k)n

�+k
.

Proposition 2.49. [13] Soit G un graphe d�ordre n, de taille m 6= 0 et de degré maximum

� et soit k un entier positif avec k � �. Alors 
k(G) =
2m� (�� k)n

�+ k
si et seulemet

si V = X [ Y , où jXj = 2m�(k��)n
�+k

, chaque sommet de X a � voisin dans Y , chaque

sommet de Y a exactement k voisins dans X et G est régulier.

Preuve. Soit S un 
k(G)-ensemble. Par la preuve du Théorème 2.40. Si 
k(G) =
2m�(��k)n

�+k
, alorsm(G[V �D]) = 1

2
(��k)(n�
k(G)) etm(G[D])+m(D;V �D) = �
k(G),

et donc G[V �D] est (�� k)-régulier, chaque sommet de V �D a exactement k voisins

dans D, D est indépendant et chaque sommet de D a � voisins dans V �D. Donc G est

régulier.

Inversement, il est facile de voir que siG est l�un des graphes décrits dans la Proposition

2.49, alors dX (y) = k pour tout y 2 Y , et donc Y est k-dominant. D�où 
k(G) � jXj =
2m�(��k)n

�+k
, et l�égalité découle du fait que 
k(G) �

2m�(��k)n
�+k

.

Pour le cas particulier k = �, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.50. [13] Soit G un graphe de taille m et de degré maximum �. Alors


�(G) =
m
�
si et seulemet si G est biparti régulier.

Nous considérons maintenant des bornes supérieures sur 
k(G). En 1962, Ore [76]

a prouvé que le nombre de domination d�un graphe sans sommets isolés est au plus la

moitié de son ordre (
(G) � n
2
). Les graphes extrêmaux atteignant cette borne ont été

déterminés par Payan et Xuong [77], et indépendamment par Fink, Jacobson, Kinch et

Roberts [50]. La première borne supérieure sur le nombre 
k(G) généralisée a été donnée
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par Cockayne, Gamble et Shepherd en 1985. Cette borne supérieure a été améliorée plus

tard par d�autres auteurs, parmi eux Caro et Roditty [25], Stracke et Volkmann [85], Chen

et Zhou [32] et Favaron, Hansberg et Volkmann [47].

Dans [34], Cockayne, Gamble et Shepherd ont donné une borne supérieure en fonction

du degré minimum �.

Théorème 2.51. [34] Si G est un graphe d�ordre n, de degré minimum � et k un entier

avec k � �, alors on a:


k(G) �
kn

k + 1
:

Si on pose k = k0 dans le Théorème 2.13, on obtient immédiatement le Théorème

2.51. En utilisant le Théorème 2.13, Favaron, Hansberg et Volkmann [47] ont caractérisé

les graphes extrêmaux atteignant l�égalité dans le Théorème 2.51. Cette caractérisation

généralise celle des graphes sans sommets isolés avec k = 1, donnée par Fink et al. [50],

et indépendemmet, par Payan et Xuong [77].

Théorème 2.52. [47] Soit G un graphe connexe d�ordre n, de degré minimum � et k

un entier positif avec k � �. Alors 
k(G) =
kn

k + 1
si et seulement si k � 2 et G est la

Kk-couronne J �Kk, ou k = 1 et G est la couronne J �K1 où J est un graphe connexe,

ou G = C4.

Théorème 2.53. [25] Soient r; k des entiers positifs et G un graphe d�ordre n et de degré

minimum � � r+1
r
k � 1. Alors, on a 
k(G) �

rn

r + 1
.

La borne du Théorème précédent peut être présentée d�une manière équivalente, mais

avec une forme plus explicite.

Corollaire 2.54. [47] Si G est un graphe d�ordre n, de degré minimum � et k un entier

positif avec k � �, alors on a:


k(G) �
dk= (� + 1� k)en
dk= (� + 1� k)e+ 1 :

Dans [85], Stracke et Volkmann ont dé�ni une généralisation de la notion de domination

comme suit: Pour une fonction à valeurs entières f dé�nie sur V , un ensemble D � V
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est appelé un ensemble f -dominant de G, si chaque x 2 V � D est adjacent à au moins

f(x) sommets de D. Le nombre de f -domination 
f (G) de G est la cardinalité minimum

d�un ensemble f -dominant de G. Il est clair que, si f(x) = k pour chaque sommet x de G,


f (G) est le nombre de k-domination. Ils l�ont utilisé pour démontrer le Théorème 2.55.

Théorème 2.55. [85, 25] Pour tout graphe G et tout entier k � 1, on a:


k(G) �

8<: (2k � �)n= (2k � � + 1) si (� + 1) =2 � k � � � 1;

n=2 si k � (� + 1) =2:

En s�inspirant des idées de Stracke et Volkmann [85], Chen et Zhou [32] ont amélioré

légèrement la borne du théorème 2.55.

Théorème 2.56. [32] Pour tout graphe G et tout entier k � 1, on a:


k(G) �

8>>>>>><>>>>>>:

kn= (k + 1) si k = �;

(2k � � � 1)n= (2k � �) si (� + 3) =2 � k � � � 1;

2n=3 si k = (� + 2) =2;

n=2 si k � (� + 1) =2:

Le théorème suivant améliore la borne de Chen et Zhou pour (� + 3) =2 � k � � � 1.

Théorème 2.57. [47] Si G est un graphe d�ordre n, de degré minimum � et k est un

entier positif avec k � �, alors on a:


k(G) �
�n

2� + 1� k :

Lemme 2.58. [47] Soit G un graphe. Si r � 1 un entier, alors il existe une partition

V1; V2; :::; Vr de V telle que

jN (u) \ Vij �
d(u)

r

pout tout i 2 f1; 2; :::; rg et tout u 2 Vi.

Corollaire 2.59. [13] Soit G un graphe. Si r � 1 un entier, alors il existe une partition

V1; V2; :::; Vr de V telle que

jN (u) \ (V � Vi)j �
(r � 1) d(u)

r

pout tout i 2 f1; 2; :::; rg et tout u 2 Vi.
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Théorème 2.60. [13] Soit G un graphe d�ordre n, de degré minimum � et k est un entier

positif avec k � �. Alors on a:


k (G) �

8<: kn=� si (� + 2) =2 � k � �;

n=2 si k � (� + 1) =2:

Preuve. D�après le Corollaire 2.59, il existe une partition V1; V2; :::; Vr de V telle que

jN(u) \ (V � Vi)j � (r�1)d(u)
r

pour tout i 2 f1; 2; :::; rg et tout sommet u 2 Vi, alors nous

avons jN (u) \ (V � Vi)j � (r�1)d(u)
r

� (r�1)�
r

= � � �
r
et donc jN (u) \ (V � Vi)j � � �

�
�
r

�
pour tout i 2 f1; 2; :::; rg et tout u 2 Vi. Si k = ��

�
�
r

�
, alors k � �

2
et jN (u) \ (V � Vi)j �

k. Par conséquent, chaque ensemble (V � Vi) est un k-dominant de G pour r � 2 et 1 �

i � r. Donc 
k (G) � min
1�i�r

jV � Vij = n�max
1�i�r

jVij � n� n
r
= (�� �

r
)n
�
� (��

�
�
r

�
)n
�
= kn

�
.

Pour k � �+1
2
, nous avons 
k (G) � 
b �+12 c(G) � 
d �+12 e(G), car la séquence (
k) est

croissante. D�autre part, d�après le Théorème 2.38 et le Crollaire 2.31, nous avons respec-

tivement, �d �+12 e(G) + 
b �+12 c(G) � n et 
d �+12 e(G) � �d �+12 e (G), et donc 
d �+12 e(G) +


b �+12 c(G) � n. Par consequent 2
k (G) � 2
b �+12 c(G) � 
d �+12 e(G) + 
b �+12 c(G) � n.

On remarque que la borne du Théorème 2.60 est meilleure que la borne du Théorème

2.57 pour � > k +
p
k.

En a¤aiblissant considérablement la condition sur le degré minimum et en utilisant la

méthode probabiliste, Rautenbach et Volkmann [80] ont présenté la borne suivante.

Théorème 2.61. [80] Soit G un graphe d�ordre n, de degré minimum � � 1 et soit k 2 N.

Si �+1
ln(�+1)

� 2k, alors on a:


k(G) �
n

� + 1

�
k ln(� + 1) +

k�1P
i=0

1

i!(� + 1)k�1�i

�
:

Suivant la même méthode probabiliste comme dans [80], Hansberg et Volkmann [59]

ont présenté deux nouvelles bornes pour 
k(G), la première est meilleure que la borne de

Rautenbach et Volkmann, même s�ils conservent les mêmes hypothèses.

Théorème 2.62. [59] Soit G un graphe d�ordre n, de degré minimum � � 1 et soit k 2 N.

Si �+1
ln(�+1)

� 2k, alors on a:


k(G) �
n

� + 1

�
k ln(� + 1) +

k�1P
i=0

�i

i!(� + 1)k�1

�
:
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La deuxième borne de Hansberg et Volkmann dans [59] a¤aiblit un peu plus l�hypothèse

sur le degré minimum de �, et pour k � 3, elle est encore meilleure que la première.

Théorème 2.63. [59] Soit G un graphe d�ordre n, de degré minimum � � k et soit k 2 N.

Si �+1+2 ln 2
ln(�+1)

� 2k, alors on a:


k(G) �
n

� + 1

�
k ln(� + 1)� ln 2 + 2

k�1P
i=0

�i

i!(� + 1)k�1

�
:

Les deux théorèmes suivants donnent des bornes supérieures sur 
k(G) pour les graphes

multipartis et les cactus. Rappelons que Lk(G) = fx 2 V j dG(x) � k � 1g. Pour

les graphes bipartis G, Blidia, Chellali et Volkmann [8] ont montré que 
k(G) � (n +

jLk(G)j)=2. Cette borne a été généralisée plus tard aux graphes r-partis.

Théorème 2.64. [56] Soit k � 1 un entier. Si G est un graphe r-parti, alors on a:


k(G) �
(r � 1)n+ jLk(G)j

r
:

De leur borne supérieure n+jLk(G)j
2

dans les graphes bipartis, Blidia et al. [8] ont déduit

une borne supérieure plus forte sur 
k(G) pour les cactus.

Théorème 2.65. [10] Soit k � 2 un entier. Si G est un cactus connexe avec c(G) cycles

impairs, alors on a:


k(G) �
n+ jLk(G)j+ c(G)

2
:

Les arbres extrémaux atteignant la borne du Théorème 2.65 sont décrits par une con-

struction récursive dans [5] pour k = 2 et dans [8] pour le cas général.

2.3.2 Bornes sur �k

Plusieurs bornes inférieures sont connues sur le nombre d�indépendance en fonction de

degré maximum �, de degré moyen d� ou la séquence de degrés d�un graphe G, telles

�(G) � n
1+d� �

n
1+�

[3] ou �(G) �
P

v2V
n

1+d(v)
[89]. Ces bornes ont été généralisées pour

le nombre de k-indépendance par plusieurs auteurs.
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Théorème 2.66. [65] Pour tout graphe G d�ordre n, de degré maximum � et pour tout

entier positif k � �, on a:

�k(G) �
n

1 +
�
�
k

� :
Théorème 2.67. [45] Pour tout graphe G et tout entier positif k, on a:

�k(G) �
P

v2V
n

1 + kd (v)
:

Dans [26], Caro et Tuza ont établi une bornne inférieure sur �k dans les hypergraphes

uniformes en fonction de la séquence de degrés qui améliore le Théorème 2.67.

Pour les arbres T non triviaux, Maddox [74] a généralisé la borne �(T ) � n
2
et a

prouvé que �k(T ) � kn
k+1
. Dans [6], Blidia, Chellali, Favaron et Meddah ont donné une

autre preuve de ce résultat, en plus ils ont donné une caractérisation constructive des

arbres extrémaux.

Soit F l�ensemble des arbres qui peuvent être construits à partir d�une étoile T1 = K1;k

en joignant, de manière récursive, par une arête un sommet de Ti à un sommet d�une

nouvelle étoile K1;k.

Théorème 2.68. [6] Soit T un arbre d�ordre n et de degré maximum �. Alors pour tout

entier k avec 2 � k � �, �k(T ) � kn
k+1
. Avec égalité si et seulement si T 2 F .

La borne du Théorème 2.68 est toujours meilleure que la borne du Théorème 2.66 sur

les arbres.

Maintenant nous présentons des bornes supérieures sur �k(G) et nous rappelons les

preuves des Théorèmes 2.69 et 2.73 qui sont utiles pour des caractérisations des graphes

extrimaux dans des cas particuliers.

Théorème 2.69. [57] Si G est un graphe d�ordre n, de taille m 6= 0, de degré maximum

�, de degré minimum � et k un entier positif avec k � �, alors on a:

�k(G) �
m

� � k + 1 et �k(G) �
�n

�+ � � k + 1 :

Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble. Le nombre m(S; V �S) des arêtes entre S et V �S

satisfait jSj (� � k + 1) � m(S; V � S) � � jV � Sj. On peut déduire que le nomber m



47

d�arêtes de G satisfait m � jSj (� � k + 1), donc �k(G) � m
��k+1 et �k(G) (� � k + 1) �

�(n� �k(G)). Par conséquent �k(G) � �n
�+��k+1 .

Proposition 2.70. [13] Soit G un graphe de taille m 6= 0, de degré minimum � et k un

entier positif avec k � �, alors �k(G) =
m

� � k + 1 si et seulement si k = 1 et G est biparti

�-semi-régulier.

Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble. Si �k(G) =
m

��k+1 avec m 6= 0, alors m =

jSj (� � k + 1) et toutes les arête de G sont entre S et V � S. Donc S et V � S sont

indépendants et chaque sommet de S est de degré � � k + 1. Puisque d (x) � � pour

tout sommet x de G, alors � � k + 1 � �, et donc k = 1 et G est un graphe biparti

�-semi-regulier.

Inversement, supposons que G est biparti �-semi-regulier avec les parties A et B tel

que chaque sommet de A est de degré �. Alors A est indépendant et m = jAj �. Donc

�(G) � jAj = m
�
, et l�égalité découle du fait que �(G) � m

�
.

Proposition 2.71. [13] Si G est un graphe de n sommets, m arêtes et k un entier positif

avec k � �, alors �k(G) =
�n

�+ � � k + 1 si et seulement si V = X[Y , où jXj =
�n

�+��k+1 ,

G [X] est (k � 1)-régulier, chaque sommets de X a exactement � � k + 1 voisins dans Y

et chaque sommet de Y a � voisins dans X.

Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble. Si �k(G) =
n�

�+��k+1 , alors jSj (� � k + 1) =

m(S; V � S) = � jV � Sj, et donc par la preuve du Théorème 2.48, chaque sommet de S

a exactement � � k + 1 voisin dans V � S, et chaque sommet de V � S a exactement �

voisin dans S, et donc V � S est indépendant. D�autre part, dS (x) = k � 1, pour tout

x 2 S, sinon dG (x) < �, c.à.d que G [S] est (k � 1)-régulier, et donc chaque sommet de

S est de degré � dans G.

Inversement, il est facile de voir que siG est l�un des graphes décrits dans la Proposition

2.71, alors dX (x) = k � 1 pour tout x 2 X. Donc X est k-indépendant avec �k(G) �

jXj = �n
�+��k+1 , et l�égalité découle du fait que �k(G) �

�n
�+��k+1 .

Pour le cas particulier k = 1, on a le résultat suivant.
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Corollaire 2.72. [13] Soit G un graphe d�ordre n, de degré maximum � et de degré

minimum �. Alors on a:

1. Si � < �, alors �(G) =
�n

�+ �
si et seulement si G est biparti avec les parties X et

Y , telles que X est formée par les sommets de degré minimum et Y est formée par

les sommets de degré maximum.

2. Si � = �, alors �(G) =
n

2
si et seulement si G est biparti.

Théorème 2.73. [57] Soit G un graphe d�ordre n, de taille m et de degré maximum � et

soit k un entier positif avec k � �. Alors on a:

�k(G) �
2�n� 2m
2�� k + 1 :

Preuve. Soit S un ensemble k-indépendent maximum de G. Alors pour tout x 2 S,

jN(x) \ Sj � k�1 et doncm(G[S]) �
�
k�1
2

�
�k (G). En plusm(G[V �S])+m(V �S; S) �

�(n� �k(G)). Par conséquent

m = m(G[S]) +m(G[V � S]) +m(V � S; S)

� 1

2
(k � 1) �k (G) + �(n� �k(G)) =

�
k�1
2
��

�
�k (G) + �n;

ce qui implique que �k(G) � 2�n�2m
2��k+1 .

Proposition 2.74. [13] Soit G un graphe d�ordre n, de taille m et de degré maximum

�, et soit k un entier positif avec k � �. Alors �k(G) =
2�n� 2m
2�� k + 1 si et seulement si

V = X[Y , où jXj = 2�n�m
2��k+1 , D [X] est (k � 1)-régulier, chaque sommet de Y a � voisins

dans X et G est régulier.

Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble. Par la preuve du Théorème 2.48, Si �k(G) =
2�n�2m
2��k+1 , alors m(G[S]) =

�
k�1
2

�
�k (G) et m(G[V � S]) +m(V � S; S) = �(n � �k(G)),

c-à-d que G[S] est (k � 1)-régulier, chaque sommet de S a exactement � � k + 1 voisins

V � S, G[V � S] est independant, chaque sommet de V � S a � voisins dans S. Donc G

est régulier.

Inversement, Si G est l�un des graphes décrits dans la Proposition 2.74, alors X est

k-indépendant. D�où �k(G) � jXj = 2�n�2m
2��k+1 , et l�égalité découle du fait que �k(G) �

2�n�2m
2��k+1 .
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Pour le cas particulier k = 1, on a le résultat suivant.

Corollaire 2.75. [13] Soit G un graphe d�ordre n, de taille m et de degré maximum �.

Alors �(G) = n� m
�
si et seulement si G est biparti régulier.

En�n nous montrons que la borne �k(G) � �n
�+��k+1 donnée dans le Théorème 2.48

peut être améliorée considérablement si �+ � � k + 1 > n.

Théorème 2.76. [13] Soit G un graphe connexe de degré maximum �, de degré minimum

� et k un entier positif avec k � �. Alors on a:

�k(G) � n� � + k � 1

avec égalité si et seulement si V = X [ Y , jXj = n� �+ k� 1, G [X] est (k � 1)-regulier,

tout sommet de X est adjacent à tout sommet de Y et k � �.

Preuve. Si k � � + 1, alors n � � + k � 1 � n, et donc �k(G) < n � � + k � 1, car

�k(G) � n � 1 pour k � �. Supposons que k � �. Soit X un ensemble k-indépendant

maximum dans G, et soit v un sommet de X. Comme v a au plus k � 1 voisins dans X

et d (v) � �, v est adjacent à au moins � � k + 1 sommet de Y = V �X, ce qui signi�e

que, jV �Xj � � � k + 1, et donc �k(G) � n� � + k � 1.

Supposons que jXj = n � � + k � 1. Alors k � � et jY j = � � k + 1, donc pour tout

sommet v de X, v a exactement k � 1 voisins dans X et v est adjacent à tout sommet de

Y , ce qui signi�e que d (v) = � et G [X] est (k � 1)-régulier.

Inversement, Si G est l�un des graphes décrits dans le Théorème 2.76, alors X est

k-indépendant. D�où �k(G) � jXj = n � � + k � 1, et l�égalité découle du fait que

�k(G) � n� � + k � 1.

Corollaire 2.77. [38] Si G est un graphe connexe d�odre n et de degré minimum �, alors

�(G) = n � � si et seulement si V = X [ Y , tel que jXj = n � �, G [X] est indépendant

et chaque sommet de X est attaché à tout sommet de Y .
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2.4 Relations de type Nordhaus-Gaddum sur 
k et �k

Comme extention des bornes classiques de Chartrand et Schuster [29] pour �(G), Blidia,

Bouchou et Volkmann [12] ont prouvé un résultat de type Nordhaus-Gaddum pour �k(G).

Théorème 2.78. [12] Soit G un graphe d�ordre n, et soit k un entier positif tel que

k � min(�(G) + 1;�(G) + 1). Alors on a:

�k(G) + �k(G) � n+ 2k � 1 et �k(G)�k(G) �
(n+ 2k � 1)2

4
:

Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble de G, et soit S
0 un �k(G)-ensemble de G. Si

A = S�\ S, B = S 0 \ (V � S), C = S \ (V � S 0) et D = (V � S) \ (V � S 0), alors A est

un ensemble k-indépendant dans G ainsi que dans G ou A = ?. Donc �(G[A]) � k � 1

et �(G[A]) � k � 1. Comme 2m(G[A]) =
P

v2A dG[A](v) � jAj (k � 1) et 2m(G[A]) =P
v2A dG[A](v) � jAj (k � 1), on a jAj (jAj � 1) = 2

�
m(G[A]) +m(G[A])

�
� 2 jAj (k � 1).

Ceci implique que jAj � 2k � 1. En outre nous avons n � jSj + jS 0j � jAj, il s�en suit

que �k(G) + �k(G) � n + 2k � 1. D�autre part (n+ 2k � 1)2 �
�
�k(G) + �k(G)

�2
=�

�k(G)� �k(G)
�2
+ 4�k(G)�k(G) � 4�k(G)�k(G), et donc �k(G)�k(G) �

(n+2k�1)2
4

.

Le résultat suivant découle immédiatement du Théorème 2.78 et du Corollaire 2.31.

Corollaire 2.79. Soit G un graphe d�ordre n, et soit k un entier positif tel que k �

min(�(G) + 1;�(G) + 1). Alors on a:

(i) [78] 
k(G) + 
k(G) � n+ 2k � 1.

(ii) [13] 
k(G)
k(G) �
(n+ 2k � 1)2

4
.

Théorème 2.80. [13] Soit G un graphe d-régulier connexe d�ordre n, et soit k un entier

positif tel que k � min(d(G) + 1; d(G) + 1). Alors on a:

(i) �k(G)+�k(G) = n+2k�1 si et seulement si G est un graphe (k � 1)-régulier d�ordre

2k � 1 et chaque composante connexe de G est un graphe (k � 1)-régulier.

(ii) �k(G)�k(G) = (n+ 2k � 1)2 =4 si et seulement si G est un graphe (k � 1)-régulier

d�ordre 2k � 1.
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Preuve. Soit S un �k(G)-ensemble de G, et soit S
0 un �k(G)-ensemble de G.

(i) Supposons que �k(G)+�k(G) = n+2k�1. Alors, selon les notations du Théorème

2.78, n = jSj + jS�j � jAj, jAj = 2k � 1 et D = ?. D�autre part, par le Théorème 2.76, G

est le joint de G [A [B] et G [C], et G est le joint de G [A [ C] et G [B], ce qui signi�e que

B = ?. Alors S = A et S 0 = A [C = V , et donc k = d (G) + 1 c-à-d que �k(G) = 2k � 1

et �k(G) = n et chaque composante connexe de G est un graphe (k � 1)-régulier. La

réciproque est évidente.

(ii) Supposons que �k(G)�k(G) =
(n+2k�1)2

4
. Alors, selon la preuve du Théorème 2.78,

�k(G) = �k(G), et d�après le Théorème 2.76, �k(G) = �k(G) = n = 2k � 1. D�où G est

un graphe (k � 1)-régulier d�ordre 2k � 1. La réciproque est évidente.

Corollaire 2.81. [13] Soit G un graphe d-régulier connexe d�ordre n, et soit k un entier

positif tel que k � min(d(G) + 1; d(G) + 1). Alors on a:

(i) 
k(G)+
k(G) = n+2k� 1 si et seulement si G est un graphe (k � 1)-régulier d�ordre

2k � 1 et chaque composante connexe de G est un graphe (k � 1)-régulier.

(ii) 
k(G)
k(G) =
(n+ 2k � 1)2

4
si et seulement si G est un graphe (k � 1)-régulier

d�ordre 2k � 1.

2.5 La k-domination romaine dans les graphes

Dans cette section, nous nous concentrons sur une extension de la fonction de domination

romaine qui a été suggérée par ReVelle et Rosing [82] et Stewart [84]. Selon [33], Constantin

le Grand (Empereur de Rome) a publié un décret dans le 4�eme siècle après JC pour défendre

ses villes. Il décréta que toute ville qui n�a pas de légions pour la sécuriser elle doit être

voisine d�une autre ville qui a deux légions. Si la première serait attaquée, alors la deuxième

pourrait déployer une légion pour la protéger sans qu�elle devient vulnérable elle-même.

De cette manière, l�empereur Constantine peut défendre tout l�empire.

Cependant l�Empire romain avait beaucoup d�ennemis, et si un certain nombre de k

ennemis attaquent une ville sans légion, alors la ville peut se défendre si elle est voisine à

au moins k villes ayant deux légions.
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Cela conduit à la généralisation de la fonction de domination romaine suivante. Soit k

un entier positif, une fonction de k-domination romaine (Rk-DF) sur G est une fonction

f : V ! f0; 1; 2g telle que chaque sommet u pour lequel f(u) = 0 est adjacent à au moins k

sommets v1; v2; :::; vk avec f(vi) = 2 pour tout i = 1; 2; :::; k. Le poids d�une fonction de k-

domination romaine est la valeur f(V ) =
P

u2V f(u). Le poids minimum d�une fonction de

k-dominant romaine sur un graphe G est appelé le nombre de k-domination romaine de G

et il est noté 
kR(G). Le nombre de k-domination romaine a été présenté par Kämmerling

et Volkmann dans [73]. On notera que le nombre de 1-domination romaine 
1R(G) est

le nombre de domination romaine usuel 
R(G). Une fonction de k-dominant romain de

poids minimum est appelé 
kR(G)-fonction. Si f : V ! f0; 1; 2g est une fonction de

k-dominant romaine, alors soit (V0; V1; V2) la partition ordonnée de V induite par f , où

Vi = fv 2 V j f(v) = ig pour i = 0; 1; 2. Notons qu�il y a une 1-1 correspondance entre la

fonction f : V ! f0; 1; 2g et la partition ordonnée (V0; V1; V2) de V . Ainsi nous écrirons

f = (V0; V1; V2). Pour k = 1 on retrouve le paramètre de la domination romaine 
R(G).

Nous rappellons quelques résultats importants qui seront utiles pour le dernier chapitre.

Proposition 2.82. [33] Si G est une chaîne Pn ou un cycle Cn, alors 
R(G) =
�
2n
3

�
:

Proposition 2.83. [27] Si G est un graphe d�ordre n et de degré maximum �, alors on

a:


R(G) � n��+ 1:

Théorème 2.84. [27] Si G est un graphe connexe d�ordre n, alors on a: 
R(G) � 4n
5
,

avec égalité si et seulement si G est un C5 ou G est obtenu de n
5
P5 en identi�ant chaque

sommet d�un sous graphe connexe au centre d�une seule composante connexe de n
5
P5.

Kämmerling et Volkmann dans [73] ont donné un résultat qui est une extension de la

chaîne de l�inégalité de Cockyen et al. dans [33] pour k = 1.

Proposition 2.85. [73] Pour tout graphe G, on a:


k(G) � 
kR(G) � 2
k(G):
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Un graphe G est dit k-romain si 
kR(G) = 2
k(G). Kämmerling et Volkmann ont

donné une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un graphe soit k-romain.

Proposition 2.86. [73] Un graphe G est k-romain si et seulement si G a une 
kR-fonction

f = (V0; V1; V2) avec V1 = ;.

Proposition 2.87. [73] Si G est un graphe d�ordre n, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) 
k(G) = 
kR(G),

(ii) 
k(G) = n,

(iii) � � k � 1.

Corollaire 2.88. [33] 
(G) = 
R(G) si et seulement si G = Kn.

Proposition 2.89. [73] Soit G un graphe d�ordre n.

(i) Si n � 2k, alors 
kR(G) = n.

(ii) Si n � 2k + 1, alors 
kR(G) � 2k.

(iii) Si n � 2k + 1 et 
k(G) = k, alors 
kR(G) = 
k(G) + k = 2k.

Corollaire 2.90. [33] Si G est un graphe d�ordre n contenant un sommet de degré n� 1,

alors on a: 
R(G) = 2.

Proposition 2.91. [73] Si G est un graphe d�order n, alors on a:


kR(G) � minfn; 
k(G) + kg:

Théorème 2.92. [73] Si G est un graphe d�ordre n et de degré maximum � � k, alors

on a:


kR(G) �
2nk

�+ k
:

Corollaire 2.93. [73] Si G est un graphe d�ordre n et de degré maximum � � 1, alors

on a:


�R(G) = n:
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Maintenant, on présente une caractérisation des graphe G avec 
kR(G) < n.

Théorème 2.94. [73] Soit G un graphe d�ordre n. Alors on a: 
kR(G) < n si et seulement

si G contient un sous-graphe biparti H avec bipartition X;Y telle que jXj > jY j � k, et

dH(v) � k pour chaque v 2 X.

Comme application du théorème présédent, Kämmerling et Volkmann dans [73] ont

démontré le résultat suivant par récurrence sur le nombre cyclomatique � = m�n+ c, où

c est le nombre de composantes connexes de G.

Théorème 2.95. [73] Soit G un graphe d�ordre n. Si k � 2, alors on a:


kR(G) � minfn; n+ 1� �g:

Comme conséquence du théorème précédent, on a le résultat suivant dans les graphes

avec au plus un cycle.

Corollaire 2.96. [73] Si G est un graphe d�ordre n avec au plus un cycle et k � 2, alors

on a:


kR(G) = n:

Le bicycle G d�ordre 7 constitué de deux cycles r, s, t, u et u, x, y, z et la fonction f de

2-domination romaine telle que f(u) = f(s) = f(y) = 2 et f(r) = f(t) = f(x) = f(z) = 0

montre que le corollaire précédent n�est pas vrai si le graphe contient plus d�un cycle (voir

Figure 2.4).

s ss s ss s
�
�

@
@

@
@

�
�

�
�

@
@

@
@

�
�

t x

s
u

y

r z

Figure 2.4. Le bicycle G
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Proposition 2.97. [73] Si G est un cactus d�ordre n et k � 3, alors on a:


kR(G) = n:

La roue Wn d�ordre n � 4 véri�e 
R(Wn) = 2, 
2R(Wn) =
l
2(n�1)
3

m
+2 et 
kR(Wn) = n

pour k � 3. C�est donc un exemple de graphe extrémal pour la Proposition 2.97 (voir

Figure 2.5).
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�
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�
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@
@
@
@
@

Figure 2.5. La roue W9
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CHAPITRE 3

Des inégalités entre les paramètres de la

k-indépendance dans les graphes

Ce chapitre est composé de deux sections, dans la première section, nous donnons des

relations entre �k et �j pour 1 � j < k � �+1et une relation entre �2(G), �(G) et 
(G).

Aussi nous donnons quelques caractérisations des graphes extrémaux.

Dans la deuxième section, nous présentons des relations entre �j(G) et ��(G). En plus,

nous caracterisons les graphes G tels que �j(G) = ��(G) pour j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g.

Les résultats obtenus dans la première section sont publiés dans un articles accepté

dans la revue (Autralasian Journal of Combinatorics [19]), et les résultats de la deuxième

section sont soumis [22].

3.1 Relations entre deux paramètres de la k-indépendance

3.1.1 Relations entre �k et �j

Dans [24], Caro et Hansberg ont donné une relation entre �k et �j pour 1 � j < k � �+1

en utilisant la borne �j(G) � n

1+b�j c
dû à Hopkins et Staton [65].

Nous donnons une nouvelle preuve qui est utile pour les caractérisations de graphes

qu�on fournit.

Théorème 3.1. [19] Soit G un graphe d�ordre n, de degré maximum � et j, k deux entiers

avec 1 � j < k � �+ 1. Alors on a:

�k(G) �
�
k

j

�
�j(G): (3.1)

Preuve. Soit I un �k(G)-ensemble de G. Soit S1 un ensemble j indépendant et j-

dominant de G [I]. D�après le Théorème 2.30 du Chapitre 2, un tel ensemble existe.
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Alors chaque sommet de I � S1 a au moins j voisins dans S1 et donc, �(G[I � S1]) �

k � j � 1. Soit S2 un ensemble j-indépendant et j-dominant de G [I � S1]. Alors tout

sommet de I � (S1 [ S2) a au moins j voisins dans S1 et j voisins dans S2, et donc

�(G[I � (S1 [ S2)]) � k � 2j � 1. Nous continuons le processus jusqu�à ce que le choix

de l�ensemble Sp�1, qui est j-indépendant et j-dominant de G
�
I � [p�2i=1Si

�
, et tel que

l�ensemble Sp = I�[p�1i=1Si soit j-indépendant. Alors�
�
G[I � [p�1i=1Si]

�
� k�(p� 1) j�1.

Par conséquent, �k(G) = jIj =
Pp

i=1 jSij et comme jSij � �j(G) pour 1 � i � p, alors

�k(G) � p�j(G).

Maintenant, nous montrons que p �
l
k
j

m
. Soit x un sommet de Sp. Comme �(G[I]) �

k� 1 et dSi (x) � j pour 1 � i � p� 1, alors j (p� 1) � dI (x) � k� 1, ce qui signi�e que

p �
j
k�1
j

k
+ 1 =

l
k
j

m
. Par conséquent �k(G) �

l
k
j

m
�j(G).

Si on pose k = � + 1 dans l�inégalité (3.1) du Théorème 3.1 on trouve la borne de

Hopkins et Staton [65].

Corollaire 3.2. [65] Si G est un graphe d�ordre n, de degré maximum � et j un entier

positif, alors on a: �j(G) � n

1+b�j c
:

Si on pose j = 1 dans l�inégalité (3.1) du Théorème 3.1 on trouve la borne de Blidia

et al. [7].

Corollaire 3.3. [7] Si G est un graphe et k un entier positif, alors on a: �k(G) � k�(G):

Maintenant, on donne une condition nécessaire pour l�égualité �k(G) =
l
k
j

m
�j(G)

lorsque j = k � 1.

Théorème 3.4. [19] Pour tout graphe G et tout entier positif k � 2, on a:

�k(G) � 2�k�1(G): (3.2)

En plus si l�égalité est véri�ée, alors chaque composante de tout �k(G)-ensemble I est une

clique K2 et k = 2 ou un cycle C4 et k = 3.

Preuve. En remplaçant dans l�inégalité (3.1) du Théorème 3.1 j par k� 1, il est facile

de voir que
�

k
k�1
�
= 2, et nous obtenons ainsi l�inégalité souhaitée.
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Supposons maintenant que �k(G) = 2�k�1(G). Suivons la notation utilisée dans la

preuve du Théorème 3.1. Comme I est k-indépendant, dS2(x) � k � 1 pour tout x 2 S1,

et puisque S1 est un ensemble (k � 1)-dominant de G [I], dS1(y) � k� 1 pour tout y 2 S2.

D�autre part, le nombre m(S1; S2) des arêtes de G entre S1 et S2 satisfait (k � 1) jS2j �

m(S1; S2) � (k � 1) jS1j et donc jS2j � jS1j. Comme 2�k�1(G) = �k(G) = jIj = jS1j +

jS2j � 2 jS1j � 2�k�1(G), jS1j = jS2j et nous obtenons l�égalité (k � 1) jS2j = m(S1; S2) =

(k � 1) jS1j. Par conséquent G [I] est un graphe biparti (k � 1)-régulier et �k�1(G) =
jIj
2
.

Maintenant appliquons le Théorème 2.39 du Chapitre 2 pour le sous-graphe G[I], nous

obtenons 
 (G[I]) = jIj � �k�1(G[I]) =
jIj
2
, et le Théorème 2.52 du Chapitre 2 montre

que les seuls graphes bipartis réguliers connexes avec 
 (G[I]) = jIj
2
sont K2 ou C4, donc

chaque composante connexe de G[I] est ou bien une clique K2 avec k = 2 ou bien un cycle

C4 avec k = 3.

Les exemples suivants montrent que la réciproque du Théorème 3.4 n�est pas vraie.

Exemples : Soit P5 la chaîne de cinq sommets x1; x2; x3; x4; x5. Soit F le graphe

obtenu à partir de P5 en ajoutant les deux arêtes x1x4 et x2x5.

Pour k = 2: Soit G1 un graphe formé par l�union disjointe de 2p copies de P5 plus

une chaîne traversant les sommets centraux de ces copies, il est clair que n (G1) = 10p,

�2(G1) = 8p, �(G1) = 5p et chaque composante de tout �2(G1)-ensemble est une clique

K2, mais �2(G1) 6= 2�(G1) (voir Figure 3.1).
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Figure 3.1. Le graphe G1

Pour k = 3: Soit G2 un graphe composé de l�union disjointe de 3p copies de F plus

une chaîne traversant x3 de chaque copie, il est clair que n (G2) = 15p, �3(G2) = 12p,

�2(G2) = 8p et chaque composante connexe de tout �3(G2)-ensemble est un cycle C4, mais

�3(G2) 6= 2�2(G2) (voir Figure 3.2).
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Figure 3.2. Le graphe G2

D�après la l�inégalité (3.2) du Théorème 3.4, et ��+1(G) = n, nous obtenons cette

borne pour ��(G).

Corollaire 3.5. Si G est un graphe d�ordre n et de degré maximum �, alors ��(G) �
�
n
2

�
.

D�après le Corollaire 3.3, nous avons �k(G) � k�(G), cette inégalité ne peut pas être

améliorée pour �k(G) � k
(G), même pour les arbres, comme l�indique l�étoile K1;p avec

p � k+1. Cependant, le théorème suivant l�améliore dans la classe de graphes avec au plus

un cycle pour k = 2. On note que �(G) = m(G) � n(G) + 1 est le nombre cyclomatique

d�un graphe connexe G.

Théorème 3.6. [19] Soit G un graphe connexe d�ordre n � 3. Alors on a:

�2(G) � �(G) + 
(G) + �(G)� 1:

Preuve. Soit I un �2(G)-ensemble et S un ensemble indépendant maximal de G [I]. Si

G [I] est indépendant, alors �2(T ) = �(T ), et donc �2(G) � �(G) + 
(G) + �(G)� 1. Si

G [I] n�est pas indépendant, alors les arêtes de G[I] forment un couplage induit M entre

A = I � S et un sous-ensemble A0 de S.

Soit D un 
(G)- ensemble, M1 un sous-couplage de M tel que aucun sommet de M1

n�est dans D, et A1 (resp. A01), l�ensemble des sommets de M1 dans A (resp. dans A0).

Si jM1j 6= 0 et 
(G) � jM j � �(G), alors les sommets de A1 [ A01 ne peut être dominé

par les sommets de D \ I, puisque M est induit. Ainsi l�ensemble W = D � I n�est

pas vide et domine A1 [ A01. Par conséquent, le sous-graphe induit par W [ A1 [ A01 est

d�ordre jW j + 2 jM1j et contient au moins 3 jM1j arêtes. En outre, étant donné que D

contient au moins un sommet pour chaque arête dans M �M1, jW j � jDj � jM �M1j =

(
(G)� jM j) + jM1j < jM1j � �(G) + 1. Donc, le sous-graphe connexe G0 induit par



60

W [A1[A01 satisfait jE(G0)j � 3 jM1j > 2 jM1j+jW j+�(G)�1 � 2 jM1j+jW j+�(G0)�1,

donc j�(G0)j = m (G0)� n (G0) + 1 < jE(G0)j � (2 jM1j+ jW j) + 1 = m (G0)� n (G0) + 1,

contradiction. Donc 
(G) � jM j��(G)+1 ou jM1j = 0. Si 
(G) � jM j��(G)+1, alors


(G) � jAj��(G)+1 et �2(G) = jSj+jAj � �(G)+
(G)+�(G)�1. Si 
(G) � jM j��(G)

et jM1j = 0, alors �(G) = 0, car jM j � 
(G), et donc 
(G) = jM j = jAj, S �A0 = ? et G

est un arbre. Par conséquent, nous devons avoir V � I 6= ?. Soit x un sommet de V � I,

pour toute arête e deM , x est adjacent à au plus un sommet de e. Sans perte de généralité,

supposons que les sommets adjacents à x sont dans A, alors A0 [ fxg est un indépendant.

Donc, �(G) � jAj+1 et �2(G) = 2 jAj � �(G)+ 
(G)� 1 = �(G)+ 
(G)+�(G)� 1.

En général, les bornes du Théorème 3.4 pour k = 2 et le Théorème 3.6 ne sont pas

comparables pour �(G) � 2. En e¤et, si G est le graphe obtenu à partir deM = pK2+qK1

en attachant tous les sommets de M à un nouveau sommet x, alors �2(G) = 2p + q,

�(G) = p + q, �(G) = p et 
(G) = 1. Si p = 0 et q � 2, alors G est une étoile et

�2(G) = �(G) + 
(G) � 1 = 2�(G). Si p � 1 et q � 0, alors G est un graphe avec p

triangles et �2(G) = �(G) + 
(G) + p� 1 < 2�(G).(voir Figure 3.3).
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Figure 3.3. Le graphe G avec p = 3 et q = 2

Cependant, si G0 est le graphe obtenu en attachant chaque sommet des t copies de

K3 à un nouveau sommet x0, alors �2(G
0) = 2t, �(G0) = t, 
(G) = 1, �(G0) = 3t et

�2(G
0) � 2�(G0) = 2t < �(G0) + 
(G0) + �(G0)� 1 = 4t+ 1.(voir Figure 3.4).
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Figure 3.4. Le graphe G0 avec t = 4

3.1.2 Caractérisations de quelques graphes spéciaux

Dans cette sous-section, nous donnons quelques caractérisations de graphes spéciaux pour

l�inégalité �k(G) �
l
k
j

m
�j(G).

Nous commençons par la caractérisation des graphes extrémaux atteignant la borne

du Corollaire 3.5.

Théorème 3.7. [19] Soit G un graphe connexe d�ordre n et de degré maximum �. Alors

��(G) =
ln
2

m
si et seulement si G 2 fP2; P3; C3; C4; C5; C7g.

Preuve. Il est facile de voir que ��(G) =
�
n
2

�
pour G = P2; P3; C3; C4; C5 ou C7.

Maintenant, supposons que ��(G) =
�
n
2

�
. Si n est pair, alors du Théorème 3.4, G = P2

ou C4. Si n est impair, alors n = 2��(G)� 1 � 3 et � � 2. En appliquant le Théorème

2.39 du Chpitre 2, on obtient 
 (G) � n � ��(G) = n�1
2
et par la borne d�Ore [76],

on déduit que 
 (G) = n�1
2
. D�autre part, d�après le Corollaire 2.31, 
� (G) � �� (G),

et donc 
� (G) � 
 (G) � �� (G) � 
 (G) = 1, qui n�est possible que si � � 3, car


p (G) � 
 (G) + p� 2 pour tout 2 � p � � (voir théorème 2.9, Chpitre 2). On distingue

deux cas:

Cas 1 . � = 2. Alors G est une chaîne ou un cycle. Si G est une chaîne avec n � 5

ou un cycle avec n � 9, alors �2(Pn) =
�
2n
3

�
> n+1

2
et �2(Cn) =

�
2n
3

�
> n+1

2
.

Cas 2 . � = 3. Alors 1 � � � 3. similairement à la preuve du Théorème 3.1, I = V , S1
est un ensemble 3-indépendant et 3-dominant de G et S2 est indépendant. Par conséquent,

3 jS2j = m(S1; S2) � 3 jS1j. Donc, jS2j � jS1j � 1, car n = jS1j + jS2j est impair. Alors
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2�3(G)�1 = jS1j+ jS2j � 2 jS1j�1 � 2�3(G)�1, on en déduit que �3(G) = jS1j = jS2j+1

et le nombre d�arêtes entre S1 et S2 estm(S1; S2) = 3 jS2j = 3 jS1j�3. Donc le sous-graphe

G [S2] contient au plus une arête. On doit examiner trois possibilités :

Sous-cas 2.1 . S1 a un sommet x avec dS2 (x) = 0. Alors pour tout sommet v de

S1 � fxg, dS2 (v) = 3 et S1 est indépendent, et donc dG (x) = 0, ce qui contredit le fait

que � � 1.

Sous-cas 2.2 . S1 a deux sommets x et x0 avec xx0 2 G [S1], dS2 (x) = 2, dS2 (x0) = 1.

Alors pour tout sommet v de S1 � fx; x0g, dS2 (v) = 3. Si y; y0 2 NS2 (x), alors S 0 =

(S1 � fxg) [ fy; y0g est 3-indépendant avec jS 0j = jS1j+ 1, contradiction.

Sous-cas 2.3 . S1 a trois sommets x; x0; x00 avec dS2 (x) = dS2 (x
0) = dS2 (x

00) = 2.

Alors pour tout sommet v de S1 � fx; x0; x00g, dS2 (v) = 3. Soit y; y0 2 NS2 (x). Si

S1 est indépendant, alors S 0 = (S1 � fxg) [ fy; y0g est un ensemble 3-indépendant avec

jS 0j = jS1j+ 1, contradiction. Si S1 n�est pas indépendant, alors G [S1] a exactement une

arête e, puisque � = 3, sans perte de généralité, posons e = xx0 et si y; y0 2 NS2 (x), alors

S 0 = (S1 � fxg)[fy; y0g est 3- indépendant avec jS 0j = jS1j+1, contradiction aussi. Ainsi

��(G) =
n+1
2
n�est pas possible dans ce cas.

Nous donnons une caractérisation des graphes G extrémaux atteignant la borne du

Théorème 3.4 pour k = �. En plus, nous améliorons cette borne et nous donnons tous

les graphes atteignant cette nouvelle borne. Nous rappelons que K4� e est le diamant (le

graphe obtenu à partir de K4 en supprimant une arête). Soit H le graphe obtenu à partir

de C5 en joignant trois sommets non consécutifs de C5 à un nouveau sommet (voir Figure

3.5).
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Proposition 3.8. [19] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2. Alors

��(G) = 2���1(G)

si et seulement si G = C3.

Preuve. Il est clair que ��(C3) = 2���1(C3).

Pour la réciproque, supposons que ��(G) = 2���1(G). Similairement à la preuve du

Théorème 3.4. I est�-indépendant et S1 est un ensemble (�� 1)-indépendant et (�� 1)-

dominant de G [I]. Appliquons le Théorème 3.7 pour le sous-graphe G[I], on déduit que

chaque composante connexe de G [I] est une chaîne P2 et � = 2, ou un cycle C4 et � � 3.

Si � = 2, alors G est une chaîne ou un cycle. Si G est une chaîne avec n � 3, ou un cycle

avec n 6= 3, alors �2(Pn) =
�
2n
3

�
< 2

�
n
2

�
= 2�(Pn) et �2(Cn) =

�
2n
3

�
< 2

�
n
2

�
= 2�(Cn).

Si � = 3, alors tous les sommets de V � I sont adjacents à au plus trois sommets de C4,

et on peut facilement trouver un ensemble 2-indépendant S dans G avec jSj = jS1j + 1,

contradiction, et donc dans ce cas, �3(G) < 2�2(G).

Proposition 3.9. [19] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2. Alors

��(G) = 2���1(G)� 1

si et seulement si G 2 fK4; K4 � e;Hg.

Preuve. Il est clair que ��(G) = 2���1(G)� 1 lorsque G = K4; K4 � e ou H.

Pour la réciproque, supposons que ��(G) = 2���1(G)� 1. Similairement à la preuve

du Théorème 3.4. I est �-indépendant et S1 est un ensemble (�� 1)-indépendante et

(�� 1)-dominant de G [I]. Appliquons le Théorème 3.7 pour le sous-graphe G[I], on

obtient que chaque composante connexe de G [I] est un P3, C3, C5 ou C7 et � = 3. Si

G [I] = P3, alors chaque sommet de V � I est adjacent à tout les sommets de P3, sinon

on peut trouver un 2-indépendante S dans G avec jSj > jS1j. Comme � = 3, V � I

contient exactement un sommet, et donc G = K4 � e. Si G [I] = C3, alors, par le même

raisonnement que précédemment, V � I a exactement un sommet qui est adjacent à au

moins deux sommets de C3, et donc G = K4 � e ou K4. Si G [I] = C5, alors V � I est

constitué d�un sommet qui est adjacent à trois sommets non consécutifs de C5, Sinon G
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contient un ensemble 2-indépendant S avec jSj > jS1j, et doncG = H. En�n, siG [I] = C7,

alors pour tout sommet v de V � I, on peut trouver un ensemble 2-indépendant S dans

G contenant v avec jSj = jS1j + 1, contradiction avec �2(G) = jS1j, et donc dans ce cas,

�3(G) < 2�2(G)� 1.

Corollaire 3.10. [19] Si T est un arbre d�ordre n � 3, alors ��(T ) � 2���1(G)� 2:

Maintenant, nous donnons une caractérisation des graphes bipartis atteignant la borne

(3.1) dans le Théorème 3.1, lorsque j divise k � 1 (i.e :
l
k
j

m
= k+j�1

j
)

Proposition 3.11. [19] Soit G un graphe biparti d�ordre n et j; k des entiers positifs avec

j < k � �+ 1. Alors

�k(G) =
k + j � 1

j
�j(G);

si et seulement si G = n
2
K2, avec j = 1 et k = 2, ou G = n

4
C4, avec j = 2 et k = 3.

Preuve. Supposons que �k(G) =
k+j�1
j
�j(G). On a �j(G) � n

2
pour les graphes

bipartis et �k(G) � n pour tout graphe G. Donc

n � �k(G) =
k + j � 1

j
�j(G) �

k + j � 1
j

n

2
� n;

on a donc l�égalité le long de la chaîne d�inégalités précédente. En particulier, �k(G) = n,

j = k�1 et �j(G) = n
2
. Il en découle que k = �+1 et j = �, et donc d�après le Théorème

3.7, G = n
2
K2 ou n

4
C4. La réciproque est évidente.

Comme conséquence de la Proposition 3.11, on en déduit le résultat suivant qui donne

une condition su¢ sante dans le Théorème 3.4.

Corollaire 3.12. [19] Si G est un graphe biparti d�ordre n et k un entier positif avec

2 � k � �+ 1, alors

�k(G) = 2�k�1(G)

si et seulement si G = n
2
K2 et k = 2 ou G = n

4
C4 et k = 3.

D�après la Proposition 3.11, �k(G) � k+j�1
j
�j(G) � 1 pour les arbres d�ordre n �

3. Nous améliorons cette borne pour k � 3. Aussi, nous caractérisons tous les arbres
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atteignant cette borne. Nous avons besoin d�une observation sur l�égalité �k(G) = n� 1,

et une caractérisation constructive des arbres T pour lesquels �j(T ) =
jn
j+1

dû à Blidia et

al. [6].

Observation 3.13. Soit G un graphe d�ordre n et k un entier positif . Alors �k(G) = n�1

si et seulement si G a un sommet w tel que tout voisin de w est de degré au plus k, w ou

au moins un de ses voisins est de degré k ou plus, et chaque sommet dans V � N [w] est

de degré inférieur à k dans G.

Soit l�opération suivante.

Operation O: Soit w un sommet arbitraire d�un arbre Tw et soit v un sommet de l�étoile

K1;j. Soit T un arbre obtenu à partir de Tw [K1;j en ajoutant l�arête vw.

On dé�nit maintenant la famille T comme suit:

T 2 T si et seulement si T = K1;j ou T est obtenu à partir de K1;j par une séquence

�nie de l�opération O.

Théorème 3.14. [19] Soit T un arbre d�ordre n � 3 et j; k des entiers positifs avec

j < k � �. Alors on a:

�k(T ) �
k + j � 1

j
�j(T )�

(k � 2)n
j + 1

� 1 (3.3)

avec égalité si et seulement si

(i) T 2 T , et

(ii) T a un sommet w tel que tout voisin de w est de degré au plus k, w ou au moins un

de ses voisins est de degrés k ou plus, et chaque sommet dans V �N [w] est de degré

inférieur à k dans G.

Preuve. On montre d�abord la borne supérieure. Comme �k(T ) � n� 1 pour k � �,

et �j(T ) � jn
j+1

pour les arbres (voir Théorème 2.68 du Chapitre 2), on en déduit que

�k(T )� k+j�1
j
�j(T ) � � (k � 2) n

j+1
� 1, et la borne est prouvé.

Si T 2 T et T véri�e la Condition (ii), alors par le Théorème 2.68 et l�Observation 3.13,

�j(T ) =
jn
j+1

et �k(T ) = n� 1, respectivement. Donc �k(T )� k+j�1
j
�j(T ) = �

(k�2)n
j+1

� 1.
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Supposons maintenant que �k(T ) =
k+j�1
j
�j(T ) �

(k�2)n
j+1

� 1. Alors, on a l�égalité le

long de la chaîne d�inégalités précédente. En particulier, �j(T ) =
jn
j+1

et �k(T ) = n � 1.

Par le Théorème 2.68, la première égalité implique que T 2 T , et par l�Observation 3.13,

la deuxième égalité implique que T véri�e la condition (ii).

Comme conséquence du Théorème 3.14, on en déduit le résultat suivant qui améliore

la borne du Corollaire 3.3 et le Théorème 3.4 pour les arbres.

Corollaire 3.15. [19] Si T est un arbre d�ordre n � 3 et k est un entier avec 2 � k � �,

alors on a:

(i) �k(T ) � k�(T )�
(k�2)n
2

� 1.

(ii) �k(T ) � 2�k�1(T )�
(k�2)n
k

� 1.

Le Théorème 3.14 nous conduit à la caractérisation descriptive de la classe des arbres

atteignant la borne 3.3 pour k = 2 et j = 1 (voir Figure 3.6).
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Figure 3.6. La couronne d�une étoile

Corollaire 3.16. [19] Si T est un arbre, alors

�2(T ) = 2�(T )� 1

si et seulement si T = K1, ou T est la couronne d�une étoile.

En�n, nous caractérisons la classe des arbres T atteignant la borne du Théorème 3.6.

Nous donnons d�autres dé�nitions. Pour un entier positif p, un arbre obtenu à partir d�une

étoile K1;t; t � 1 en subdivisant p arêtes est notée par Sp(K1;t), un sommet de degré t sera
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Figure 3.7. Exemple d�un graph dans la famille F

appelé le centre. Si p = 0, alors Sp(K1;t) est l�étoile K1;t. Si p = t, alors Sp(K1;t) est une

araignée saine. Si 1 � p � t� 1, alors Sp(K1;t) est une araignée blessée.

Soit F 0 une famille d�arbres obtenus à partir de deux araignées saines en joignant leurs

centres, F 00(resp. F 000) une famille d�arbres obtenus à partir de deux araignées saines (resp.

une araignée saine et K1 ) et une arête xy en joignant x au centre de la première araignée

saine et y au centre de la seconde araignée saine (resp. en joignant x au centre de l�araignée

saine et y au centre de K1).

Soit Fi un arbre obtenu d�une araignée blessée Spi(K1;ti) et qi � pi araignées saines en

identi�ant qi sommets pendants de l�araignée blessée Spi(K1;ti) qui sont non adjacentes au

centre avec les centres de ces qi araignées saines. Soit H un arbre obtenu en reliant les

arêtes d�un couplage induit M 0 de taille h� 1 avec un ensemble de sommets indépendant

S 0 = fx1; x2; :::; xhg tel que chaque sommet d�une arête deM 0 a exactement un voisin dans

S 0. Maintenant, dé�nissons F comme la famille des arbres obtenus à partir de F1, F2, ...,

Fh et H en identi�ant un sommet xi de S 0 avec les centres de Fi pour i 2 f1; 2; :::; hg. Pour

un arbre F 2 F , soient LF et SF les ensembles de sommets pendants et de supports de

F , respectivement, et soit AF l�ensemble des sommets de F adjacents à
Ph

i=1 qi sommets

pendants choisées dans
Sh
i=1 Spi(K1;ti) (voir Figure 3.7).
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Maintenant, nous sommes prêts à donner les arbres T tel que �2(T ) = �(T )+
(T )�1.

Théorème 3.17. [19] Soit T un arbre d�ordre n � 3. Alors

�2(T ) = �(T ) + 
(T )� 1

si et seulement si T est une étoile, une araignée saine, une araignée blessé ou T 2 F [ F 0[

F 00 [ F 000.

Preuve. Il est facile de véri�er que si T est une étoile, une araignée saine, une araignée

blessée ou T 2 F 0 [F 00 [F 000, alors �2(T ) = �(T ) + 
(T )� 1. Si T 2 F , alors il est facile

de voir que 
(T ) = jSF j, �(T ) = jLF [ AF j+ jM 0j = jLF j+ jAF j+ h� 1 et

�2(T ) = j(SF � S 0) [ LF [ AF j+ 2 jM 0j = jSF j+ jLF j+ jAF j+ h� 2:

Donc �2(T ) = �(T ) + 
(T )� 1.

Inversement, supposons que T est un arbre d�ordre n � 3 avec �2(T ) = �(T )+
(T )�1.

D�après la notation utilisée dans la démonstration du Théorème 3.6. Si I est indépendant,

alors �2(T ) = �(T ) et donc 
(T ) = 1. Par conséquent T est une étoile. Si I n�est pas

indépendant, alors 
(T ) � jAj = jM j, car T est un arbre. Deux cas sont distingués:

Case 1. 
(T ) = jM j = jAj.

Alos S � A0 = ?, et donc M1 = ?, car T est un arbre. Par conséquent, �2(T ) =

2 jAj = 2
(T ) = �(T ) + 
(T ) � 1, ce qui donne �(T ) = jAj + 1. Comme T est connexe

avec n � 3, on doit avoir jV � Ij 2 f1; 2g, sinon on a �(T ) > jAj + 1. Si jV � Ij = 1,

soit fwg = V � I, alors w est adjacent à exactement un sommet de chaque arête de M ,

car T est un arbre. Par conséquent, T est une araignée saine de centre w. Si jV � Ij = 2,

soit fu; vg = V � I, alors on doit examiner les possibilities selon que l�arête uv existe ou

non. Si uv 2 E(T ), alors u est adjacent à exactement un sommet de chaque arête d�un

couplage Mu � M avec Mu 6= ?, et v est adjacent à exactement un sommet de chaque

arête de Mv = M �Mu avec Mv 6= ?, car T est un arbre et M1 = ?. Par conséquent,

T 2 F 0. Si uv =2 E(T ), alors u et v ont exactement un voisin commun dans M , ou u est

adjacent a un sommet d�une arête de M et v est adjacent à l�autre sommet, sinon on a

un cycle ou T n�est pas connexe. Comme �(T ) = jAj + 1, la première situation n�est pas

possible. La deuxième situation conduit à un arbre T 2 F 00 [ F 000.
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Case 2. 
(T ) � jM j+ 1 = jAj+ 1.

Alors �2(T ) = jSj+jAj = �(T )+
(T )�1 � jSj+jAj, et donc 
(T ) = jAj+1 et �(T ) =

jSj. Par conséquent S�A0 6= ? et jS � A0j � jV � Ij, car �(T ) � n
2
pour les arbres. Sans

perte de généralité, on peut supposer que A�A1 � D et donc jD \ (V � I)j = jM1j+1 et

les sommets de S�A0 sont dominés par D\ (V � I). Comme 
(T ) = jAj+1, jV � Ij � 1.

Chaque sommet de V �I est adjacent à exactement un sommet de S�A0, car D\(V � I)

domine (S � A0) [ A1 [ A01, sinon on a un cycle ou �(T ) > jSj. En outre, par le même

argument, le sous-ensemble V � I est indépendant et pour toute paire de sommets x et y

de V � I, x est adjacent aux sommets des arêtes d�un couplage Mx �M et y est adjacent

aux sommets des arêtes d�un couplage My �M �Mx et les sommets de (V � I)�D sont

dominés par les sommet de M �M1. Donc T 2 F . Notons que si j(V � I) \Dj = 1, alors

T est l�arbre F1, et si jV � Ij = 1, alors T qui est l�arbre F1, est une araignée blessée.

3.2 Delta-indépendance dans les graphes

Dans cette section nous présentons des relations entre �j(G) et ��(G). En plus, nous

caracterisons les graphes tels que �j(G) = ��(G) pour j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g.

3.2.1 Une inégalité entre �j(G) et ��(G)

On sait que la séquence
�
�j
�
est croissante. Dans cette sous-section, nous renforçons

l�inégalité �j(G) � ��(G) pour j � � � 1.

Théorème 3.18. [22] Soient j; �;� trois entiers positifs avec j < � � � et soit G un

graphe de degré minimum � et de degré maximum �. Alors on a:

�j(G) � ��(G)� � + j + 1: (3.4)

En plus, �j(G) = ��(G) � � + j + 1 si et selement si les trois égalités suivantes sont

véri�ées: 8>>><>>>:
�j (G) = n� 
��j+1 (G) (a)


��j+1 (G) = 
 (G) + � � j � 1 (b)

�� (G) = n� 
 (G) (c)
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Preuve. En appliquant successivement les Théorèmes 2.38, 2.9 et 2.39 du Chapitre 2,

avec j = � � k + 1, nous obtenons les trois inégalités suivantes.

�j (G) � n� 
��j+1 (G) � n� 
 (G)� � + j + 1 � �� (G)� � + j + 1: (3.5)

L�égalité se produit dans (3.5) si et seulement si chacun des inégalités précédentes est une

égalité.

Corollaire 3.19. [22] Si G est un graphe de degré minimum � � 3 et degré maximum �,

alors �j(G) < ��(G) pour tout j � � � 2.

Le resultat suivant donne une propriété des graphes atteignant la borne du Théorème

3.18 pour j � � � 1.

Proposition 3.20. [22] Soit G un graphe de degré maximum �, de degré minimum � � 2

et j un entier positif avec j � ��1. Si �j(G) = ��(G)��+j+1, alors tout �j(G)-ensemble

est un ensemble (j + 1)-dominant de G et donc �j(G) � 
j+1(G) � j + 1.

Preuve. Soit S un �j(G)-ensemble. S�il existe un sommet y 2 V �S tel que jNS(y)j � j,

alors jNV�S(y)j � ��j. Soit A un sous-ensemble de NV�S(y) avec jAj = ��j. Alors S[A

est �- indépendant avec jSj + � � j sommets, ce qui contredit ��(G) = jSj + � � j � 1.

Donc S est un ensemble (j + 1)-dominant de G.

Exemple : Soit Hn un graphe (n� 2)-régulier et d�ordre n pair avec n � 4 (Hn est

une clique Kn moins un couplage parfait). Alors � = � = n � 2. On peut véri�er que


j(Hn) = �j(Hn) = j si j est pair, 
j(Hn) = �j(Hn) = j + 1 si j est impair. Ainsi

�j(Hn) = ��(Hn) � � + j si j est pair, �j(Hn) = ��(Hn) � � + j + 1 si j est impair, et

seulement dans le deuxième cas, les trois inégalités (a), (b), (c) sont véri�ées. En outre,

pour j impair, tout �j(Hn)-ensemble est isomorphe à Hj+1 et (j + 1)-dominant.

Toute condition supplémentaire sur G pour renforcer les Théorèmes 2.9, 2.38 ou 2.39

permet d�améliorer la borne (3.4) du Théorème 3.18. Par exemple, dans [55] Hansberg a

prouvé que si un graphe G avec un degré maximum � � n�2 a moins de (
(G)�1)(k�1)

cycles C4 induits pour un entier k avec � � k � 2, alors 
k(G) � 
(G) + k � 1. Cela

donne le corollaire suivant en posant à nouveau j = � � k � 1.
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Corollaire 3.21. [22] Soit G un graphe de degré maximum � � n�2 et de degré minimum

�, et soit j � � � 1 un entier positif. Si G contient moins (
(G) � 1)(� � j) cycles C4
induits, alors on a:

�j(G) � ��(G)� � + j:

3.2.2 Quelques familles de graphes

Dans cette sous-section, nous donnons les dé�nitions de quelques familles de graphes utiles

aux caractérisations des graphes G tels que �i(G) = �j(G).

Les familles G(j;�) et F(�;�)

Dé�nition 3.22. Soient j et � des entiers avec 1 � j � � � 1. Un graphe connexe

G de degré maximum � appartient à la famille G(j;�) si V admet une partition (X; Y ),

appelée bonne partition, tel que dX(y) = � pour y 2 Y et dX(x) � j � 1, dY (x) � 1 pour

tout x 2 X.

Notons que l�ensemble Y est indépendant et tous ses sommets sont de degré �,

l�ensemble X est un j-indépendant et tous ses sommets sont de degré au plus j < �.

Comme Y est l�ensemble de tous les sommets de degré �, la bonne partition (X; Y ) est

unique.

Proposition 3.23. [22] Soient j et � des entiers positifs avec j � � � 1 et soit G un

graphe de la famille G(j;�). Alors la partie X de la bonne partition (X;Y ) de G est un

ensemble j-indépendant maximum et �j(G) = ��(G).

Preuve. L�ensemble j-indépendant X et aussi �-indépendant. Supposons que T est

un autre ensemble �-indépendant de G et soit y 2 T \ Y . Alors dT\X(y) � � � 1 et

dX�T (y) � 1 car dX(y) = �. Comme tout sommet de X a au plus un voisin dans Y ,

jX � T j � jY \ T j et donc jT j = jT \Xj + jT \ Y j � jXj. Donc X est un ensemble

�-indépendant maximum et par conséquent un ensemble j-indépendant maximum. Donc

on a �j(G) = ��(G).

Par la Dé�nition 3.22, le degré minimum d�un graphe G de G(j;�) est au plus j. La

dé�nition suivante décrit la sous-famille F(�;�) de graphes de G(�;�).
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Dé�nition 3.24. Soit � et � des entiers avec 1 � � � � � 1. Un graphe connexe G de

degré maximum � et de degré minimum � appartient à la famille F(�;�) si V admet une

partition (X;Y ) tel que dX(y) = � pour tout y 2 Y , dY (x) = 1 pour tout x 2 X et le

sous-graphe G[X] induit par X est (� � 1)-régulier.

Les familles L(�), H(�� 1;�), H(�;�)

Dé�nition 3.25. Soit G = (V;E) un graphe connexe de degré maximum � � 2, et soit

(X; Y ) une partition de V tel que Y est un ensemble indépendant, X est un ensemble

(�� 1)-indépendant et dX(y) = � pour tout y 2 Y . La partition (X; Y ) a la Propriété P

si pour tout A � X et B � Y tel que jAj < jBj et B � NY (A), il existe un sommet v de

X � A tel que d(X�A)[B(v) = �.

Dé�nition 3.26. Soit � � 2 un entier. Un graphe connexe G de degré maximum �

appartient à la Famille L(�) si V admet une partition (X; Y ), appelée bonne partition, tel

que dX(y) = � pour tout y 2 Y , dX(x) � � � 2 pour tout x 2 X et la partition (X;Y )

satisfait la Propriété P.

Proposition 3.27. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2. Si G ap-

partient à L(�), alors l�ensemble X de toute bonne partition (X; Y ) de V est un ensemble

(�� 1)-indépendant maximum et ���1(G) = ��(G).

Preuve. Soit G 2 L(�) et soit (X; Y ) une bonne partition. L�ensemble (� � 1)-

indépendant X est aussi �-independent. Supposons que G admet un autre ensemble

�-indépendant T et soit T \ X = TX , T \ Y = TY . Comme tout sommet y de TY a �

voisins dans X et au plus��1 voisins dans TX , y a au moins un voisin dans X�TX . Donc

TY � NY (X � TX). Si jX � TX j < jTY j, alors par la Propriété P, il existe un sommet v

dans TX tel que dTX[TY (v) = �, ce qui contredit la dé�nition de T . Alors jTY j � jX � TX j

et donc jT j � jXj. Par conséquent X est un ensemble �-indépendant maximum de G et

donc un ensemble (�� 1)-indépendant maximum, et ���1(G) = ��(G).

La proposition suivante montre que la Proposition 3.27 est plus forte que la Proposition

3.23 pour j = �� 1.
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Proposition 3.28. [22] Pour tout entier � � 2, G(� � 1;�) � L(�) et l�inclusion est

stricte.

Preuve. Soit G un graphe de G(� � 1;�), et soit (X; Y ) sa bonne partition unique.

Comme dY (x) � 1 pour tout x 2 X, jBj � jAj pour chaque paire de sous-ensembles

A � X et B � Y tel que B � NY (A). Par conséquent, la partition (X;Y ) satisfait la

propriété P et G 2 L(�). Le troisième exemple du graphe Ln donné à la �n de cette

sous-section montre que l�inclusion est stricte.

La propriété P n�est pas facile à véri�er. La propriété Q suivante, plus simple mais

plus faible que P, est parfois utile.

Dé�nition 3.29. Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2, l�ensemble V des

sommets de G admet une partition (X; Y ) tel que Y est un ensemble indépendant, X est

un ensemble (� � 1)-indépendant et dX(y) = � pour tout y 2 Y . La partition (X; Y ) a

la propriété Q si pour toute paire y1; y2 de sommets de Y tel que NX(y1) \ NX(y2) 6= ;,

il existe au moins deux sommets non adjacents x1; x2 dans NX(y1) \ NX(y2) tels que

dX(x1) = dX(x2) = �� 2.

Proposition 3.30. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2, l�ensemble

V des sommets de G admet une partition (X;Y ) tel que Y est un ensemble indépendant,

X est un ensemble (� � 1)-indépendant et dX(y) = � pour tout y 2 Y . Si la partition

(X; Y ) véri�e la propriété P, alors elle satisfait la propriété Q.

Preuve. Soit y1; y2 deux sommets de Y tel que N(y1) \ N(y2) contient un sommet x

de X et A = fxg, B = fy1; y2g. Par la propriété P, il existe un sommet x1 dans X � fxg

qui a � voisins dans (X �fxg)[ fy1; y2g. Comme dX(x1) � �� 2, dX(x1) = �� 2 et x1
n�est pas adjacent à x mais il est adjacent à y1 et y2. Le même raisonnement s�applique

sur les ensembles A1 = fx1g et B et montre qu�il existe un sommet x2 dans X, peut-être

égal à x, de degré ��2 dans X, non adjacent à x1 mais adjacent à la fois à y1 et y2. Ainsi

la propriété Q est véri�e.
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De la proposition précédente, si un graphe G a une partition satisfaisant la propriété

Q, et si un sommet x de X a plus d�un voisin dans Y , alors x appartient à un cycle induit

C4 de G. On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.31. [22] Tout graphe sans C4 de famille L(�) est dans G(�� 1;�).

Dans la sous-section précédente, nous nous sommes spécialement intéressés aux graphes

de la famille L(�) avec un degré minimum � � 1 ou �. Pour cela, nous donnons les

dé�nitions suivantes.

Dé�nition 3.32. H(��1;�) est le sous-famille des graphes de L(�) de degré minimum

� � 1, et H(�;�) est la sous-famille des graphes de L(�) de degré minimum �, i. e.,

respectivement, les graphes semi-réguliers et les graphes réguliers de L(�).

Notons que pour chaque bonne partition (X; Y ) de l�ensemble des sommets d�un graphe

de L(�) et pour tout x 2 X, dY (x) � 1 si G 2 H(�� 1;�) et dY (x) � 2 si G 2 H(�;�).

Dans ce qui précède, les entiers j; �;�, sont souvent donnés en fonction de l�ordre n de

G. Nous donnons ci-dessous quelques exemples des familles précédentes.

Exemples :

1. F(1;�) = F(1; n� 1) = fK1;�g est l�ensemble de toutes les étoiles K1;n�1.

2. Pour un entier pair n ; n � 4, considérons de nouveau le graphe (n � 2)- régulier Hn
constitué d�une clique d�ordre n moins un couplage parfait. La partition (X; Y ) où Y est

constitué de deux sommets non adjacents montre que Hn 2 H(n� 2; n� 2).

3. Pour n pair; n � 6, soit Ln un graphe obtenu à partir de deux cliques disjointes d�odres

n=2, en ajoutant deux arêtes non adjacentes reliant deux sommets di¤érents de la première

clique à deux sommets di¤érents de la seconde clique. Pour ce graphe,� = n=2, � = n=2�1

et la partition (X; Y ), où Y est constitué de deux sommets non adjacents de degré n=2,

satisfait la propriété P de la dé�nition de L(�). Par conséquent Ln 2 H(n=2� 1; n=2) �

L(n=2). Mais Ln n�appartient pas à F(n=2 � 1; n=2), ni à G(n=2 � 1; n=2), car deux

sommets de X ont deux voisins dans Y (voir Figure 3.8).
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Figure 3.8. Le graphe L8

3.2.3 Egalités entre les paramètres de la j-indépendance

Dans cette sous-section, nous donnons des caractérisations et des propriétés des graphes

G tels que �i(G) = �j(G) pour certaines valeurs de i et j. Nous nous sommes partic-

ulièrement intéressés à j = �. Par le Corollaire 3.19, �i(G) = �� (G) n�est pas vraie pour

i < �(G) � 1. Si G a plusieurs composantes connexes Gk, alors �(G) = maxk�(Gk),

�(G) = mink �(Gk) et le problème est intéressant que si tous les composantes ont le même

degré maximum et le même degré minimum. Dans ce cas, les propriétés des graphes tels

que �i(G) = �j(G) sont valables pour chaque composante connexe. Par conséquent, il

su¢ t dans ce qui suit de considérer que les graphes connexes.

L�égalité �j�1(G) = �j(G) pour 2 � j � �

Il est connu dans [45] que le nombre de j-indépendance �j(G) d�un graphe peut être

plus grand que le nombre de j-domination minimal maximum �j(G). Nous montrons que

ce n�est pas vrai lorsque �j�1(G) = �j(G).

Proposition 3.33. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � et j un entier

avec 2 � j � �. Si �j�1(G) = �j(G) et S est un ensemble (j� 1)-indépendant maximum,

alors S est un ensemble j-dominant minimal de G et donc �j(G) � �j(G).

Preuve. Soit S un �j�1(G)-ensemble. Si un sommet y de V �S a moins de j voisins dans

S, alors S [ fyg est un ensemble j-indépendant plus grand que S, on a une contradiction

avec jSj = �j�1(G) = �j(G). D�où S est un j-dominant. Cet ensemble j-dominant est

minimal car dS(x) < j pour tout x 2 S. Par conséquent �j(G) = jSj � �j(G).
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Pour j = �, il est connu par [30] que ��(G) � ��(G), ceci donne le corollaire suivant.

Corollaire 3.34. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2 et tel que

���1(G) = ��(G). Alors tout ensemble (� � 1)-indépendant maximum est un ensemble

�-dominant minimal et ��(G) = ��(G).

L�égalité �j(G) = ��(G) pour 1 � j � �� 1

Nous donnons une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un graphe connexe G

satisfase l�égalité �j(G) = ��(G).

Théorème 3.35. [22] Soit j et � des entiers positifs avec j � �� 1 et soit G un graphe

connexe de degré maximum �. Alors �j(G) = ��(G) si et seulement si G 2 G(j;�) avec

j � �� 2 ou G 2 L(�) avec j = �� 1.

Preuve. La condition nécessaire est une conséquence des Propositions 3.23 et 3.27.

Pour montrer la condition su¢ sante, nous considérons un ensemble j-indépendant maxi-

mum X de G et Y = V �X. Comme �j(G) = ��(G) et la séquence (�k) est croissante, X

est un ensemble k-indépendant maximum de G pour j � k � � et d�après la Proposition

3.33, X est un ensemble �-dominant de G. Donc dX(y) = � pour tout y 2 Y et Y est

indépendant.

Pour le cas j � �� 2, supposons qu�il existe un sommet x de X tel que x a au moins

deux voisins y1 et y2 dans Y et considérons l�ensemble S = (X � fxg) [ fy1; y2g. Pour

i = 1; 2, dS(yi) = �� 1, et pour tout v 2 S \X, dS(v) � j + 1 � �� 1. Donc S est un

ensemble �-indépendant plus grand que X, ce qui contredit jXj = ��(G). Par conséquent

dY (x) � 1 pour tout x dans X et donc G 2 G(j;�).

Maintenant supposons que j = � � 1 et qu�il existe deux sous-ensemble A � X et

B � Y tels que jAj < jBj, B � NY (A) et d(X�A)[B(x) < � pour tout x de X�A. Comme

B � NY (A), chaque sommet de B a un voisin dans A et donc au plus �� 1 voisins dans

l�ensemble S = (X �A)[B. Comme dS(x) < � pour tout sommet x de X �A, S est un

ensemble �-indépendent plus grand que X, ce qui contredit jXj = ��(G). Par conséquent

la partition (X; Y ) satisfait la Propiété P et donc G 2 L(�).

Lorsque G est sans C4, le corollaire suivant découle du Corollaire 3.31.
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Corollaire 3.36. [22] Soit j et � des entiers positifs avec j � � � 1 et soit G un

graphe connexe sans C4 de degré maximum �. Alors �j(G) = ��(G) si et seulement si

G 2 G(j;�).

L�application du Théorème 3.35 pour les cas particuliers j = 1 et j = 2 donne les

résultats suivants.

Théorème 3.37. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum �. Alors �(G) =

��(G) si et seulement si G est le cycle C4 ou une étoile.

Preuve. Si � = 1, G est la chaîne P2. Si � � 2 alors, d�après le théorème 3.35,

�(G) = ��(G) si et seulement si G 2 L (2) ou G 2 G(1;�) avec � � 3. Les graphes de

L (2) sont la chaîne P3 et le cycle C4. Les graphes de G(1;�) avec � � 3 sont les étoiles

K1;n�1 avec n � 4.

Théorème 3.38. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum� � 2. Alors �2(G) =

��(G) si et seulement si,

i) G est une chaîne Pn ou un cycle Cn,

ii) G 2 L(3) avec � = 3 ou

iii) G 2 G(2;�) avec � � 4.

Exemple 1 : Soit T un arbre constitué de p � 1 étoiles disjointes K1:k; k � 3, et

p� 1 arêtes reliant les sommets pendant des étoiles, de sorte que les p étoiles K1:k avec les

p� 1 sommets pendants forment une chaîne d�étoiles. Alors n (T ) = p(k + 1), �(T ) = k

et �2(T ) = ��(T ) = kp. On voit que T 2 G(2;�) pour � = k. Lorsque � = 3, par la

Proposition 3.28, G(2; 3) � L(3) (voir Figure 3.9).
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Figure 3.9. L�arbre T pour k = 3
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Exemple 2 : Soit G le graphe obtenu à partir de p � 3 arêtes xiyi pour i 2 f1; 2; :::; pg

en joignant les sommets xi à un nouveau sommet x et les sommets yi à un autre nouveau

sommet y. Alors n = 2p + 2, � = p, et �2 (G) = ��(G) = 2p. On voit que G 2 G(2),

pour p � 3. Lorsque � = 3, G(2; 3) � L(3) (voir Figure 3.10).
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Figure 3.10. Le graphe G pour p = 4

Par le Corollaire 3.19, �j(G) = ��(G) implique j � � � 1. Dans les deux parties

suivantes, nous considérons les cas particuliers j = � et j = � � 1.

L�egalité ��(G) = ��(G)

En remplaçant j par � dans le Théorème 3.35, nous trouvons le résultat suivant.

Théorème 3.39. [22] Un graphe connexe G de degré maximum � et de degré minimum

� � � � 1 satisfait ��(G) = ��(G) si et seulement si G appartient à F(�;�) lorsque

� � � � 2 et G appartient à H(� � 1;�) lorsque � = � � 1. Si de plus G est sans C4,

alors ��(G) = ��(G) si et seulement si G appartient à F(�;�) pour chaque valeur de �.

L�egalité ���1(G) = ��(G)

En remplaçant j par � � 1 dans le Théorème 3.35, nous trouvons le résultat suivant.

Théorème 3.40. [22] Soit �et � deux entiers positifs avec 2 � � � �. Un graphe connexe

G de degré maximum � et de degré minimum �, alors ���1(G) = ��(G) si et seulement

si G 2 H(�;�).

Preuve. Comme le degré minimum des graphes de G(j;�) est au plus j, il n�y a pas

de graphes de degré � dans G(� � 1;�). Par le théorème 3.35, ���1(G) = ��(G) si et

seulement si � � 1 = �� 1, i. e., G est régulier, et donc G 2 L(�). Ceci est équivalent à

G 2 H(�;�).



79

Par exemple, le graphe Hn satisfait �n�3(Hn) = �n�2(Hn) = n� 2.

Les n=2 partitions (X; Y ) obtenues en prenant Y comme un ensemble de deux sommets

non adjacents montrent que Hn 2 H(�;�). Notons que 
(Hn) = 
2(Hn) = 2.

Corollaire 3.41. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � et de degré mini-

mum � � 2. Alors ���1(G) = ��(G) si et seulement si G est régulier et 
(G) = 
2(G).

Preuve. Supposons que ���1(G) = ��(G). Alors par le Théorème 3.40, G est régulier

et 
(G) = 
2(G). Pour satisfaire la propriété (b) dans le cas de l�égalité dans le Théorème

3.18. Supposons que G est régulier et 
(G) = 
2(G). D�après le Théorème 2.39 du

Chapitre 2, n = 
(G) + ��(G) = 
2(G) + ���1(G) et donc ���1(G) = ��(G).

La caractérisation des graphes tels que 
(G) = 
2(G) n�est connue que dans certaines

classes particulières de graphes. Par exemple, il est prouvé dans [58] que les seuls graphes

G réguliers sans gri¤es K1;3 tel que 
(G) = 
2(G) sont le graphe Hn et le produit cartésien

de deux cliques Kp�Kp. Cela donne le corollaire suivant.

Corollaire 3.42. [22] Soit G un graphe connexe �-régulier sans K1;3. Alors ���1(G) =

��(G) si et seulement si G = Hn ou G = Kp�Kp avec p � 2 et p2 = n.

Nous donnons maintenant quelques propriétés des graphes satisfaisant ���1(G) =

��(G). La première est une conséquence du Corollaire 3.21.

Corollaire 3.43. Soit G un graphe connexe de degré maximum � � n � 2 et de degré

minimum � � 2. Si ���1(G) = ��(G), G contient au moins 
(G)� 1 cycles C4 induits.

Proposition 3.44. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � et de degré

minimum � � 3. Si ���1(G) = ��(G), alors on a: 
(G) � 2n
�+2

et � � 4.

Preuve. Soit S un ���1 (G)-ensemble. D�après le Théorème 3.40, le nombrem(S; V �S)

d�arêtes de G entre S et V � S satisfait 2 jSj � m(S; V � S) = � jV � Sj, et par suite

���1(G) = jSj � �n
�+2

. D�après le Théorème 2.39, n � 
(G) � ��(G) = ���1(G) � �n
�+2

et donc 
(G) � 2n
�+2

. D�après un résultat de Reed [81], 
(G) � 3n
8
pour � � 3. Par

conséquent n� 3n
8
� �n

�+2
, et donc � � d10

3
e = 4.
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Corollaire 3.45. Si G est un graphe cubique, alors on a: �2(G) < �3(G) et 
(G) < 
2(G).

Lemme 3.46. [22] Soit G un graphe de degré maximum �. Alors G a un ensemble S

indépendant maximum contenant un sommet avec exactement �� 1 voisins dans S.

Preuve. Soit S un ��(G)-ensemble. Si S ne contient aucun sommet de degré � � 1

dans S, alors dS(x) � ��2 pour tout x dans S. Soit y 2 V �S et u un voisin de y dans S.

Comme S[fyg n�est pas�-indépendant, dS(y) = �. Ainsi l�ensemble S 0 = (S�fug)[fyg

est un ensemble �-indépendant contenant un sommet y de degré �� 1 dans S 0.

Proposition 3.47. [22] Soit G un graphe connexe de degré maximum � et de degré

minimum � � 2. Si ���1(G) = ��(G), alors G a au moins deux ensembles �-indépendants

maximums.

Preuve. Par le Thérème 3.40, G 2 H(�;�). Soit (X; Y ) une bonne partition de G.

l�ensemble X est un ��(G)-ensemble de G de degré maximum � � 2, et par le lemme

précédent, il existe au moins un autre ��(G)-ensemble S contenant un sommet de degré

�� 1 dans S.
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CHAPITRE 4

Des inégalités entre les paramètres de la

k-domination romaine, la domination romaine et la

k-domination

Dans [73], Kamerling et Volkmann ont donné des bornes sur 
kR(G) et des relations entre


kR(G) et 
k(G), et Henning [63] a donné une caractérisation des arbres romains.

Ce chapitre est composé de deux sections, dans la première section, nous donnons une

relation entre 
kR(G) et 
R(G) et nous donnons une caractérisation des graphes G tels

que 
kR(G) = 
R(G) + c.

Dans la deuxième section, nous étudions les graphes k-romains pour k � 2; nous

améliorons la borne 
kR(G) � 2
k(G) et donnons quelques caractérisations des graphes

extrémaux. A la �n, nous montrons que le problème de la k-DOMINATION ROMAINE

est NP-complet pour les graphes bipartis et les graphs triangulés, pour tout entier k � 1.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été acceptés comme communication aux

colloques COSI�12 [17] et COSI�13 [18], et ont fait l�objet de publications dans les révues

« Discrete Mathematics, Algorithms and Applications » [20] et « Opuscula Math. » [21].

4.1 Relations entre 
kR(G) et 
R(G)

4.1.1 Inégalité entre 
kR(G) et 
R(G)

Dans cette sous-section, nous donnons quelques relations entre 
kR(G) et 
R(G). Nous

commmençons par une simple propriété de toute 
kR-fonction d�un graphe G.

Observation 4.1. Si f = (V0; V1; V2) est une 
kR(G)-fonction, alors pour tout sommet v

de V2, N(v) \ V0 6= ;.
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Ensuite nous établissons une relation entre 
kR(G) et 
R(G) pour tout graphe G avec


kR(G) < n et k � 2.

Proposition 4.2. [20] Soit k � 2 un entier et G un graphe d�ordre n. Si 
kR(G) < n,

alors


kR(G) � 
R(G) + 2k � 4: (4.1)

Preuve. Soit f = (V0; V1; V2) une 
kR-fonction sur G. Comme 
kR(G) < n, V0 6= ;

et donc jV2j � k. Soient v 2 V0 et A un sous-ensemble de NG(v) \ V2 de cardinalité

k � 1. Il est clair que V 02 = (V2 � A) [ fvg domine V 00 = (V0 � fvg) [ A. Par conséquent

f 0 = (V 00 ; V1; V
0
2) est une R1-DF surG, et donc 
R(G) � jV1j+2 jV 02 j = jV1j+2 jV2j�2k+4 =


kR(G)� 2k + 4.

Les deux résultats suivants améliorent la borne (4.1) de la Proposition 4.2 pour k = 2

et pour les graphes sans C4, respectivement.

Proposition 4.3. [20] Si G est un graphe d�ordre n avec 
2R(G) < n, alors


2R(G) � 
R(G) + 1:

Preuve. Soit f = (V0; V1; V2) une 
2R-fonction sur G. Comme 
2R(G) < n, V0 6= ; et

donc jV2j � 2. Soit x un sommet de V2. Alors (V0; V1[fxg; V2�fxg) est une R1-DF sur G,

et par conséquent 
R(G) � jV1 [ fxgj+ 2 jV2 � fxgj = jV1j+ 2 jV2j � 1 = 
2R(G)� 1.

Proposition 4.4. [20] Soit k � 2 un entier et G un graphe sans C4 d�ordre n. Si


kR(G) < n, alors


kR(G) � 
R(G) + 2k � 2:

Preuve. Soit f = (V0; V1; V2) une 
kR-fonction sur G. Comme 
kR(G) < n, V0 6= ;.

Soit x un sommet de V0 et A un sous ensemble quelconque de NG(x) \ V2 d�ordre k. Si

f 0 = ((V0 [ A) � fxg; V1; (V2 � A) [ fxg) est un R1-DF sur G, alors 
R(G) � jV1j +

2 j(V2 � A) [ fxgj = 
kR(G)� 2k + 2. Donc supposons que f 0 n�est pas un R1-DF sur G.

Soit B l�ensemble des sommets de V0 tel que pour tout sommet y 2 B, NG(y)\V2 = A et y

n�est pas adjacent à x. Comme G est sans cycle C4, le sous graphe G[A] doit être complet.
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Soit u un sommet de A. Il s�ensuit que (V0[ (A� fug) ; V1; V2� (A�fug)) est une R1-DF

sur G, ce qui implique que 
R(G) � jV1j+ 2 jV2 � (A� fug)j = 
kR(G)� 2k + 2.

Corollaire 4.5. [20] Si G est un graphe sans C4 d�ordre n avec 
2R(G) < n, alors


2R(G) � 
R(G) + 2:

Soit Kp;q le graphe biparti complet avec p � q � 3. Il est clair que Kp;q contient un

cycle C4, 
R(Kp;q) = 4, 
qR(Kp;q) = 2q et Kp;q véri�e 
qR(Kp;q) = 
R(Kp;q) + 2q � 4.

D�autre part, le graphe complet Kn avec n � 2k+1 qui ne contient aucun cycle C4 véri�e


kR(Kn) = 
R(Kn)+2k�2. Ceci montre que les Propositions 4.2 et 4.4 sont les meilleures

possibles.

4.1.2 Graphes G avec 
kR(G) = 
R(G) + c

Nous commençons par la borne inférieure pour 
kR(G) en fonction de n, � et k. De plus,

nous donnons une caractérisation des graphes atteignant cette borne.

Théorème 4.6. [20] Si G est un graphe d�ordre n et k est un entier avec 2 � k � �,

alors


kR(G) � 
R(G) +
6k � 4�
5 (� + k)

n

avec égalité si et seulement si G est un cycle C5 ou G est obtenu en identi�ant chaque

sommet d�un sous graphe connexe au centre d�une seule composante connexe de n
5
P5 et

k = �.

Preuve. Les bornes du Théorèmes 2.92 et 2.84 du Chpitre 2 nous conduisent directe-

ment à 
kR(G)� 
R(G) � 2k
k+�

n� 4
5
n = 6k�4�

5(�+k)
n, et la borne est prouvée.

Supposons maintenant que 
kR(G) � 
R(G) = 6k�4�
5(�+k)

n. Alors on a l�égalité dans la

chaîne des inégalités précédente. En particulier, 
R(G) =
4
5
n et 
kR(G) =

2k
�+k

n. D�après

le Théorème 2.84, la première égalité implique que G est un cycle C5 ou G est obtenu en

identi�ant chaque sommet d�un sous graphe connexe au centre d�une seule composante

connexe de n
5
P5, et la seconde égalité implique que k = � (voir la démonstration du

Théorème 2.92 dans [73]).

L�inverse est facile de montrer et nous omettons les détails.
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Notons que la borne du Théorème 4.6 est meilleure que la borne de la Proposition 4.2

lorsque 6k�4�
5(�+k)

n > 2k� 4, tandis que, la Proposition 4.2 donne de meilleurs résultats pour
6k��
5(�+k)

n < 2k � 4, et pour le cas particulier k = �, on a 
kR(G) � 
R(G) + 1.

Maintenant, nous donnons une caractérisation des graphesG avec 
�R(G) = 
R(G)+1.

Corollaire 4.7. [20] Soit G un graphe connexe de degré maximum � � 2. Alors


�R(G) = 
R(G) + 1

si et seulement si G 2 fP3; C3; P4; C4; P5; C5g.

Preuve. Si G = P3; C3; P4; C4; P5 ou C5, alors � = 2 et il est facile de véri�er que


2R(G) = 
R(G) + 1.

Inversement, supposons que G est un graphe connexe tel que 
�R(G) = 
R(G) + 1.

En appliquons le Théorème 4.6, nous observons que 6��4�
5(�+�)

n � 1, ce qui implique que

3 � n � 5. Comme 
�R(G) = n (d�après le Corollaire 2.93 du Chpitre 2), 
R(G) = n� 1,

et par la Proposition 2.83, on en déduit que � � 2. Par conséquent, G est une chaîne ou

un cycle d�ordre 3, 4 ou 5.

Ensuite, nous caractérisons les graphes cubiques G avec 
�R(G) = 
R(G) + 2.

Théorème 4.8. [20] Soit G un graphe cubique connexe d�ordre n. Alors


3R(G) = 
R(G) + 2

si et seulement si G = K4, K3;3 ou G est le complémentaire de C6.

Preuve. Il est facile de voir que 
3R(G) = 
R(G) + 2 pour G = K4, K3;3 ou C6.

Supposons que G est un graphe cubique connexe avec 
3R(G) = 
R(G) + 2. En

appliquant le Corollaire 2.93 et le Théorème 2.84, nous observons que n�2 = 
R(G) � 4n
5

ce qui implique que n � 10. Comme 2m (G) = 3n pour les graphes cubiques, n doit être

pair, et d�après le Théorème 2.84, n 6= 10 (i.e. n 2 f4; 6; 8g), et comme les cinq graphes

cubiques d�ordre 8 satisfont 
R(G) < 6 = n � 2, il ne reste que n = 4 ou 6. Maintenant,

il est facile de voir que G = K4, K3;3 ou C6 (voir Figure 4.1).
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Figure 4.1.

Nous caractérisons les arbres et les unicycles tels que 
2R(G) = 
R(G) + 1.

Théorème 4.9. [20] Soit G un graphe connexe d�ordre n avec au plus un cycle. Alors


2R(G) = 
R(G) + 1

si et seulement si G 2 fP3; C3; P4; C4; P5; C5g.

Preuve. Il est clair que, si G = P3; C3; P4; C4; P5 ou C5, alors 
2R(G) = 
R(G) + 1.

Inversement, soit G un graphe connexe avec au plus un cycle tel que 
2R(G) = 
R(G)+

1. Il est clair que n � 3. En appliquant le Corollaire 2.96, nous observons que 
R(G) =

n � 1. Alors il résulte de la Proposition 2.83 que � � 2. Par conséquent � = 2 et donc

par le Corollaire 4.7, G 2 fP3; C3; P4; C4; P5; C5g.

Notre objectif dans ce qui suit est de caractériser tous les arbres T tel que 
2R(T ) =


R(T ) + 2. Nous donnons d�autres dé�nitions et d�autres résultats. Il est bien connu par

Ore [76] que tout graphe G d�ordre n sans sommets isolés satisfait 
 (G) � n
2
. Les graphes

extrémaux atteignant l�égalité dans la borne d�Ore ont été donnés par Payan et Xuong [77]

et indépendamment par Fink et al. [50]. Ils ont montré qu�un graphe G d�ordre pair sans

sommets isolés véri�e 
(G) = n
2
si et seulement si chaque composante connexe de G est

soit le cycle C4 soit la couronne d�un graphe connexe H, indépendemment Rautenbach et

Volkmann [79] et Xu et al. [90] ont caractérisé les graphes G d�ordre impair pour lesquels


 (G) = n�1
2
. Nous prenons leurs résultats que pour la classe d�arbres.

Théorème 4.10. [77, 50, 79, 90] Un arbre T non trivial véri�e 
(T ) =
�
n
2

�
si et seulement

si T est une couronne d�un arbre T 0 ou T est obtenue à partir d�une couronne d�une forêt

H et un nouveau sommet attaché à des sommets de H.

Dans [59], Hansberg et Volkmann ont caractérisé les arbres T avec 
 (T ) = n�2
2
. Cepen-

dant, nous prenons que les résultats dont nous avons besoin pour notre caractérisation.
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Théorème 4.11. [59] Soit T un arbre d�ordre pair n � 4. Si 
(T ) = n�2
2
, alors T contient

deux sommets u et v tel que T 0 = T � fu; vg est la couronne d�une forêt.

Soit T = fT1; T2; T3; T4; T5g, où T1 est l�arbre obtenu à partir de deux chaînes P5 en

ajoutant une arête entre leurs centres, T2 est l�arbre obtenu à partir de P5 et P3 en ajoutant

une arête entre leurs centres, T3 est l�arbre obtenue à partir de P5 et P3 par l�ajout d�une

arête entre le centre de P5 et un sommet pendant de P3, T4 est l�étoile subdivisé d�ordre

7 et T5 est l�arbre obtenu à partir de T1 par supression d�un sommet pendant (voir Figure

4.2).
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Figure 4.2. La famille T
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On dé�nit aussi la famille C de chenilles C(3), C(1; 2), C(2; 2), C(1; 1; 1), C(2; 0; 1),

C(1; 1; 2), C(1; 1; 0; 1), C(1; 1; 1; 1) et C(1; 0; 1; 0; 1) (voir Figure 4.3).

Nous sommes maintenant prêts à donner la caractérisation des arbres tels que 
2R(T ) =


R(T ) + 2.

Théorème 4.12. [20] Soit T un arbre d�ordre n. Alors


2R(T ) = 
R(T ) + 2

si et seulement si T 2 fP6; P7; P8g [ T [ C.

Preuve. Si T 2 fP6; P7; P8g [ T [ C, alors il est facile de véri�er l�égalité 
2R(T ) =


R(T ) + 2.

Inversement, soit T un arbre tel que 
2R(T ) = 
R(T ) + 2. Il est clair que n � 4. En

appliquant le Corollaire 2.96 et le Théorème 2.84, nous observons que n�2 = 
R(T ) � 4n
5

ce qui implique que, n � 10. Si n = 10, alors 
R(T ) = 8 = 4n
5
, et par le Théorème 2.84,

T = T1. Si n = 4, il est clair que T = K1;3 (le cas T = P4 est exclu car 
2R(P4) 6=


R(P4) + 2). Ainsi, pour la suite, on suppose que 5 � n � 9. En outre, par la Proposition

2.83, nous avons � � n� 
R(T )+1 = 3. Maintenant, nous considérons deux cas selon �:

Cas 1. � = 2. Alors T est une chaîne Pn. Il est clair que si n =2 f6; 7; 8g, alors l�égalité

de la Proposition 2.82 donne 
R(Pn) =
�
2n
3

�
6= n� 2, d�où 
2R(Pn) = 
R(Pn)+2 n�est pas

possible dans ce cas.

Cas 2. � = 3. Alors par la borne d�Ore (
(T ) � n
2
) et la Proposition 2.85 du Chapitre

2, nous obtenons n
2
� 
(T ) � 
R(T )

2
= n�2

2
. Si 
(T ) = n

2
, alors n 2 f6; 8g et donc par

le Théorème 4.10, T = H � K1 tel que H est un arbre d�ordre, respectivement, 3 ou 4.

Comme � = 3, H est di¤érent de K1;3. Par conséquent T = C(1; 1; 1) ou C(1; 1; 1; 1).

Pour ce qui suit, on suppose que 
(T ) = n�2
2
ou n�1

2
.

Sous-Cas 2.1. 
(T ) = n�2
2
. Donc n 2 f6; 8g et par le Théorème 4.11, T contient deux

sommets u et v tels que T 0 = T �fu; vg est la couronne d�une forêt. On doit examiner les

possibilités, selon que l�arête uv existe ou non.

Si n = 6, alors T 0 = 2P2 ou P4. Supposons que T 0 = 2P2. Il est clair que T est un arbre

et � = 3, l�un des sommets u et v, soit u, est adjacent à une extrémité de chaque chaîne
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P2. En outre, comme T est un arbre, v a au plus un voisin dans T 0. Si uv =2 E(T ), alors v,

u ont un voisin commun (car � = 3), donc T = C(2; 0; 1). Si uv 2 E(T ), alors v n�a pas

de voisin dans T 0, et donc T = C(1; 1; 1). Supposons maintenant que T 0 = P4 = a0; a; b; b0.

Comme � = 3, on suppose, sans perte de généralité, que ua 2 E(T ). Si uv 2 E(T ), alors

v n�a pas de voisin dans T 0, et donc T = C(1; 1; 1). Si uv =2 E(T ), alors v est adjacent à b,

b0 ou a0, ceci implique que T = C(2; 2), T = C(2; 0; 1) ou T = C(1; 1; 1), respectivement.

Si n = 8, alors T 0 = 3P2, P2 [ P4 ou P3 � K1. Supposons que T 0 = 3P2, et soit

V (T 0) = fa1; b2; a2; b2; a3; b3g, où pour i = 1; 2; 3, les sommets ai, bi induisent la i�eme

chaîne P2 dans T 0. Il est clair que l�un des u et v, soit u, est adjacent à deux ou trois

sommets de T 0. Supposons que u a exactement deux voisins dans V (T 0). Pour des raisons

de symétrie, ua1, ua2 et ua3 2 E(T ). Il est clair que si uv 2 E(T ), alors v est adjacent

à a3 ou b3, et donc T = T3. Si uv =2 E(T ), alors comme � = 3, v est adjacent à

a1 ou a2, soit a2. En outre, v est adjacent à a3 ou b3, et donc T = C(1; 0; 1; 0; 1).

Supposons maintenant que u a exactement trois voisins dans V (T 0). Pour des raisons de

symétrie, ua1; ua2 and ua3 2 E(T ). Comme � = 3, uv =2 E(T ). Par isomorphisme, v

est adjacent à a3 ou b3, ce qui implique que T = T2 ou T3, respectivement. Supposons

maintenant que T 0 = P2 [ P4. Soit V (T 0) = fx; y; a; b; c; dg, où P2 = x; y et P4 = a; b; c; d

sont les deux composantes connexes de T 0. Supposons que uv 2 E(T ). Ensuite, soit

l�un des u et v est adjacent aux deux composantes connexes ou chacun est adjacent à

exactement une composante connexe. Par isomorphisme, pour la première situation, si

ux, ub 2 E(T ), alors T = P4 � K1 = C(1; 1; 1; 1) (exclu car 
(T ) = n
2
) , et si ux,

ua 2 E(T ), alors T = C(1; 1; 0; 0; 1) (exclu car 
R(T ) = 5 < n � 2). Pour la deuxième

situation, les deux arbres sont exclus car si ux, vb 2 E(T ), alors T = C(1; 1; 0; 0; 1)

(
R(T ) = 5) et si ux, va 2 E(T ), alors T = P8 (� 6= 3). Ensuite, nous supposons

que uv =2 E(T ). Il est clair que l�un des sommets u et v, soit u, est adjacent aux deux

composantes connexes de T 0. Pour des raisons de symétrie, ux 2 E(T ) et ua 2 E(T ) ou

ub 2 E(T ). Supposons que ua 2 E(T ). Comme � = 3, v doit être adjacent à a; x; b

ou c. Ce qui implique que T = C(1; 0; 1; 0; 1), T = (2; 0; 0; 0; 1), T = C(1; 1; 0; 0; 1) ou

T = (2; 0; 0; 0; 1), respectivement. Mais les trois derniers sont exclus car 
R(T ) = 5 < n�2.

Supposons maintenant que ub 2 E(T ). Etant donné que � = 3, v est adjacent à un
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sommet de fy; x; a; c; dg. On peut facilement voir que si av 2 E(T ), alors T = T3,

et si vd 2 E(T ), alors T = C(1; 0; 1; 0; 1). Les possibilités restantes sont exclus car


R(T ) = 5 < n � 2. En�n , supposons que T 0 = P3 � K1. Soient a; b; c les support de

T 0 et a0; b0; c0 leurs sommets pendants, respectivement, où b est le centre de T 0. Comme

� = 3, ub et vb =2 E(T ). Maintenant, si uv 2 E(T ), alors, par isomorphisme, u est

adjacent à a0; a ou b0. Il s�ensuit que T = C(1; 1; 0; 0; 1), ou T = C(1; 1; 1; 1) ou T = T3,

respectivement. Le premier est déjà exclu. Supposons maintenant que uv =2 E(T ). Par

symétrie, u est adjacent à a, a0 ou b0. Si ua 2 E(T ), alors v est adjacent à a0; b0; c0 ou c.

Il s�ensuit que T = C(1; 1; 1; 1), T = T2, T = C(2; 1; 0; 1) ou C = (2; 1; 2), respectivement.

Les deux derniers sont exclus car 
R(T ) = 5 < n � 2. Si ua0 2 E(T ), alors , pour éviter

les situations précédentes , v est adjacent à a0; b0 ou c0. Il s�ensuit que T = C(2; 0; 1; 1),

T = T3 ou T = C(1; 0; 1; 0; 1). Si ub0 2 E(T ), alors , pour éviter les cas précédents, v est

adjacent à b0, ce qui implique que T = T2.

Sous-Cas 2.2. En�n, supposons que 
(T ) = n�1
2
. Donc n 2 f5; 7; 9g et par le

Théorème 4.10, T est obtenu à partir d�une couronne d�une forêtH en ajoutant un nouveau

sommet attaché aux sommets de H. Comme précédemment, si n = 5, alors H �K1 = P4

ou H �K1 = 2P2 et donc, respectivement, T = C(1; 2) ou P5 qui est exclu car � = 3. Si

n = 7, alors H �K1 = 3P2, P2[P4 ou P3 �K1 et donc, respectivement, T = T4, C(1; 1; 0; 1)

ou C(1; 1; 2). Si n = 9, alors H � K1 = 4P2, 2P2 [ P4, P2 [ P3 � K1, 2P4 ou P4 � K1, et

donc la seule possibilité pour T est T5.

4.1.3 Graphes sans-fK1;3; K1;3 + eg avec 
kR(G) = 
R(G) + c

D�après la Proposition 4.3, pour tout entier positif k et tout graphe G d�ordre n avec


kR(G) < n, 
kR(G) � 
R(G)+2k�4. Dans cette sous-section, nous nous concentrons sur

la classe des graphes sans-fK1;3; K1;3+eg. Nous allons montrer que pour tout graphe sans-

fK1;3; K1;3+eg et tout entier positif k � 2, 
kR(G) � 
R(G)+max
�
2k � 2;

�
n
3

�	
. De plus,

nous caractérisons tous les graphes G sans-fK1;3; K1;3 + eg tels que 
kR(G) = 
R(G) + t,

avec t 2 f2k � 3; 2k � 2;
�
n
3

�
g.

Nous rappelons que la structure des graphes sans-fK1;3; K1;3 + eg est donné dans le

Chapitre 2 par le Lemme 2.18.
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Les deux observations suivantes sont évidentes.

Observation 4.13. Si G est une chaîne Pn ou un cycle Cn, alors


2R(G) = 
R(G) +
jn
3

k
= n:

Observation 4.14. Si Kn est une clique et k est un entier positif avec n � 2k, alors


kR(Kn) = 
R(Kn) + 2k � 2:

Maintenant, nous donnons la valeur exacte du nombre de k-domination romaine pour

les graphes de degré minimum n� 2.

Proposition 4.15. [20] Soit Hn un graphe (n � 2)-régulier d�ordre n et soit k un entier

positf avec n � 2k, Alors


kR(Hn) =

8<: 2k si k est pair ou n = 2k,

2k + 1 si k est impair et n > 2k.

Preuve. En utilisant la Proposition 2.89, considérons deux cas. Si n = 2k, alors


kR(Hn) = n = 2k. Supposons que n � 2k + 1. Si k est pair, alors la fonction f =

(V � V2; ;; V2) tel que G [V2] = Hk, est une Rk-DF sur Hn de poids f(V ) = 2k, et

donc 
kR(Hn) = 2k. Supposons maintenant que k est impair. Si k = 1, il est clair que


1R(Hn) = 3. Supposons que k � 3, et soit xx0 =2 E (Hn) et considérons la fonction

f = (V � (V2 [ fx; x0g) ; fx0g ; V2 [ fxg) telle que G [V2] = Hk�1. Il est clair que f est une

Rk-DF sur Hn de poids f(V ) = 2k + 1. Donc 2k � 
kR(Hn) � 2k + 1. Montrons que


kR(Hn) 6= 2k. Supposons que 
kR(Hn) = 2k, et soit f = (V0; V1; V2) une 
kR-fonction sur

Hn. Comme jV2j � k et 
kR(Hn) = jV1j + 2 jV2j = 2k, alors jV1j = 0 et jV2j = k. Etant

donné que chaque sommet de V0 est adjacent à l�ensemble des sommets de V2, le sous-

graphe G[V2] induit par V2 est (k � 2)-régulier. Il en résulte que 2 jE(G[V2])j = k(k � 2),

ce qui n�est pas possible, puisque k est impair. On en déduit que 
kR(Hn) = 2k + 1.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 4.15.

Corollaire 4.16. [20] Si Hn est un graphe (n � 2)-régulier d�ordre n et si k un entier

positif avec n � 2k, alors


kR(Hn) =

8<: 
R(Hn) + 2k � 3 si k est pair ou n = 2k,


R(Hn) + 2k � 2 si k est impair et n > 2k.
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Proposition 4.17. [20] Si G = Kp +Hq est un graphe d�ordre n = p + q avec p � 1, et

si k est un entier positif avec n � 2k, alors


kR(G) = 2k:

Preuve. Soit S1 un sous-ensemble de V (Kp) et S2 un sous-ensemble de V (Hq) tel que

G [S2] est (jS2j � 2)-régulier et jS1 [ S2j = k. Alors f = (V � (S1 [ S2) ; ;; S1 [ S2) est

une Rk-DF sur G avec f(V ) = 2k. L�égalité découle du fait que 
kR(G) � 2k (voir la

Proposition 2.89).

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 4.17.

Corollaire 4.18. [20] Si G = Kp + Hq est un graphe d�ordre n et si k un entier positif

avec n � 2k, alors


kR(G) = 
R(G) + 2k � 2:

D�après le Lemme 2.18 du Chapitre 2, les Observations 4.13 et 4.14, et les Corollaires

4.16 et 4.18, nous avons 
kR(G)� 
R(G) 2
�
2k � 3; 2k � 2;

�
n
3

�	
pour tout graphe sans-

fK1;3; K1;3 + eg et tout entier k avec n � 2k.

Le résultat suivant donne la caractérisation de tous les graphes G sans-fK1;3; K1;3+ eg

tel que 
kR(G) = 
R(G) + t, avec t 2 f2k � 3; 2k � 2;
�
n
3

�
g.

Théorème 4.19. [20] Soient G un graphe connexe sans fK1;3; K1;3 + eg d�ordre n et k

un entier positif avec 2 � k � min
�
�; n

2

	
. Alors

(i) 
kR(G) = 
R(G) + 2k� 3 si et seulement si G 2 fP3; C3; P4; C4; P5; C5g et k = 2 ou

G = Hn et k est pair ou n = 2k.

(ii) 
kR(G) = 
R(G) + 2k � 2 si et seulement si G 2 fP6; C6; P7; C7; P8; C8g et k = 2,

G = Kn, G = Hn et k est impair avec n � 2k + 1, ou G = Kp +Hq avec p � 1, q

est un entier pair et n � 2k.

(iii) 
2R(G) = 
R(G) +
�
n
3

�
si et seulement si G = Pn ou Cn pour n � 9.
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4.2 Etude des graphes k-romains

Dans cette section, nous étudions les graphes k-romains pour k � 2; nous améliorons

quelques bornes existantes et nous donnons quelques caractérisations des graphes extré-

maux.

Nous commençons par une condition nécessaire pour qu�un graphe soit k-romain.

Théorème 4.20. [21] Si G est un graphe k-romain avec k � 2, alors chaque sommet de

G est adjacent à au plus k � 1 sommets pendants de G.

Preuve. Soit G un graphe k-romain avec k � 2. Supposons que v est un sommet de

G adjacent à au moins k sommets pendants. Soit Lv l�ensemble des sommets pendants

adjacents à v. Il est évident que pour tout 
kR-fonction sur G, à chaque sommet pendant

est attribué une valeur positive. Aussi, par la Proposition 2.86 du Chapitre 2, G a une


kR-fonction f = (V0; V1; V2) avec V1 = ;. Ainsi f(w) = 2 pour tout sommet pendant w

de Lv. Maintenant, si f(v) 6= 0, alors on peut diminuer le poids de f en attribuant la

valeur 1 au lieu de 2 pour chaque sommet pendant de Lv, ce qui contredit le fait que f

est un 
kR-fonction sur G. Donc, f(v) = 0. Comme k � 2, on peut changer f(w) = 2

par f(w) = 1 pour tout sommet w 2 Lv et f(v) = 0 par f(v) = 1. Il est clair qu�on

obtient une fonction de k-domination romaine avec un poids inférieur à f(V ), aussi une

contradiction. Par conséquent, jLvj � k � 1.

Nous donnons maintenant une caractérisation des graphes k-romains lorsque k = �.

Théorème 4.21. [21] Un graphe G est �-romain si et seulement si G est un graphe

biparti régulier.

Preuve. Soit G un graphe avec 
�R(G) = 2
�(G). Alors, par le Corollaire 2.93,


�R(G) = n = 2
�(G), et donc d�après le Corollaire 2.47 du Chapitre 2, G est un graphe

biparti régulier.

Inversement, supposons que G est un graphe biparti �-régulier. Par le Corollaire

2.93 et le Corollaire 2.47, 
�R(G) = n et 
�(G) =
n
2
, respectivement. Par conséquent


�R(G) = 2
�(G).
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Ensuite, nous améliorons la borne supérieure dans la Proposition 2.85 du Chapitre 2

pour la classe d�arbres. De plus, nous caractérisons tous les arbres atteignant cette borne.

Théorème 4.22. [21] Soit T un arbre d�ordre n � 3 avec � � k � 2. Alors


kR(T ) � 2
k(T )� k + 1;

avec égalité si et seulement si,

(i) k = 2 et T est un arbre subdivisé d�un autre arbre, ou

(ii) k = n� 1 et T est une étoile.

Preuve. Nous montrons d�abord la borne supérieure. Comme m = n � 1 pour les

arbres, il résulte du Théorème 2.42-1 que pour tout arbre T et tout entier positif k,


k(T ) �
(k�1)n+1

k
. En outre, il est facile de véri�er que (k�1)n+1

k
� n+k�1

2
pour 2 � k �

� � n� 1. Maintenant, en utilisant le fait que 
kR(T ) = n (par le Corollaire 2.96), nous

obtenons 
k(G) �
(k�1)n+1

k
� n+k�1

2
= 
kR(T )+k�1

2
, et la borne est prouvée.

Supposons maintenant que 
kR(T ) = 2
k(T )� k + 1. Alors, nous avons l�égalité dans

toute la chaîne de l�inégalité précédente. En particulier, (k�1)n+1
k

= n+k�1
2

et 
k(G) =
(k�1)n+1

k
. La première égalité implique que k = 2 ou k = n�1. Si k = 2, alors 
2(G) = n+1

2

et par le Théorème 2.43, T est un arbre subdivisé d�un autre arbre. Si k = n� 1, alors il

est clair que T est une étoile.

L�inverse est facile à montrer.

Le Corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 4.22.

Corollaire 4.23. [21] Il n�y a pas d�arbres k-romain pour k � 2.

Maintenant, nous montrons qu�il n�y a pas de cactus k-romaine pour k � 3. Nous

avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 4.24. [87] Si G est un cactus de n sommets et m arêtes, alors

2m � 3n� 3:
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Proposition 4.25. [21] Il n�y pas de cactus k-romain pour k � 3.

Preuve. Supposons que G est un cactus k-romain pour k � 3. Par le Corollaire 2.97 et

le Théorème 2.42-1, nous avons n = 
kR(T ) = 2
k(G) � 2
�
n� m

k

�
, qui donne kn � 2m,

et donc par le Lemme 4.24, kn � 2m � 3n� 3, ce qui est impossible, car k � 3.

Dans ce qui suit, nous améliorons la borne supérieure dans la Proposition 2.85 pour

les unicycles. On note par K1;p + e le graphe obtenu à partir de l�étoile K1;p en ajoutant

une arête entre deux sommets pendants de K1;p. Soit P5 la chaîne de cinq sommets

x1; x2; x3; x4; x5. Soit F le graphe obtenu à partir de P5 en ajoutant un nouveau sommet y

et les arêtes yx2 et yx4. Soit G1, G2 et G3 trois graphes obtenus à partir de P5 en ajoutant,

respectivement, les arêtes x2x4, x3x5 et x2x5 (voir Figure 4.4).

G2

s s s s s@
@

�
�

G3

s s s
s s�

�

@
@

@
@

�
�

K1;k+e

s s s p p p s
s

�
�

�
�

�
�
�
�

@
@
@
@

F

s s s
s s s�

�

@
@

@
@

�
�

G1

s s s s s�
�

@
@

Figure 4.4.

Théorème 4.26. [21] Soit G un unicycle avec � � k � 3. Alors


kR(G) � 2
k(G)� k + 1;

avec égalité si et seulement si k = f3; 4; n� 1g et G = K1;k + e, ou k = 3 et G = F .

Preuve. Notons d�abord que n � 4 car � � 3. Si n = 4, alors k = � = 3 et

G = K1;3+ e, et donc 
kR(G) = 2
k(G)� k+1. Si n = 5, alors k 2 f3; 4g. Si k = 3, alors

il est clair que G 2 fG1; G2; G3; K1;4 + eg et 
kR(G) < 2
k(G) � k + 1. Si k = 4, alors

G = K1;4 + e , et donc 
kR(G) = 2
k(G) � k + 1. Ensuite, si n = k + 1, alors k = � et

G = K1;n�1 + e, et donc 
kR(G) = 2
k(G)� k + 1.
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Supposons maintenant que n � max f6; k + 2g. On peut voir facilement que
(k � 1)n

k
� n+ k � 1

2
(4.2)

et la borne supérieure résulte du Corollaire 2.96 et le Théorème 2.42-1.

Supposons maintenant que 
kR(G) = 2
k(G)�k+1. Il est clair que, si n 2 f4; 5; k+1g,

alors G = K1;n�1+e. Donc, supposons que n � max f6; k + 2g. Alors, nous avons l�égalité

dans (4.2), en particulier 
k(G) =
n+k�1
2

= (k�1)n
k
. Il s�ensuit que n = 6, k = 3, 
3(G) = 4,

et donc G = F .

En�n, nous donnons une caractérisation des unicycles 2-romains.

Théorème 4.27. [21] Un unicycle G est un graphe 2-romain si et seulement si G est le

graphe subdivisé d�un autre unicycle (éventuellement avec un cycle de deux sommets).

Preuve. Si 
2R(G) = 2
2(G), alors d�après le Corollaire 2.96, n = 2
2(G), et donc


2(G) =
n
2
. Par le Théorème 2.43, G est le graphe subdivisé d�un autre unicycle. Sup-

posons maintenant que G est le graphe subdivisé d�un unicycle. D�après le Théorème

2.43 et le Corollaire 2.96, nous avons respectivement, 
2(G) =
n
2
et 
2R(G) = n. Par

conséquent, 
2R(G) = 2
2(G).

4.3 Résultats sur la NP-complétude

Schnupp 2006 [83] a montré que le problème de la DOMINATION ROMAINE est NP-

complet dans les graphes bipartis et les graphes scindés. Dans cette section, nous montrons

que le problème de la k-DOMINATION ROMAINE reste NP-complet pour tout entier

k � 2, en le réduisant au problème de TRANSVERSAL qui est connu NP-complet [53] :

Problème: TRANSVERSAL.

Instance : Un graphe G = (V;E) et un entier p � jV j.

Question : Y a-t-il un sous-ensemble C � V de cardinalité au plus p tel que pour

toute arête xy 2 E, soit x 2 C ou y 2 C?

Considérons d�abord les graphes bipartis.

Théorème 4.28. [13] Le problème de k-DOMINATION ROMAINE est NP-complet pour

les graphes bipartis.
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Preuve. Il est évident que le problème de la k-domination romaine est dans la classe NP,

vu que une fonction de k-domination romaine peut être ver�er en temps polynomial. Nous

transformons le problème de transversal au problème de la k-domination romaine dans les

graphes bipartis. Soit G = (V;E) un graphe sans sommets ésolé et s = 2 jV j + 4k � 1,

construisons le graphe G0 = (V 0; E 0) avec l�ensemble de sommets V 0 = V [X[Y [T [Z et

ensemble d�arêtes E 0 = E1 [E2 [E3 [E4, où X = fxi : 1 � i � sg, Y = fyi : 1 � i � kg,

T = fej : e 2 E; 1 � j � sg, Z = fzi : 1 � i � k � 1g, et E1 = fxy : x 2 X; y 2 Y g,

E2 = fvy : v 2 V; y 2 Y g, E3 = fvej : v 2 V; e 2 E; 1 � j � sg, E4 = ftz : t 2 T; z 2 Zg.

Notons que G0 est un graphe biparti dont l�ensemble de sommets V 0 est l�union disjointe

de deux ensembles indépendants X [ V [ Z et Y [ T , par exemple G = P4 (voir Figure

4.5). Il est évident que le graphe G0 peut être construit à partir d�un graphe G en temps

polynomial. Nous allons montrer que, G a un transversal de cardinalité au plus p si et

seulement si G0 a une fonction de k-dominant romaine de poids au plus 2p+ 4k � 2.

Tout d�abord, si C est un transversal de cardinalité au plus p de G, alors la fonction f

: f(v) = 2 pour v 2 Y [ C [ Z et f(v) = 0 pour v 2 X [ (V � C) [ T , est une fonction

de k-dominant romaine de poids au plus 2p+ 4k � 2.

D�autre part, supposons que G0 a une fonction de k-domination Romane g de poids

au plus 2p + 4k � 2. Supposons que g(y) 6= 2 pour un sommet y 2 Y . Alors g(x) 6= 0

pour tout x 2 X, et donc g (V 0) �
P

t2T g(x) � s > 2p + 4k � 2, ce qui contredit

l�hypothèse. Par conséquent, g(y) = 2 pour tout y 2 Y . Supposons que g(u) 6= 2 et

g(v) 6= 2 pour une arête uv 2 E. Alors g(t) 6= 0 pour tout t 2 N (fu; vg) \ T , et

donc g (V 0) �
P

t2N(fu;vg)\T g(t) � s > 2p + 4k � 2, ce qui contredit l�hypothèse. Par

conséquent, g(u) = 2 ou g(v) = 2 pour tout arête uv 2 E. Supposons maintenant que

g(z) 6= 2 pour au moins 2 sommets de Z. Alors g(t) 6= 0 pour tout t 2 T , et donc

g (V 0) �
P

t2T g(t) � s jEj > (2p+ 4k � 2) jEj, aussi une contraduction avec l�hypothèse.

Ainsi, il existe au plus un sommet z0 2 Z avec g(z0) 6= 2.

Si g(z) = 2 pour tout z 2 Z, alors C = fv 2 V : g(v) = 2g est un transversal de G et

2 jCj+ 2 jY j+ 2 jZj = 2 jCj+ 4k � 2 � g (V 0) � 2p+ 4k � 2, et donc jCj � p.

S�il existe un sommet z0 2 Z avec g(z0) 6= 2 et g(z) = 2 pour tout z 2 Z � fz0g, alors

g(v) = 2 pour tout v 2 V , sinon il existe un sommet v0 2 V avec g(v0) 6= 2 et par suite
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g(t) 6= 0 pout tout t 2 N (v0)\T , d�où la contraduction suivante g (V 0) �
P

t2N(v0)\T g(t) �

s > 2p+4k�2. Par conséquent, pour tout sommet u 2 V , C = V �fug est un transversal

de G et 2 jV j+ 2 jY j+ 2 jZj = 2 jCj+ 2+ 4k � 4 � g (V 0) � 2p+ 4k � 2, et donc jCj � p.
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Figure 4.5. Un graphe biparti construit à partir de la chaîne P4.

Supposons que G00 est obtenu à partir de G0 en ajoutant toutes les arêtes possibles

dans G[V [Y [Z], alors G0 est un graphe scindé tel que V [Y [Z est une clique et X [T

est un indépendant. Les même arguments de la preuve du théorème précédent donnent le

résultat suivant.

Corollaire 4.29. [13] Le problème de k-DOMINATION ROMAINE est NP-complet pour

les graphes scindés.



98

Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l�étude de la k-domination, la k-

indépendance et la k-domination romaine. Plus précisément, nous nous sommes focalisés

sur quatre points importants: Etablissement des relations entre deux paramètres de k-

indépendance, des relations entre 
kR et 
R et caractérisation des graphes atteignant

l�égalité dans ces relations dans des classes particulières de graphes, et à la �n nous avons

étudié la complexité de la k-domination romaine.

Dans un premier lieu, nous avons montré que �k (G) � dk=je �j (G) pour tout graphe

G. Ensuite nous avons montré que �2 (G) � � (G) + 
 (G) + � (G) � 1, et nous avons

caractérisé les arbres tels que �2 (G) = � (G) + 
 (G) � 1. Nous avons également montré

que tout graphe G satisfait l�inégalité �j (G) � �� (G)��+j�1, et nous avons caractérisé

les graphes pour lesquels �j(G) = ��(G) pour j 2 f1; 2; �; � � 1;�� 1g.

Dans un second lieu, nous avons étudié la k-domination romaine dans les graphes.

Nous avons établi la relation 
kR(G) � 
R(G) + 2k � 4 pour k � 2 et 
kR(G) < n, et

nous avons amélioré ce résultat pour k = 2 et pour les graphes sans C4. Ensuite nous

avons donné des caractérisations de graphes G avec 
kR(G) = 
R(G) + c. En dernier lieu,

nous avons abordé la notion de graphes k-romains, c�est à dire les graphes G tels que


kR(G) = 2
k(G) pour k � 2. En e¤et, après avoir donné une propriété de ces graphes,

nous avons donné une caractérisation des graphes �-romains, et nous avons amélioré la

borne 
kR(G) � 2
k(G) dans les arbres pour k � 2 et les unicycles pour k � 3, en

caractérisant les arbres et les unicycles atteignant ces bornes. En�n nous avons donné

une caractérisation des unicycles 2-romains, A la �n nous avons étudié la complexité de

la k-domination romaine dans les graphes bipartis et les graphes scindés.

Les travaux réalisés durant cette thèse ouvrent plusieurs perspectives de travaux fu-

turs. Nous proposons des questions qui peuvent faire l�objet de travaux et derecherches

ulterieures.

1. Caractérisation des graphes sansK1;3 tels que 
k (G) < 
k+1(G) et �k(G) < �k+1(G).

2. Caractérisation des graphes tels que �k(G) + �k(G) = n+ 2k � 1 et �k(G)�k(G) =

(n+ 2k � 1)2 =4.
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3. Caractérisation des cactus tels que �2(G) = � (G) + 
 (G).

4. Caractérisation des graphes tels que �j(G) = �� (G) + j � � + 1.

5. Caractérisation des graphes sans K1;3 avec 
kR(G) = 
R(G) + c.

6. Caractérisation des cactus 2-romains.

7. Recherche d�algorithmes e¢ caces qui déterminent la valeur exacte de 
kR dans cer-

taines classes de graphes ayant une stricture simple.
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