REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE SAAD DAHLAB DE BLIDA 1
FACULTE DE TECHNOLOGIE
DEPARTEMENT DE MECANIQUE

Projet de Fin d’Etudes
Pour I’obtention du Dipldme de Master en
Construction mécanique

Theme :
Calcul de K;;; pour une section circulaire et carree fissurée
par la méthode de collocation de frontiere

Proposé et encadré par : Réalisé par :
Pr.FERDJANI Hicheme SERGHINI Oussama
TEFIANI Billal

2018/2019




REMERCIMENT

Au terme de ce travail, nous remercions le Dieu le tout puissant qui nous a donné
la force, la patience, le courage et la volonté pour élaborer ce modeste travail.

Nous remercions notre encadreur, monsieur H.ferdjani Pour le soutien tout au
long de la preparation de notre projet de fin d’étude.

Nous remercions egalement :

Les membres des jurys pour l'effort qu’ils feront dans le but d’examiner ce modeste
travail.

Ainsi que tout I'ensemble des enseignants et des responsables du département de
mecanique qui ont contribué a notre formation.

Sans oublier de remercier nos chers parents, qui ont toujours prié pour nous, qui
n’ont pas cessé de nous encourager, de nous soutenir et qui ont fait de nous ce que
nous sommes aujourd hui

Et a tous ceux qui nous ont aidés de prés ou de loin.

S




Dédicaces

Pour commencer je prends le temps de remercier le bon DIEU de m'avoir donné

la force et le courage pour terminer mes études.

A ma chére mére ,pour tous les sacrifices,/” amour ,la compassion ,le soutien et

les priéres tout au long de mes études,

A mes freres et mes sceurs pour leurs encouragements permanents, et leur

soutien moral,

A tous mes amis de la faculté plus particulierement :

Mokrane,Ahmed.Dhaia ,Nour el islem

Je remercie mes amis intimes et préférer : Imad, Aziz, Abdenour.

A tous mes professeurs a qui je témoigne leur soutien, leur générosité a qui Je

dois un profond respect et ma loyale considération.

En fin, je remercie mon binGme Tefiani Billal.

OUSSAMA




Dédicaces

Pour commencer je prends le temps de remercier le bon DIEU de m avoir

donné la force et le courage pour terminer mes études

Chere maman en ce jour-la qui spéciale pour moi j aurai aimé que tu sois

présente a mes cotés pour me soutenir le destin a voulu que tu partes trop t6t

mais la ou tu es dans ton paradis je sais que tu es fiere de moi .je dédie ce

travail a toi maman, je t’aime

A mon cher pere, pour tous ses sacrifices, son amour, son soutien et son priere

tout au long de mes études,

A mes freres et mes sceurs pour leurs encouragements permanents, et leur

soutien moral,
A tous mes amis de la faculté plus particulierement :Dhaia,Nour el
Islem,Oussama

Je remercier mes amis intimes et préférer :Ousssama ,Abd el samed

A tous mes professeurs a qui je témoigne leur soutien, leur générosité a qui je

dois un profond respect et ma loyale considération.

En fin, je remercie mon bindbme Serghini Oussama.

BILLAL




Nomenclatures

partie imaginaire

partie réelle.

Champ de contrainte

nombre complexe

Coefficient complexe

nombre imaginaire

facteurs réels

la contrainte.
déformation.
facteur d’intensité de contrainte.

K1, KII et K111 facteurs d’intensité de contrainte respectivement en mode 1, 2
et3.

nombre de points de collocation.
vecteur normale.

coefficient de cisaillement.

le nombre ascendant 3,14.
composantes du repere polaire.
composante du vecteur contrainte.
contrainte de cisaillement.
composantes du repere cartésien.
nombre de trmes

longueur de la fissure
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Introduction générale

Dans la mécanique de la rupture fragile, les contraintes sont singuliéres en pointe de fissure.
Cette singularité est quantifiée par le Facteur d’Intensité de Contrainte (FIC). Le calcul du
FIC est trés important car il permet d’estimer la dangerosité d’une fissure pour une structure
donnée. Cette estimation est basée sur 1’application des critéres de rupture directement li€s au
FIC.

I1 existe plusieurs méthodes numériques pour calculer le FIC. L’une des plus utilisées est « la
méthode de collocation de frontiere ». Cette méthode a déja été utilisée dans des précédents
master en mode Il .Y . Mezouani[2] a calculé le FIC en mode III d’une section circulaire
avec une fissure centrale. Mekkaoui et Belhadj[3]ont calculé le FIC en mode I d’une section

elliptique avec une fissure centrale et non centrale.

Dans ce travail, nous allons utiliser la méthode de collocation de frontiere pour calculer le FIC
en mode Il dans deux sections, une circulaire et une carrée.

Nous envisageons deux cas pour une section circulaire : fissure centrale et non centrale, et un
seul cas pour une section carrée : fissure centrale.

Nous déduisons une expression analytique du KllIl en fonction de la longueur de la fissure
dans la cas d’une fissure non centrale dans une section circulaire.

Le mémoire se divise en trois chapitres :

e Le premier chapitre présente les principaux concepts de la mécanique de la rupture
utilisés dans notre travail, a savoir: modes de rupture et facteur d’intensité de
contrainte.

Dans le deuxiéme chapitre, on parlera du développement des contraintes dans une
section fissurée et présentons la méthode de collocation de frontiere.

Dans le troisieme chapitre, on va calculer la facteur d’intensité de contrainte Ky,
pour une section circulaire avec une fissure centrale et non centrale. Il contient
¢galement la détermination d’une expression polynomiale du KIII pour différentes
valeurs de la longueur de la fissure dans le cas d’une fissure non centrale. Nous
déterminons également K;;; pour une section carrée avec une fissure centrale.

e Nous terminons par une conclusion générale.
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Rappels Théoriques




I.1.Introduction :
Dans ce chapitre, on va présenter les bases théoriques de notre travail en deux parties :
> Dans la premiére partie, nous présentons quelques notions de la mécanique de la

rupture.
» Dans la seconde partie, nous intéressons au facteur d’intensité de contrainte.

1.2. Définition de la mécanique de la rupture [1] :

La théorie de la mécanique de la rupture est un moyen pour estimer la stabilité des fissures qui
peuvent survenir a cause des défauts. Elle permet de prévoir 1’évolution de la fissure jusqu’a
la ruine de la structure. L'objet de mécanique de la rupture est I'étude de la propagation de la
fissure en fonction des chargements appliqués et des caractéristiques du matériau.

1.2.1.Modes d’ouverture d’une fissure [2] :

Toute ouverture de fissure peut étre ramenée a la superposition de trois modes élémentaires

(Fig.1-1):
e Le mode I (ou mode d'ouverture) : ou les lévres de la fissure se déplacent dans des

directions opposées, perpendiculairement au plan de fissuration,

Le mode Il (ou mode de cisaillement dans le plan) : ou les lévres de la fissure se
déplacent dans le méme plan, dans une direction perpendiculaire au front de fissure,
e Le mode Il (ou mode de cisaillement hors plan) : ou les levres de la fissure se

déplacent dans le méme plan, dans une direction paralléle au front de fissure.

Remarque :

Notons que dans le cas des modes Il et 111, les levres de la fissure restent en contact et
entrainent donc des frottements qui diminuent I'énergie disponible pour la propagation de
fissure. Ces deux modes sont ainsi généralement moins dangereux que le mode I.




Figure I-1 Les trois modes de rupture

1.3 Le facteur d’intensité de contrainte K [2] :

Le champ de contraintes (Figure I-2)présente une singularité en r~/2proche de la pointe de
fissure. L’intensité de la singularité est caractérisée par les parametres appelés
facteurs d’intensité de contraintes (FIC), notés K, ,K; et Kj; correspondants aux modes

d’ouverture élémentaires.
A I’aide de la théorie de 1’¢lasticité, [rwin a montré que les contraintes dans cette zone
singuliere peuvent étre exprimées en fonction des facteurs d’intensité de contraintes de la

maniére suivante :
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Figure 1-2 Champ de contrainte
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o 1 .0 ] 30
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(|-2) 022 KII\/_ smg[cosgcos%]
T

. 0 . 30
12—K11mc0s5[1—5m5sm7]

Mode Il1:

T
13=- KIII\/_ sm( )
T

13= KIII\/_ cos( )

Ou r et 0 sont respectivement le rayon et I’angle en coordonnées polaires

Dans les formules précédentes 611, 622,112,113, T23s0nt les composants du tenseur des
contraintes.

Les coefficients KI ,KII et KII sont appelés facteurs d’intensité de contraintes et s’expriment
en MPavM . s sont indépendants de r et © et ne dépendent que de la répartition des efforts

extérieurs sur un solide donné, de sa géometrie et de la longueur de la fissure
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I1.1.Introduction :
Nous présentons dans ce chapitre, le développement des contraintes en série infinie pour une
fissure en mode I11. Nous présentons également la méthode de collocation de frontiere.

11.1. Développement des contraintesen série infinie :

En mode III, on est en dans le cas de 1’¢élasticité anti-plane. Nous rappelons qu’en élasticité
anti-plane, toutes les contraintes sont nulles sauf 7,5 et 7,5. Nous introduisons la formulation
en variables complexes qui s’écrit dans ce cas (référence Zhender):

T = T341Tq3

n=nq+in, II-1
t =tz = Im(tn)

OU 7 est la contrainte complexe, t est une abréviation pour t; la composante selon X3 du
vecteur contrainte, n est la normale unitaire extérieure au domaine, etn; et n, ses
composantes selon x; et x,.

La contrainte complexe t qui est une fonction analytique, peut étre exprimée par une série

infinie de fonctions puissance :

=Y LT CyZW 1122

ol les Cy = An+iBy sont des nombres complexes, les Ay sont des réels et Z = re'® avecr et
les coordonnées polaire.

En regroupant les parties réelles et imaginaires dans (11-2), il vient :

=%, r"{[Aycos(Ay0) — Bysin(Ay0)] + i[Aysin(Ay0) + Bycos(Ay0)]}.11-3

Pour satisfaire les condition de bord libre sur les lévres de la fissure (Figure 11-1), et en
utilisant (I11-1) on a Re(t) =t,3 = 0 pour pour@ = +m. En prenant la partie réelle de 11-3 et en
remplagant par « et -r respectivement, on obtient les équations suivantes (en prenant r+
0):

Ay cos(Ay ) — By sin(Ay ) = 011-4

Aycos(Aym) + By sin(Aym) =0 -5

Si Ayn’est ni entier ni demi-entier, (11-4) et (11-5) donnent Ay=Bn=0, solution triviale sans

intérét. Nous devons donc considérer séparément le cas entier et le cas demi-entier :

,11-6

AN:N—lﬁANZO Bquue
{ AN=N—§:BN=0 Ay Vque




avec N entier.
Pour éviter un déplacement infini en pointe de fissure, on doit avoir Ay = -1/2 (N > 1)

(référence, cours Ferdjani). En tenant compte de (11-6), (11-3) devient :

T
P {[ANr(‘g“") cos|(=3+N) 6| - Byr"1sin(N — 1) )| +
i [ANr(_%J“N) sin [(—g + N) 9] + ByrN1cos((N - 1) 0)]}, (11-7)

L’expression (II-7) est approximée par la série tronquée suivante :

T =
2o {[ANT(_;+N) cos|(=3+N) 6| - Byr"1sin(N — 1) )| +

3

i[AyrCE™ sin (-2 + N) 6] + Byr"cos(N - 1) 9)|}, (11-8)
ou p est appelé nombre de termes.Nous constatons que (11-8) contient 2p constantes
inconnues : Ay, By N=1 ap.

Nous avons besoin de I’expression de t (la composante selon x3 du vecteur contrainte). En
utilisant (11-1) et (11-8), on obtient :

t =
Vo1 {ANr(_%HV) [cos [(—; + N) 0] n, + sin [(— ; + N) 0] nl] + ByrV " —sin[(N —
1)8]n, + cos[(N — 1)9]n1]}. (11-9)

Facteur d’intensité de contrainte Kiy

En développant (11-8) pour N = 1, on obtient :

1 0 1 (7]
T = Aqr 2cos (E) +i(—Aqr 2 sini +B,) + =Ty34iTq3

En identifiant les parties réelles et imaginaires, de part et d’autre de 1’équation, on obtient :

1
1 0
Tz3 = Aqr 2cos(3) +
_1 0
T13 — —A1r 2 sin (E)
D’autre part, nous savons que le développement asymptotique des contraintes en mode 111

s’écrit de la maniere suivante (référence cours Ferdjani) :




KIII

Par identification, on obtient :

Ku[ = A1v21l'. 11-12

Figure 11-1 : Fissure droite et coordonnées polaire.

11.2. Méthode de collocation de frontiére :

Soit la section circulaire fissurée de forme quelconque représentée sur la Figure 11-2. On
suppose que la composante t soit connue en tout point de la frontiére. Pour déterminer Ky;;, on
choisit d’abord 2p points sur la frontiére, appelés points de collocation. Pour chaque point g,

on utilise (11-9). On obtient le systeme de 2p équations a 2p inconnues suivant :

tg =2y {Aqu(_%w) [cos [(—% + N) Bq] n? +sin [(—% + N) eq] n‘l’] +

Byr, N t[-sin[(N — 1)0,]nI + cos[(N — 1)0q]nz]}, q=1a2p. (11-13)

9




La résolution du systeme (11-13) donnera les inconnues Ay et By et en utilisant (11-12), on
obtient K.

Figure 11-2 : Section fissurée et points de collocation.




Chapitre 111

Problemes traités




I11.1 Introduction :

Dans ce chapitre on va calculer la facteur d’intensité de contrainte K,;;, pour trois structures
différentes :

» La premiére consiste en une section circulaire avec une fissure centrale.

» La seconde consiste en une section circulaire avec une fissure non centrale. Dans ce
cas une expression analytique de Ky, est deduite.

» Le troisiemeconsiste en une fissure centrale dans une section carrée.

I11.2. Cas d’une Fissure centrale dans une section circulaire :
On considéré une section circulaire de rayon R contenant une fissure centrale, sous

chargement tangentiel t; = Tsin 6 (Figure (I11-1)). Afin d’adimensionaliser le probleme, on
prendra R=1 et T=1.

®
®

Figure I11-1 : Fissure centrale dans une section circulaire

Nous choisissons 2p points de collocation équidistants, repartis uniformément sur la frontiere
du cercle (Figure I11.2). L’angle 6, pour chaque point est calculé par la formule suivante :

Z*ﬂ—nqz 1--2p @ € |-m,w]) (1l-1)

197 m+1




Figure III-2 : Fissure centrale dans une section circulaire, points de collocation.

Remarque :

Les points ,= +m sont a éviter car ce sont des points anguleux, ol la normale n’est pas
Définie.
Nous reprenons le systéeme d’équations (11-13) :

3

tg =24 {szrq(_fw) [cos [(—% + N) Bq] n? +sin [(—% + N) eq] n‘l’] +

Byr V"t [=sin[(N - 1)6,]ng + cos[(N — D8 ]n[}, a=142p. (111-2)

Dans ce cas :
t, = sinf,
rg=1 (111-3)
nj = cos8,, nj = siné,
La résolution du systeme (I11-2) en tenant compte de (111-3), permet d’obtenir les Ay et By. Le
FIC est donné par : K;;=4,V2m.

111.2.1 Résultats :

Le systeme d’équations (l11-2) est résolu numériquement a ’aide du logiciel Matlab. Le
programme correspondant est présenté dans 1’ Annexe 1.Nous effectuons plusieurs calculs, en
augmentant a chaque fois le nombre de termes p jusqu’a convergence. Les résultats sont
présentés dans le Tableau I11.1 et la Figure 111.2 ci-dessous.




K||| P KIII

4.3416 80 2.1281

2.6356 90 2.1280

2.2647 100 2.1280

2.1646 110 2.1279

2.1446 120 2.1279

2.1374 129 2.1278

2.1340 130 2.1278

2.1305 145 2.1278

2.1287 150 2.1278

2.1284 155 2.1278

2.1282 170 2.1278

Tableau I11- 1 Ky, en fonction de p pour une fissure centrale dans une section circulaire.

facteur d intensite de contrainte 'fic'

1 1 1 1 1 1
60 80 100 120 140 160 180
nombre de termes "p’

Figure 111-2 : Facteur d’intensité de contrainte K;; en fonction de p pour une fissure
centrale dans une section circulaire

Discussion des resultats :
On constate sur le tableau I11-1 et la figure I11-2, que le facteur d’intensité de contrainte
converge a partir de p=129 vers la valeur de 2.1278.

14




111.3. Cas d’une Fissure non centrale dans une section circulaire :

On considere une section circulaire de rayon R, contenant une fissure non centrale de
longueur f, et sous chargement tangentielt; = Tsin® (Figure (I11-3)). Afin d’adimensionaliser
le probléme, on prendra R=1 et T=1.

Figure 111-3 : Fissure non centrale dans une section circulaire.

e

Figurelll-4 : Fissure non centrale, points de collocation
Nous choisissons des points de collocation équidistants, repartis uniformément sur la frontiére

du cercle (Figure 111.4). L’angle 6, pour chaque point est calculé par la formule suivante :

Hg =2*L*CI —mng= 1-..2p

m+1

Le rayon de cercle R et donné par :R=1




La coordonnée radiale du point q est donnée par :

ry= \/ (R—f +Rcos(6D))” + (Rsin(67))" liI-4

L’angle 04 est calculé par I’expression suivante :

0, = atan2(Rsin(63), R — f + R cos(6{)) llI-5

Les composantes radiales et tangentielles de la normale nq sont donneés par :

ni = cos(6))nd = sin(6])1I-6

La résolution du systeme (I11-2) en tenant compte de (111-4), (111-5) et (111-6) permet d’obtenir

les Ay et By. Le FIC est donné par : K =4,V2m.

F K||| f KIII

0.1 0.5672 0.9 1.9628

0.2 0.8137 1 2.1280

0.3 1.0096 1.1 2.3048

0.4 1.1831 1.2 2.4987

0.5 1.3445 1.3 2.7176

0.6 1.4993 1.4 2.9731

0.7 1.6517 1.5 3.2850

0.8 1.8052 1.6 3.6889

Tableau-111-2 : Valeurs de K;ypour differentes valeurs de f

111-3.1. Résultats :
Le systéme d’équations est résolu numériquement a 1’aide du logiciel Matlab. Le programme

correspondant est présenté dans 1’Annexe 1. Nous effectuons des calculs pour f € [0.1, 1.7].
Pour chaque valeur de f, nous augmentons le nombre de points de collocation jusqu’a

convergence du Ky,. Les résultats détaillés, pour chaque valeur de f sont présentés dans
I’ Annexe 4.

Remargue :
Pour f< 0.1 ouf> 1.7, les calculs sont instables et les résultats non précis.

Nous préesentons dans le Tableau I11-2 ci-dessous, les valeurs de Ky pour différentes valeurs
de f.




Discussion des résultats :

Nous remarquons que Ky, est un fonction croissante de la longueur de la fissure f. Ce résultat
est logique, car plus une fissure est longue plus elle est dangereuse.

[11-3-2. Détermination de I’expression analytique de K;;;:

Dans ce paragraphe, on recherche une expression analytique de Ky, en fonction de f. Nous
choisissons la forme polynomiale suivante utilisée par Mekkaoui et Belhadj [3] :

Kn@=ld1(H)"2 + d2(H”2 + d3(f)°2 + da(p)’/2 + d5 (N)’)2| @ir-5)

Ou les coefficients d1...d5 seront déterminés par indentification avec les résultats du Tableau
(111-2). On obtient le systéme surdéterminé de 16 équations a 5 inconnues suivant :

(dy + 0.1+ dy + 0.17 + d + 0.17 + dy * 0.17 + ds * 0.17 = 0.5672
d1*0.2%+d2*0.2;+d3*0.2;+d4*0.2%+d5*0.2%=0.8137
d1*0.3%+d2*0.3%+d3*0.3§+d4*0.3%+d5*0.3%=1.0096
d1*0.4%+d2*0.4%+d3*0.4§+d4*0.4%+d5*0.4%=1.1831
d1*0.5%+d2*0.5%+d3*0.5§+d4*0.5%+d5*0.53=1.3445
d1*0.6%+d2*0.6%+d3*0.6;+d4*0.6%+d5*0.6%=1.4-993
dy % 0.77+dy x 0.7+ dy + 0.72 + dy + 0.77 + ds + 0.7% = 1.6517
d1*0.8%1+d2*0.8%3+d3*0.8§s+d4*0.8%7+d5*0.8%= 1.8052 116
di0.924+d;x0.924+d3%0.924+d; x0.92+d5*0.92 = 1.9628
d1*1%+d2*1%+d3*1§+d4*1%+d5*1%=2.1280
dy 117+ dy * 117+ dy + 117 + dy + 1.17 + dg + 1.17 = 2.3048
d1*1.2%+d2*1.2%+d3*1.2;+d4*1.2%+d5*1.2;=2.4987
d1*1.3%+d2*1.3%+d3*1.3§+d4*1.3%+d5*1.3%=2.7176
d1*1.4%+d2*1.4g+d3*1.4§+d4*1.4%+d5*1.4%=2.9731
d1*1.5%+d2*1.5%+d3*1.5§+d4*1.5%+d5*1.52=3.2850

1 3 5 7 9
\dy *1.724+dy,*1.72+d3x1.724+dy x1.72 +d5 * 1.72 = 3.6889

Le systtme est résolu par la méthode des moindres carrés, le programme matlab
correspondant est présenté dans 1’ Annexe 3. Nous obtenons finalement I’expression suivante :

1 3 5 7 9
Kin(D=[1.8876« fz —0.7553« [z +2.4737% [z —2.2748« % +0.7996+ fz] HI-7




A titre de vérification, nous recalculons Ky, pour les valeurs de f du Tableau(lll-2) avec
I’expression (II1I-7), et nous comparons avec les valeurs de Ky, du méme Tableau. Les
résultats sont présentés dans le Tableau I11-3 ci-dessous.

K Tableau(111-2) | Ky (111-7) Erreur %

1.1831 1.1739 0.77

1.3445 1.3393 0.39

1.4993 1.5006 0.086

1.6517 1.6589 0.43

1.8052 1.8151 0.55

1.9628 1.9712 0.44

2.1280 2.1308 0.13

2.3048 2.2999 0.21

2.4987 2.4873 0.46

2.7176 2.7048 0.47

Tableau I11-3 : Comparaison entre Tableau (111-2) et (111-7).

Nous constatons que I’erreur est trés petite, cela veut dire que 1I’expression (I11-7) est valide.

111-3-3 : Confirmation de la validité de I’expression(111-7)

Pour plus de confirmation, nous recalculons Ky avec I’expression (III-7) pour d’autres
valeurs de f et nous comparons avec les valeurs obtenues en résolvant le systeme (111-2).

Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau I11-4 ci-dessous.




K systeme (111-2) | Ky (111-7)

Tableau I11-4:Comparaison entre I’expression (ITI-7) avec les résultats obtenus par le
systeme (111-2)

Discussion
L’erreur étant tres faible, le Tableau I11-4 est une confirmation supplémentaire de 1’expression

-7

I11-4 . Détermination de K,;; pour une fissure centrale dans une section carrée :

Le probleme traité est une fissure dans une section rectangulaire(Figure 111-4). Les conditions
aux limites sur la frontiére sont données par :

Xy =—a, 0<x, <ht;=T.

Xy =—a,-h<x,<0,t; =-T.

Xy =2h—a, 0<x, <ht;=T.
Xy =2h—a, —h<x,<0,t; =-T.
X, =h,—a<x; <2h—a,t;=0.
X, =—h—a<x; <2h—a,t;=0.




2h

-

Figure 111-4 : Fissure dans une section rectangulaire.

2p points de collocation sont répartis sur la frontiére (Figure I11-5).

Figure I11-5 : Points de collocation.

L’angle 6, pour chaque point est calculé par la formule suivante :

__2xTrxq
97 m+1

—mg= 1-..2p




Les valeurs de rq ,les composantes de nq et tq dépendent du secteur ou se situe le point
de collocation.Le Tableau (III-5) ci-dessous donne ses valeurs pour chaque secteur.

Secteur Iy

) h
2h—a sin(0,)

h
-1 + tan‘l(a) <0, < —tan™!(

—tan™1( )< 8,<0

2h—a
cos(6,)

2h—a

2h—a

0<0,<tan! -
a (Zh — a) cos(6,)

h

tan™1( —
sin(6,)

<0,< t 1l
Zh—a) g ST tan (a)

a

by
0,>m—tan" (=) S
a cos(0,)

a -1
cos(0,)

4R
0, < —m+tan (E)

Tableau 111-5 : Les valeurs pour chaque secteur

Remarqgue :

Aux points anguleux les vecteurs normaux ne sont pas définis.Nous évitons donc ses points
dans nos calculs.

Pour adimensionaliser le probléme on prend a= 1 et T=1.

La résolution du systeme (I111-2) en tenant compte des valeurs du Tableau Il1I-5 permet
d’obtenir les Ay et By. Le FIC est donné par : Ky =4,V 2.

111-4-2-Résultats :

Pour les calculs, on prend h=1. Le systéme d’équations est résolu numériquement a 1’aide du
logiciel Matlab. Le programme

correspondant est présenté dans 1’Annexe 2. Nous procédons de la maniére suivante : nous
augmentons le p a partir de 1et nous calculons a chaque fois le FIC correspondant. Nous nous
arrétons lorsque la valeur du FIC se stabilise . Nous présentons les résultats obtenus dans le
Tableau I11-7 et la figure 111-5




Tableau I11-6 : Les valeurs du facteur d’intensité de contrainte en fonction du nombre
de termes

valeur de facteure dintensité de contrainte "K'

1 1 1
20 30 40
nombre de point de termes p’

Figure 111-5 : Valeurs de KI11 en fonction de P pour le carrée

Nous constatons que le Ky;; converge vers la valeur de 1.476 a partir de p=16.

22




Influence de h

Nous avons tenté de faire varier h pour étudier son influence. Cependant pour toutes les
valeurs de h différentes de 1, les résultats sont instables et K;; ne converge pas. A titre
d’exemple, nous présentons ci-dessous les résultats pour h=1.8.

Nous pensons que ces instabilités sont dues a la méthode de résolution choisie. En effet, nous
avons utilisé la méthode d’inversion matricielle.

K1 P KIll

1.9930 23 35.6662

1.9920 24 0.7678

1.9902 25 -1.0743

1.8892 42 0.1000

1.9381 44 0.0389

1.7924 46 0.0878

2.0167 48 0.0796

1.5883 49 0.0902

5.3089 50 0.0949

Tableau I11-7 : Les valeurs du facteur d’intensité de contrainte en fonction du nombre
de termes p(h=1.8)

#* ]

valeur de facteure dintensité de contrainte 'KI|I'

Fosh by
* * bbbttt o Aok

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
nombre de point de termes 'p’

Figure 111-5 : Valeurs de KII1 en fonction de P (h=1.8)

Nous constatons que le K;;; ne converge pas et instables.




Conclusion génerale :

Ce travail a pour but I’application de la méthode de la méthode de collocation de fronticre

pour le calcul du KIIl dans le cas de 1’élasticité anti-plane. Notre point de départ est un
calcule le FIC dans une section circulaire. Deux cas ont été considérés : fissure centrale et non
centrale. Les principaux résultats pour cette section sont les suivants :

Dans le cas de la fissure centrale, lefacteur d’intensité de contrainte a été calculé pour
R =1 et un chargement t3=sin6.

Dans le cas de la fissure non centrale, nous avons K, calculer pour R=1,t3=sinf et
pour plusieurs longueurs de fissure f € [0.1,1.6]. Une expression analytique du KIII en
fonction de f a été déduite et confirmée. Nous avons constaté que les calculs sont
instables pour f <0.1 ou f>1.6.

Nous avons également calcule le KIlI dans une section carrée avec fissure centrale. Nous
avons essayer de faire varier les dimensions de la section, mais les résultats obtenus sont tres
instables et non exploitables.

Les principales insuffisances des ce travail sont les suivantes :

Les résultats obtenus n’ont pas été comparés avec d’autres méthodes. Nous
envisageons dans un autre travail, de les comparer avec autre methode.

Nous pensons que I’instabilité numérique constatée eSt due au mauvais
conditionnement de la matrice du systeme. La méthode utilisée pour la résolution est
la méthode de I’inversion matricielle qui est mal adaptée dans ce cas. La bonne
méthode est la méthode SVD. Nous envisageons de I’utiliser dans un prochain travail.
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Annexe 1

L_es programmes de calcul du

FI1C dans une section
circulaire fissurée




Programme pour la fissure centrale

clc
clear
syms H
pmax=input ('nombre de termes maximal=") ;
r=1
for p=1:pmax;
m=2*p;
for g=1:m
teta(q)=q*2*pi/(m+1)-pi;
T(q)=sin(teta(q));
nl=cos((teta(q)));
n2=sin((teta(q)));
for N=1:p
u(q,N)=r*((-3/2)+N)*(cos(((-3/2)+N)*teta(q)))*n2+sin(((-3/2)+N)*teta(q))*n1,;
e(g,N)=r*((N-1)*-sin((N-1)*teta(q))*n2)+(cos((N-1)*teta(g))*nl);
H=[u,e];
end
end

%resolution systeme lineaire par la methode directe
C=inv(H)*T;

%calcul le FIC

fic(p)=C(1)*sqrt(2*pi)

end

fic

p=1:pmax

figure

plot(p,fic(p), 'b*)

xlabel (nombre de termes "p" ")

ylabel (‘facteur d intensite de contrainte "fic" "




Programme pour fissure non centrale

clc

clear

%converge pour 0.1<=f<=1.7
Pmax=100

R=1

f=input (‘'donne la longueur de la fissure f=");
for p=1:Pmax;

m=2*p;
for g=1:m

tetaO=g*2*pi/(m+1)-pi;
x=R*cos(teta0)+R-f; y=R*sin(teta0);
r=sqrt(power(x,2)+power(y,2));
teta=atan2(y,x);
T(g)=sin(teta0);
nx=cos(teta0);
ny=sin(teta0);
for N=1:p
u(q,N)=r*(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta)*ny+sin((N-3/2)*teta)*nx);
e(g,N)=r*(N-1)*(-sin((N-1)*teta)*ny+cos((N-1)*teta)*nx);
H=[u.e];
end
end
%resolution systemelineairepar la methodedirecte
C=inv(H)*T",;
%calcul le FIC
fic(p)=C(1)*sqrt(2*pi);
end
fic
p=1:Pmax
figure
plot(p,fic(p),'b*')
xlabel('nombre de termes "P"")
ylabel('facteur d intensite de contraint "kI11" ")




Annexe 2

L_es programmes de calcul du

FIC dans une section
Carrée fissurée




Programme pour fissure centrale

clc
clear
pmax=input ('nombre des termes maximals =" ;
h=1;
a=1,
for p=1:pmax;

m=2*p;
for g=1:m
teta(q)=q*2*pi/(m+1)-pi
if(teta(g)>atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)<pi-atan(h/a))
r(q)=abs(h/sin(teta(q)))
nx=0
ny=1

T(9)=0

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(q,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end
end

if (teta(q)>pi-atan(h/a))

r(q)=abs(a/cos(teta(q)))
nx=-1

ny=0
T(a)=1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(g)(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(q)<-pi+atan(h/a))
r(q)=abs(a/cos(teta(q)))

nx=-1

ny=0
T(g)=-1

for N=1: p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(q,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(q)>-pi+atan(h/a) &&teta(q)<-atan(h/(2*h-a)))
r(q)=abs(h/sin(teta(q)))

nx=0

ny=-1




T(@)=0
for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end
end

if (teta(q)>-atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)<0)
r(q)=abs((2*h-a)/cos(teta(q)))

nx=1

ny=0
T(g)=-1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(q)(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(q)<atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)>0)
r(q)=abs((2*h-a)/cos(teta(q)))

nx=1

ny=0
T(9)=1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)

e(q,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)
end
end
end

T
H=[u,e]

C=inv(H)*T",

fic(p)=C(1)*sqrt(2*pi)

end

fic

p=1:pmax

figure

plot(p,fic(p), b*")

xlabel (nombre de point de termes "p" ")

ylabel ('valeur de facteuredintensité de contrainte "KIII"")




Programme pour Influence de h

clc
clear
pmax=input ('nombre des termes maximals =" ;
h=1.8;
a=1;
for p=1:pmax;
m=2*p;

for g=1:m
teta(q)=q*2*pi/(m+1)-pi
if(teta(g)>atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)<pi-atan(h/a))
r(q)=abs(h/sin(teta(q)))
nx=0
ny=1

T(9)=0
for N=1:p
u(q,N)=r(q)(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(q)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end
end

if (teta(q)>pi-atan(h/a))

r(q)=abs(a/cos(teta(q)))
nx=-1

ny=0
T(a)=1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(q,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(q)<-pi+atan(h/a))
r(q)=abs(a/cos(teta(q)))

nx=-1

ny=0
T(g)=-1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(q,N)=r(g)*(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(q)>-pi+atan(h/a) &&teta(q)<-atan(h/(2*h-a)))
r(q)=abs(h/sin(teta(q)))

nx=0




ny=-1

T()=0
for N=1:p
u(q,N)=r(q)(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(q,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(qg))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end
end

if (teta(q)>-atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)<0)
r(q)=abs((2*h-a)/cos(teta(q)))

nx=1

ny=0
T(g)=-1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(g)(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

if (teta(g)<atan(h/(2*h-a)) &&teta(q)>0)
r(q)=abs((2*h-a)/cos(teta(q)))

nx=1

ny=0
T(q)=1

for N=1:p
u(q,N)=r(q)"(N-3/2)*(cos((N-3/2)*teta(q))*ny+sin((N-3/2)*teta(q))*nx)
e(g,N)=r(g)"(N-1)*(-sin((N-1)*teta(q))*ny+cos((N-1)*teta(q))*nx)

end

end

end

T

H=[u,e]

C=inv(H)*T,;

fic(p)=C(1)*sqrt(2*pi)

end

fic

p=1:pmax

figure

plot(p,fic(p), b™’)

xlabel (‘'nombre de point de termes "p" "

ylabel (‘'valeur de facteuredintensité de contrainte "KIII" ")




Annexe 3
programmes pour les

expressions du KII|




Programme pour I’expression de KIII

clearall

clc

F=[ 0.5672;0.8137;1.0096 ;1.1831; 1.3445;1.4993;1.6517; 1.8052;

1.9628;2.1280;2.3048;2.4987;2.7176;2.9731,;3.2850;3.6889;4.2600];

M=[ 0.1"0.50.171.50.172.50.1"3.5 0.1M4.5;
0.270.50.271.50.272.5 0.2"3.5 0.2"4.5;
0.370.5 0.3*1.50.372.5 0.3"3.50.3M.5;
0.4"0.50.471.5 0.472.5 0.4"3.5 0.4M.5;
0.5%0.5 0.571.5 0.52.5 0.5"3.5 0.5"4.5;
0.6"0.5 0.6"1.5 0.6"2.5 0.6"3.5 0.6"4.5;
0.770.50.771.50.772.5 0.7°3.5 0.7M4.5;
0.870.5 0.8"1.50.8"2.5 0.8"3.5 0.8M4.5;
0.970.5 0.971.50.912.5 0.9"3.,50.9M.5;
1"0.5 171.5 172.5 1"3.5 1"4.5;
1.170.51.17".51.172.51.1"3.5 1.1"4.5;
1.220.51.27"1.51.272.51.2"3.5 1.2"4.5;
1.370.51.3"1.51.372.51.3"3.5 1.3"4.5;
1.470.51.47"1.51.472.51.4"3.5 1.4"4 5;
1.570.51.5"1.5 1.572.5 1.5"3.5 1.5"4.5;
1.670.51.6"1.51.6"2.51.6"3.5 1.6M4.5;
1.77"0.51.77"1.51.772.51.7"3.5 1.7"4.5;];

%moindre carre

D=M'

L=D*M

G=M"*F

%resoudre par la methode directe
A=[L G

n=size(A,1);

for k=1:n-1;

fori=k+1:n;

w=A(i,k)/A(KK);

for j=k:n+1,;

A=A ))-w*Ak,));

end

end

end

A,

fori=n:-1:1;

s=0;

for j=i+1l:n;

s=s+A(1,))*x();

end

x(1)=((A(®i,n+1)-s)/A(i,i) );

end

H=x'

%vecteure du facteur de forme
a=input('f=")

y=1.8876*(f)"0.5 -0.7553*(f)"1.5+ 2.4737*(f)"2.5-2.2748*(f)"3.5+ 0.7996*(f)"4.5




Programme pour confirmer I’expression

clear all
clc
F=[0.7011;0.9154;1.0963;1.2645;1.4224,;1.5754;1.7281;1.8833;2.0442;2.2146;
2.3992;2.6044;2.8398;3.1203;3.4721;3.9459;4.6595];
M=[ 0.15%0.50.15"1.5 0.15"2.50.15"3.5 0.15"4.5;
0.25"0.5 0.25"1.5 0.2572.5 0.25"3.5 0.25™4.5;
0.35"0.5 0.35"1.5 0.35"2.5 0.35"3.5 0.35"4.5;
0.45"0.5 0.45"1.5 0.4572.5 0.4573.5 0.45™M4.5;
0.55"0.5 0.55"1.5 0.5572.5 0.55"3.5 0.55"4.5;
0.65"0.5 0.65"1.5 0.65"2.5 0.65"3.5 0.65"4.5;
0.75"0.5 0.75"1.5 0.7572.5 0.75"3.5 0.75"4.5;
0.85"0.5 0.85"1.5 0.8512.5 0.85"3.5 0.85"4.5;
0.9570.5 0.9571.5 0.9572.5 0.9573.5 0.95"4.5;
1.0570.5 1.0571.5 1.0572.5 1.573.5 1.5"4.5;
1.1570.5 1.1571.5 1.1572.5 1.1573.5 1.15™M4.5;
1.2570.5 1.2571.5 1.2572.5 1.25"3.5 1.25"4.5;
1.3570.5 1.3571.5 1.3572.5 1.3573.5 1.35™4.5;
1.4570.5 1.4571.5 1.45"2.5 1.45"3.5 1.45"4.5;
1.5570.5 1.5571.5 1.5572.5 1.55"3.5 1.55"4.5;
1.6570.5 1.65"1.5 1.6572.5 1.65"3.5 1.65"4.5;
1.75"0.51.75"1.5 1.75"2.5 1.75"3.5 1.75"4.5;];
%moindre carre

D=M'

L=D*M

G=M"*F

%resoudre par la methode directe
A=[L G

n=size(A,1);

for k=1:n-1;

fori=k+1:n;

w=A(i,k)/A(KK);

for j=k:n+1;

A=A ))-w*Ak,));

end

end

end

A,

fori=n:-1:1;

s=0;

for j=i+1l:n;

s=s+A(1,))*x();

end

x(1)=((A(i,n+1)-s)/A(i,i) );

end

H=x'

%vecteure du facteur de forme
a=input ('a=')

y= 1.6606*(a)"0.5 +0.5532*(a)"1.5+0.2110*(a)"2.5-0.7799*(a)"3.5+0.4680*(a)"4.5




Annexe 4

Resultats pour le cas

d’une fissure non
centrale dans une
section fissureée




Résultats pour f=0.1
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FigureA4-1 :Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.1)
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TableauA4-1 K11l en fct de P(f=0.1)




Résultats pour f=0.2
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FigurA4-2 : Facteur d’intensite de contrainte KIII en fct de P (f=0.2)
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Tableau A4-2 :KII1 en fct de P(f=0.2)




Résultats pour f=0.3
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FigurA4-3 : Facteur d’intensité de contrainteKIII en fct de P (f=0.3)
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Tableau A4-3 : KIII en fct de P(f=0.3)




Résultats pour f=0.4
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FigurA4-4 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.4)
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TableauA4-4 : Kl en fct de P(f=0.4)




Résultats pour f=0.5
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FigurA4-5 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.5)
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Tableau A4-5 :KIlII en fct de P(f=0.5)
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Résultats pour f=0.6
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FigureA4-6 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.6)
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Tableau A4-6 : KIII en fct de P(f=0.6)




Résultats pour f=0.7
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FigureA4-7 : Facteur d’intensite de contrainte Kll1l en fct de P (f=0.7)
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Tableau A4-7 : K1l en fct de P(f=0.7)




Résultats pour f=0.8
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FigureA4-8 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.8)
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Tableau A4-8 : KIII en fct de P(f=0.8)




Résultats pour f=0.9
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FigureA4-9 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=0.9)
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Tableau A4-9 : KIII en fct de P(f=0.9)
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Résultats pour f=1
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FigureA4-10 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P(f=1)
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Tableau A4-10 : Kl en fct de P(f=1)




Résultats pour f=1.1
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FigureA4-11 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=1.1)
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Tableau A4-11 : Kl en fct de P(f=1.1)




Résultats pour f=1.2
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FigureA4-12 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P(f=1.2)
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Tableau A4-12 : KIII en fct de P(f=1.2)




Résultats pour f=1.3
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FigureA4-13 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P(f=1.3)
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Tableau A4-13 : Kl en fct de P(f=1.3)




Résultats pour f=1.4
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FigureA4-14 : Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=1.4)
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TableauA4-14 : Kl en fct de P(f=1.4)




Résultats pour f=1.5
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FigureA4-15 : Facteur d’intensite de contrainte KIII en fct de P (f=1.5)
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Tableau A4-15 K11 en fct de P(f=1.5)




Résultats pour f=1.6
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FigureA4-16 :Facteur d’intensité de contrainte KIII en fct de P (f=1.6)
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Tableau A4-16 : KIII en fct de P(f=1.6)




Résultats pour f=1.7
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FigureA4-17 : Facteur d’intensité de contrainte Klll en fct de P (f=1.7)
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Tableau A4-17 : Kl en fct de P(f=1.7)




