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    u  الجوار المفتوح لرأس.بيانا بسيطا  G = (V,E)ليكن                 

.N(u)={u € V | uv € E}لمجموعة نسمي ا  S من V ا ذ إمجموعة مسيطرة
 لمجموعة مسيطرةالأدنى الأصلي . Sيملك جارا في  V-S آل رأس من آان 

ات ذ مجموعة مسيطرة    و آل G  للبيان  السيطرةديسمى عدγ(G)   لهزالمرمو
تعرف وسائط أخرى للسيطرة بفرض .  مجموعة γ(G) تسمى γ(G)   أصلي

 هي مسيطرة مصنفة  لمجموعة مسيطرةا .شروط أخرى على المجموعة المسيطر
    V-S  N(x)∩ S ≠ N(y)∩Sمن  x,y ا آان من أجل آل عنصرينذ إ

ا آان آل إذ ممتازا -γL Gيكون البيان . γL (G)يرمز لعدد السيطرة المصنفة ب
 في هذا البحث نتعرض إلى دراسة . مجموعةγL (G) ينتمي إلىGرأس من 

أعطينا . مجموعة وحيدة γL  و آذلك التي تملكγLالأشجار الممتازة بالنسبة للوسيط
  . ممتازةγLخلال هذا العمل تمييزا للأشجار
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Abstract

Let G = V,E be a simple graph, the open neighborhood of a vertex u of V is
Nu = v ∈ V ∣ uv ∈ E. A subset S of V is an dominating set of G if every vertex of
V − S has at least a neighbour in S. The minimum cardinality of a dominating set of G,
denoted γG, is called the domination number of G. A dominating set of cardinality γG is
called γG-set. Other types of domination are defined by imposing an additional condition
on the dominating set. A dominating set S of G is a locating-dominating set of G if for every
two vertices x,y, of V − S, we have Nx ∩ S ≠ Ny ∩ S. The domination locating number
of G is denoted by γLG. A graph G is γL-excellent graph if every vertex of G is in at least
one γLG −set.

In this thesis we are interested to study an γL-excellence and γL-unicity in trees. We have
given a characterization of γL-excellent trees, based on the definition of a set of vertices
which are in no γLG-set. We have proposed a constructive characterization of trees with
an unique γLT-set. Finally in the case of trees, we have shown that

γLT ≤ n + l − s
2

≤ βT ≤ γ2T and we have characterized the extremal trees.



RESUME

Soit G = V,E un graphe simple. Le voisinage ouvert d’un sommet u de V est
Nu = v ∈ V ∣ uv ∈ E. Un sous enemble S de V est un ensemble dominant de G si tout
sommet de V − S possède au moins un voisin dans S. Le cardinal minimum d’un ensemble
dominant de G, noté γG, est appelé le nombre de domination de G. Un dominant de G de
taille γG est un γG-ensemble. Si on impose une condition sur les sommets de S, on
définit d’autres types de domination. Le voisinage dans S d’un sommet u de V − S est noté
Nu ∩ S. Un ensemble dominant S de G est un ensemble dominant localisateur de G si pour
toute paire de sommets x,y de V − S, Nx ∩ S ≠ Ny ∩ S. Le nombre de domination
localisateur de G est noté γLG. Un graphe G est dit γL-excellent si tout sommet de G est
contenu dans au moins un γLG-ensemble.

Dans ce mémoire on s’intéresse à l’étude de la γL-excellence et la γL-unicité dans les
arbres. Dans mon travail on a donné une caractérisation des arbres γL-excellents, basée sur la
définition de l’ensemble des sommets n’appartenant à aucun γLT-ensemble noté par
NLT. On a proposé ensuite une caractérisation constructive des arbres ayant un
γLT-ensemble unique. Enfin on a montré que dans le cas des arbres

γLT ≤ n + l − s
2

≤ βT ≤ γ2T et on a caractérisé les arbres extrémaux.
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INTRODUCTION

Au début de la deuxième guerre mondiale, des scienti�ques de disciplines diverses se

regroupèrent dans le but de résoudre des problèmes opérationnels d�importance. C�est

ainsi que naquit la Recherche Opérationnelle en tant que science appliquée.

En 1939-40, l�équipe du physicien anglais Blackett eut le grand mérite d�élaborer une

stratégie qui permit à la Royal Air Force (R A F) de traiter é¢ cacement le problème

de l�implantation des radars de surveillance. Face aux succès obtenus durant la guerre,

les scienti�ques furent tentés d�appliquer leur approche à des problèmes industriels et

économiques.

Parmi les principales techniques mathématiques de la Recherche Opérationnelle, nous

citerons la Théorie des graphes.

En e¤et, les graphes se trouvent être un outil formidable, du fait qu�on peut les vi-

sualiser, pour la modélisation de problèmes réels, tels les réseaux électriques, les réseaux

de transport, de communication,...etc. La schématisation de ces problémes par un graphe

permet l�utilisation de méthodes mathématiques dont les résultats peuvent être mis à

pro�t par les utilisateurs selon leurs besoins et objectifs.

La Théorie des graphes recouvre de nombreux domaines, dont celui de la domination

dans les graphes qui enregistre plus de 1200 références concenant di¤érents types de domi-

nation. Nous nous proposons de contribuer modestement à l�enrichissement de ce domaine

par l�apport de quelques résultats que nous exposons dans ce mémoire.

Nous nous sommes intéréssés dans ce mémoire, qui comporte cinq chapitres, au prob-

lème de l�exellence d�un graphe par rapport à di¤érents paramètres de domination, (cette

notion a été introduite par Fricke dans [16]), à l�unicité d�un ensemble dominant localisa-

teur minimum, et en�n à quelques relations entre le paramètre de domination localisateur,

de 2-domination, et de stabilité.

Le chapitre 1 comporte trois sections. La première est consacrée à quelques dé�nitions

générales de la Théorie des graphes, et à des notions qui nous sont utiles dans ce mémoire.
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Dans la seconde section, nous faisons une brève présentation de la complexité algorith-

mique. Un aperçu du cheminement historique du problème de la domination sera donné

dans la troisième partie, au niveau de laquelle nous dé�nissons aussi quelques types de

domination. Nous clorons cette partie par l�exposé de quelques problèmes intéréssant le

domaine de la domination.

Le chapitre 2 est consacré aux di¤érents résultats obtenus à ce jour dans la classe

des graphes excellents par rapport à quelques paramètres de domination, plus précisément

aux arbres excellents par rapport à la domination, à la domination totale, à la domination

double, et à la domination couplée.

Dans le chapitre 3 aprés un récapitulatif des résultats connus dans le domaine de

la domination localisateur, nous exposons les résultats que nous avons obtenus, et ce,

en collaboration avec M. Blidia. Nous commençons par caractériser les chaînes et che-

nilles excellentes par rapport à la domination localisateur, ensuite nous proposons une

caractérisation des arbres excellents par rapport au même paramètre, basée sur l�art de

l�élagage. Nous terminerons par la présentation d�un algotithme de reconnaissance des

arbres excellents par rapport à la domination localisateur, opérant en temps polynimial.

Au niveau du chapitre 4 nous présentons une caractérisation des arbres admettant

un ensemble dominant localisateur minimum unique. Ce résultat obtenu en collaboration

avec M.Blidia, repose sur la construction d�une famille d�arbres admettant un ensemble

dominant localisateur minimimum unique, laquelle construction est e¤ectuée à partir d�un

ou de deux arbres ayant cette propriété d�unicité d�ensemble dominant localisateur mini-

mum.

Le chapitre 5 est consacré à l�étude des relations d�ordre entre les paramètres de

domination loclisateur, de 2-domination, et de stablilité, et nous y présentons une carac-

térisation des arbres véri�ant les égalités entre ces paramètres.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES GRAPHES

La première partie de ce chapitre est consacrée aux dé�nitions de base de la théorie des

graphes. Nous dé�nirons les notions propres à un chapitre donné au niveau de celui-

ci. Dans la seconde partie, nous donnons un aperçu de la compléxité algorithmique. La

troisième partie sera une introduction à la domination dans les graphes, on y présentera

aussi quelques paramètres de domination ainsi que quelques problèmes liés au concept de

la domination dans les graphes.

Pour plus de détails concernant la théorie des graphes, nous invitons le lecteur à con-

sulter les ouvrages de C.Berge [1] et de Chartrand et Lesniak [6]. Pour la théorie de la

domination, on pourra se référer aux ouvrages de Haynes et al [18] et [19] .

1.1 Dé�nitions et notations

1.1.1 Graphe et sous-graphe

Un graphe G est la donnée d�un couple G = (V;E) où V est un ensemble �ni d�éléments

appelés sommets et E un ensemble de paires d�éléments de V appelés arêtes. Le cardinal

de V; appelé ordre de G, est noté n: Le cardinal de E est noté m: Si n = 1 et donc m = 0;

et que le graphe G est sans boucles, G est dit graphe trivial. Les sommets sont notés par

des lettres minuscules v; u; x; a; b; y,... etc. Les arêtes sont notées vu; xy; ab;... etc.

Dans le plan, les sommets d�un graphe sont représentés par des points et ses arêtes par

des lignes joignant deux points. La �gure 1:1 représente un graphe G:
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Figure 1:1 Un graphe G

Un graphe simple est un graphe sans boucles dans lequel toute paire de sommets est

reliée par au plus une arête.

Si l�arête uv est un élément de E on dit que:

� Les sommets u et v sont adjacents.

� Les sommets u et v sont voisins.

� Les sommets u et v sont les extrémites de l�arête uv:

� L�arête uv est incidente aux sommets u et v:

Etant donnés un grapheG = (V;E) etH un sous ensemble de sommets de V , on appelle

sous graphe induit ou (engendré) par H et noté hHi ou G [H] ; le graphe dont l�ensemble

des sommets est l�ensemble H, et l�ensemble des arêtes le sous ensemble des arêtes de E

qui ont leurs extremités dans H. Voir �gure 1:2, un graphe G = fv1; v2; v3; v4; v5g et le

sous graphe induit par H = fv2; v3; v4; v5g :

v1

v2
v3

v4 v5

v2

v3

v4 v5

a b

Figure 1:2: (a) un graphe G (b) un sous graphe induit < H >
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Dans tout ce qui suit, nous ne considérerons que des graphes simples et �nis.

Un sous-ensemble A de V est dit est minimal (resp. maximal) par rapport à une

propriété P s�il n�existe pas d�ensemble B � A (resp. B � A) tel que G [B] le sous graphe

induit par B véri�e la propriété P.

Un sous-ensemble A de V est dit minimum ou de taille minimale (resp. maximum ou

de taille maximale) par rapport à une propriété P s�il n�existe pas d�ensemble B � V tel

que G [B] le sous graphe induit par B véri�e la propriété P ; et tel que jAj > jBj (resp.

jBj > jAj) où jAj désigne le cardinal de l�ensemble A; c�est-à-dire le nombre d�éléments de

l�ensemble A.

1.1.2 Voisinages et degré d�un sommet

Etant donnés un graphe G = (V;E) et v un sommet de V; on dé�nit le voisinage ouvert

(resp. le voisinage fermé) de v par l�ensemble NG(v) = fu 2 V j uv 2 Eg (resp. par

l�ensemble NG[v] = NG(v) [ fvg). S�il n�y a aucun risque de confusion, les voisinages

ouvert et fermé d�un sommet v seront notés simplement par N(v) et N [v] au lieu de NG(v)

et NG [v] respectivement. L�ensemble NG(S) =
S
v2S NG(v) (resp. NG[S] = NG(S) [ S)

dé�nit le voisinage ouvert (resp. fermé) d�un sous-ensemble S: De même, nous utiliserons

les notations N(S) et N [S] au lieu de NG(S) et NG[S] respectivement:

Le degré d�un sommet v de V (G); noté degG(v); est égal au cardinal de son voisinage

ouvert N(v): Un sommet de degré nul est dit un sommet isolé et un sommet de degré égal

à un est dit un sommet pendant. Un sommet adjacent à au moins un sommet pendant

est appelé un sommet support. On note par �(G) et �(G) le degré maximum et minimum

dans G respectivement. S�il n�y a aucun risque de confusion, on écrira deg(v), � et � pour

désigner respectivement degG(v), �(G) et �(G):

Le voisinage privé d�un sommet v de V (G) par rapport à un ensemble S � V est

l�ensemble des sommets du voisinage fermé de v qui n�ont pas d�autres voisins dans S. Cet

ensemble noté pn [v; S] est dé�ni par: pn [v; S] = fu : N [u] \ S = fvgg
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1.1.3 Chaînes et cycles

Une chaîne C d�un graphe G = (V;E) est une séquence [v1; v2; ::::; vk] de sommets de V

distincts tels que pour tout indice i 2 f1; :::; k � 1g ; vivi+1 est une arête de E; si de plus

v1vk est une arête de E; alors [v1; v2; ::::; vk] est appelé un cycle. Pour simpli�er les nota-

tions, la chaîne [v1; v2; ::::; vk] sera notée v1; v2; :::; vk�1; vk: Les sommets v1; vk sont appelés

les extremités de la chaîne, les sommets v2; :::; vk�1 sont appelés sommets intermédiaires

de la chaîne.

La distance entre deux sommets u et v notée d(u; v) représente le nombre d�arêtes d�une

plus courte chaîne reliant les sommets u et v. Le diamètre du graphe G; noté Diam(G);

est de�ni par Diam(v) =Max
u;v2V

(d(u; v)):

Une corde est une arête qui relie deux sommets non consécutifs dans une chaîne ou

dans un cycle.

Une chaîne (resp. cycle) sans cordes est dite (resp. dit) induite (resp. induit). La

longueur d�une chaîne (resp. d�un cycle) est égale au nombre d�arêtes qui séparent (ou

relient) ses extremités. Donc la longueur de la chaîne v1; v2; ::::; vk est egale à k � 1: Une

chaîne induite par k sommets est notée Pk: Voir �gure 1:3 une chaîne d�ordre 5.

Figure 1:3: Une chaîne P5

Un graphe G est dit connexe si pour chaque paire de sommets v et u de V , il existe une

chaîne reliant les sommets v et u: Une composante connexe d�un graphe est un sous-graphe

maximal connexe.

1.1.4 Quelques graphes

Un graphe G est dit complet si toute paire de sommets de G est reliéé par exactement une

arête. On note Kn le graphe complet d�ordre n. Voir �gure1:4 le graphe complet K4
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Figure 1:4: Un graphe complet d�ordre 4, K4

Un graphe G = (V;E); ou G = (V1; V2; E) est dit graphe biparti si l�ensemble de ses

sommets peut être partitionné en deux sous ensembles V1 et V2 tels que deux sommets

d�un même sous ensemble ne soient jamais adjacents. Si de plus tout sommet de V1 est

adjacent à un sommet de V2 alors G sera dit un graphe biparti complet. Voir �gure 1:5 le

graphe biparti complet K2;3.

Figure 1:5: Un graphe biparti K2;3

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un arbre comporte exactement (n � 1)

arêtes, il est habituellement noté T:

La couronne G = H �K1 d�un graphe H est le graphe obtenu d�une copie de H dans

laquelle on attache un sommet pendant à chaque sommet de H. Il est évident que l�ordre

de G est égal à 2 jHj (jHj désigne le nombre d�éléments de H). Un graphe G � K1 est

illustré par la �gure 1:6:
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(a) (b)

Figure 1:6: (a) un graphe G (b) la couronne de G:

L�etoile notée S1;P est le graphe biparti complet G = (V1; V2; E) véri�ant jV1j = 1 et

jV2j = p. L�étoile S1;p est representée par la �gure 1:7:

….

Figure 1:7: L�étoile S1;p

L�étoile double, notée Sp;q, p > 2; q > 2est le graphe obtenu en reliant par une arête
le sommet non pendant de l�étoile S1;p au sommet non pendant de l�étoile S1;q: Voir �gure

1:8 l�étoile double Sp;q:

Figure 1:8: L�toile double Sp;q

L�étoile subdivisée SSp est le graphe obtenu en subdivisant tout sommet pendant de

l�étoile S1;p par une arête. Voir �gure 1:9 l�etoile subdivisée SSp:
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….

Figure 1:9 L�étoile subdivisée SSp

1.1.5 Quelques paramètres structurels d�un graphe

Un stable ou (ensemble indépendant) d�un graphe G = (V;E) est un sous ensemble S de

sommets de V tel que le sous graphe induit par S, à savoir hSi ; est un graphe sans arêtes.

La cardinalité minimum (resp. maximum) d�un stable maximal de G est notée i (G) (resp.

� (G)).

Une clique d�un graphe G = (V;E) est un sous ensemble K de sommets de V tel que

le sous graphe induit par K, à savoir hKi ; est un graphe complet. Voir �gure 1:10; un

graphe G contenant deux cliques d�ordre 3:

Figure 1:10. Un graphe G contenant deux cliques d�ordre 3:

Un couplage d�un graphe G = (V;E) est un sous ensemble E 0 de E constitué des arêtes

de E qui sont deux à deux non incidentes. Si de plus tout sommet v de V est incident à

une arête de E 0; le couplage E 0 sera dit un couplage parfait.
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1.2 Complexité algoritmique

Un algorithme de résolution d�un problème (P ) donné est une procédure décompos-

able en opérations élémentaires telles la comparaison, l�a¤ectation, les quatre opéra-

tions usuelles,... etc, transformant une chaîne de caractères représentant les données de

n�importe quel exemple ou instance du problème (P ) en une chaîne de caractères représen-

tant les résultats de (P ).

La performance d�un algorithme est généralement mesurée selon la relation existante

entre la taille de l�exemple traité (exprimée en termes du nombre n de caractères nécessaires

pour le codage des données) et le temps d�éxecution (exprimé en termes du nombre f(n)

d�opérations élémentaires). Le codage des données est tel que l�encombrement mémoire

nécessaire pour stocker un nombre positif N; est égal au plus petit entier supérieur ou égal

à log2(N + 1):

Un algorithme est dit e¢ cace, ou encore polynomial, si le nombre total d�opérations

f (n) ; nécessaires pour la résolution d�un exemple de taille n, est borné par un polynôme

en la taille du problème. Autrement dit, s�il existe deux constantes C et k telles que

f(n) = Cnk: Un tel algorithme est de complexité O(nk):

Un problème est dit polynomial ou appartenant à la classe P (problèmes déterministes

polynomiaux) s�il existe un algorithme polynomial (ou e¢ cace) pour le résoudre. Les

problèmes de la classe P sont dits "faciles".

Un problème d�optimisation combinatoire consiste à chercher une meilleure solution

parmi un ensemble �ni de solutions réalisables.

Un problème de décision ou de reconnaissance est un problème dont la réponse attendue

ne peut être que oui ou non. A chaque problème d�optimisation combinatoire, on peut

associer un problème de reconnaissance.

Un problème de décision est dit dans NP (problèmes non déterministes polynomiaux)

(resp. CO-NP) si dans le cas où la réponse est a¢ rmative (resp. négative), on peut

produire un certi�cat qui permet de véri�er en temps polynomial la réponse donnée.
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Etant donné que les algorithmes e¢ caces sont des algorithmes non déterministes, il est

clair que P � NP. Mais la classe NP contient des problèmes pour lesquels on ne connaît pas

d�algorithme polynomial de résolution. La conjecture P6=NP demeure cependant ouverte.

On dit qu�un problème (P1) se réduit en temps polynomial à un problème (P2); s�il

existe un algorithme pour (P1) qui fait appel à un algorithme de résolution de (P2) et

si cet algorithme de résolution de (P1) est polynomial lorsque la résolution de (P2) est

comptabilisée comme une opération élémentaire.

Un problème de décision dans NP est dit NP-complet si tout problème de la classe

NP peut lui être réduit en temps polynomial. Ainsi, s�il existe un algorithme polynomial

permettant de résoudre un problème NP-complet, il existerait un algorithme polynomial

pour tous les problèmes de la classe NP. Les problèmes NP complets sont dits "di¢ ciles".

Les problèmes NP-durs sont des problèmes au moins aussi di¢ ciles que les problèmes

NP-complets et, tout problème d�optimisation combinatoire dont le problème de recon-

naissance est NP-complet est NP-dur.

1.3 Introduction à la domination dans les graphes et paramètres de

domination

1.3.1 Aperçu sur la domination

Nous commençons par donner la dé�nition d�un ensemble dominant :

Dé�nition 1.1. Soit G = (V;E) un graphe, S un sous ensemble de sommets de V est

appelé un ensemble dominant de G si tout sommet v de V � S est adjacent à (ou dom-

iné par) au moins un sommet de S. La cardinalité minimale (respectivement maximale)

d�un ensemble dominant minimal de G; notée (G); (respectivement �(G)), est appelée le

nombre de dominatoin inférieur (respectivement supérieur) de G: Un ensemble dominant

de G de cardinalité  (G) est appelé un  (G)-ensemble.

SMS
e

SMS
e



19

Il existe dans la littérature d�autres dé�nitions d�un ensemble dominant dont les suiv-

antes:

� Un ensemble S � V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V

jN [v] \ Sj � 1:

� Un ensemble S � V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V �S,

N(v) \ S) 6= ?:

� Un ensemble S � V est un ensemble dominant de G si N [S] = [v2SN [v] = V:

Le conçept de domination trouve son origine dans le "Problème des Cinq Reines", lequel

problème consiste en la détérmination du nombre minimum de reines pouvant attaquer ou

(dominer) toutes les cases d�un échiquier standard 8� 8. En e¤et, sachant que les règles

du jeu d�echecs font qu�une reine, peut en un seul mouvement se déplacer d�une case à

une autre de l�échiquier et ce, soit horizontalement ou verticalement ou en diagonale, on

désire déterminer le nombre minimum de reines qu�il faudrait pour pouvoir dominer (ou

couvrir) toutes les cases d�un échiquier de 64 cases. Voir �gure 1:11 un échiquier 8� 8:

X X R

X X X R

X R X X X X X X R

X X X R

X X R

X X

X X

X X R

Figure 1:11. L�échiquier 8� 8
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Dans la �gure 1:11; nous observons qu�une reine peut se déplacer vers toutes les cases de

l�échiquier qui sont marquées d�un"X" et que, six reines peuvent dominer toutes les cases

de l�échiquier 8�8. En fait, le nombre minimum de reines nécéssaires pour dominer toutes

les cases de l�échiquier 8� 8 est cinq.

On notera qu�au XIX i�eme siècle, les échéphiles européens considérèrent le problème

consistant à déterminer le nombre minimum de reines qui pourraient être placées sur un

échiquier n� n de telle manière que toutes les cases de l�échiquier puissent être dominées

par l�une des reines.

Le problème de la domination des cases d�un échiquier par une pièce quelconque du

jeu peut être perçu comme un problème de domination des sommets d�un graphe. En

e¤et, il su¢ t de considérer le graphe dont l�ensemble des sommets V représente les cases

de l�échiquier et tel que deux sommets u et v de V sont adjacents si la pièce considérée

peut en un seul mouvement se deplacer de l�une vers l�autre des deux cases représentées

par les sommets u et v: L�étude mathématique des ensembles dominants a débuté à la �n

des années 50 bien que en 1862 dans [26], Jaenish ait dejà étudié le problème des reines

dans un jeu d�echecs.

En 1958 dans [2] C.Berge donna une formulation de la domination dans les graphes

orientés, et appela le nombre de domination le nombre de stabilité. En 1962, dans [31]

Ore utilisa les termes "ensemble dominant" et "nombre de domination". En 1977 dans

[9] Cocayne et Hedetniemi publièrent un article dans lequel ils recapitulèrent tous les

résultats ayant trait à la domination. Depuis le domaine de la domination s�est enrichi de

nombreuses publications et références dont plus de 950 �gurent dans le livre de Haynes et

al [18]. On notera aussi un numéro de Discrete Maths [23] qui a été entièrement consacré

à la domination.

L�idée d�introduire une condition supplémentaire sur les sommets d�un ensemble domi-

nant, donna naissance à de nouveaux paramètres de domination. Nous expliciterons cette

notion dans le paragraphe suivant.
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1.3.2 Paramètres de domination

Etant donnés un graphe G = (V;E) et S un ensemble dominant de G, on peut dé�nir

di¤érents types de domination. A titre d�exemple, on peut citer la domination clique

qui impose que le sous graphe induit par tout ensemble dominant de G soit une clique

dans G. Le nombre de domination clique, noté c (G) ; est égal à la cardinalité minimale

d�un ensemble dominant clique de G:

Nous dé�nissons ci-dessous les types de domination dont il sera question dans ce mé-

moire, et nous explicitons quelques uns par des exemples concrets.

La domination stable: Un sous ensemble S de V est dit ensemble stable (ou in-

dépendant) de G si le sous graphe induit hSi ne contient pas d�arêtes. Le nombre de

domination stable, noté i (G) ; désigne la cardinalité minimale d�un ensemble stable max-

imal de G. La cardinalité maximale d�un ensemble stable maximal de G; notée �(G);

désigne le nombre de stabilité de G:

La domination totale: La domination totale a été introduite par Cockayne, Daves,

et Hedetniemi dans [10].

Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant total de G si tout sommet de V

possède au moins un voisin dans S; autrement dit, si le sous graphe induit par S, hSi ne

contient pas de sommets isolés. Le nombre de domination totale, noté t (G) ; désigne la

cardinalité minimale d�un ensemble dominant total de G:

Considérons un groupe d�individus. On veut sélectionner parmi ce groupe un comité

restreint tel que, toute personne du groupe ait des a¢ nités avec au moins un membre de

ce comité. Si nous modélisons ce problème par un graphe G dont l�ensemble des sommets

représente le groupe d�individus et, deux sommets sont adjacents s�il y a a¢ nités entre

les personnes représentées. Alors le comité restreint sélectionné est un dominant total du

graphe G:

La domination couplée: La domination couplée a été introduite par Haynes et

Slater dans [22].
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Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant couplé de G si S est un dominant

de G et si le sous graphe induit par S, hSi admet un couplage parfait. Le nombre de

domination couplée, noté pr (G) ; désigne la cardinalité minimale d�un ensemble dominant

couplé.

Considérons un village au sein duquel on veut placer un groupe de vigiles tel qu�un vigile

assure la protection de ses voisins tout en s�assurant lui même une protection mutuelle

avec un collègue. Le plus petit groupe de vigiles représente un ensemble dominant couplé

minimum du graphe représentatif des habitants du village.

La domination double: On notera que le concept de la domination double a été

intrduit par Harary et Haynes dans [21].

Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant double de G si tout sommet de V

est dominé par au moins deux sommets de S, autrement dit, si v est un sommet de V �S

alors v possède au moins deux voisins dans S et si v est un sommet de S alors v admet

au moins un voisin dans S. Le nombre de domination double, noté �2 (G) ; designe la

cardinalité minimale d�un ensemble dominant double de G:

Si nous reprenons l�exemple précédent, en spéci�ant que tout villageois soit protégé par

au moins deux vigiles et que chaque vigile soit lui même protégé par un de ses collègues,

alors le plus petit groupe constitué est un ensemble dominant double minimum du graphe

représentatif des habitants du village.

La 2-domination: Le concept de la k�domination a été introduite par Fink et Ja-

cobson dans [15].

Un sous ensemble S de V est dit ensemble 2-dominant de G si tout sommet de V �S

est dominé par au moins deux sommets de S (c-à-d : jNG(v) \ Sj � 2 8v 2 V � S).

Le nombre de 2-domination, noté 2 (G) ; designe la cardinalité minimale d�un ensemble

2-dominant de G:

La domination localisatrice: La notion d�ensemble dominant localisateur a été

introduite par P.J. Slater dans [33]
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Un sous ensemble S de V est dit dominant localisateur de G si S est un ensemble

dominant de G et, si de plus, pour toute paire de sommets u, v de V � S, N(v) \ S

6= N(u) \S: Le nombre de domination localisateur, noté L(G); désigne la cardinalité

minimale d�un ensemble dominant localisateur de G.

1.3.3 Problèmes étudiés

1) Trouver des bornes supérieures et inférieures pour ces di¤érents paramètres de domi-

nation (leur valeur exacte n�étant pas connue en général). Ces bornes sont des fonctions

de n; �(G) ou � (G) ; et caracteriser les graphes pour lesquels ces bornes sont atteintes.

2) Determiner des relations entre deux ou plusieurs paramètres de domination telles

que la chaîne d�inégalités suivante  (G) � i (G) � � (G) � � (G) :

3) Caracteriser les graphes pour lesquels on a égalité entre deux paramètres de domi-

nation.

4) Trouver pour certaines classes de graphes tels que les graphes bipartis, les cactus ou

les arbres, des algorithmes polynomiaux pour la détermination de la valeur exacte d�un

paramètre de domination (il faut signaler que ce problème est NP complet en général).

5) Trouver pour un paramètre donné � (G) des relations entre � (G) et �
�
G
�
du type

Nordauss Gaddum; autrement dit, trouver deux fonctions f1(n;�; �) et f2 (n;�; �)

telles que � (G) + �
�
G
�
� f1 (n;�; �) et � (G)� �

�
G
�
� f2(n;�; �):
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CHAPITRE 2

Les graphes �-excellents

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats obtenus dans la classe des graphes

�-excellents relativement à quelques paramètres de domination, tels la domination sans

condition, la domination totale, la domination double, et la domination couplée. Vu que

l�étude de la classe des graphes �-excellents s�avère di¢ cile, ces résultats intéressent des

graphes dont la structure est simple, tels que les arbres.

Nous dé�nissons d�abord la notion de graphe �-excellent.

Dé�nition 2.1. Etant donnés un graphe G = (V;E) et un paramètre �(G) On dit qu�un

sommet v de V est �-bon s�il est contenu dans au moins un � (G)-ensemble, et qu�il est

�-mauvais sinon. Si �g (resp. �b) désigne le nombre de sommets de V qui sont �-bons

(resp. �-mauvais) alors le graphe G est dit:

� �-excellent si tout sommet de V est �-bon, en d�autres termes si �b = 0

� �-recommandable (ou �-acceptable) si �g > �b � 1

� �-juste ou (�-équitable) si �g = �b

� �-pauvre ou (�-indésirable) si 0 < �g < �b

Ce concept a été introduit par Fricke et al dans [16], où ils ont posé le problème de la

caractérisation des graphes �-excellents pour un paramètre � (G) tel, � (G) = i(G); (G)

ou � (G).

A titre d�exemple, il est aisé de voir que les graphes bipartis complets, les cycles ainsi

que les couronnes de graphes G �K1 sont des graphes -excellents. Les étoiles subdivisées

SSp sont des graphes -recommandables. Les étoiles S1;p et les doubles étoiles Sp;q sont

des graphes -indesirables. La �gure 2:1 montre un graphe -juste.
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a aaa

aab b b b b b

Figure 2.1. Un graphe �juste

2.1 Les arbres -excellents

Avant de présenter les arbres -excellents, nous donnons quelques résultats concernant les

graphes -excellents d�une manière générale. On rappelle qu�un graphe G = (V;E) est

-excellent si tout sommet de V appartient à un  (G)-ensemble. Dans [31], Ore a donné

une conditon néssecaire et su¢ sante pour qu�un ensemble dominant soit un dominant

minimal.

Théorème 2.2. [31] Un ensemble dominant est minimal si et seulement si pour chaque

sommet v 2 S, une des deux conditions suivantes est satisfaite:

1. v est un sommet isolé dans hSi :

2. Il existe un sommet u 2 V � S pour lequel N (u) \ S = fvg :

Dans [16], Fricke donne les remarques et propositions suivantes:

Remarque 2.3. [16] Pour tout graphe G tel que G 6= K2; tout sommet support de G

est -bon et il existe un  (G)-ensemble qui contient tous les sommets support de G:

Remarque 2.4. [16] Si G est un graphe -excellent, alors tout sommet pendant de G est

contenu dans un  (G)-ensemble, et il n�exite aucun sommet pendant de G qui soit contenu

dans tout  (G)-ensemble.

Notons que si v; un sommet support d�un graphe G est adjacent à au moins deux

sommets pendants alors compte tenu de la remarque 2.3, aucun des sommets pendants de

G n�appartient à un  (G)-ensemble, d�où la remarque suivante:
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Remarque 2.5. [16] Si G est un graphe -excellent, alors tout sommet support de G

n�est adjacent qu�à un seul sommet pendant.

Proposition 2.6. [16] Tout graphe est un sous graphe induit d�un graphe -excellent.

En e¤et, considérons un graphe H quelconque et, soit G = H � K1 la couronne du

graphe H. Comme tout sommet de V (H) est un sommet support dans G; alors V (H) est

un  (G)-ensemble et l�ensemble des sommets pendants de G est aussi un  (G)-ensemble.

Donc, tout sommet de V (G) est un sommet -bon, d�où G est un graphe -excellent et

donc H est un sous graphe induit d�un graphe -excellent. Comme conséquence, il s�ensuit

la remarque suivante:

Remarque 2.7. [16] Il n�existe pas de caractérisation des graphes -excellents en terme

de sous graphes induits interdits.

2.1.1 Caractérisation descriptive des arbres -excellents

Dans [16], Fricke et al ont donné une caractérisation descriptive des arbres -excellents.

On dé�nit par C la famille des couronnes d�étoiles et des couronnes de doubles étoiles.

Voir �gure 2:2; la famille des couronnes d�étoiles et des couronnes de doubles étoiles.

…….

…….

…….

…….

…….

…….

Figure 2:2: La famille des couronnes d�étoiles et des couronnes de doubles étoiles

Comme la couronne G �K1 de tout graphe G est -excellente, dans [16], Fricke et al

ont montré que tous les arbres T -excellents avec diam(T ) � 5; sont des couronnes.
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Théorème 2.8. [16] Un arbre non trivial T avec diam (T ) � 5 est -excellent si et

seulement si T 2 C.

Corollaire 2.9. [16] Si T est un arbre -excellent et T =2 C, alors diam (T ) � 6:

Il est clair que, la couronne P5 �K1 qui est -excellente atteint cette borne, mais les

couronnes ne sont pas les seuls graphes excellents atteignant cette borne inférieure, parmi

les graphes excellents atteignant cette borne nous pouvons citer la famille des étoiles

subdivisées.

2.1.2 Construction d�une classe d�arbres -excellents

Dans [16], Fricke et al ont "construit" une classe d�arbres -excellents, c�est à dire qu�en

partant de deux arbres -excellents d�ordre au moins 4; et en opérant sur ces deux arbres

une "construction" qu�on dé�nira plus loin, ils produisent une famille d�arbres -excellents.

Cette construction est fondée sur le lemme suivant:

Lemme 2.10. [16] Si T est un arbre -excellent d�ordre n � 4 alors, il existe un  (T )-

ensemble S tel que S n�est pas un ensemble indépendant dans T:

Nous dé�nissons à présent la "construction" des arbres, notée A, développée dans [16],

obtenus aprés les étapes suivantes:

1. Soient T1 et T2 deux arbres -excellents d�ordre au moins 4 et soient S1un  (T1)-

ensemble et S2 un  (T2)-ensemble tels que S1 (resp. S2) n�est pas un ensemble indépendant

de T1 (resp. de T2). Soient u un sommet non isolé dans hS1i, le sous graphe induit par S1
et v un sommet non isolé dans hS2i le sous graphe induit par S2:

2. Soit T l�arbre obtenu à partir des deux arbres T1 et T2 en reliant le sommet u de

S1 au sommet v de S2 par l�arête uv alors, il s�ensuit la proposition suivante:

Proposition 2.11. [16] L�arbre obtenu par la construction A est un arbre -excellent.
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2.1.3 Une caractérisation des arbres -excellents

Nous présentons dans ce paragraphe une caractérisation des arbres -excellents basée sur

la détermination des sommets contenus dans tout ou dans aucun -ensemble d�un arbre.

1� Les sommets contenus dans tout ou dans aucun -ensemble d�un arbre

Dans [30], Mynhardt a dé�ni les sommets contenus dans tout ou dans aucun -ensemble

d�un arbre T , ce qui permet une caractérisation des arbres -excellents du fait qu�un arbre

T est -excellent si et seulement si l�ensemble de ses sommets qui n�appartiennent à aucun

 (T )-ensemble est un ensemble vide.

Pour un arbre T , on dé�nit les ensembles A(T ) et N (T ) par:

Dé�nition 2.12. [30] A(T ) = fv 2 V j v est dans tout (T )-ensembleg

N (T ) = fv 2 V j v n�est dans aucun (T )-ensembleg :

A�n de faciliter la représentation, nous utiliserons souvent des arbres enracinés. On

dé�nit un arbre enraciné en un sommet r comme un arbre pendu par r, c�est à dire une

arborescence de racine r (arbre orienté) où l�orientation est implicite, c�est à dire que les

sommets sont classés par niveaux suivant leur distance par rapport au sommet racine r:

On dé�nit le sommet parent p(v) d�un sommet v comme étant le sommet de niveau plus

haut que v et adjacent à v. Le sommet u est un sommet �ls de v si p(u) = v. Un sommet

�ls n�a qu�un seul parent mais un parent peut avoir plusieurs �ls. Un sommet u est un

descendant de v s�il est situé sur un niveau inférieur à celui de v; et s�il existe une chaîne

(allant d�un niveau à un niveau plus bas) reliant v et u. On note pour un sommet w d�un

arbre enraciné T :

C(w)=fu 2 V j u est un sommet �ls de wg ;

D(w) = fu 2 V j u est un sommet descendant de wg ;

D [w] = D(w) [ fwg ; et

Tw = D [w] \ T:
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On note par L(T ) l�ensemble des sommets pendants de T et par S(T ) l�ensemble de

ses sommets supports. Un sommet de degré au moins trois est dit sommet branche et on

note par B(T ) l�ensemble des sommets branches de T . Une chaîne P dans T est dite une

v�L chaîne, si elle joint le sommet v à un sommet pendant de T: On note la longueur de

P par l(P ) et pour j = 0; 1 et 2; on dé�nit:

Cj(v) = fu 2 C(v) : Tu contient une u� L chaîne P avec l(P ) � j (mod 3)g :

Pour un arbre T enraciné en un sommet v (T = Tv) dans lequel degT (u) � 2 8u 2

V (T )� fvg ; les ensembles A(T ) et N (T ) sont caractérisés par le théorème suivant:

Théorème 2.13. [30] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degT (u) � 2

8u 2 V (T )� fvg ; alors:

� v 2 N (T ) si et seulement si C0(v) = ; et C1(v) 6= ;:

� v 2 A(T ) si et seulement si jC0(v)j � 2.

2� Processus d�élagage d�un arbre par rapport à la domination [30]:

Nous décrivons maintenant une technique appelée élagage d�un arbre (en anglais, tree

pruning) qui permet de caractériser les ensembles A(T ) et N (T ) pour un arbre T quel-

conque.

Pour tout sommet u d�un arbre enraciné T , l�ensemble de toutes les u�L chaînes dans

Tu est noté �(u): Pour j = 0; 1; 2; on dé�nit

�j(u) = fP 2 �(u) : l(P ) � j(mod 3)g :

L�élagage de T est e¤ectué par rapport au sommet racine. Supposons que T est enraciné

en v (T = Tv): Soit u le sommet branche à distance maximum de v (notons que jC(u)j � 2

et degT (x) � 2 pour tout x 2 D(u)):

Pour tout w 2 C(u); une priorité est assignée à w ou à la chaîne P 2 �(w); où

w0 2 C0(u) et P 0 2 �0(u) ont une priorité supérieure à celle de w1 2 C1(u) et P 1 2 �1(u)

qui ont encore une priorité supérieure à celle de w2 2 C2(u) et P 2 2 �2(u).
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Soit z le �ls de u ayant la plus grande priorité. Pour tout w 2 C(u) � fzg ; e¤acer

D [w] : Cette étape de l�élagage, où tous les �ls de u excepté un seul, sont e¤acés avec leurs

descendants pour donner un arbre dans lequel lesommet u est de degré 2, est appelé un

élagage de Tv en u: Ce processus est répété jusqu�à l�obtention d�un arbre
_

T v dans lequel

deg(u) � 2 8u 2 V (
_

T v) � fvg : (
_

T v est l�arbre élagué obtenu à partir de Tv). A�n de

simpli�er les notations, on écrit
_

C
j
(v) au lieu de Cj_

T v
(v):

Nous énonçons à présent les résultats qui illustrent l�e¢ cacité du procéssus d�élagage

à savoir que ce procéssus conserve la propriété d�appartenance ou de non appartenance

d�un sommet v de T à un  (T )-ensemble.

Théorème 2.14. [30] Soit un arbre T enraciné en un sommet v et soit
_

T v l�arbre élagué

obtenu à partir de T: Pour tout -ensemble
_

X de
_

T v; il existe un -ensemble X de T tel

que v 2 X si et seulement si v 2
_

X: Réciproquement, pour tout -ensemble X de T; il

existe un -ensemble
_

X de
_

T v tel que v 2
_

X si et seulement si v 2 X:

Corollaire 2.15. [30] Pour tout arbre T et tout sommet v de T;

� v 2 A(T ) si et seulement si
���_C0(v)��� � 2:

� v 2 N (T ) si et seulement si
_

C
0
(v) = ; et

_

C
1
(v) 6= ;:

Ayant caractérisé l�ensemble N (T ) des sommets de T qui n�appartiennent à aucun

 (T )-ensemble pour tout arbre T , nous en déduisons le corollaire suivant qui donne une

caractérisation des arbres -excellents.

Corollaire 2.16. Un arbre T est -excellent si et seulement si pour tout sommet v de T;
_

C
0
(v) 6= ; ou

_

C
1
(v) = ;:

2.2 Les arbres i-excellents

2.2.1 Une caractérisation constructive des arbres i-excellents

Un arbre T est dit i-excellent si tout sommet de T appartient à au moins un i(T )-ensemble.
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Avant de passer à la caractérisation des arbres i-excellents, nous présentons un résultat

obtenu par Fricke et al dans [16], au niveau duquel il est prouvé que tout arbre -excellent

est un arbre i-excellent.

Théorème 2.17. [16] Si T est un arbre -excellent, alors (T ) = i(T ) et T est un arbre

i-excellent.

Notons que la réciproque de ce théorème n�est pas vraie, à savoir qu�un arbre i-excellent

n�est pas nécessairement -excellent. En e¤et, prenons par exemple la double étoile Sp;p

avec p � 2 , Sp;p est i-excellente mais elle n�est pas -excellente. Notons aussi que le

théorème précédent ne peut être étendu aux graphes bipartis complets. En e¤et, le graphe

biparti complet Kp;p avec p � 3; est -excellent et i-excellent.

Mais (Kp;p) = 2 6= i(Kp;p) = p, et pour 3 < p < q, Kp;q est -excellent mais non

i-excellent et de plus (Kp;q) = 2 6= i(Kp;q) = p.

Dans [24] Haynes et Henning ont établi une caractérisation des arbres i-excellents en

construisant la famille I des arbres i-excellents et ce en e¤ectuant de manière récursive

les deux opérations dé�nies ci-dessous:

La famille I : Soit I la famille d�arbres qui peuvent être obtenus à partir de la

séquence d�arbres T1; :::; Tj (j � 1) tels que T1 est une double étoile Sp;p avec p � 1 et

T = Tj et si j � 2; Ti+1 peut être obtenu récursivement à partir de Ti pour i = 1; :::j � 1

à l�aide de l�une des deux opérations I1 et I2 de�nies comme suit:

Le statut d�un sommet v; noté sta(v), peut être A ou B: Initialement, sta(v)= A

si v 2 S(T1) (S(T1) est l�ensemble des sommets support de T1) et sta(v)= B pour tout

sommet pendant de T1. Une fois qu�un statut est attribué à un sommet, ce statut demeure

inchangé au cours des opérations de construction de l�arbre T:

Opération I1: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant une étoile S1;t (t � 1) de

centre w; une arête wy où y 2 V (Ti) et sta(y) = A et t � 1 sommets pendants adjacents

à y: Poser sta(w) = A et sta(v) = B pour tout nouveau sommet pendant v:
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Opération I2: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant une double étoile St;t+1 et

l�arête wy où w est le sommet de St;t+1 qui est adjacent à t � 0 sommets pendants et

y 2 V (Ti) avec sta(y) = B: Poser sta(v) = A si v 2 S(St;t+1) [ fwg et sta(v) = B pour

chaque nouveau sommet pendant ajouté à Ti.

Il s�ensuit de cette construction le théorème qui donne une caractérisation des arbres

i-excellents:

Théorème 2.18. [24] Un arbre T est i-excellent si et seulement si T 2 fK1; K2g ou bien

T 2 I

2.3 Les arbres t-excellents

On rappelle qu�un graphe G = (V;E) est t-excellent si tout sommet de V appartient à

un t (G)-ensemble. Partant de cette dé�nition on peut voir que tout graphe complet est

t-excellent. Il en est de même pour tous les cycles ainsi que pour tous les graphes bipartis

complets Kp;q et ce quels que soient p � 1 et q � 1.

Nous présentons à présent quelques remarques et propositions concernant les graphes

t-excellents d�une manière générale, ensuite nous nous intéresserons à une classe partic-

ulière de graphes t-excellents que sont les arbres.

Remarque 2.19. [14] Tout sommet support d�un graphe G doit appartenir à tout t (G)-

ensemble.

Proposition 2.20. [14] Tout graphe H est un sous graphe induit d�un graphe t-excellent.

En e¤et, soit H un graphe. Considérons G = H � K2 la 2-couronne de H; (la 2-

couronne d�un graphe H étant le graphe obtenu à partir d�une copie de H dans laquelle

tout sommmet de H est relié par une arête à un sommet d�un K2). D�aprés l�observation

2.19, tout sommet support de G doit appartenir à tout t (G)-ensemble et il doit aussi

avoir au moins un voisin dans tout t (G)-ensemble.
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Ce qui permet d�a¢ rmer que les ensembles S (G) [ L (G) et S (G) [ V (H) sont des

t (G)-ensembles, sachant que S (G) (resp.L (G)) désigne l�ensemble des sommmets sup-

port (resp. l�ensemble des sommets pendants) de G.

Dans la �gure 2:3, on peut voir la chaîne P4 et la 2-couronne P4 �K2 de la chaîne P4.

4'2 Punedcouronne−4P

Figure 2:3 La chaîne P4 et la 2�couronne de P4

Suite à cette proposition Dauterman a déduit le corollaire ci-aprés:

Corollaire 2.21. [14] Il n�existe pas de caractérisation des graphes t-excellents en terme

de sous graphes induits interdits.

Dans [14] Dauterman a montré une propositon concernant les chaînes t-excellentes.

Proposition 2.22. [14] Toute chaîne Pn avec n = 3 ou n � 2 (mod 4) est t-excellente.

2.3.1 Une caracterisation constructive des arbres t-excellents

Dans [25], Henning a donné une caractérisation construtive des arbres t-excellents. Avant

de présenter cette caractérisation, nous présentons la famille D des arbres t-excellents.

La famille D: Soit D la famille d�arbres qui peuvent être obtenus à partir de la

séquence d�arbres T1; :::; Tj (j � 1) tels que T1 est une étoile S1;r, r � 1 et T = Tj et si

j � 2; Ti+1 peut être obtenu récursivement à partir de Ti pour i = 1; :::; j � 1 à l�aide de

l�une des quatre opérations D1; D2; D3 et D4 dé�nies ci-dessous:
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Le statut d�un sommet v; noté sta(v), peut être A; B ou C: Initialement, si T1 = K2;

alors sta(v) = A pour tout sommet v de T1 et si T1 = K1;r avec r � 2; alors sta(v) = A

pour le sommet central de T1; sta(v) = B pour tout sommet pendant de T1 excepté pour

un seul auquel le statut C est attribué. Une fois qu�un statut est attribué à un sommet,

ce statut demeure inchangé au cours de la construction de l�arbre T sauf pour un sommet

de statut C qui peut passer au statut A:

Opération D1: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant la chaîne u;w0; w; z et l�arête

uy où y 2 V (Ti) et sta(y) = A: Poser sta(u) = sta(w0) = B et sta(w) = sta(z) = A:

Opération D2: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant une étoile S1;t pour t � 3

de centre w telle que l�arête uw est subdivisée et en ajoutant aussi l�arête uy où y 2 V (Ti)

avec sta(y) = A: Poser sta(w) = A; sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z

adjacent à w et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté à Ti.

Opération D3: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant la chaîne u;w; z et l�arête

uy où y 2 V (Ti) et sta(y) = B: Poser sta(u) = B et sta(w) = sta(z) = A: Si le sommet

y0 de statut A adjacent à y est adjacent à un sommet c de statut C et si y0 n�est pas un

support fort dans T; alors on change le statut du sommet c qui passe du statut C au statut

A:

Opération D4: Ti+1 est obtenu à partir de Ti en ajoutant une étoile S1;t pour t � 3

de centre w et l�arête uy où y 2 V (Ti) avec sta(y) = B et u est un sommet adjacent à w:

Poser sta(w) = A; sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z (z 6= u) adjacent à

w et et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté à Ti. Si le sommet y0 de

statut A adjacent à y est adjacent à un sommet c de statut C; et si y0 n�est pas un support

fort dans T; alors on change le statut du sommet c qui passe du statut C au statut A:

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant:

Théorème 2.23. [25] Un arbre non trivial T est t-excellent si et seulement si T 2 D.
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2.3.2 Une autre caractérisation des arbres t-excellents

Nous présentons dans le paragraphe qui suit une caractérisation des arbres t-excellents

laquelle caractérisation est basée sur le fait qu�un arbre T est t-excellent si et seulement

si l�ensemble de ses sommets qui n�appartiennent à aucun t (T )-ensemble est un ensemble

vide.

1� Les sommets contenus dans tout ou dans aucun t-ensemble d�un arbre.

Dans [11], Cockayne, Henning, et Mynhardt, ont caracterisé pour un arbre T l�ensemble

de ses sommets qui ne sont contenus dans aucun t (T )-ensemble.

Avant de donner les résultats dûs à Cockayne, Henning, et Mynhardt, nous donnons

d�abord les dé�nitions et notations suivantes:

Dé�nition 2.24. [11] Dans un arbre T , On dé�nit les ensembles At(T ) et Nt(T ) par:

At(T ) = fv 2 V j v est dans tout t(T )-ensembleg :

Nt(T ) = fv 2 V j v n�est dans aucun t(T )-ensembleg :

Dé�nition 2.25. [11] On dé�nit dans un arbre T enraciné en un sommet v; les ensembles

suivants:

� L(v) = D(v) \ L(T ):

� Lj(v) = fu 2 L(v) j d(u; v) � j (mod 4)g et ce pour j = 0; 1; 2 ou 3:

Pour un arbre T enraciné en un sommet v dans lequel degT (u) � 2 8u 2 V (T )� fvg ;

les ensembles At(T ) et Nt(T ) sont caractérisés par le théorème suivant:

Théorème 2.26. [11] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degT (u) � 2 8u 2

V (T )� fvg ; alors:

� v 2 At(T ) si et seulement si v est un sommet support ou bien jL1(v) [ L2(v)j � 2:

� v 2 Nt(T ) si et seulement si L1(v) [ L2(v) = ;:
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2� Processus d�élagage d�un arbre par rapport à la domination totale [11]

Nous décrivons à présent le procéssus d�élagage d�un arbre T qui permet de caractériser

ses ensembles At(T ) et Nt(T ). Etant donné un sommet u 2 T; on dit qu�on attache une

chaîne de longueur q au sommet u si on joint par une arête le sommet u à un sommet

pendant de la chaîne Pq:

Soit v un sommet de T qui n�est pas un sommet un support. L�élagage de l�arbre T

est e¤ectué par rapport au sommet racine. Supposons alors que l�arbre T est enraciné en

un sommet v (T = Tv): Si degT (u) � 2 8u 2 V (Tv) � fvg ; alors
_

T v = Tv: Sinon, soit w

un sommet de B(T ) à distance maximum du sommet racine v, notons que jC(w)j � 2 et

degT (x) � 2 8x 2 D(w):

On applique alors le procéssus d�élagage suivant:

� Si jL2(w)j � 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne de longueur 2 à w:

� Si jL1(w)j � 1; L2(w) = ; et jL3(w)j � 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne de

longueur 2 à w:

� Si jL1(w)j � 1; L2(w) = L3(w) = ;; e¤acer D(w) et attacher une chaîne de longueur

1 à w:

� Si L1(w) = L2(w) = ; et jL3(w)j � 1; e¤acerD(w) et attacher une chaîne de longueur

3 à w:

� Si L1(w) = L2(w) = jL3(w)j = ;; e¤acer D(w) et attacher une chaîne de longueur 4

à w:

Cette étape du procéssus d�élagage où tous les descendants du sommet w sont e¤acés

et où une chaîne de longueur 1; 2; 3 ou 4 est attachée au sommet w pour donner un arbre

dans lequel deg(w) = 2 est appelée l�élagage de T en w: On répète ce procèssus jusqu�à

ce qu�un arbre �Tv, veri�ant degT (x) � 2 8x 2 �Tv � fvg soit obtenu. Pour simpli�er les

notations, nous écrirons
_

Lj(v) au lieu de Lj�Tv(v):
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Puisque l�arbre �Tv véri�e les conditions du théorème 2.26, le résultat suivant devient

évident:

Théorème 2.27. [11] Soit v un sommet d�un arbre T; alors:

� v 2 At(T ) si et seulement si v est un sommet support ou
��� _L1(v) [ _

L2(v)
��� � 2:

� v 2 Nt(T ) si et seulement si
_

L1(v) [
_

L2(v) = ?:

2.4 Les arbres �2-excellents

Un graphe G = (V;E) est dit �2-excellent si tout sommet de V est contenu dans un

�2 (G) ensemble. Avant d�énoncer les résultats relatifs aux arbres �2-excellents, nous

donnons quelques résultats concernant la domination double d�une manière générale.

Remarque 2.28. [27] Dans un graphe tout ensemble dominant double contient tous les

sommets support et tous les sommets pendants.

Théorème 2.29. [21] Tout graphe sans sommets isolés possède un ensemble dominant

double et donc un nombre de domination double.

Proposition 2.30. [28] Tout graphe est un sous graphe induit d�un graphe �2-excellent.

Suite à cette proposition Kheli� a déduit le corollaire suivant:

Corollaire 2.31. [28] Il n�existe pas de caractérisation des graphes �2-excellents en

terme de sous graphes induits interdits.

2.4.1 Caractérisation des chaînes �2-excellentes

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats relatifs aux chaînes et chenilles �2-

excellentes.

Remarque 2.32. [27] Pour toute chaîne Pn avec n > 2; on a

�2(Pn) =

8<: 2n=3 + 1 si n � 0(mod 3)

2 dn=3e sinon
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Remarque 2.33. [27] La chaîne Pn avec n � 2(mod 3) possède un dominant double

minimum unique.

Au vu de ces remarques Kheli� a caractérisé les chaînes �2-excellentes.

Proposition 2.34. [28] Une chaîne Pn est �2-excellente si et seulement si n = 2 ou

n � 0 ou 1(mod 3):

2.4.2 Une caractérisation des arbres �2-excellents

Nous présentons à présent une caractérisation des arbres �2-excellents due à Blidia, Chel-

lali et Kheli�[28] et [27]. Cette caractérisation est basée sur la détermination de l�ensemble

des sommets n�appartenant à aucun �2-ensemble d�un arbre.

1� Les sommets appartenant à tout ou à aucun �2-ensemble d�un arbre:

Nous commençons tout d�abord par donner les dé�nitions et résultats suivants:

Dé�nition 2.35. [28] Soit T un arbre enraciné en un sommet v; P j(w) est l�ensemble

des sommets u 2 L(w) tels que d(w; u) � j(mod 3) et degT x = 2 pour tout sommet

intermédiaire x de la chaîne w � u pour j = 0; 1 ou 2:

Dé�nition 2.36. [28] Dans un arbre T; l�ensemble A�2 (T ) (resp.N�2 (T )) est l�ensemble

des sommets de T qui sont contenus dans tout �2 (T )-ensemble (resp. dans aucun

�2 (T )-ensemble).

Lemme 2.37. [28] et [27] Soient T 0 un arbre et v un sommet de T , et soit T l�arbre

obtenu à partir de T 0 en attachant une chaîne P3 à un sommet pendant u de l�arbre T 0avec

v =2 N [u], alors:

1. �2 (T ) = �2 (T
0) + 2:

2. v 2 A�2 (T ) si et seulement si v 2 A�2 (T 0) :

3. v 2 N�2 (T ) si et seulement si v 2 N�2 (T
0) :
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Dé�nition 2.38. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en un sommet v, on dé�nit

l�ensemble W � (Tv) par:

W � (Tv) = fw� 2 C (v) j jP 2 (w�)j � 2 et P 0 (w�) [ P 1 (w�) = ?g :

Remarque 2.39. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en v avec jW � (Tv) � 2j ; et

C (v) � W � (v) 6= ? et soit w� 2 W � (Tv) ; alors v 2 A�2 (Tv) (resp.N�2 (Tv)) si et

seulement si v 2 A�2(T 0v) (resp.N�2 (T
0
v)) où T

0
v = Tv �

S
z2W �(Tv)�w�

Tz:

Remarque 2.40. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en v; soit w� 2 W � (Tv) avec

jP 2 (w�)j � 3 alors v 2 A�2 (Tv) (resp. N�2 (Tv)) si et seulement si v 2 A�2 (T 0v) (resp.

N�2 (T
0
v)) où T

0
v est l�arbre obtenu à partir de Tv en remplaçant D (w

�) par une chaîne P5

de centre w�:

Théorème 2.41. [28] Soit T un arbre enraciné en v tel que deg (u) � 2 8u =2 W � (T )[fvg

alors:

a) v 2 A�2 (T ) si et seulement si au moins une des conditions suivantes est véri�ée:

� v est un sommet support dans T:

� v est un sommet pendant dans T:

� jP 1 (v)j � 2:

� jP 0 (v)j � 3:

� jP 1 (v)j = 1 et jP 0 (v)j 2 f1; 2g :

� jP 1 (v)j = 1;W � (T ) 6= ? et P 2 (v) [ P 0 (v) = ?:

� jP 0 (v)j = 2 et jP 2 (v)j � 1:

b) v 2.N�2 (T ) si et seulement si jP 2 (v)j � 2 et P 1 (v) [ P 0 (v) = ?:

2� L�élagage d�un arbre par rapport à la domination double [28] et [27]

Nous décrivons à présent l�élagage propre à la domination double. Supposons que

l�arbre T est enraciné en un sommet v qui n�est ni un sommet support, ni un sommet

pendant. Si deg(x) � 2 8x 2 (V (T ) � W �(Tv)) � fvg ; alors
_

T v = Tv: Sinon, soit u

un sommet de B(T ) à distance maximum de v. Notons que jC(u)j � 2 et degT (x) � 2

8x 2 D(u):

Appliquer le procéssus d�élagage suivant:
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� Si jP 1(u)j � 1; e¤acer D(u) et attacher une chaîne P1 (un sommet) à u:

� Si jP 2(u)j � 1; jP 0(u)j � 1 et P 1(u) = ;; e¤acer D(u) et attacher une chaîne P1 à

u:

� Si jP 2(u)j � 2 et P 0(u) [ P 1(u) = ;; alors

� si u 2 C(v); e¤acer D(u) et attacher deux chaînes P2 à u:

� si d(v; u) = 2 et p(u) =2 B(T ), e¤acer D(u) et attacher une chaîne P2 à u:

� si d(v; u) 6= 2 ou bien p(u) 2 B(T ); e¤acer D [u] :

� Si jP 0(u)j � 2 et P 1(u) [ P 2(u) = ;; e¤acer D(u) et attacher une chaîne P3 à u:

Il s�ensuit de tout ce qui a été developpé dans ce paragraphe le théorème qui donne

une caractérisation des arbres �2-excellents.

Théorème 2.42. [28] et [27] Soit v un sommet d�un arbre T; alors

� v 2 A�2(T ) si et seulement si v 2 A�2( �Tv).

� v 2 N�2(T ) si et seulement si v 2 N�2( �Tv).

Ayant caractérisé l�ensemble N�2(T ) pour un arbre T quelconque; alors la caractéri-

sation des arbres �2-excellents est équivalente à ce que cet ensemble soit vide.

Corollaire 2.43. [28] Un arbre T est �2-excellent si et seulement si pour tout v 2 T;

jP 2(v)j � 1 ou P 1(v) [ P 0(v) 6= ; dans l�arbre élagué �Tv:

2.5 Les graphes pr-excellents

On rappelle qu�un graphe G = (V;E) est dit pr-excellent si tout sommet de V est con-

tenu dans un pr (G)-ensemble. Avant d�énnoncer les résultats relatifs aux arbres pr-

excellents, nous donnons des résultats et dé�nitions concernant les graphes pr-excellents

d�une manière générale.

Proposition 2.44. [28] Tout graphe est un sous graphe induit d�un graphe pr-excellent.
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Corollaire 2.45. [28] Il n�existe pas de caractérisation des graphes pr-excellents en

terme de sous graphes induits interdits.

2.5.1 Caractérisation des chaines pr-excellentes

Remarque 2.46. [28] Pour toute chaîne, pr (Pn) = 2dn4 e et de plus on a:

� pr (Pn) = n
2

si n � 0 (mod 4) :

� pr (Pn) = n+3
2
si n � 1 (mod 4) :

� pr (Pn) = n+2
2
si n � 2 (mod 4) :

� pr (Pn) = n+1
2
si n � 3 (mod 4) :

Proposition 2.47. [28] Une chaîne Pn est pr-excellente si et seulement si n = 3 ou

n � 1 ou 2 (mod 4)

2.5.2 Une caractérisation des arbres pr-excellents

1� Les sommets appartenant à tout ou à aucun pr-ensemble d�un arbre

Nous commençons tout d�abord par donner les dé�nitions et résultats suivants:

Dé�nition 2.48. [28] et [29] On dé�nit les ensembles Apr(G) et Npr(G) d�un graphe G

par:

Apr(G) =
�
v 2 V j v est dans tout pr(G)-ensemble

	
:

Npr(G) =
�
v 2 V j v n�est dans aucun pr(G)-ensemble

	
:

Dé�nition 2.49. [28] et [29] Soit T un arbre enraciné. Pour tout sommet v de T , on

dé�nit l�ensemble: Lj(v) = fu 2 L(v)= d(u; v) � j (mod 4)g et ce pour j = 0; 1; 2 ou 3:

Lemme 2.50. [28] Soient T 0 un arbre et v 2 V (T 0): Soit u0 un sommet de T 0 tel que

N(u0) � fvg 6= ;. Soit T l�arbre obtenu de T 0 en attachant une chaîne P4 au sommet u0:

Alors:

� v 2 Apr(T 0) si et seulement si v 2 Apr(T ):

� v 2 Npr(T
0) si et seulement si v 2 Npr(T ):
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2� L�élagage d�un arbre par rapport à la domination couplée [28] et [29]

Supposons que l�arbre T est enraciné en un sommet v (T = Tv) (v n�est pas un

sommet support): Si degT (u) � 2 pout tout sommet u 2 V (T ) � fvg ; alors
_

T v = Tv:

Sinon, soit w un sommet de B(T ) à distance maximum de v. Notons que jC(w)j � 2 et

degT (x) � 2; 8x 2 D(w):

Appliquer le procéssus d�élagage suivant:

� Si jL2(w)j � 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P2 à w:

� Si jL1(w)j � 1; et L2(w) = ;; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P1 à w:

� Si jL3(w)j � 1; et L1(w) [ L2(w) = ;; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P3 à w:

� Si L1(w) [ L2(w) [ L3(w) = ;; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P4 à w:

Cette étape du procéssus d�élagage où tous les descendants de w sont e¤acés et où

une chaîne P1; P2; P3 ou P4 est attachée au sommet w pour donner un arbre dans lequel

deg(w) = 2 est appelée un l�élagage de T en w: On répète ce processus jusqu�à ce qu�un

arbre �Tv avec deg(x) � 2 8x 2 �Tv � fvg soit obtenu.

Aprés avoir explicité le procéssus d�élagage propre à la domination couplée, nous don-

nons le théorème et le corollaire suivants qui constituent une caractérisation des arbres

pr-excellents.

Théorème 2.51. [28] et [29] Soit v un sommet d�un arbre T; alors:

� v 2 Apr(T ) si et seulement si v 2 Apr( �Tv).

� v 2 Npr(T ) si et seulement si v 2 Npr( �Tv).

Corollaire 2.52. [28] T est un arbre pr(T )-excellent si et seulement si il n�existe aucun

sommet v de T véri�ant jL3(v)j = 0 ou L1(v) [ L2(v) 6= ; dans l�arbre
_

T vobtenu par

l�élagage de l�arbre T enraciné en v:
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2.6 Quelques problèmes ouverts

Nous concluons ce chapitre par la présentation de quelques problèmes ouverts concernant

les graphes �-excellents d�une manière générale.

� Caractériser par une approche déscriptive ou constructive les arbres excellents par

rapport à d�autres paramètres de domination.

� Etudier la famille des graphes �-recommandables, �-indésirables ou �-justes pour

un paramètre de domination donné �:
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CHAPITRE 3

Les graphes L-excellents

Au vu des résultats relatifs aux arbres �-excellents, qui ont été exposés dans le chapitre

2, nous nous sommes intéréssés à l�étude des arbres L-excellents. Nous exposons dans ce

chapitre les résultats que nous avons obtenus.

Nous commençons par le rappel de la notion d�ensemble dominant localisateur, qui sera

suivie d�un résumé succint des résultats connus dans ce domaine. La deuxième section est

consacrée à la caractérisation des chaînes et chenilles L-excellentes. Nous clorons ce

chapitre par une caractérisation des arbres L-excellents.

3.1 Dominant localisateur et résultats connus

Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion d�ensemble dominant localisateur qui a

été introduite par P.J. Slater dans [33], et nous résumons les résultats existant sur la

domination localisateur.

On rappelle qu�un ensemble S � V est un ensemble dominant localisateur d�un graphe

G = (V;E) qu�on note en abrégé E:D:L, si S est un dominant de G et si de plus pour

toute paire de sommets v et w de V �S, N(v)\S 6= N(w)\S: Le nombre de domination

localisateur noté L(G) est la taille minimale d�un E:D:L de G: Un E:D:L de G de taille

minimale est dit un L(G)-ensemble.
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Dans la �gure 3.1, S = fb; eg est un dominant localisateur minimum du graphe G: En

e¤et N (a) \ S = fb; eg ; N (c) \ S = fbg ; et N (d) \ S = feg :

a b c

d e

Fig 3:1 Un graphe G avec un dominant localisateur minimum {b; e}

Théorème 3.1. [33] Pour tout graphe G, on a L(G) �  (G) :

Lemme 3.2. [33] Soient S un E:D:L de G et u; v deux sommets de V (G) tels que:

1. Si uv =2 E (G) alors N (v) = N (u)

2. Si uv 2 E (G) alors N [v] = N [u] ;

alors S contient au moins un des deux sommets u et v:

A partir du lemme 3.2, on peut voir que L (K1;p) = p, alors que  (K1;p) = 1:

Théorème 3.3. [33] Si G1; G2; :::; Gk sont les composantes connexes d�un graphe G;

alors on a L(G) = L(G1) + L(G2) + :::+ L(Gk):

Pour tout graphe G d�ordre n; L(G) = n si et seulement si G = Kn:

Pour tout graphe G d�ordre n; L(G) = n � 1 si et seulement si G est un graphe

complet, ou une étoile.

Le théorème suivant donne la valeur exacte de L pour un graphe biparti complet Kp;q

et pour un graphe multiparti complet Ks1;s2:::;sk .
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Théorème 3.4. [33] Si 2 < p < q, alors on a L (Kp;q) = p + q � 2, par conséquent si

s = s1 + s2 + :::+ sk où 2 � s1 � s2 � ::: � sk, alors on a L (Ks1;s2;:::;sk) = s� k:

Théorème 3.5. [33] Si pour un graphe G d�ordre n; L(G) = h, alors on a n � h+2h�1.

Ce thèorème peut être utilisé pour trouver les graphes G avec L(G) = 1, donc G = K1

ou K2, ou avec L(G) = 2; donc G = P3; P4; P5 ou C5:

Le résultat suivant donne une amélioration de la borne du théorème 3.5 dans certains

cas.

Théorème 3.6. [33] Si pour un graphe G d�ordre n et de degré �, L(G) = h, alors

n � h+
�P
i=1

�
h
i

�
:

En e¤et soit v un sommet de V (G) de degré maximum�, et soit S un L (G)-ensemble

avec jSj = h. Si v; u 2 V (G) � S, comme S \ N (v) 6= S \ N (u) ; alors jV (G)� Sj ��
h
1

�
+
�
h
2

�
+ :::+

�
h
�

�
:

Une relation du typeNordhaus-Gaddum pour le nombre de domination localisateur

est donnée par le théorème suivant:

Théorème 3.7. [33] Si G est un graphe d�ordre n � 2, alors on a L(G)+L
�
G
�
� 2n�1

et L(G)� L
�
G
�
� n(n� 1):

Les théorèmes 3.8, et 3.9, établissent une relation d�ordre entre L(G) et la somme des

degrés rangés par ordre croissant, des sommets du graphe G:

Théorème 3.8. [32] Si G est un graphe d�ordre n tel di � di+1, ( dk = deg (vk)), pour

tout i 2 f1; 2; :::; n� 1g, alors on a L(G) � min fk : k + (d1 + d2 + :::+ dk) � ng :

Théorème 3.9. [32] Si G est un graphe d�ordre n tel di � di+1, (dk = deg (vk)), pour

tout i 2 f1; 2; :::; n� 1g, alors on a L(G) � min fk : 3k + (d1 + d2 + :::+ dk)=2 � ng.
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Le théorème suivant donne la valeur exacte de L pour les chaînes et les cyles.

Théorème 3.10. [33] Soit Pn une chaîne (resp. Cn un cycle) d�ordre n avec n = 5k+ r

alors on a:

� L (Pn) = 2k = L (Cn) si r = 0:

� L (Pn) = L (Cn) = 2k + 1 si r = 1 ou 2:

� L (Pn) = L (Cn) = 2k + 2 si r = 3 ou 4:

Dans [33], Slater a montré que tout L-ensemble d�un arbre T d�ordre n contient plus

de
n

3
sommets de T:

Théorème 3.11. [33] Pour un arbre T d�ordre n, on a L (T ) >
n
3
:

3.2 Caractérisation des chaînes L-excellentes.

3.2.1 Caractérisation des chaînes L-excellentes

Notre première remarque concerne les chaînes Pn d�ordre n = 5k:

Remarque 3.12. La chaîne Pn avec n � 0 (mod 5) possède un L-ensemble unique, et il

ne contient aucun de ses deux sommets pendants.

Preuve. Supposons que la chaîne Pn = v1; v2; :::; vn avec n = 5k, possède un L-

ensemble S contenant le sommet pendant v1. On peut supposer que v2 =2 S; sinon

remplacer v2 par v3; alors S � fv1g est un E:D:L de la chaîne C 0 = v3; :::; vn d�ordre

n0 = n � 2 = 5 (k � 1) + 3: Comme jS � fv1gj = 2k � 1 et L (C 0) = 2(k � 1) + 2 = 2k

d�après le théorème 3.10, alors jS � fv1gj < L (C 0) d�où la contradiction. Donc la chaîne

P5k n�est pas L-excellente. Il est clair que P5 admet un unique L-ensemble. Supposons

que P5k admet un L-ensemble unique S, et montrons la propriété est vraie pour P5(k+1):

Comme S est unique et, L(P5(k+1)) = 2� (k+1) = L(P5k) + 2 = jSj+2; il est clair que

P5(k+1) admet un L-ensemble unique.

Dé�nition 3.13. On dit qu�on attache une chaîne P5 à un sommet u d�un graphe, si on

relie u à un des sommets pendants de la chaîne P5:
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Suite à cette dé�nition nous faisons la remarque suivante:

Remarque 3.14. Soit C la chaîne obtenue en attachant une chaîne P5 à l�un des sommets

pendants d�une chaîne C 0, alors on a L (C) = L (C
0) + 2:

Preuve. Soient C 0 = v1; :::; vk la chaîne constituée de k sommets et

C = v1; :::; vk; vk+1; :::; vk+5

la chaîne obtenue en attachant la chaîne P5 = (vk+1; vk+2; vk+3; vk+4; vk+5) au sommet

vk de C 0: Soit S 0 un L(C
0)-ensemble, alors S = S 0 [ fvk+2; vk+4g est un E:D:L de C;

donc L (C) � L (C
0) + 2: D�autre part soit S un L (C)-ensemble, si vk 2 S; alors

S 0 = S \ C 0 est un E:D:L de C 0. D�où L (C 0) � L (C)� 2: Si vk =2 S et vk+1 =2 S, alors

fvk+2; vk+4g � S donc S 0 = S \ C 0 est un E:D:L de C 0. Si vk =2 S et vk+1 2 S, alors

S 0 = (S � fvk+1; vk+3; vk+5g) [ fvkg est un E:D:L de C 0. Dans tous les cas jS 0j = jSj � 2

donc L (C
0) � L (C)� 2. Par conséquent, L (C) = L (C 0) + 2:

La propositon suivante donne une caractérisation des chaînes L-excellentes.

Proposition 3.15. La chaîne Pn est L-excellente si et seulement si n = 4; ou n � 1 ou

3 (mod 5).

Preuve. Pour montrer qu�une chaîne Pn avec n = 5k + 1 est L-excellente nous procé-

dons par induction sur le nombre de sommets de la chaîne Pn. Il est clair que les chaînes

P2; P3; P4; P6 sont L-excellentes. Supposons que la chaîneC
0 = v1; v2; :::; vn avec n = 5k+1

est L-excellente et, montrons que la chaîne C = v1; v2; :::; vn; vn+1; vn+2; vn+3; vn+4; vn+5

d�ordre 5 (k + 1) + 1 l�est aussi.

Suite à la remarque 3.14, tout L (C
0)-ensemble peut être étendu à un L (C)-ensemble

en lui ajoutant les sommets vn+2; vn+4. Comme la chaîne C 0est L-excellente donc tous

les sommets de C 0 sont dans au moins un L (C)-ensemble. Il reste à montrer que

les sommets vn+1; vn+3; vn+5 sont dans au moins un L (C)-ensemble. Soit la chaîne

C1 = v1; v2; :::; vn�2; vn�1 formée de 5k sommets, d�aprés la remarque 3.12, C1 possède un

L (C1)-ensemble unique S1 tel que le sommet vn�2 2 S1. Soit S = S1[fvn+1; vn+3; vn+5g ;

alors S est un E:D:L de C avec jSj = jS1j+ 3 = 2k + 3 = L (C) :
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Donc les sommets vn+1; vn+3; vn+5 sont contenus dans un L(C)-ensemble d�où la chaîne

C est L-excellente et donc la chaîne Pn avec n � 1 (mod 5) est L-excellente. On montre

en utilisant les mêmes arguments que la chaîne Pn avec n � 3 (mod 5) est L-excellente.

A l�inverse, montrons que la chaîne Pn avec n � 0, 2 ou 4 (mod 5) n�est pas L-excellente.

D�aprés la remarque 3.12, si n � 0 (mod 5) la chaîne Pn possède un L-ensemble unique,

donc elle n�est pas L-excellente.

Pour montrer que la chaîne C avec n � 2 (mod 5) n�est pas L-excellente, nous mon-

trons que le troisième sommet de C n�appartient à aucun L (C)-ensemble. On voit que

la chaîne P7 n�est pas L-excellente car le troisième sommet d�un P7 n�appartient à au-

cun L (P7)-ensemble. Supposons que le sommet v3 de la chaîne C = v1; v2; v3;:::; vn avec

n = 5k + 2 est contenu dans un L (C)-ensemble S. Soit C1 = v5; v6; :::; vn, la chaîne

formée de n = 5(k � 1) + 3 sommets alors S1 = S \ C1 est un E:D:L de C1, avec

jS1j = L (C)� 2 = 2k� 1 < L (C1) = 2(k� 1)+ 2 d�où la contradiction. Donc la chaîne

Pn avec n � 2 (mod 5) n�est pas L-excellente.

Pour montrer que la chaîne C avec n � 4 (mod 5) n�est pas L-excellente, nous mon-

trons que le cinquième sommet de C n�appartient à aucun L (C)-ensemble. On voit

que la chaîne P9 n�est pas L-excellente car le cinquième sommet de P9 n�est dans aucun

L (P9)-ensemble. Supposons que le cinquième sommet v5 de la chaîne C = v1; v2; v3;:::; vn

avec n = 5k + 4 est contenu dans un L (C)-ensemble S. Soit C1 = v7; v8; :::; vn la chaîne

formée de n = 5(k � 1) + 3 sommets, alors S1 = S \ C1 est un E:D:L de C1, avec

jS1j = L (C)� 2 = 2k� 1 < L (C1) = 2(k� 1)+2; d�où la contradiction. Donc la chaîne

Pn avec n � 4 (mod 5) n�est pas L-excellente.
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3.3 Caractérisation des arbres L-excellents

Nous présentons dans cette section une caractérisation des arbres L-excellents. Cette

caractérisation est basée sur la détermination de l�ensemble des sommets n�appartenant à

aucun L (T )-ensemble.

1� Les sommets contenus dans tout ou dans aucun L-ensemble d�un arbre

Nous commençons par introduire les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3.16. Pour un graphe T on dé�nit les ensembles AL(T ) et NL(T ) par:

AL(T ) = fv 2 V j v est dans tout L(T )-ensembleg :

NL(T ) = fv 2 V j v n�est dans aucun L(T )-ensembleg :

Dé�nition 3.17. Pour un sommet v d�un arbre enraciné T; nous dé�nissons l�ensemble

Lj(v) = fu 2 L(v) j d(u; v) � j (mod 5)g et ce pour j = 0; 1; 2; 3; 4:

Avant d�énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite, nous faisons les remarques

suivantes.

Remarque 3.18. Si T est un arbre de diamètre au moins 2 et y un sommet de L(T ),

alors il existe un L(T )-ensemble qui ne contient pas le sommet y.

Remarque 3.19. Pour toue chaîne non trivale Pn, L(Pn) � NL(Pn) si et seuleument si

n � 0(mod 5):

Lemme 3.20. [34] Soient T 0 un arbre et v un sommet de V (T 0). Soit u un sommet de

T 0 tel que u 6= v; et soit T l�arbre obtenu à partir de T 0 en ajoutant une chaîne

P5 = fx1; x2; x3; x4; x5g

et l�arête ux1 Alors:

(1) L(T ) = L(T
0) + 2:

(2) v 2 AL(T 0) si et seulement si v 2 AL(T ):

(3) v 2 NL(T
0) si et seulement si v 2 NL(T ):
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Preuve. Soit T l�arbre obtenu à partir de T 0 en lui ajoutant la chaîne

P5 = (x1; x2; x3; x4; x5) et l�arête ux1:

(1) Tout L(T
0) peut être étendu à un E:D:L de T en lui ajoutant les sommets x2 et

x4, ainsi L(T ) � L(T 0)+2: D�autre part, soit S un L(T )-ensemble. Si u 2 S; il est clair

que jS \ P5j = 2 et que S 0 = SnS\P5 est un E:D:L de T 0 avec jS 0j = L(T )�2 � L(T 0):

Si u =2 S et si x1 =2 S; alors il est clair que jS \ P5j = 2 et de même, S 0 = S � (S \ P5)

est un E:D:L de T 0 avec jS 0j = L(T ) � 2 � L(T
0): Si x1 2 S; alors jS \ P5j = 3: Soit

S 0 = (S � (S \ P5))[fug alors S 0 est un E:D:L de T 0 avec jS 0j = L(T )�3+1 = L(T )�2:

Ainsi dans tous les cas, on a L(T ) � L(T 0) + 2 et par conséquent L(T ) = L(T 0) + 2:

(2) Supposons que v =2 AL(T 0); soit S 0 un L(T 0)-ensemble ne contenant pas v, alors

S = S 0 [ fx1; x2g est un L(T )-ensemble d�après (1) et comme v =2 S; alors v =2 AL(T ):

Réciproquement, supposons que v 2 AL(T 0); soit alors S un L(T )-ensemble quelconque.

1�= Si u 2 S; alors S 0 = S\V (T 0) est un E:D:L de T 0 avec jS 0j = L(T )�2 donc S 0 est

un L(T
0)-ensemble et vu que v 2 AL(T 0) alors v 2 S 0 et donc v 2 S et donc v 2 AL(T ):

2�= Si u =2 S; alors en considérant les ensembles S 0 et S dé�nis dans (1), on peut

conclure que v 2 AL(T ):

(3) Supposons que v =2 NL(T
0); soit S 0 un L(T

0)-ensemble contenant v;

alors S = S 0 [ fx2; x4g est un L(T )-ensemble contenant v donc v =2 NL:(T ):

Réciproquement supposons que v 2 NL(T
0); en suivant la même démarche que dans

(1), nous aurons que S\V (T 0) ou (S \ V (T 0))[fug sont des L(T 0)-ensemble ne contenant

pas v et comme v 6= u; donc v =2 S où S est un L(T )-ensemble quelconque, par conséquent

v 2 NL:(T ):

2� Elagage d�un arbre par rapport à la domination localisatrice.

Dans le but de caractériser les ensembles AL(T ) et NL:(T ) pour un arbre non trivial

T , nous appliquons la technique de l�élagage. Soit v un sommet d�un arbre non trivial T

qui n�est pas un sommet support. En utilisant le procéssus d�élagage que nous decrivons

ci-dessous, l�arbre Tv enraciné en v est transformé en un arbre Tv dans lequel tout sommet

autre que v est au plus de degré deux. Les propriétés d�appartenance du sommet v aux

ensembles AL(T ) ou NL(T ) seront préservéés dans Tv.
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Soit T = Tv un arbre non trivial enraciné en un sommet v; si tout sommet u; u 6= v,

est au plus de degré 2; alors T v = Tv: Sinon, soit w un sommet branche de Tv à distance

maximum de v; notons que jC(w)j � 2 et degTv(x) � 2; 8x 2 D(w); appliquer alors le

procéssus suivant:

(a) Si jL1(w)j � 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P1 à w:

(b) Si jL1(w)j = 0 et jL3(w)j � 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne P3 à w:

(c) Si jL1(w) [ L3(w)j = 0 et jL4(w)j � 1, e¤acer D(w) et attacher une chaîne P4 à w:

(d) Si jL1(w) [ L3(w) [ L4(w)j = 0 et jL2(w)j � 2; e¤acer D(w) et attacher une chaîne

P4 à w:

(e) Si jL1(w) [ L3(w) [ L4(w)j = 0 et jL2(w)j = 1; e¤acer D(w) et attacher une chaîne

P2 à w:

(f) Si jL1(w) [ L2(w) [ L3(w) [ L4(w)j = 0 et jL0(w)j � 2; e¤acer D(w) et attacher

une chaîne P5 à w:

Pour la compréhension de cette technique, nous donnons l�exemple illustratif suivant.

Soit T l�abre de la �gure 3:4:(a); les sommets x; y; z; t; u; et w sont les sommets branche

de T; tels que z est à distance maximum de v: Vu que jL1(z)j = 2; on é¤ace D(z) et on

attache une chaîne P1 à z; (voir �g 3:4.(b)). A cette étape y est le sommet branche à

distance maximum de v: Vu que jL1(y)j = 0; et jL3(y)j = 1; on é¤ace D(y) et on attache

une chaîne P3 à y; (voir �g 3:4.(c)). Maintenant tous les sommets branche x; t; u; w sont

à égale distance de v: Vu que jL1(x) [ L3(x)j = jL1(t) [ L3(t)j = 0 et jL2(x) [ L4(x)j =

jL2(t) [ L4(t)j = 2; jL1(u)j = 0 et jL3(u)j = 1; et jL1(w)j = 1: On é¤ace D(x) et on

attache une chaîne P4 à x; on é¤ace D(t) et on attache une chaîne P4 à t; on é¤ace D(u)

et on attache une chaîne P3 à u; et on é¤ace D(w) et on attache une chaîne P1 à w; (voir �g

3:4.(d)). A présent v est l�unique sommet branche, et par l�application du lemme 3.20, on

peut supprimer les deux chaînes P5 attachées à v. Finalement on obtient un arbre élagué

Tv dans lequel degTv(u) � 2 pour tout sommet u 2 V (Tv)�fvg ; (voir �g 3:4.(e)). Comme

jL1(v) [ L3(v)j = 0 et jL2(v) [ L4(v)j = 3; alors d�aprés le lemme 3.22, v 2 NL:(Tv); et

d�aprés le théorème 3.23, v 2 NL: (T ) donc T est un arbre non L-excellent.
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v

wu

(e)

Fig 3:4 (e).

Lemme 3.21. [34] Soient T = Tv un arbre enraciné en v et w un sommet branche de

T à distance maximum de v (w 6= v) Soient k1 = jL1(w)j ; k2 = jL2(w)j ; k3 = jL3(w)j ;

k4 = L
4(w); et k5 = jL0(w)j : Si

(a) k1 � 1; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant D(w) et en attachant

un P1 à w:

(b) k1 = 0 et k3 � 1; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant D(w) et en

attachant un P3 à w:

(c) k1 + k3 = 0 et k4 � 1; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant D(w) et

en attachant un P4 à w:

(d) k1 + k3 + k4 = 0 et k2 � 2; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant

D(w) et en attachant un P4 à w:

(e) k1 + k3 + k4 = 0 et k2 = 1; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant

D(w) et en attachant un P2 à w:

(f) k1 + k2 + k3 + k4 = 0 et k5 � 2; soit T 0 l�arbre obtenu à partir de T en supprimant

D(w) et en attachant un P5 à w:
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Alors pour chaque cas nous avons:

(1) v 2 AL(T ) si et seulement si v 2 AL(T 0):

(2) v 2 NL(T ) si et seulement si v 2 NL(T
0):

Preuve. D�après le lemme 3.20, on peut réduire l�arbre Tv en remplaçant toute chaîne

w�x de Tv par une chaîne w�x de longueur j où j = 1; 2; 3; 4; ou 5 si x 2 Li(w) avec i =

0; 1; 2; 3; 4: Ainsi, on peut supposer que tout sommet pendant de Tv est à distance au plus

5 de w: Soient ai; bjcj; dkekfk; glhlplql; rmsmtmumxm les chaînes d�ordre respectivement

1, 2, 3, 4, et 5, attachées à w avec les sommets ai; cj; fk; ql; xm 2 L(T ) \ D(w) pour

0 � i � k1; 0 � j � k2; 0 � k � k3; 0 � l � k4 et 0 � m � k5.

Cas 1: k1 � 1: Soit T 0 = T � (D(w)� fa1g) :

Tout L(T
0)-ensemble peut être étendu à un E:D:L. de T en lui ajoutant l�ensemble

X = fai; i 2 f2; :::; k1gg [ fbj; j 2 f1; :::; k2gg [ fek; k 2 f1; :::; k3gg [ fgl; pl; l 2 f1; :::; k4gg [

fsm; um;m 2 f1; :::; k5gg

Soit D0 un L(T
0)-ensemble, on peut sans perte de généralité supposer que w 2 D0;

sinon on peut toujours remplacer a1 par w, alors D = D0 [ X est un E:D:L de T , ainsi

L(T ) � jD0 [Xj = L(T
0) + (k1 � 1) + k2 + k3 + 2k4 + 2k5. D�autre part, soit D un

L(T )-ensemble alors D
0 = D \ V (T 0); est un E:D:L. de T 0 avec

jD \D(w)j � (k1 � 1) + k2 + k3 + 2k4 + 2k5 = jXj :

Si a1 =2 D, ou jD \D(w)j > (k1 � 1) + k2 + k3 + 2k4 + 2k5 = jXj si a1 2 D (c.à.d tous

les ai sont dans D), alors D0 = (D�D\D(w)) si a1 =2 D; et D0 = (D�D\D(w))[fa1g :

Dans tous les cas nous avons L(T
0) � jD0j = L(T )� (k1� 1)� k2� k3� 2k4� 2k5 donc,

L(T ) = L(T
0) + (k1 � 1) + k2 + k3 + 2k4 + 2k5.

(1) Supposons que v 2 AL(T 0) et soit D un L(T )-ensemble quelconque. Ainsi que

nous venons de le voir l�un ou l�autre des deux ensembles D0 = (D�D\D(w)); si w 2 D

et si a1 =2 D ou D0 = (D � D \ D(w)) [ fa1g ; si w =2 D et si a1 2 D, est un L(T 0)-

ensemble. Comme v 2 D0 � D; alors v 2 AL(T ): Réciproquement, si v 2 AL(T ); soit S 0

un L(T
0)-ensemble quelconque, nous avons vu que S = S 0 [ X est un L(T )-ensemble,

comme v 2 S et v =2 D(w) alors v 2 S 0 et donc v 2 AL(T 0).
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(2) Supposons que v 2 NL(T
0): Soit D un L(T )-ensemble quelconque. Ainsi que nous

l�avons déja vu D0 = D \ T 0 est un L(T 0)-ensemble et comme v =2 D0 et v =2 D(w) alors

v =2 D: Par conséquent v 2 NL(T ): Réciproquement, supposons que v 2 NL(T ): Soit S 0

un L(T )-ensemble arbitraire, comme S = S
0 [X est un L(T )-ensemble, alors v =2 S et

donc v =2 S 0 et donc v 2 NL(T
0):

Cas 2: k1 = 0 et k3 � 1:

Soit T 0 = T � (D(w)� fd1; e1; f1g) : Vu que tout L(T 0)-ensemble peut être étendu à

un E:D:L de T en lui ajoutant l�ensemble

X = fbj; j 2 f1; :::; k2gg[fek; k 2 f2; :::; k3gg[fgl; pl; l 2 f1; :::; k4gg[fsm; um;m 2 f1; :::; k5gg

Soit D0 un L(T
0)-ensemble arbitraire sans perte de généralité, on peut supposer que D0

contient e1 et w; sinon on peut dans un premier cas remplacer f1 par e1 et, dans un second

cas d1 (ou f1) par w: Ainsi L(T ) � L(T 0)+k2+(k3�1)+2k4+2k5: D�autre part, soitD est

un L(T )-ensemble, on peut supposer que w 2 D, sinon on remplace d1 ou f1 par w et on

prend e1 dans D; alors D0 = D \ T 0 est un E:D:L de T 0 avec jD \ (D(w)� fd1; e1; f1gj �

k2 + (k3 � 1) + 2k4 + 2k5 = jXj, alors L(T 0) � jD0j = jD \ (D(w)� fd1; e1; f1gj �

L(T )� k2 � (k3 � 1)� 2k4 � 2k5 et donc L(T 0) = L(T )� k2 � (k3 � 1)� 2k4 � 2k5.

(1) Supposons que v 2 AL(T 0); et soit D un L(T )-ensemble arbitraire. Ainsi que

nous l�avons vu D0 = D \ (D(w)� fd1; e1; f1g est un L(T 0)-ensemble.

Comme v 2 D0 � D; alors v 2 D et donc v 2 AL(T ): Réciproquement, si v 2 AL(T ):

Soit D0 un L(T 0)-ensemble quelconque; ainsi que nous l�avons vu précédemment, D0 [X

est un L(T )-ensemble, comme v 2 D et v =2 X; alors v 2 D0, et ainsi v 2 AL(T 0):

(2) Supposons à présent que v 2 NL(T
0) et soit D un L(T )-ensemble arbitraire ainsi

que nous l�avons vu précédement D0 = D \ T 0est un L(T 0)-ensemble. Comme v =2 D0 et

v =2 D(w); alors v =2 D et donc v 2 NL(T ): Réciproquement, supposons que v 2 NL(T )

et soit S 0un L(T
0)-ensemble. Alors S 0 [ X est un L(T )-ensemble et comme v =2 S et

v =2 D(w) alors v =2 S 0 et donc v 2 NL(T
0):

SMS
g
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Cas 3: k1 + k3 = 0; k4 � 2:

Soit T 0 = T � (D(w)� fg1; h1; p1; q1g ; comme tout L(T 0)-ensemble peut être étendu

à un E:D:L. de T en lui ajoutant

X = fbj; j 2 f1; :::; k2gg [ fgl; pl; l 2 f2; :::; k4gg [ fsm; um;m 2 f1; :::; k5gg

alors L(T ) � L(T 0)+k2+2(k4�1)+2k5: D�autre part, soit D un L(T )-ensemble, sans

perte de généralité on peut supposer que D contient g1 et p1;sinon on remplace h1 par g1 ; et

q1 par p1, alorsD0 = D\T 0 estE:D:L de T 0. Il est clair que jD \ (D(w)� fg1; h1; p1; q1g)j �

k2+2(k4�1)+2k5 = jXj ; et donc L(T 0) � jD0j = jDj� jD \ (D(w)� fg1; h1; p1; q1g)j �

L(T )� k2 +�2(k4 � 1)� 2k5: Par conséquent L(T ) = L(T 0) + k2 + 2(k4 � 1) + 2k5:

(1) Supposons que v 2 AL(T 0): Soit D un L(T )-ensemble quelconque, nous savons

que D0 = D � (D \ (D(w)� fg1; h1; p1; q1g)) est un L(T 0)-ensemble.

Vu que v 2 D0 alors v 2 D (D0 � D ) et donc v 2 AL(T ): Réciproquement, si

v 2 AL(T ): Soit D0 un L(T
0)-ensemble arbitraire, alors D0 [ X est un L(T )-ensemble

et vu que v 2 D0 [X et que v =2 X alors v 2 D0 et �nalement v 2 AL(T 0):

La preuve de (2) est omise.

Cas 4 : k1 + k3 + k4 = 0; k2 � 2:

Soit T 0 = T � (D(w)� fb1; c1; b2; c2g) ; et soit T 00 = T 0 � fb1; c1; b2; c2g + P4 où on

remplace fb1; c1; b2; c2g en attachant une chaîne P4 au sommet w avec P4 = b1c1b2c2:

Il est clair que tout L(T
0)-ensemble est un L(T

00)-ensemble et il peut être étendu à

un E:D:L de T en lui ajoutant l�ensemble

X = fbj;j 2 f3; :::; k2gg [ fsm; um;m 2 f1; :::; k5gg

ainsi L(T ) � L(T 0)+(k2�2)+2k5: D�autre part, soit D un L(T )-ensemble, sans perte

de généralité nous pouvons supposer que D contient s1 et u1 sinon on remplace r1 par w

et on prend s1 et u1 dans D: Alors D0 = D \ T 0est un E:D:L de T 0 et il est clair que

jD \ (D(w)� fb1; c1; b2; c2g)j � (k2 � 2) + 2k5 = jXj d�où

L(T
0) � jD0j = jD \ (D(w)� fb1; c1; b2; c2g)j � L(T )� (k2 � 2)� 2k5:

Par conséquent L(T ) = L(T
0) + (k2 � 2) + 2k5:

SMS

SMS
�
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(1) Supposons que v 2 AL(T 0) et soit D un L(T )-ensemble arbitraire. Nous avons

vu précédemment que D0 = D \ (D(w)� fb1; c1; b2; c2g) est un L(T 0)-ensemble. Comme

v 2 D0 � D; alors v 2 D et donc v 2 AL(T ): Réciproquement, si v 2 AL(T ); soit D0 un

L(T
0)-ensemble nous avons déja vu que D0 peut être étendu à un L(T )-ensemble en lui

ajoutant l�ensemble X, ainsi D = D0 [ X est un L(T )-ensemble, et comme v =2 D [w],

alors v 2 D0; donc v 2 AL(T 0):

La preuve de (2) est omise.

Cas 5: k1 + k3 + k4 = 0; k2 = 1

Soit T 0 = (D(w) � fb1; c1g): Tout L(T 0)-ensemble peut être étendu à un L(T )-

ensemble en lui ajoutant l�ensemble

X = fsm; um;m 2 f1; :::; k5gg

ainsi L(T ) � L(T
0) + jXj = L(T

0) + 2k5: D�autre part, soit D un L(T )-ensemble,

sans perte de généralité on peut remplacer rj par w et prendre sj; uj dans D si w =2 D

et rj 2 D nécéssairement pour w, alors D0 = D \ T 0 est un E:D:L de T 0: De plus

jD \ (D(w)� fb1; c1g)j � jXj = 2k5; donc L(T 0) � jD0j = jDj�jD \ (D(w)� fb1; c1g)j �

L(T )� jXj = L(T )� 2k5: Par conséquent L(T ) = L(T 0) + 2k5:

(1) Supposons que v 2 AL(T 0) et soit D un L(T )-ensemble arbitraire. Nous avons

vu précédemment que D0 = D \ (D(w)� fb1; c1g) est un L(T 0)-ensemble.

Comme v 2 D0 � D; alors v 2 D et donc v 2 AL(T ): Réciproquement, si v 2 AL(T );

soit D0 un L(T
0)-ensemble, nous avons déja vu que D0 peut être étendu à un L(T )-

ensemble en lui ajoutant l�ensemble X, ainsi D = D0 [ X est un L(T )-ensemble, et

comme v 2 D et v =2 D [w], alors v 2 D0; donc v 2 AL(T 0):

La preuve de (2) est omise:

Cas 6: k1 + k2 + k3 + k4 = 0; k5 � 2:

Soit T 0 = T � (D(w)�fr1; s1; t1; u1; x1g): Tout L(T 0)-ensemble peut être étendu à un

L(T )-ensemble en lui ajoutant l�ensemble

X = fsm; um;m 2 f2; :::; k5gg

SMS
�
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ainsi L(T ) � L(T 0) + jXj = L(T 0) + 2(k5� 1): D�autre part, soit D un L(T )-ensemble

arbitraire, sans perte de généralité on peut remplacer rj par w et prendre sj; uj dans D

si w =2 D et rj 2 D nécéssairement pour w pour j 2 f2; :::; k5g, alors D0 = D \ T 0 est

un E:D:L de T 0; il est clair que jD \ (jD(w) � fr1; s1; t1; u1; x1g) � jXj = 2(k5 � 1);

alors L(T
0) � jD0j = jDj � jD \ (jD(w) � fr1; s1; t1; u1; x1g) � L(T ) � 2(k5 � 1): Par

conséquent L(T ) = L(T
0) + 2(k5 � 1):

(1) Supposons que v 2 AL(T 0) et soit D un L(T )-ensemble arbitraire Nous avons vu

précédemment que D0 = D \ (D(w)� fr1; s1; t1; u1; x1g) est un L(T 0)-ensemble Comme

v 2 D0 � D; alors v 2 D et donc v 2 AL(T ): Réciproquement, si v 2 AL(T ); soit D0

un L(T
0)-ensemble nous avons déja vu que D0 peut être étendu à un L(T )-ensemble en

lui ajoutant l�ensemble X, ainsi D = D0 [X est un L(T )-ensemble, et comme v 2 D et

v =2 D [w], alors v 2 D0; donc v 2 AL(T 0):

La preuve de (2) est omise:

3: Caractérisations.

Le lemme suivant donne une condition nécéssaire et su¢ sante pour qu�un sommet

spécial v d�un arbre non trivial T appartienne à l�ensemble AL(T ) (resp. NL(T )).

Lemme 3.22. [34] Soit T un arbre enraciné en un sommet v tel que 8x 2 V (T )� fvg ;

degT (x) � 2; alors:

1. v 2 AL(T ) si et seulement si (jL3(v)j � 2 ou jL3(v)j = 1) et jL1(v)j � 1:

2. v 2 NL(T ) si et seulement si (jL3(v) [ L1(v)j = 0 et jL2(v) [ L4(v)j � 2) ou

(jL3(v) [ L2(v) [ L1(v)j = 0 et jL4(v)j = 1):

Preuve. Il est clair que si L(v) = L0(v); tous les sommets pendants de T sont à distance

j; j � 0 (mod 5). Dans ce cas l�arbre T peut être obtenu à partir d�un arbre T 0 = P6

par applications répétées du lemme 3.20, nous aurons alors de par la proposition 3.15 que

v =2 AL(T 0) [NL(T 0); d�où v =2 AL(T ) [NL(T ):
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Supposons à présent que L(v) 6= L0(v). D�aprés le lemme 3.20, il su¢ t de faire la

preuve du lemme en considérant l�arbre T �v dans lequel, chaque sommet distinct de v est

au plus de degré deux et chaque sommet pendant de T �v est au plus à distance quatre de

v: Soit ki le nombre de sommets pendants dans T �v à distance i où i = 1; 2; 3; 4: Ainsi

nous aurons v 2 AL(T ) (respectivement NL(T )) si et seulemnt si v 2 AL(T �v )

(respectivement NL(T
�
v )):

Si v est un sommet pendant dans T �v alors T
�
v est une chaîne Pn d�ordre 5 � n � 2 avec

jL1(v) [ L2(v) [ L3(v) [ L4(v)j = 1: Suite aux remarques 3.19 et 3.18 v =2 AL(T �v )[NL(T
�
v )

si et seulement si n = 2; 3 ; ou 4; et v 2 NL(T
�
v ) si et seulement si n = 5: Nous supposerons

dans ce qui suit que v n�est pas un sommet pendant. Soit v un sommet de degré au moins

deux.

Notons que si T �v contient des sommets pendants à distance cinq de v alors, par appli-

cation du lemme 3.20,

il est juste de considérer l�arbre obtenu aprés la suppréssion de toutes les chaînes P5

attachées à v: Ainsi nous pouvons supposer qu�il n�y a pas de chaînes P5 attachées à v

dans T �v : Soit D un L(T
�
v )-ensemble. Pour chaque sommet pendant ti à distance i de v

on note par v; t1; :::; ti; la v� ti chaîne reliant les sommets v et ti: Nous pouvons à présent

étudier les cas suivants:

Cas 1: k3 � 2:

Soient x3, y3 deux sommets pendants de T �v à distance trois de v: Supposons que

v =2 D: Alors D contient deux sommets de chaque fx1; :::; x3g ; fy1; :::; y3g : Sans perte de

généralité supposons que xi; yi 2 D pour i = 1; 2: Dans ce cas D0 = fvg [ D � fx1; y1g

est un E:D:L de T �v de cardinalité L(T
�
v )� 1; d�où la contradiction. Alors v 2 D et donc

v 2 AL(T �v ):

Cas 2: k3 = 1 et k1 � 1:

Soient x3; y1 deux sommets à distance trois et un de v respectivement. Supposons que

v =2 D; alors D doit contenir y1 et deux sommets de la chaîne fx1; :::; x3g. Sans perte de

généralité supposons que xi 2 D pour 1 � i � 2:
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Alors D0 = (D� fx1; y1g) [ fvgest un E:D:L de T �v de cardinalité L(T �v )� 1; d�où la

contradiction.

Alors v 2 D et donc v 2 AL(T �v ):

Cas 3: k1 + k3 = 0 et k2 + k4 � 2:

Sous cas 3.1: k1 + k3 = 0 et k2 � 2:

Soient x2; y2 deux sommets pendants à distance deux de v; et supposons que v 2 D:

Alors D doit contenir un sommmet de chaque fx1; x2g et fy1; y2g. Sans perte de généralité

supposons que fx2; y2g � D: Dans ce cas D0 = (D � fv; x2; y2g) [ fx1; y1g est un E:D:L

de T �v de cardinalité L(T
�
v ) � 1 car k1 + k3 = 0, d�où la contradiction. Alors v =2 D et

donc v 2 NL(T
�
v ):

Sous cas 3.2: k1 + k3 = 0 et k4 � 2:

Soient x4; y4 deux sommets pendants à distance quatre de v; et supposons que v 2 D:

Alors D doit contenir deux sommmets de chaque fx1; x2; x3; x4g et fy1; y2; y3; y4g. Sans

perte de généralité supposons que xi; yi 2 D pour i = 2; 3:

Dans ce cas D0 = (D � fv; x2; x3; y2; y3g) [ fx1; x3; y1; y3g est un E:D:L de T �v de

cardinalité L(T
�
v ) � 1 car k1 + k3 = 0, d�où la contradiction. Alors v =2 D et donc v 2

NL(T
�
v ):

Sous cas 3.3: k1 + k3 = 0 , k2 = 1 et k4 = 1:

Soient x4, y2 deux sommets à distance quatre et deux de v, alors D doit contenir deux

sommmets de fx1; x2; x3; x4g et un sommet de fy1; y2g. Sans perte de généralité supposons

que fx2; x3; y2g � D:

Dans ce cas D0 = (D� fv; x2; x3; y2g)[ fx1; x3; y1g est un E:D:L de T �v de cardinalité

L(T
�
v )� 1 car k1 + k3 = 0, d�où la contradiction. Alors v =2 D et donc v 2 NL(T

�
v ):

Cas 4: k1 + k2 + k3 = 0 et k4 = 1:

Soit x4 un sommet à distance quatre de v; supposons que v 2 D: Alors D doit contenir

deux sommets de fx1; x2; x3; x4g : Sans perte de généralité supposons que fx2; x3g � D:

Dans ce cas D0 = (D�fv; x2; x3g)[fx1; x3g est un E:D:L de T �v de cardinalité L(T �v )�1

car k1 + k2 + k3 = 0, d�où la contradiction. Alors v =2 D et donc v 2 NL(T
�
v ):
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Cas 5: k3 = 0 et k1 � 1:

Dans ce cas tous les sommets pendants sont à distance un, deux, ou quatre de v:

Comme k1 � 1; soit x1un sommet pendant à distance un de v, de par la remarque 3.18,

il existe un L(T
�
v )-ensemble D qui contient v: Il est clair que D0 = (D � fvg) [ fx1g est

aussi un L(T
�
v )-ensemble ne contenant pas le sommet v; d

�où v =2 AL(T �v ) \NL(T
�
v ):

Cas 6: k3 = 1 et k1 = 0:

Soit x3 un sommet pendant à distance trois de v. Si v 2 D; alors D doit contenir xi

pour i = 2 ou 3: Dans ce cas, D0 = (D � fvg) [ fx1g est aussi un L(T �v )-ensemble ne

contenant pas le sommet v. Si v =2 D; alors D doit contenir deux sommets de fx1; x2; x3g.

Sans perte de généralité supposons que fx2; x3g � D: Dans ce cas D0 = (D� fx3g) [ fvg

est un L(T
�
v )-ensemble contenant le sommet v: Par conséquent v =2 AL(T �v ) \NL(T

�
v ):

Cas 7: k1 + k3 = 0 et k2 + k4 = 1:

Sous cas 7.1: k1 + k3 + k4 = 0 et k2 = 1:

Dans ce cas T �v est un P3; comme le cas des chaînes a déjà été considéré on peut

aisément conclure que v =2 AL(T �v ) \NL(T
�
v ):

Sous cas 7.2: k1 + k3 + k2 = 0 et k4 = 1:

Dans ce cas T �v est un P5; et suite à la remarque 3.19, v 2 NL(T
�
v ):

Cas 8: k1 + k2 + k3 + k4 = 0 .

Finalement ce cas aussi a déjà été considéré, et il a été établi que

v =2 AL(T �v ) \NL(T
�
v ):

Suite au lemmes 3.21 et 3.22, nous énonçons le théorème suivant:

Théorème 3.23. [34] Soit v un sommet d�un arbre T; alors

� v 2 AL(T ) si et seulement si v 2 AL(Tv):

� v 2 NL(T ) si et seulement si v 2 NL(Tv):

Du théorème 3.23 nous déduisons le corollaire suivant:
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Corollaire 3.24. T est un arbre L-excellent si et seulement si NL(Tv) = ?; pour tout

sommet v de T: (c.à.d que dans l�arbre élagué Tv nous avons (jL1(v) [ L3(v)j 6= 0 ou

jL2(v) [ L4(v)j � 1) et jL3(v) [ L2(v) [ L1(v)j 6= 0 ou jL4(v)j 6= 1:

4. Algorithme de reconnaissance d�un arbre L-excellent

Suite au procéssus d�élagage dé�ni précédement et au corollaire 3.24, nous proposons

un algorithme de reconnaissance d�un arbre L-excellent.

Algorithme : Reconnaissance d�un arbre L-excellent

Input: Un arbre T tel que jV (T )j � 2: (Les sommets de T sont numérotés de 1 �a

jV (T )j). Une chaîne P4:

Etape 1: Poser r = 1:

Etape 2: Si r = jV (T )j + 1; TERMINER. T est L-excellent. Sinon, poser

T = Tr = Tv:

Etape 3: Determiner la distance d(v; x) pour tout x 2 V (Tv) et générer la séquence

de sommets branche (w1; w2; :::wk) tels que:

d(v; w1) � d(v; w1) � ::: � d(v; wk):

Poser B(T ) = fw1; w2; :::wkg et m = k:

Etape 4: Si m = 0 (c.a.d B(T ) = ?), aller à l�étape 6. Sinon, aller à l�étape 5.

Etape 5: Poser w = wm. Pour tout �ls x de w; soit x0 l�unique sommet pendant de

Tx:

Pour i = 0; 1; 2; 3; et 4; poser

Li(w) = fx0 2 Li(w) j d(w; x0) � i mod 5g :

� Si jL1(w)j � 1; soit y 2 C(w) tel que y0 2 Ty et y0 2 L1(w):
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Alors poser

T = T � (D(w)� y):

et B(T ) = B(T )� w; m = m� 1, et aller à l�étape 4.

� Si L1(w) = ? et jL3(w)j � 1; soit y 2 C(w) tel que y0 2 Ty et y0 2 L3(w):

Alors poser

T = T � [
u2C(w)�y

D [u] :

et B(T ) = B(T )� w; m = m� 1, et aller à l�étape 4.

� Si L1(w) [ L3(w) = ? et jL4(w)j � 1; soit y 2 C(w) tel que y0 2 Ty et

y0 2 L4(w): Alors poser

T = T � [
u2C(w)�y

D [u]

� Si L1(w) [ L3(w) [ L4(w) = ? et jL2(w)j � 2; e¤acer D(w) et attacher

la chaîne P4 à w:

� Si L1(w) [ L3(w) [ L4(w) = ? et jL2(w)j = 1; soit y 2 C(w) tel que

y0 2 Ty et y0 2 L2(w):Alors poser

T = T � (D(w)� y):

� Si L1(w) [ L2(w) [ L3(w) [ L4(w) = ? et jL0(w)j � 1; soit y 2 C(w) tel

que y0 2 Ty et y0 2 L0(w): Alors poser

T = T � [
u2C(w)�y

D [u] :
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Etape 6: Si (L1(w) [ L3(w) = ? et jL2(w) [ L4(w)j � 2) ou

(L1(w) [ L2(w) [ L3(w) = ? et jL4(w)j = 1):TERMINER. T n�est pas L-

excellent.

Sinon, poser r = r + 1; et aller à l�étape 2.

On notera que la caractérisation des ensembles AL(T ) et NL(T ) pour un arbre T peut

servir pour la reconnaissance des arbres L-recommandables, L-justes, et L-indésirables

vu que �bL = jNL(T )j et �
g
L = jV (T )j � jNL(T )j : Cette même caractérisation permet aussi

d�établir si un arbre T admet un dominant localisateur minimum unique, vu qu�un arbre T

admet un dominant localisateur minimum unique si seulement si AL(T )[NL(T ) = V (T ):

Dans le chapitre suivant nous donnons une autre caractérisation des arbres admettant un

ensemble dominant localisateur minimum unique.
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CHAPITRE 4

Etude des arbres admettant un ensemble

dominant localisateur minimum unique.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéréssons à la classe des arbres admettant un ensemble

dominant localisateur minimum unique. Un tel arbre sera noté ADLU: Notons que des

études ont été faites a�n de déterminer l�unicité d�un ensemble dominant minimum pour

quelques paramètres de domination dans des classes de graphes tels les arbres. Pour plus

de détails on pourra consulter les articles [12], [13], [17], [20].

Nous donnons d�abord deux remarques qui nous seront utiles par la suite.

Remarque 4.1. Si T un arbre non trivial admet un L(T )-ensemble unique D, alors:

a) Tout sommet support appartient à D:

b) Chaque sommet support est adjacent à exactement un sommet pendant.

c) D ne contient aucun sommet pendant.

Preuve. a) Supposons qu�il existe un sommet support v, tel que v =2 D: Dans ce

cas tous les sommets pendants adjacents à v sont contenus dans D: Soit x1 l�un de ces

sommets, alors D0 = (D � fx1g) [ fvg est un autre L(T )-ensemble. Ce qui est contredit

l�unicité du L(T )-ensemble D.

b) Supposons qu�il existe un sommet support v; adjacent à au moins deux sommmets

pendants x1; x2: Comme d�aprés a) v 2 D, et xi 2 D (pour i = 1 ou 2); alors D0 =

(D � fx1g) [ fx2g est un autre L(T )-ensemble. Ce qui est contredit l�unicité du L(T )-

ensemble D.
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c) Soit u l�unique sommet pendant adjacent à v. Supposons que u 2 D, et soit w un

sommet de V �D, qui admet pour voisin dans D uniquement v. Comme d�aprés a) v 2 D,

alors D0 = (D � fug) [ fwg est un autre L(T )-ensemble. Ce qui est contredit l�unicité

du L(T )-ensemble D:

Remarque 4.2. La chaîne P5 est le plus petit arbre non trivial admettant un ensemble

dominant localisateur minimum unique.

Preuve. Soit T le plus petit ADLU; d�aprés la remarque 4.1, T n�est pas une étoile, et

donc T est au moins de diamètre trois. La chaîne P4 est le seul arbre de diamètre trois

sans support fort, or la chaîne P4 admet deux L(P4)-ensemble. Il s�ensuit que T est au

moins de diamètre quatre, et il est aisé de voir qu�un tel arbre est la chaîne P5: Comme

P5 admet un unique ensemble dominant localisateur minimum, alors P5 est le plus petit

ADLU:

4.2 Caractérisations

Lemme 4.3. [35] Soient T un ADLU non tivial, et D son unique L(T )-ensemble. Alors

pour tout sommet v 2 D; L(T � v) > L(T ):

Preuve. Soient T un ADLU et D son unique L(T )-ensemble. Supposons que pour

un certain sommet v 2 D; L(T � v) � L(T ): D�aprés la remarque 4.1, v ne peut être un

sommet pendant. Soient fu1 ; u2 ; u3 ; :::; upg les voisins de v dans T , et Tui les composantes

de T � v contenant le sommet ui: Il est clair que p � 2: Soient D0 un L(T � v)-ensemble,

Di = D \ Tui ; et D0
i = D

0 \ Tui pour chaque i: Par supposition jD0j � jDj : Notons que

D0 contient au plus un sommet de fu1; u2; u3; :::; upg ; sinon D0 serait un autre L(T )-

ensemble, ce qui contredirait l�unicité de D. Ainsi pour chaque i = 1; :::p; D0
i est un

L(Tui)-ensemble, Di [ fvg est un E:D:L du sous graphe Tui + v; et il est le plus petit

ensemble contenant le sommet v: Comme D0
i [fvg est aussi est un E:D:L du sous graphe

Tui+v; il s�ensuit que jDi [ fvgj � jD0
i [ fvgj et donc jDij � jD0

ij pour tout 1 � i � p: Soit

Q le sous ensemble de f1; 2; :::; pg tel que jDlj < jD0
lj pour tout l 2 Q; d�où jD0

lj � jDlj+1:
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De plus puisque Dl [ fulg est un est un E:D:L du sous graphe Tul ; alors jD0
lj �

jDl [ fulgj = jDlj + 1; et donc jD0
lj = jDlj + 1 pour tout l 2 Q: Comme jDj � jD0j =

pP
i=1

jD0
ij =

pP
i=1

jDij + jQj = jDj � 1 + jQj ceci implique jQj � 1: Supposons à présent

jQj = 0; alors jD0j = jDj � 1 et D0 [ fulg pour un certain ul =2 D; est un second L(T )-

ensemble, ce qui contredit l�unicité du L(T )-ensemble D; donc jQj = 1. Soit Q = fjg ;

donc
��D0

j

�� = jDjj + 1; uj =2 D mais alors
�

p
[

i6=1;i6=j
D0
i

�
[Dj [ fujg est un L(T )-ensemble

di¤érent de D; d�où la contradiction. Ainsi nous avons montré que L(T � v) > L(T )

pour tout sommet v 2 D:

Notons que le lemme 4.3 n�est pas valable pour tout graphe. En e¤et, il su¢ t de

considérer à titre d�exemple, le graphe G, constitué des deux cycles C5; y1; y2; y3; y4; y5

et x1; x2; x3; x4; x5 en identi�ant les sommets x1 et y1 par un nouveau sommet w: Pour

compléter le graphe, ajouter deux nouveaux sommets u; v et les arêtes uxi; vyi; pour

i = 2; 3; 4; 5: Alors fx2; x5; y2; y5g est l�unique L(G)-ensemble. Mais pour tout z 2

fx2; x5; y2; y5g ; L(G� z) = L(G):

Lemme 4.4. [35] Soit G un graphe connexe non trivial et D un L(G)-ensemble. Si pour

tout sommet v 2 D; L(G� v) > L(G); alors G admet un L(G)-ensemble unique.

Preuve. Supposons que le graphe G admet un autre L(G)-ensemble D
0;

et L(G� v) > L(G): Soit v un sommet de D�D0; alors D0 est un E:D:L de G� v;

donc L(G� v) � jD0j = jDj = L(G); d�où la contradiction.

Comme conséquence immédiate des lemmes 4.3 et 4.4, nous obtenons une première

caractérisation pour les ADLU:

Théorème 4.5. [35] Un arbre non trivial T est un ADLU admettant pour unique

L(T )-ensenble D si et seulement si pour tout sommet v 2 D; L(T � v) > L(T ):

Soient T1 et T2 deux ADLU disjoints chacun d�ordre au moins 5. Soient A1 l�unique

L(T1)-ensemble, et A2 l�unique L(T2)-ensemble. On dé�nit ci dessous deux opérations

qui permettront de lier les deux ADLU T1 et T2 a�n d�obtenir un nouvel ADLU .
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� Opération O1: Relier par une arête un sommet de A1 à un sommet de A2.

� Opération O2: Relier par une arête un sommet de V (T1) � A1 à un sommet de

V (T2)� A2.

Suite à la dé�nition de ces opérations nous montrons le lemme suivant.

Lemme 4.6. [35] L�arbre T obtenu à partir de deux ADLU; T1 et T2 par une des opéra-

tions O1 ou O2 est un ADLU:

Preuve. Soient D un L(T )-ensemble, D1 = D \ V (T1) et D2 = D \ V (T2): Soit v1v2
l�arête reliant un sommet v1 2 T1 et un sommet v2 2 T2; il est clair que A1 [ A2 est un

E:D:L de T d�où L(T ) � L(T1) + L(T2):

Supposons que l�arbre T est obtenu suite à l�application de l�opération O1: Si les deux

sommets v1; v2 appartiennent à D, alors D1 est un E:D:L de T1 et D2 est un E:D:L

de T2; d�où L(T1) + L(T2) � jD1j + jD2j = L(T ) et ainsi L(T ) = L(T1) + L(T2):

Compte tenu de l�unicité des ensembles A1 et A2, il s�ensuit A1 = D1, et A2 = D2, d�où

A1 [A2 est l�unique L(T )-ensemble, et ainsi T est un ADLU . Si les deux sommets v1; v2
n�appartiennent pas à D, alors D1 est un E:D:L de T1 et D2 est un E:D:L de T2; d�où

L(T1) + L(T2) � jD1j+ jD2j = L(T ) et ainsi L(T ) = L(T1) + L(T2): Il s�ensuit pour

i 2 f1; 2g que Di est un L(Ti)-ensemble di¤érent de Ai puisque vi =2 Di, ce qui contredit

l�unicité de Ai: Sans perte de généralité supposons que v1 2 D1 et v2 =2 D2; alors D1 est un

L(T1)-ensemble, d�où D1 = A1: Dans ce cas D2 est un L(T2 � v2)-ensemble, et compte

tenu du lemme 4.3 on aura jD2j > jA2j ; d�où L(T ) = jDj = jD1j + jD2j > jA1j + jA2j ;

donc A1 [ A2 serait un E:D:L de T de taille inférieure à jDj = L(T ), ce qui contredit le

fait que D est un L(T )-ensemble.

Supposons que l�arbre T est obtenu suite à l�application de l�opération O2: Si les deux

sommets v1; v2 appartiennent à D, alors D1 est un E:D:L de T1 et D2 est un E:D:L de

T2; d�où L(T1) + L(T2) � jD1j+ jD2j = L(T ) et ainsi L(T ) = L(T1) + L(T2); et il en

est de même si les deux sommets v1; v2 n�appartiennent pas à D:

Dans le premier cas puisque pour i 2 f1; 2g Di est un L(Ti)-ensemble di¤érent de Ai

on a alors une contradiction avec le fait que pour i 2 f1; 2g Ti est un ADLU:
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Dans le second cas comme pour i 2 f1; 2g Ai est un L(Ti)-ensemble unique, on a

Ai = Di, d�où A1 [A2 est l�unique L(T )-ensemble, et ainsi T est un ADLU . Finalement

supposons sans perte de généralité supposons que v1 2 D1 et v2 =2 D2. Alors D1 est un

E:D:L de T1 et vu que A1 est un L(T1)-ensemble unique on a jD1j � jA1j + 1: De plus

comme v1 =2 A1; A1 [ D2 [ fv2g est un L(T )-ensemble, mais comme D2 [ fv2g est un

E:D:L de T2 et du fait que T2 est un ADLU; jD2j+ 1 � jA2j+ 1; ainsi D serait au moins

de taille jA1j+ jA2j+ 1; d�où la contradiction avec jDj = L(T ) � jA1j+ jA2j :

Soient T1; T2; :::; Tk k ADLU disjoints, chacun d�ordre au moins cinq , et soient respec-

tivement A1; A2; :::; Ak leur unique L(Ti)-ensemble. Pour chaque i; soit ui un sommet de

Ai: On dé�nit les deux opérations suivantes:

� Operation O3: Si k � 3: Relier par l�arête vui un nouveau sommet v à un sommet

ui de chaque Ai pour tout i; (1 � i � k):

� Operation O4: Si k � 2: Relier par l�arête wiui un sommet pendant wi d�une étoile

S1;k centrée en v à un sommet ui de chaque Ai pour tout i; (1 � i � k); sous la condition

qu�au moins deux sommets de fu1; :::; ukg, soient ur et us admettent chacun un voisin

privé par rapport à Ai dans Ti:

Suite à la dé�nition de ces opérations nous montrons le lemme suivant.

Lemme 4.7. [35] L�arbre T obtenu à partir de k ADLU disjoints, T1; T2; :::; Tk (k � 3),

par l�opération O3 est un ADLU; et A1 [ ::: [ Ak est son unique L(T )-ensemble.

Preuve. Soient D un L(T )-ensemble, Di = D \ V (Ti) pour chaque i = 1; :::; k:

Supposons que T est obtenu à partir de k ADLU disjoints T1; T2; :::; Tk; (k � 3); par

l�application de l�opération O3: Il est clair que
k
[
i=1
Ai est un EDL de T; d�où L(T ) �

jA1j+ :::+ jAkj = L(T1) + :::+ L(Tk):

Supposons que v 2 D:

a) Soit ui un sommet tel que ui =2 D: Alors ui =2 Di, d�où Di est un EDL de (Ti � ui):

Donc comme ui 2 Ai nous aurons d�aprés le lemme 4.3 L(Ti) = jAij < L(Ti�ui) � jDij ;

d�où (D�Di) [Ai serait un E:D:L de T de cardinalité inférieure à jDj. Ce qui contredit

le fait que D est un L(T )-ensemble.
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b) Supposons que tous les sommets ui appartiennent à D; alors dans ce cas D�fvgest

un EDL de T de cardinalité inférieure à jDj : Ce qui contredit le fait que D est un

L(T )-ensemble. Donc v =2 D; et chaque Di est un E:D:L de Ti d�où L(T1) + ::: +

L(Tk) �
kP
i=1

jDij = L(T ) � L(T1) + :::+ L(Tk): Comme pour tout 1 � i � k; Ai est un

L(Ti)-ensemble unique il s�ensuit que Di = Ai et donc D =
k
[
i=1
Ai est un L(T )-ensemble

unique.

Lemme 4.8. [35] L�arbre T obtenu par l�opération O4 à partir de k ADLU disjoints T1;

T2; :::; Tk (k � 2), est un ADLU; et A1 [ ::: [ Ak [ fvg est son unique L(T )-ensemble.

Preuve. Soient D un L(T )-ensemble, Di = D \ V (Ti) pour chaque i = 1; :::; k:

Supposons que T est obtenu à partir de k ADLU disjoints T1; T2; :::; Tk (k � 2) par

l�application de l�opération O3: Il est clair que
k
[
i=1
Ai[fvg est un EDL de T; d�où L(T ) �

jA1j+ :::+ jAkj+ 1 = L(T1) + :::+ L(Tk) + 1:

Soit Q � f1; :::; kg tel que ui n�appartient pas à D: Dans ce cas D doit contenir jQj

sommets de fv; wi j i 2 Qg : Comme pour chaque i 2 Q; Ai est un L(Ti)-ensemble unique,

ui =2 D et Di est un E:D:L de Ti � ui, il s�ensuit d�aprés le théorème 4.5 que jDij > Ai
ainsi

�
[Di
i=2Q

�
[
�
[Ai
i2Q

�
[ fvg serait un E:D:L de T de cardinalité inférieure à jDj. Ce qui

contredit le fait que D est un L(T )-ensemble. Donc ui 2 D pour tout i 2 f1; :::; kg : Par

conséquent chaque Di est un E:D:L de Ti et D contient au moins un sommet de N [v]

pour dominer v. Il s�ensuit L(T1) + ::: + L(Tk) �
kP
i=1

jDij = jDj � 1 = L(T ) � 1 �

L(T1)+ :::+ L(Tk) d�où L(T1)+ :::+ L(Tk) = L(T )� 1: Notons que le voisin privé de

ur par rapport à Ar dans Tr reste le voisin privé de ur par rapport à D dans T (sinon Dr

serait un autre L(Tr)-ensemble), et il en est de même pour le sommet us. Donc D doit

contenir v, autrement si wr; ws 2 D alors fvg [D�fwr; wsg serait un E:D:L de T de de

cardinalité inférieure à jDj : Ainsi A1 [ ::: [ Ak [ fvg est l�unique L(T )-ensemble.

Avant de donner une caractérisation des arbres admettant un L(T )-ensemble unique

nous dé�nissons une famille d�arbres U que nous aurons à utiliser.
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Nous rapellons que la couronne d�un arbre T est l�arbre obtenu à partir d�une copie de

T dans laquelle chaque sommet v de T est attaché à un nouveau sommet pendant v0 par

l�arête vv0.

Soit U la famille d�arbres obtenus à partir de couronnes d�ordre au moins quatre en

subdivisant une seule fois toute les arêtes entre les sommets support. Nous pouvons alors

aisément établir la remarque suivante.

Remarque 4.9. Si T 2 U , alors S(T ) l�ensemble des sommets support de T est l�unique

L(T )-ensemble.

Maintenant nous sommes en mesure d�établir un théorème qui est une caractérisation

des arbres admettant un L(T )-ensemble unique.

Théorème 4.10. [35] Soit T un arbre d�ordre n � 2. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes.

(a) T est un ADLU:

(b) T admet un L(T )-ensemble D tel que L(T�v) > L(T ) pour tout sommet v 2 D:

(c) T 2 U ou T peut être construit à partir d�arbres disjoints de U par une séquence

�nie d�opérations O1; O2; O3; ou O4:

Preuve. D�aprés le théorème 4.5 (a),(b). D�aprés la remarque 4.9, les lemmes 4.6,

4.7, et 4.8 (c))(a). Il nous reste donc à montrer que (a))(c). Soient T un ADLU et

D son unique L(T )-ensemble. Nous procéderons par induction sur l�ordre n de T . Par

la remarque 4.2, T est de diamètre au moins quatre et n � 5: Si n = 5 alors T = P5 et

P5 2 U . Supposons que tout ADLU non trivial T 0 d�ordre n0 < n est dans U ou qu�il peut

être construit à partir d�arbres disjoints de U par une séquence �nie d�opérations O1; O2;

O3; ou O4: Soit T un ADLU d�ordre n et D son unique L(T )-ensemble. Par la remarque

4.1, tout sommet support de T est adjacent à exactement un sommet pendant, D contient

tout sommet support et il ne contient aucun sommet pendant.

Supposons dans un premier temps que T contient deux sommets adjacents u et v

appartenant ou n�appartenant pas à D.
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Soient Tu et Tv les deux sous arbres de T obtenus aprés la suppression de l�arête uv:

Il est clair que Du = D \ Tu (resp. Dv = D \ Tv) est un E:D:L de Tu (resp.de Tv); d�où

L(Tu) + L(Tv) � jDuj + jDvj = L(T ): L�égalité est obtenue en considérant D1 [ D2

un quelconque E:D:L de T; où D1 (resp.D2) est un L(Tu)-ensemble (resp. un L(Tv)-

ensemble). Comme D est unique il s�ensuit que Du est l�unique L(Tu)-ensemble et que

Dv est l�unique L(Tv)-ensemble. Par l�hypothèse d�induction Tu (resp.Tv) appartient à U ;

ou peut être construit à partir d�arbres disjoints de U par une séquence �nie d�opérations

O1; O2; O3; ou O4: Ainsi l�arbre T peut être construit à partir de Tu et Tv en usant de

l�opération O1 (si u et v appartiennent à D) ou O2 (si u et v n�appartiennent pas à D):

Nous pouvons donc supposer dans ce qui suit que chacun des deux ensembles D et V �D

est un stable.

Supposons d�abord qu�il existe un sommet z 2 V �D tel que degT (z) = t � 3: Soient

y1; :::; yt les voisins de z dans D: Considérons la forêt résultant aprés la suppréssion du

sommet z: Il est clair que jDj =
tP
i=1

jDij ; avecDi = D\Tyi : CommeD est unique il s�ensuit

que Di est l�unique L(Tyi)-ensemble pour chaque 1 � i � t: Par l�hypothèse d�induction

Tyi 2 U ou peut être construit à partir d�arbres disjoints de U par une séquence �nie

d�opérations O1; O2; O3; ou O4: Par conséquent T peut être obtenu à partir de Tyi ; :::; Tyi
par l�application de l�opération O3: Nous pouvons à présent supposer que tout sommet de

V �D est au plus de degré deux.

Supposons que D contient un sommet x qui n�est pas un sommet support, alors

degT (x) � 2. Soient w1; :::; wp (p � 2) les voisins de x dans V �D: Comme par suppo-

sition pour tout i; degT (wi) = 2; soit ui le second voisin de wi pour chaque i: Supposons

par contradiction qu�au plus un sommet de fu1; :::; upg ; soit u1 ; admet un voisin privé

par rapport à D dans T: (notons que ce voisin pourrait être un sommet pendant). Alors

fw1g [ D � fxg serait un autre L(T )-ensemble. Ce qui contredit le fait que D est un

L(T )-ensemble unique.
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Donc au moins deux sommets de fu1; :::; upg admettent chacun un voisin privé par

rapport à D dans T . Soit T 0 = T � fx;w1 ; :::; wpg. Alors il est aisé de voir que jDj =

L(Tu1)+ :::+L(Tup)+1 =
pP
i=1

jDij+1; et pour chaque 1 � i � p; Di est l�unique L(Tui)-

ensemble avec la condition qu�au moins un sommet de chaque couple (ui; uj; 1 � i; j �

p; i 6= j) possède un voisin privé par rapport à ce L(Tui)-ensemble. Par induction chaque

arbre Tui 2 U ou peut être construit à partir d�arbres disjoints de U par une séquence �nie

d�opérations O1; O2; O3; ou O4: Par conséquent T peut être obtenu à partir des Tu1 ; :::;

Tup par l�application de l�opération O4: Ainsi nous avons établi la preuve du théprème

4.10.
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CHAPITRE 5

Relations entre L, 2; et � dans le cas des arbres;

et caractérisation des arbres extrémaux

Dans la première section de ce chapitre nous énonçons des résultats connus qui nous serons

utiles par la suite. La deuxiéme section sera consacrée à quelques résultats que nous avons

obtenus.

5.1 Résultats connus

5.1.1 Borne supérieure pour le nombre de domination localisateur L

dans les arbres et caractérisation des arbres atteignant cette borne

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats concernant le paramètre de domination

localisateur, ces résultats ont été obtenus par Blidia et al dans [3] et [4]

On rappelle que L (T ) (resp. S (T )) désigne l�ensemble des sommets pendants (resp.

des sommets supports) d�un arbre T: On note l = jL(T )j ; s = jS(T )j :

Dans [4], Blidia et al ont donné une borne supérieure pour le nombre de domination

localisateur dans les arbres en montrant le théorème suivant:

Théorème 5.1. [4] Si T est un arbre d�ordre n avec l sommets pendants et s sommets

support, alors L (T ) � (n+ l � s) =2:

Dans la perspective de caractériser les arbres atteignant la borne du théorème 5.1,

Blidia et al ont dé�ni la famille F .
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Soit F la famille d�arbres qui peuvent être obtenus à partir de la séquence d�arbres

T1; T2; :::; Tk (k � 1) tel que T1 est une chaîne P3 = x; y; t ou une chaîne P4:

T = Tk; et; si k � 2; Ti+1 peut être obtenu à partir de Ti par une des opérations dé�nies

ci-dessous. On pose D (T1) = fx; yg si T1 = P3 et D (T1) = S (P4) si T1 = P4:

� Opération F1: Ajouter à Ti un sommet w en attachant par une arête un sommet

support de Ti à w: Poser D (Ti+1) = D (Ti) [ fwg :

� Opération F2: Ajouter à Ti un P2 = u; v en attachant par l�arête uz un sommet

support z de Ti. Poser D (Ti+1) = D (Ti) [ fug :

� Opération F3: Ajouter à Ti une étoile subdivisée H centrée en a, d�ordre au moins

cinq, en attachant par l�arête ab0 un sommet pendant b0 d�un support fort de T: Poser

D (Ti+1) = D (Ti) [ S (H) :

� Opération F4: Ajouter à Ti un P3 = b; c; d et p � 0 chaînes P2 = ui; vi en attachant

par les arêtes df et uif pour chaque i, un sommet pendant f de D(Ti) où f est un pendant

d�un support fort de Ti: Poser D (Ti+1) = D (Ti) [ fc; u1; :::; upg :

�Opération F5:Ajouter à Ti un P4 = a; b; c; d et p � 0 chaînes P2 = ui; vi en attachant

par les arêtes dy et uid pour chaque i, un sommet y de Ti qui n�est pas un sommet support

et pour lequel L (Ti � y) = L (Ti) : Poser D (Ti+1) = D (Ti) [ fb; d; u1; :::; upg :

Notons que l�opération F5 ne peut être appliquée à y un sommet pendant d�un support

fort, puisque dans ce cas L (Ti � y) < L (Ti).

Suite à la dé�nition de la famille F , nous énonçonst un théorème qui caractérise les

arbres atteignant la borne du théorème 5.1

Théorème 5.2. [4] Soit T un arbre d�ordre n � 2, alors L (T ) = (n+ l � s) =2 si et

seulement si T 2 F :

5.1.2 Borne inférieure pour 2; � et comparaison entre 2(G) et � (G) dans les arbres

Soient G = (V;E) un graphe et D un dominant de G, l�idée de dominer tout sommet de

V �D; k fois dans D a été introduite par Fink et Jacobson dans [15].

SMS

SMS
s
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Dans ce paragraphe nous dé�nissons les notions d�ensemble 2-dominant, d�ensemble

stable, et nous énonçons quelques résultats concernant le nombre de 2-domination 2, et

un théorème donnant une caractérisation des arbres T véri�ant 2(T ) = � (T ) :

Nous commençons par rappeller quelques dé�nitions et propriétés:

Dé�nition 5.3. Soit un graphe G = (V;E), un sous ensemble S � V est un 2-dominant

de G si tout sommet de V� S est dominé par au moins deux sommets de S: Le nombre

de 2-domination noté 2 (G) est égal à la cardinalité minimum d�un ensemble 2-dominant

de G:

Dé�nition 5.4. Soit un graphe G = (V;E), un sous ensemble S � V est un stable de G

si hSi est graphe sans arêtes. Le nombre de stabilité, noté � (G) est égal à la cardinalité

maximum d�un stable maximal de G:

Dans [15], Fink et al ont donné une borne inférieure pour 2 (G) dans le cas des arbres

Théorème 5.5. [15] Si T est un arbre d�ordre n, alors on a 2(T ) � (n+ 1) =2:

Dans [8], Chellali a amélioré cette borne dans le cas des arbres avec l > s en montrant

les résultats suivants:

Lemme 5.6. [8] Si G est un graphe d�ordre n, avec au plus un cycle, l sommets pendants

et s sommets support, alors on a 2(G) � (n+ l � s) =2:

Dans [5], on note un théorème qui donne une borne inférieure du nombre de stabilité

pour un certain graphe G:

Théorème 5.7. [5] Si G est un graphe biparti connexe d�ordre n, avec l sommets pendants

et s sommets support, alors on a �(G) � (n+ l � s) =2

Avant de donner la caractérisation des arbres T tels que 2(T ) = � (T ) ; nous avons

besoin de noter les remarques suivantes.
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Remarque 5.8. [3] � Pour une étoile S1;p avec p � 2; � (S1;p) = 2(S1;p) = p:

� Pour une double étoile Sp;q avec p � 2; et q � 2; � (Sp;q) = 2(Sp;q) = p+ q:

� Pour une double étoile S1;q; � (Sp;q) = 1 + q et 2(Sp;q) = 2 + q:

� Pour une étoile subdivisée SSq; � (SSq) = 2(SSq) = q + 1:

� Pour une chaîne P2q+1; � (P2q+1) = 2(P2q+1) = q + 1:

� Pour une chaîne P2q; � (P2q) = q et 2(P2q) = q + 1:

Remarque 5.9. [3] Dans un graphe G, il existe un � (G)-ensemble contenant tous les

sommets pendants de G. Si u est un sommet support fort dans G, alors tout � (G)-ensemble

contient Lu. Un 2 (G)-ensemble contient tous les sommets pendants d�un graphe G.

Dans le but de caractériser les arbres véri�ant 2(T ) = � (T ) ; dans [3], Blidia et al ont

dé�ni une famile d�arbres H et ont montré le théorème suivant.

Théorème 5.10. [3] Pour tout arbre T , on a 2(T ) � � (T ) :

La famille d�arbres A est dé�nie comme suit:

Soit A la famille des arbres qui peuvent être obtenus à partir d�une séquence d�arbres

T1; T2; :::; Tk (k � 1), où T1 est une étoile S1;t (t � 2) centrée en un sommet w, T = Tk, et

si (k � 2) Ti+1 est obtenu récursivement à partir de Ti par une des trois opérations dé�nies

ci-dessous. Poser A (T1) = Lw:

Opération O1: Ajouter à Ti une étoile S1;p; p � 1 centrée en un sommet x en attachant

par l�arête yx un sommet pendant y de Ti: Poser A (Ti+1) = Lx:

OpérationO2: Ajouter à Ti une étoile S1;p; p � 1 centrée en un sommet x en attachant

par l�arête yx un sommet non pendant y de A(Ti): Poser A (Ti+1) = A(Ti) [ Lx:

Opération O3: Ajouter à Ti une étoile S1;p; p � 2 centrée en un sommet x en attachant

par l�arête yx un sommet y de V (Ti)� A(Ti): Poser A (Ti+1) = A(Ti) [ Lx:

Soit A1 la sous famille de A constituée des arbres construits à partir de T1 par

l�application récursive de l�opération O1.
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A titre d�exemple, on peut voir que la chaîne impaire P2q+1 est dans A1 puisqu�elle est

obtenue suite à q � 1 applications de l�opération O1 à l�étoile S1;2; avec p = 1.

La caractérisation des arbres T ayant 2(T ) = � (T ) est donnée par le théorème 5.11

Théorème 5.11. [3] Soit T un arbre. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

a) 2(T ) = � (T ) :

b) T = K1 ou T 2 A:

c) T possède un unique 2(T )-ensemble qui est aussi un unique � (T )-ensemble.

5.2 Relations entre L, �, et 2 dans les arbres, et caractérisation des

arbres extrémaux

En général les paramètres L; �; et 2 sont incomparables. En e¤et si G est le graphe

biparti complet Kp;q avec 4 � p � q, on peut voir que L (Kp;q) = p+ q � 2; � (Kp;q) = q

et 2 (Kp;q) = 4:

Avant de donner des relations entre L (G) ; � (G) ; et 2 (G) dans le cas des arbres,

nous notons les remarques suivantes:

Remarque 5.12. � Pour une étoile S1;p; L (S1;p) = � (S1;p) = 2 (S1;p) = p:

� Pour une étoile double Sp;q; avec p � 2 et q � 2; L (Sp;q) = � (Sp;q) = 2 (Sp;q) =

p+ q:

� Pour une étoile double S1;q; L (S1;q) = � (S1;q) = q + 1 et 2 (S1;q) = q + 2

� Pour une étoile subdivisée SSq; L (SSq) = q et 2 (SSq) = � (SSq) = q + 1

Suite aux théorèmes 5.1, 5.7, et 5.10, nous déduisons le corollaire suivant:

Corollaire 5.13. [36] Pour tout arbre T; L (T ) � (n+ l � s)=2 � �(T ) � 2(T ):

Aprés avoir établi ce corollaire nous sommes en mesure de montrer la proposition

suivante.

SMS
s



80

Proposition 5.14. Si pour un arbre T; L (T ) = 2 (T ) ; alors

L (T ) = 2 (T ) = � (T ) = (n+ l � s) =2, T 2 F et T est L-excellent.

Preuve. Soit T un arbre tel que L (T ) = 2 (T ) : D�aprés le corollaire 5.13, il est clair

que (n+ l � s) =2 � 2 (T ) = L (T ) � � (T ) � 2 (T ) = L (T ) � (n+ l � s) =2 et donc

L (T ) = � (T ) = 2 (T ) = (n+ l � s) =2: Comme L (T ) = (n+ l � s) =2; donc d�aprés le

théorème 5.2, T 2 F . Pour montrer que T est L-excellent nous montrons que si T 2 F

alors T est L-excellent, et pour cela nous procédons par induction sur le nombre total

d�opérations Fi e¤ectuées pour la construction de T: Il est clair que si T = P3 ou P4; T

est L-excellent. Supposons que tous les arbres de F construits avec k� 1 opérations sont

L-excellents et, soit T un arbre de F construit avec k opérations. T est donc obtenu par

l�application d�une opération de fF1;F2;F3;F4;F5g à un arbre T 0 de F obtenu par k� 1

opérations.

Cas 1 : La dernière opération é¤ectuée sur T 0est F1:

Soit T l�arbre obtenu à partir de T 0 en attachant un seul sommet w à un sommet

support u de T 0. Comme L (T
0) = (n0 + l0 � s0) =2 et L (T ) = (n+ l � s) =2 avec n =

n0+1; l = l0+1 et s = s0 alors L (T ) = L (T
0)+ 1: Ainsi tout L (T

0)-ensemble peut être

étendu à un L (T ) ensemble en lui ajoutant le sommet w. Vu que T
0 est L-excellent,

tout sommet de T 0 est dans un L (T
0) ensemble, et que V (T ) = V (T 0) [ fwg donc tout

sommet de T est contenu dans un L (T )-ensemble d�où T est L-excellent.

Cas 2 : La dernière opération é¤ectuée sur T 0 est F2:

De façon similaire au cas 1 nous montrons que L (T ) = L (T
0)+1: D�où tout L(T

0)-

ensemble peut être étendu à un L (T ) ensemble en lui ajoutant soit le sommet u; soit le

sommet v. Vu que T 0 est L-excellent, tout sommet de T
0 est dans un L (T

0)-ensemble,

et que V (T ) = V (T 0) [ fu; vg donc tout sommet de T est un L (T )-ensemble d�où T est

un L-excellent.

Cas 3 : La dernière opération e¤ectuée sur T 0est F3:

Dans ce cas n = n0 + 2 jS(H)j + 1; l = l0 + jS(H)j � 1 et s = s0+ jS(H)j ; comme

L (T ) = (n+ l � s) =2 alors L (T ) = L (T 0) + jS(H)j.
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Ainsi tout L (T
0)-ensemble peut être étendu à un L (T )-ensemble en lui ajoutant

l�ensemble S(H) donc tout sommet de S(H) appartient à un L (T )�ensemble. Soit S 0

un L (T
0)-ensemble contenant b0; S = (S 0 � fb0g) [ fag [ L(H) est un L (T )-ensemble

contenant le sommet a et tous les sommets pendants de H. Vu que T 0 est L-excellent,

tout sommet de T 0 est dans un L (T
0)-ensemble, et que V (T ) = V (T 0) [ V (H) donc T

est L-excellent.

Cas 4 : La dernière opération e¤ectuée sur T 0est F4:

Dans ce cas n = n0+2p+3; l = l0+2p et s = s0+p+1; similairement aux cas précédents

nous déduisons l�égalité L (T ) = L (T
0) + p + 1: Soit S 0 un L (T

0)-ensemble contenant

le sommet f , on peut voir que S1 = S 0 [ fcg [ fuig et S2 = (S 0 � ffg) [ fd; bg [ fvig

pour i 2 f0; 1; :::; pg sont des L (T )-ensembles contenant soit les sommets c et ui; soit les

sommets d; b et vi; et ce pour tout i 2 f0; 1; :::; pg :Vu que T 0 est L-excellent, tout sommet

de T 0 est dans un L (T
0)-ensemble et, que V (T ) = V (T 0) [ fd; c; bg [ fui; vig pour tout

i 2 f0; 1; :::; pg donc T est L-excellent.

Cas 5 : La dernière opération e¤ectuée sur T 0est F5:

Dans ce cas si y est un sommet pendant de T 0; l = l0+p; et s = s0+p; et si y n�est pas un

sommet pendant de T; l = l0+p+1 et s = s0+p+1: Comme n = n0+4+2p, alors L (T ) =

(n+ l � s) =2 = L (T
0) + p + 2: Soit S 0 un L (T

0)-ensemble, alors S 0 [ fc; ag [ fuig et

S 0[fb; dg[fvig pour i 2 f0; 1; :::; pg sont des L (T )-ensembles contenant soit les sommets

c; a et ui; soit les sommets d; b et vi; et ce pour i 2 f0; 1; :::; pg : Vu que T 0 est L-excellent,

tout sommet de T 0 est dans un L (T
0)-ensemble et que, V (T ) = V (T 0)[fd; c; b; ag[fui; vig

pour i 2 f0; 1; :::; pg donc T est L-excellent.

Notons qu�un arbre L-excellent n�est pas nécessairement un arbre de F ; il su¢ t de

considérer la chaîne P11 elle est L-excellente et P11 =2 F :

Avant de caractériser les arbres T avec L (T ) = 2 (T ) nous dé�nissons la couronne

forte.
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Dé�nition 5.15. Un arbre T est une couronne forte s�il est obtenu à partir d�un arbre T 0

en attachant à chaque sommet de T 0 au moins deux sommets pendants.

Théorème 5.16. [36] Soit T un arbre, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) L (T ) = 2 (T ) :

(ii) L�arbre T est une couronne forte

(iii) 2 (T ) = (n+ l � s)=2:

Preuve. Il est clair que si T est une couronne forte alors L (T ) = 2 (T ) = jL (T )j :

Réciproquement supposons que T n�est pas une couronne forte et que L (T ) = 2 (T ) :

Si L (T ) = 2 (T ) alors suite au corollaire 5.13, 2(T ) = (n + l � s)=2; et d�après les

théorèmes 5.7 et 5.10, nous savons qu�il existe un � (T )-ensemble unique avec � (T ) =

(n+ l�s)=2. Soit A; B une bipartition en stables des sommets de V (T )� (L (T )[S (T )),

si jAj = jBj = (n� l�s)=2; alors L (T )[A; L (T )[B sont deux stables de T de cardinalité

jL(T )j+jAj = (n+l�s)=2 = �(T ); d�où la contradiction avec l�unicité d�un � (T )-ensemble.

Sans perte de généralité supposons que jAj > jBj ; donc � (T ) � jL(T ) [Bj > (n�l�s)=2;

ce qui constitue une contradiction avec � (T ) = (n+ l � s)=2: Donc T est nécéssairement

tel que A = B = ?. Soit v un sommet support de T qui n�est adjacent qu�à un seul

sommet pendant, il est clair que L(T ) est un E:D:L de T , et que L(T ) [ fug � D où D

est un 2 (T )-ensemble, donc L (T ) � l < l + 1 � 2 (T ) ; ce qui est contradictoire avec

L (T ) = 2 (T ) : Donc (i) et (ii) sont équivalentes.

Montrons à présent que (ii) est équivalente à (iii). Ainsi qu�on l�a vu précédement, si

T est une couronne forte, alors L (T ) = 2 (T ) = jL (T )j =.(n+ l � s)=2:

Réciproquement, supposons que T est une étoile K1;p, (p � 2), alors le résultat est

véri�é. Supposons à présent que T n�est ni une étoile ni une couronne forte, et soit 2(T ) =

(n+ l� s)=2, ce qui entraine � (T ) = (n+ l� s)=2 = 2(T ): En considérant les arguments

développés précédemment il est aisé de conclure que l�arbre T est nécéssairement tel que

V (T )� (L (T ) [ S (T )) = ?.

Soit v un sommet support de T qui n�est adjacent qu�à un seul sommet pendant, il

est clair que � (T ) = jL (T )j = l; et comme tout 2(T )-ensemble contient L(T ) [ fvg ;
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alors � (T ) = l < l + 1 � 2 (T ) ; soit � (T ) < 2 (T ) ; ce qui est contradictoire avec

� (T ) = 2 (T ) : Donc T est une couronne forte.:

Remarque 5.17. Il existe des arbres T tels que L (T ) = (n + l � s)=2, et 2 (T ) >

(n+ l � s)=2:

En e¤et, il su¢ t de considérer les couronnes de chaînes P3k �K1: L (P3k �K1) = 3k =

(n+ l�s)=2 et 2 (T ) = 4k: Notons que la couronne P3k �K1 n�est pas une couronne forte.

Le théorème qui suit donne une caractérisation des arbres T tels que L (T ) = � (T ) :

Théorème 5.18. [36] Pour tout arbre T; L (T ) = � (T ) ; si et seulement si T 2 F :

Preuve. Si pour un arbre T; L (T ) = � (T ) ; alors d�aprés le théorème 5.7 et le corollaire

5.13, (n + l � s)=2 � � (T ) � L (T ) � (n + l � s)=2 � � (T ) ; on a L (T ) = � (T ) =

(n+ l � s)=2 et donc d�aprés le théorème ??, T 2 F :

Réciproquement montrons que si T 2 F , alors L (T ) = � (T ) ; il su¢ t pour cela de

montrer que si T 2 F ; alors � (T ) = (n+ l� s)=2: Pour cela nous procédons par induction

sur le nombre total d�opérations Fi e¤éctuées pour la construction de T: Il est clair que

si T = P3 ou P4; L (T ) = � (T ) = 2: Supposons que tous les arbres de F construits

avec k � 1 opérations véri�ent L (T ) = � (T ) = (n + l � s)=2; et, soit T un arbre de

F construit avec k opérations. T est donc obtenu par l�application d�une opération de

fF1;F2;F3;F4;F5g à un arbre T 0 de F obtenu par k � 1 opérations.

Cas 1: La dernière opération e¤ectuée sur T 0 est F1:

Soit T l�arbre obtenu à partir de T 0 en attachant un seul sommet w à un sommet

support u de T 0. Comme tout � (T 0)-ensemble contient Lu; il peut être étendu à un stable

de T en lui ajoutant le sommet w d�où �(T ) � � (T 0) + 1, d�autre part soit S un �(T )-

ensemble, alors Lu [ fwg � S, donc S � fwg est un stable de T 0; d�où � (T 0) � � (T )� 1;

donc � (T ) = � (T 0) + 1 = (n0 + l0 � s0)=2 + 1: Comme n = n0 + 1; l = l0 + 1 et s = s0 on a

� (T ) = (n+ l � s)=2:

Cas 2: La dernière opération e¤ectuée sur T 0 est F2:
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De façon similaire au cas 1, on montre que � (T ) = � (T 0) + 1 = (n0 + l0 � s0)=2 + 1:

Comme n = n0 + 2; l = l0 + 1 et s = s0 + 1 on a � (T ) = (n+ l � s)=2:

Cas 3: La dernière opération e¤ectuée sur T 0 est F3:

Dans ce cas tout � (T 0)-ensemble peut être étendu à un stable de T en lui ajoutant

l�ensemble S(H), d�où � (T ) � � (T 0) + jS(H)j : D�autre part soit D un �(T )-ensemble,

alors si a 2 D (resp. si a =2 D) D� (L(H)[fag)[fb0g ; (resp. D�S(H)) est un stable de

T 0; d�où � (T 0) � � (T )�jS(H)j : Donc � (T ) = � (T 0)+jS(H)j : Comme n = n0+2 jS(H)j+

1; l = l0+jS(H)j�1 et s = s0+jS(H)j ; on a � (T ) = (n0+l0�s0)=2+jS(H)j = (n+l�s)=2:

Cas 4: La dernière opération e¤ectuée sur T 0 est F4:

Dans ce cas tout � (T 0)-ensemble peut être étendu à un stable de T en lui ajoutant

l�ensemble fc; v1; v2; :::vpg ; d�où � (T ) � � (T 0) + p + 1: Par ailleurs, si S est un �(T )-

ensemble, alors si f 2 S (resp. si f =2 S) S�fc; v1; v2; :::vpg (resp.(S�fd; b; u1; u2; :::upg)[

ffg) est un stable de T 0; d�où � (T 0) � � (T )� p+1: Donc � (T ) = � (T 0)+ p+1: Comme

n = n0+3+2p; l = l0+p; et s = s0+p+1 on a � (T ) = (n0+ l0�s0)=2+p+1 = (n+ l�s)=2:

Cas 5: La dernière opération e¤ectuée sur T 0 est F5:

Si y est un sommet pendant de T 0, soit D0 un � (T 0)-ensemble, alors si y 2 D0 (resp.

si y =2 D0) D0 [ fc; a; u1; u2; :::upg (resp. D0 [ fd; b; v1; v2; :::vpg) est un stable de T , d�où

� (T ) � � (T 0) + p + 2: d�autre part soit D un �(T )-ensemble, alors si y 2 D (resp. si

y =2 D), D � fc; a; u1; u2; :::upg (resp. (D � fd; b; v1; v2; :::; vpg) est un stable de T 0; d�où

� (T 0) � � (T 0) � p � 2: Comme on a n = n0 + 4 + 2p; et soit l = l0 + p; s = s0 + p; si y

n�est pas un sommet pendant de T 0; soit l = l0+ p; s = s0+ p; si y est un sommet pendant

de T 0; alors dans les deux cas � (T ) = � (T 0) + p+ 2 = (n+ l � s)=2:

Le théorème suivant est une conséquence des théorèmes 5.18 et 5.2

Théorème 5.19. [36] Soit T un arbre, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) L(T ) = (n+ l � s)=2:

(ii) L(T ) = � (T ) :
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Suite à ce théorème nous faisons la remarques suivante:

Remarque 5.20. Il existe des arbres T; tels que �(T ) = (n+ l� s)=2; et (n+ l� s)=2 >

L(T ):

En e¤et, il su¢ t de considerer les chaînes d�ordre n = 10k: On a �(P10k) = 5k =

(n+ l � s)=2 et L(P10k) = 4k:

Avant de faire la preuve du théorème 5.22 qui est une caractérisation des arbres tels

que � (T ) = (n+ l � s)=2, nous rappelons la dé�nition d�un couplage parfait.

Dé�nition 5.21. Soient G = (V;E) un graphe, et soit E0 � E un sous ensemble d�arêtes

de G. E0 est dit couplage dans G si les arêtes de E0 sont disjointes deux à deux. Si de plus

tout sommet de V (G) est incident à une arête de E0, alors E0 sera dit couplage parfait.

Théorème 5.22. [36] Soit T 0 l�arbre obtenu à partir d�un arbre T aprés la suppression

de ses sommets supports et de ses sommets pendants. Alors � (T ) = (n + l � s)=2 si et

seulement si T 0 admet un couplage parfait ou V (T 0) = ?:

Preuve. Il est clair que si V (T 0) = ? alors � (T ) = jL(T )j = (n+ l � s)=2. Supposons

que T 0 admet un couplage parfait. Alors V (T 0) peut être partitionné en deux stables A et

B tels que jAj = jBj = (n� l� s)=2: Ainsi l�ensemble A[L(T ) ou B [L(T ) est un stable

maximum de T d�où � (T ) = l+ (n� l� s)=2 = (n+ l� s)=2: Réciproquement supposons

que � (T ) = (n + l � s)=2 et que T 0 n�admet pas de couplage parfait. Dans ce cas V (T 0)

peut être partitionné en deux stables A et B.

Sans perte de généralité supposons jAj > jBj ; ainsi l�ensemble A [ L(T ) est un stable

de T; d�où � (T ) � jA [ L(T )j > l+(n� l�s)=2 = (n+ l�s)=2, soit � (T ) > (n+ l�s)=2,

ce qui constitue une contradiction.

Remarque 5.23. Il est utile de noter qu�on peut déterminer en temps polynomial si

un arbre admet ou non un couplage parfait. Ce qui nous permet de véri�er en temps

polynomial si pour un arbre donné T; � (T ) = (n+ l � s)=2:
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Soient :

F la famille des arbres tels que L(T ) = (n+ l� s)=2; L la famille des arbres tels que

L(T ) = 2 (T ) ; A la famille des arbres tels que � (T ) = 2 (T ) ; et G la famille des arbres

tels que � (T ) = (n+ l � s)=2: Alors nous déduisons les relations suivantes:

� Suite au théorème 5.18 F � G:

� Suite au théorème 5.16A \ G \ F = A \ G = L et commeF � G il s�ensuitA \ F=A \ G = L:

SMS
:
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous nous sommes intéréssés principalement à l�étude des graphes

excellents par rapport au paramètre de la domination localisateur L, et plus précisement

aux arbres L-excellents.

En e¤et, nous avons dans un premier temps caractérisé les chaînes et les chenilles L-

excellentes. Nous avons donné par la suite une caractérisation des arbres T L-excellents,

laquelle est basée sur la technique de l�élagage et sur la dé�nition de l�ensemble des sommets

appartenant à tout ou à aucun L(T )-ensemble. Cette caractérisation nous permet aussi

de déterminer les arbres L-recommandables, L-justes, et L-indésirables.

De plus, nous avons établi par une preuve constructive la famille des arbres admet-

tant un ensemble dominant localisateur minimum unique. Cette approche constructive

est établie à partir d�arbres ayant la propriété d�unicité d�ensemble dominant localisateur

minimum, auquels nous appliquons une des trois opérations qui ont été dé�nies explicite-

ment dans le chapitre 4. Il est évident que les arbres admettant un L-ensemble unique

sont des arbres non L-excellents.

En dernier lieu, nous avons établi des relations d�ordre entre les paramètres L; 2; et

� dans le cas des arbres. Ce qui nous a conduit à une caractérisation descriptive des arbres

T véri�ant L(T ) = 2(T ) et L(T ) = �(T ): Nous avons aussi donné une caractérisation

structurelle des arbres tels que �(T ) = (n+ l � s)=2:

Ces résultats contribuent à l�enrichissement de l�étude des di¤érents paramètres de

domination, particuliérement la domination localisateur et, ce dans la classe des arbres

L-excellents ou ayant un L-ensemble unique.

Il n�en demeure pas moins que le domaine d�étude des graphes �-excellents, ou admet-

tant un �-ensemble dominant unique, pour un paramètre de domination � reste intéressant

à explorer. Comme paramètre proche du nombre de domination localisateur, nous pouvons

citer le nombre de domination total localisateur ou le nombre code identi�ant.
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