UNIVERSITE SAAD DAHLAB DE BLIDA

Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

MEMOIRE DE MAGISTER

Spécialité : Recherche Opérationnelle

CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA vy, -EXCELLENCE ET DE

LA y_-UNICITE DANS LES ARBRES

Par

M™ LOUNES Rahma née ABERKANE

Devant le jury composé de :

F. HANNANE

M. BLIDIA

|. BOUCHEMAKH
M. CHELLALI

A. SEMRI.

Professeur, U. de Blida

Professeur, U. de Blida

Maitre de conférences, USTHB, Alger
Maitre de conférences, U. de Blida

Maitre de conférences, USTHB, Alger

Blida, janvier 2008

Président

Promoteur

Examinateur

Examinateur

Examinateur



u o) zsidl el Uas U G = (V,E) oS
13 8 yasis e saaa V (0 S e gaaall e N(U)={U€V |UuvE€E}
3 hasae de ganad V) LY S s Gl VES e el US OIS
3 5 obee de sene OS5 G glall 5obadl 23 ey Y(G)AL 5 5asal
o2 skl g AT Ll s Gl e ens §(G) ol Y(G) ol
ddiae s jlarue (A 3 lase de geadll sl de genall o (5 3l by i
NEON S # NY)NS V-S e X,y ¢rpaie IS dal e g8 13

JS S 1) 1 3ties 2y G okl s, yp (G Adaal) 3 kgl 232l ey

Uphael 3as g de sanayp ellad il Sy Jai ol Ay 3 laall a3

5 )lias yp S | et Jaad) 128 JOMA

b o s 1Al 5 Bas s de gene gy 1D a3 el Loayl Uia )
3 o e n+l-s 2Ryl %

i i Wkel 5y (M) < <AM)<yy(T) ¥ s

2
Al




Abstract

Let G = (V,E) be a smple graph, the open neighborhood of a vertex u of V is
N(u) =4{veV | uve E}). A subset Sof Visan dominating set of G if every vertex of
V- S has at least a neighbour in S. The minimum cardinality of a dominating set of G,
denoted y(G), is called the domination number of G. A dominating set of cardinality y(G) is
caled y(G)-set. Other types of domination are defined by imposing an additional condition
on the dominating set. A dominating set Sof G is alocating-dominating set of G if for every
two vertices x,y, of V—S§ we have N(x) NS+ N(y) N S The domination locating number
of Gisdenoted by vy (G). A graph G is y_-excellent graph if every vertex of Gisin at least
oney (G) —s&t.

In thisthesis we are interested to study an y_-excellence and y_-unicity in trees. We have
given a characterization of y_-excellent trees, based on the definition of a set of vertices
which are in no y(G)-set. We have proposed a constructive characterization of trees with
an unique 7y (T)-set. Finally in the case of trees, we have shown that

yu(T) < (n+—£—s) < B(T) < y2(T) and we have characterized the extremal trees.



RESUME

Soit G = (V,E) un graphe simple. Le voisinage ouvert dun sommet u de V est
N(u) = {ve V | uv e E}. Un sous enemble Sde V est un ensemble dominant de G s tout
sommet de V — S possede au moins un voisin dans S. Le cardinal minimum d’ un ensemble
dominant de G, noté y(G), est appelé le nombre de domination de G. Un dominant de G de
taille y(G) est un y(G)-ensemble. Si on impose une condition sur les sommets de S, on
définit d’ autres types de domination. Le voisinage dans S d'un sommet u de V — S est noté
N(u) NS Un ensemble dominant Sde G est un ensemble dominant localisateur de G s pour
toute paire de sommets x,y de V—-S N(X) NS+ N(y) NS Le nombre de domination
localisateur de G est noté y (G). Un graphe G est dit y_-excellent s tout sommet de G est
contenu dans au moins un y (G)-ensemble.

Dans ce mémoire on s'intéresse a I’ étude de la y_-excellence et la y_-unicité dans les
arbres. Dans mon travail on a donné une caractérisation des arbres y | -excellents, basée sur la
définition de I’ensemble des sommets n’appartenant a aucun y (T)-ensemble noté par
NL(T). On a proposé ensuite une caractérisation constructive des arbres ayant un

yL(T)-ensemble unique. Enfin on a montré que dans le cas des arbres

yL(T) < (n+—£—s) < B(T) < 72(T) et on acaractérisé les arbres extrémaux.
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INTRODUCTION

Au début de la deuxiéme guerre mondiale, des scientifiques de disciplines diverses se
regroupeérent dans le but de résoudre des problémes opérationnels d’importance. C’est

ainsi que naquit la Recherche Opérationnelle en tant que science appliquée.

En 1939-40, I’équipe du physicien anglais Blackett eut le grand mérite d’élaborer une
stratégie qui permit a la Royal Air Force (R A F) de traiter éfficacement le probléme
de I'implantation des radars de surveillance. Face aux succés obtenus durant la guerre,
les scientifiques furent tentés d’appliquer leur approche & des problémes industriels et

économiques.

Parmi les principales techniques mathématiques de la Recherche Opérationnelle, nous

citerons la Théorie des graphes.

En effet, les graphes se trouvent étre un outil formidable, du fait qu’on peut les vi-
sualiser, pour la modélisation de problemes réels, tels les réseaux électriques, les réseaux
de transport, de communication,...etc. La schématisation de ces problémes par un graphe
permet 'utilisation de méthodes mathématiques dont les résultats peuvent étre mis a

profit par les utilisateurs selon leurs besoins et objectifs.

La Théorie des graphes recouvre de nombreux domaines, dont celui de la domination
dans les graphes qui enregistre plus de 1200 références concenant différents types de domi-
nation. Nous nous proposons de contribuer modestement & I’enrichissement de ce domaine

par 'apport de quelques résultats que nous exposons dans ce mémoire.

Nous nous sommes intéréssés dans ce mémoire, qui comporte cing chapitres, au prob-
léme de l'exellence d’un graphe par rapport a différents parameétres de domination, (cette
notion a été introduite par Fricke dans [16]), & I'unicité d’un ensemble dominant localisa-
teur minimum, et enfin & quelques relations entre le paramétre de domination localisateur,

de 2-domination, et de stabilité.

Le chapitre 1 comporte trois sections. La premiére est consacrée a quelques définitions

générales de la Théorie des graphes, et & des notions qui nous sont utiles dans ce mémoire.



Dans la seconde section, nous faisons une bréve présentation de la complexité algorith-
mique. Un apercu du cheminement historique du probléme de la domination sera donné
dans la troisiéme partie, au niveau de laquelle nous définissons aussi quelques types de
domination. Nous clorons cette partie par ’exposé de quelques problémes intéréssant le

domaine de la domination.

N .

Le chapitre 2 est consacré aux différents résultats obtenus & ce jour dans la classe
des graphes excellents par rapport a quelques parametres de domination, plus précisément
aux arbres excellents par rapport a la domination, & la domination totale, & la domination

double, et a la domination couplée.

Dans le chapitre 3 aprés un récapitulatif des résultats connus dans le domaine de
la domination localisateur, nous exposons les résultats que nous avons obtenus, et ce,
en collaboration avec M. Blidia. Nous commencons par caractériser les chaines et che-
nilles excellentes par rapport a la domination localisateur, ensuite nous proposons une
caractérisation des arbres excellents par rapport au méme parametre, basée sur l'art de
I’élagage. Nous terminerons par la présentation d’un algotithme de reconnaissance des

arbres excellents par rapport & la domination localisateur, opérant en temps polynimial.

Au niveau du chapitre 4 nous présentons une caractérisation des arbres admettant
un ensemble dominant localisateur minimum unique. Ce résultat obtenu en collaboration
avec M.Blidia, repose sur la construction d’'une famille d’arbres admettant un ensemble
dominant localisateur minimimum unique, laquelle construction est effectuée a partir d’un
ou de deux arbres ayant cette propriété d’unicité d’ensemble dominant localisateur mini-

mum.

Le chapitre 5 est consacré a 1’étude des relations d’ordre entre les parameétres de
domination loclisateur, de 2-domination, et de stablilité, et nous y présentons une carac-

térisation des arbres vérifiant les égalités entre ces parameétres.
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CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES GRAPHES

La premiére partie de ce chapitre est consacrée aux définitions de base de la théorie des
graphes. Nous définirons les notions propres a un chapitre donné au niveau de celui-
ci. Dans la seconde partie, nous donnons un apercu de la compléxité algorithmique. La
troisieme partie sera une introduction & la domination dans les graphes, on y présentera
aussi quelques parametres de domination ainsi que quelques problémes liés au concept de

la domination dans les graphes.

Pour plus de détails concernant la théorie des graphes, nous invitons le lecteur & con-
sulter les ouvrages de C.Berge [1] et de Chartrand et Lesniak [6]. Pour la théorie de la

domination, on pourra se référer aux ouvrages de Haynes et al [18] et [19] .

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphe et sous-graphe

Un graphe G est la donnée d’un couple G = (V, E) ou V est un ensemble fini d’éléments
appelés sommets et I/ un ensemble de paires d’éléments de V' appelés arétes. Le cardinal
de V, appelé ordre de (G, est noté n. Le cardinal de E est noté m. Sin =1 et donc m = 0,
et que le graphe G est sans boucles, GG est dit graphe trivial. Les sommets sont notés par

des lettres minuscules v, u, x, a, b, y,... etc. Les arétes sont notées vu, xy, ab,... etc.

Dans le plan, les sommets d'un graphe sont représentés par des points et ses arétes par

des lignes joignant deux points. La figure 1.1 représente un graphe G.
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Figure 1.1 Un graphe G

Un graphe simple est un graphe sans boucles dans lequel toute paire de sommets est
reliée par au plus une aréte.

Si Paréte uv est un élément de E on dit que:

e Les sommets u et v sont adjacents.

e Les sommets u et v sont voisins.

e Les sommets u et v sont les extrémites de ’aréte uv.

e [aréte uv est incidente aux sommets u et v.

Etant donnés un graphe G = (V, E') et H un sous ensemble de sommets de V', on appelle
sous graphe induit ou (engendré) par H et noté (H) ou G [H], le graphe dont 1’ensemble
des sommets est 'ensemble H, et ’ensemble des arétes le sous ensemble des arétes de F
qui ont leurs extremités dans H. Voir figure 1.2, un graphe G = {v1,vs, v3,v4,v5} et le

sous graphe induit par H = {vy,v3,v4, 05} .

Vi

V3

v, @

Vg4 Vs
Vg Vs
a b

Figure 1.2. (a) un graphe G (b) un sous graphe induit < H >
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Dans tout ce qui suit, nous ne considérerons que des graphes simples et finis.

Un sous-ensemble A de V' est dit est minimal (resp. mazimal) par rapport a une
propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B D A) tel que G [B] le sous graphe
induit par B vérifie la propriété P.

Un sous-ensemble A de V' est dit minimum ou de taille minimale (resp. mazximum ou
de taille mazimale) par rapport & une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C V tel
que G [B] le sous graphe induit par B vérifie la propriété P, et tel que |A| > |B]| (resp.
|B| > |A|) ou |A| désigne le cardinal de ’ensemble A, c’est-a-dire le nombre d’éléments de

’ensemble A.

1.1.2 Voisinages et degré d’un sommet

Etant donnés un graphe G = (V, E) et v un sommet de V, on définit le voisinage ouvert
(resp. le voisinage fermé) de v par Iensemble Ng(v) = {u € V | wv € E} (resp. par
I'ensemble Ng[v] = Ng(v) U {v}). Sl n’y a aucun risque de confusion, les voisinages
ouvert et fermé d’un sommet v seront notés simplement par N(v) et N[v] au lieu de Ng(v)
et N [v] respectivement. L’ensemble Ng(S) = (J,cq Na(v) (resp. Ng[S] = Ne(S) U S)
définit le voisinage ouvert (resp. fermé) d’un sous-ensemble S. De méme, nous utiliserons

les notations N(S) et N [S] au lieu de Ng(S) et Ng[S] respectivement.

Le degré d’'un sommet v de V(G), noté degq(v), est égal au cardinal de son voisinage
ouvert N(v). Un sommet de degré nul est dit un sommet isolé et un sommet de degré égal
a un est dit un sommet pendant. Un sommet adjacent & au moins un sommet pendant
est appelé un sommet support. On note par A(G) et 6(G) le degré mazimum et minimum
dans G respectivement. S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira deg(v), A et § pour

désigner respectivement deg(v), A(G) et §(G).

Le voisinage privé d'un sommet v de V(G) par rapport a un ensemble S C V est
I’ensemble des sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans S. Cet

ensemble noté pn [v, S] est défini par: pn [v,S] ={u: N[u]NS = {v}}
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1.1.3 Chaines et cycles

Une chaine C d’un graphe G = (V, E) est une séquence [vy, v, ...., V] de sommets de V'
distincts tels que pour tout indice i € {1,...,k — 1}, v;0,41 est une aréte de E, si de plus
V10 est une aréte de E, alors [vy, vg, ...., vg] est appelé un cycle. Pour simplifier les nota-
tions, la chaine [vq, vy, ..., Ug] sera notée vy, ve, ..., Ug_1, V. Lies sommets vq, vy sont appelés
les extremités de la chaine, les sommets vs, ..., vx_1 sont appelés sommets intermédiaires

de la chaine.

La distance entre deux sommets u et v notée d(u, v) représente le nombre d’arétes d’une
plus courte chaine reliant les sommets u et v. Le diamétre du graphe G, noté Diam(G),

est defini par Diam(v) = Ma‘%:(d(u, v)).
u,ve

Une corde est une aréte qui relie deux sommets non consécutifs dans une chaine ou

dans un cycle.

Une chaine (resp. cycle) sans cordes est dite (resp. dit) induite (resp. induit). La
longueur d’une chaine (resp. d’un cycle) est égale au nombre d’arétes qui séparent (ou
relient) ses extremités. Donc la longueur de la chaine vy, vg, ...., v est egale & k — 1. Une

chaine induite par k£ sommets est notée Py. Voir figure 1.3 une chaine d’ordre 5.

Figure 1.3. Une chaine P;

Un graphe G est dit conneze si pour chaque paire de sommets v et u de V, il existe une
chaine reliant les sommets v et u. Une composante connere d’un graphe est un sous-graphe

maximal connexe.

1.1.4 Quelques graphes

Un graphe G est dit complet si toute paire de sommets de G est reliéé par exactement une

aréte. On note K, le graphe complet d’ordre n. Voir figurel.4 le graphe complet K,
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Figure 1.4. Un graphe complet d’ordre 4, K4

Un graphe G = (V, E), ou G = (V1, V5, E) est dit graphe biparti si ’ensemble de ses
sommets peut étre partitionné en deux sous ensembles V; et V5 tels que deux sommets
d’un méme sous ensemble ne soient jamais adjacents. Si de plus tout sommet de V; est
adjacent & un sommet de V5 alors G sera dit un graphe biparti complet. Voir figure 1.5 le

graphe biparti complet Kj 3.

Figure 1.5. Un graphe biparti K 3

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un arbre comporte exactement (n — 1)

arétes, il est habituellement noté 7.

La couronne G = H o Ky d'un graphe H est le graphe obtenu d’une copie de H dans
laquelle on attache un sommet pendant a chaque sommet de H. Il est évident que ’ordre
de G est égal & 2|H| (|H| désigne le nombre d’éléments de H). Un graphe G o K est
illustré par la figure 1.6.
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(@ (b)

Figure 1.6. (a) un graphe G (b) la couronne de G.

L’etoile notée Sp p est le graphe biparti complet G = (V1, Va2, E) vérifiant [Vi| =1 et
|Va| = p. L’étoile Sy, est representée par la figure 1.7.

Figure 1.7. L’étoile S,

L ¢étoile double, notée S, 4, p = 2, ¢ = 2est le graphe obtenu en reliant par une aréte
le sommet non pendant de ’étoile S, , au sommet non pendant de ’étoile S ,. Voir figure

1.8 I'étoile double S, ,.

Figure 1.8. L’toile double .S, ,

L ¢étoile subdivisée S5, est le graphe obtenu en subdivisant tout sommet pendant de

I’étoile S, par une aréte. Voir figure 1.9 I'etoile subdivisée S'S,,.
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Figure 1.9 L’étoile subdivisée S.S,

1.1.5 Quelques paramétres structurels d’un graphe

Un stable ou (ensemble indépendant) d'un graphe G = (V, E') est un sous ensemble S de
sommets de V' tel que le sous graphe induit par S, a savoir (S) , est un graphe sans arétes.

La cardinalité minimum (resp. maximum) d’un stable maximal de G est notée i (G) (resp.

B(G))-

Une cliqgue d'un graphe G = (V, E) est un sous ensemble K de sommets de V' tel que
le sous graphe induit par K, a savoir (K), est un graphe complet. Voir figure 1.10, un

graphe G contenant deux cliques d’ordre 3.

Figure 1.10. Un graphe G contenant deux cliques d’ordre 3.

Un couplage d'un graphe G = (V, E) est un sous ensemble E’ de E constitué des arétes
de F qui sont deux & deux non incidentes. Si de plus tout sommet v de V' est incident a

une aréte de E’, le couplage E’ sera dit un couplage parfait.
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1.2 Complexité algoritmique

Un algorithme de résolution d’un probléme (P) donné est une procédure décompos-
able en opérations élémentaires telles la comparaison, 'affectation, les quatre opéra-
tions usuelles,... etc, transformant une chaine de caractéres représentant les données de
n’importe quel exemple ou instance du probléme (P) en une chaine de caractéres représen-

tant les résultats de (P).

La performance d’un algorithme est généralement mesurée selon la relation existante
entre la taille de ’exemple traité (exprimée en termes du nombre n de caractéres nécessaires
pour le codage des données) et le temps d’éxecution (exprimé en termes du nombre f(n)
d’opérations élémentaires). Le codage des données est tel que I’encombrement mémoire
nécessaire pour stocker un nombre positif N, est égal au plus petit entier supérieur ou égal

a logy(N +1).

Un algorithme est dit efficace, ou encore polynomial, si le nombre total d’opérations
f (n), nécessaires pour la résolution d’un exemple de taille n, est borné par un polynéme
en la taille du probléme. Autrement dit, s’il existe deux constantes C' et k telles que

f(n) = Cnk. Un tel algorithme est de complexité O(n*).

Un probléme est dit polynomial ou appartenant a la classe P (problémes déterministes
polynomiaux) s'il existe un algorithme polynomial (ou efficace) pour le résoudre. Les

problémes de la classe P sont dits "faciles".

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste & chercher une meilleure solution

parmi un ensemble fini de solutions réalisables.

Un probléme de décision ou de reconnaissance est un probléme dont la réponse attendue
ne peut étre que oui ou non. A chaque probléme d’optimisation combinatoire, on peut

associer un probléme de reconnaissance.

Un probléme de décision est dit dans NP (problémes non déterministes polynomiaux)
(resp. CO-NP) si dans le cas ou la réponse est affirmative (resp. négative), on peut

produire un certificat qui permet de vérifier en temps polynomial la réponse donnée.
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Etant donné que les algorithmes efficaces sont des algorithmes non déterministes, il est
clair que P C NP. Mais la classe NP contient des problémes pour lesquels on ne connait pas

d’algorithme polynomial de résolution. La conjecture PANP demeure cependant ouverte.

On dit qu'un probléme (P;) se réduit en temps polynomial & un probléme (P,), s'il
existe un algorithme pour (P;) qui fait appel & un algorithme de résolution de (P,) et
si cet algorithme de résolution de (P;) est polynomial lorsque la résolution de (P,) est

comptabilisée comme une opération élémentaire.

Un probléme de décision dans NP est dit NP-complet si tout probléme de la classe
NP peut lui étre réduit en temps polynomial. Ainsi, s’il existe un algorithme polynomial
permettant de résoudre un probléme NP-complet, il existerait un algorithme polynomial

pour tous les problémes de la classe NP. Les probléemes NP complets sont dits "difficiles".

Les probléemes NP-durs sont des problémes au moins aussi difficiles que les problémes
NP-complets et, tout probléme d’optimisation combinatoire dont le probléme de recon-

naissance est NP-complet est NP-dur.

1.3 Introduction a la domination dans les graphes et parameétres de

domination

1.3.1 Apergu sur la domination

Nous commencons par donner la définition d’un ensemble dominant:

Définition 1.1. Soit G = (V, E) un graphe, S un sous ensemble de sommets de V est
appelé un ensemble dominant de G si tout sommet v de V — S est adjacent & (ou dom-
iné par) au moins un sommet de S. La cardinalité minimale (respectivement mazximale)
d’un ensemble dominant minimal de G, notée v(G), (respectivement I'(G) ), est appelée le
nombre de dominatoin inférieur (respectivement supérieur) de G. Un ensemble dominant

de G de cardinalité v (G) est appelé un v (G)-ensemble.


SMS
e

SMS
e
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Il existe dans la littérature d’autres définitions d’un ensemble dominant dont les suiv-

antes:

e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V'

IN[o]N S| > 1.

e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si pour tout sommet v de V —.5,

Nw)nS) # @.
e Un ensemble S C V est un ensemble dominant de G si N [S] = U,esN [v] = V.

Le congept de domination trouve son origine dans le "Probléme des Cing Reines", lequel
probléme consiste en la détérmination du nombre minimum de reines pouvant attaquer ou
(dominer) toutes les cases d’un échiquier standard 8 x 8. En effet, sachant que les régles
du jeu d’echecs font qu’'une reine, peut en un seul mouvement se déplacer d’'une case a
une autre de I’échiquier et ce, soit horizontalement ou verticalement ou en diagonale, on

désire déterminer le nombre minimum de reines qu’il faudrait pour pouvoir dominer (ou

couvrir) toutes les cases d'un échiquier de 64 cases. Voir figure 1.11 un échiquier 8 x 8.

Figure 1.11. L’échiquier 8 x 8
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Dans la figure 1.11, nous observons qu’une reine peut se déplacer vers toutes les cases de
I’échiquier qui sont marquées d’'un"X" et que, six reines peuvent dominer toutes les cases
de ’échiquier 8 x 8. En fait, le nombre minimum de reines nécéssaires pour dominer toutes

les cases de I’échiquier 8 x 8 est cing.

On notera qu’au X1X®™me siécle, les échéphiles européens considérérent le probléme
consistant a déterminer le nombre minimum de reines qui pourraient étre placées sur un
échiquier n X n de telle maniére que toutes les cases de ’échiquier puissent étre dominées

par I'une des reines.

Le probléme de la domination des cases d’un échiquier par une piéce quelconque du
jeu peut étre percu comme un probléme de domination des sommets d'un graphe. En
effet, il suffit de considérer le graphe dont I’ensemble des sommets V' représente les cases
de I’échiquier et tel que deux sommets u et v de V' sont adjacents si la piece considérée
peut en un seul mouvement se deplacer de I'une vers 'autre des deux cases représentées
par les sommets u et v. L’étude mathématique des ensembles dominants a débuté a la fin
des années 50 bien que en 1862 dans [26], Jaenish ait deja étudié le probléme des reines

dans un jeu d’echecs.

En 1958 dans [2] C.Berge donna une formulation de la domination dans les graphes
orientés, et appela le nombre de domination le nombre de stabilité. En 1962, dans [31]
Ore utilisa les termes "ensemble dominant" et "nombre de domination". En 1977 dans
[9] Cocayne et Hedetniemi publiérent un article dans lequel ils recapitulérent tous les
résultats ayant trait a la domination. Depuis le domaine de la domination s’est enrichi de
nombreuses publications et références dont plus de 950 figurent dans le livre de Haynes et
al [18]. On notera aussi un numéro de Discrete Maths [23] qui a été entiérement consacré

a la domination.

L’idée d’introduire une condition supplémentaire sur les sommets d’un ensemble domi-
nant, donna naissance a de nouveaux parametres de domination. Nous expliciterons cette

notion dans le paragraphe suivant.
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1.3.2 Paramétres de domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et S un ensemble dominant de G, on peut définir
différents types de domination. A titre d’exemple, on peut citer la domination clique
qui impose que le sous graphe induit par tout ensemble dominant de G soit une clique
dans G. Le nombre de domination clique, noté v, (G), est égal a la cardinalité minimale

d’un ensemble dominant clique de G.

Nous définissons ci-dessous les types de domination dont il sera question dans ce mé-

moire, et nous explicitons quelques uns par des exemples concrets.

La domination stable: Un sous ensemble S de V est dit ensemble stable (ou in-
dépendant) de G si le sous graphe induit (S) ne contient pas d’arétes. Le nombre de
domination stable, noté i (G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble stable mazx-
imal de G. La cardinalité mazximale d’un ensemble stable maximal de G, notée B(G),

désigne le nombre de stabilité de G.

La domination totale: La domination totale a été introduite par Cockayne, Daves,
et Hedetniemi dans [10].

Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant total de G si tout sommet de V
posséde au moins un voisin dans S, autrement dit, si le sous graphe induit par S, (S) ne
contient pas de sommets isolés. Le nombre de domination totale, noté v, (G), désigne la

cardinalité minimale d’un ensemble dominant total de G.

Considérons un groupe d’individus. On veut sélectionner parmi ce groupe un comité
restreint tel que, toute personne du groupe ait des affinités avec au moins un membre de
ce comité. Si nous modélisons ce probléme par un graphe G' dont ’ensemble des sommets
représente le groupe d’individus et, deux sommets sont adjacents s’il y a affinités entre
les personnes représentées. Alors le comité restreint sélectionné est un dominant total du

graphe G.

La domination couplée: La domination couplée a été introduite par Haynes et

Slater dans [22].
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Un sous ensemble S de V est dit ensemble dominant couplé de G si S est un dominant
de G et si le sous graphe induit par S, (S) admet un couplage parfait. Le nombre de
domination couplée, noté ,, (G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble dominant

couplé.

Considérons un village au sein duquel on veut placer un groupe de vigiles tel qu’un vigile
assure la protection de ses voisins tout en s’assurant lui méme une protection mutuelle
avec un collegue. Le plus petit groupe de vigiles représente un ensemble dominant couplé

minimum du graphe représentatif des habitants du village.

La domination double: On notera que le concept de la domination double a été

intrduit par Harary et Haynes dans [21].

Un sous ensemble S de V' est dit ensemble dominant double de G si tout sommet de V
est dominé par au moins deux sommets de S, autrement dit, si v est un sommet de V — 5
alors v posséde au moins deux voisins dans S et si v est un sommet de S alors v admet
au moins un voisin dans S. Le nombre de domination double, noté v, (G), designe la

cardinalité minimale d’un ensemble dominant double de G.

Si nous reprenons ’exemple précédent, en spécifiant que tout villageois soit protégé par
au moins deux vigiles et que chaque vigile soit lui méme protégé par un de ses collegues,
alors le plus petit groupe constitué est un ensemble dominant double minimum du graphe

représentatif des habitants du village.

La 2-domination: Le concept de la k—domination a été introduite par Fink et Ja-

cobson dans [15].

Un sous ensemble S de V' est dit ensemble 2-dominant de G si tout sommet de V — S
est dominé par au moins deur sommets de S (c-a-d : |[Ng(v)NS| > 2 Vv € V- 5).
Le nombre de 2-domination, noté v, (G), designe la cardinalité minimale d’un ensemble

2-dominant de G.

La domination localisatrice: La notion d’ensemble dominant localisateur a été

introduite par P.J. Slater dans [33]
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Un sous ensemble S de V' est dit dominant localisateur de G si S est un ensemble
dominant de G et, si de plus, pour toute paire de sommets u, v de V. — S, N(v) NS
# N(u) NS. Le nombre de domination localisateur, noté ~.(G), désigne la cardinalité

minimale d’un ensemble dominant localisateur de G.

1.3.3 Problémes étudiés

1) Trouver des bornes supérieures et inférieures pour ces différents parameétres de domi-
nation (leur valeur exacte n’étant pas connue en général). Ces bornes sont des fonctions

de n, A(G) ou d (G), et caracteriser les graphes pour lesquels ces bornes sont atteintes.

2) Determiner des relations entre deux ou plusieurs parameétres de domination telles

que la chaine d’inégalités suivante v (G) <i(G) < 5 (G) <T'(G).

3) Caracteriser les graphes pour lesquels on a égalité entre deux parameétres de domi-

nation.

4) Trouver pour certaines classes de graphes tels que les graphes bipartis, les cactus ou
les arbres, des algorithmes polynomiaux pour la détermination de la valeur exacte d’un

parameétre de domination (il faut signaler que ce probléme est N P complet en général).

5) Trouver pour un paramétre donné y (G) des relations entre y (G) et 1 (G) du type
Nordauss Gaddum; autrement dit, trouver deux fonctions fi(n,A,d) et fa2(n, A,0)

telles que 1 (G) + 1 (G) < fi1(n, A, 6) et u(G) x pu (G) < fa(n, A, 6).
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CHAPITRE 2

LES GRAPHES p~-EXCELLENTS

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats obtenus dans la classe des graphes
pu-excellents relativement & quelques parametres de domination, tels la domination sans
condition, la domination totale, la domination double, et la domination couplée. Vu que
I’étude de la classe des graphes p-excellents s’avere difficile, ces résultats intéressent des

graphes dont la structure est simple, tels que les arbres.
Nous définissons d’abord la notion de graphe p-excellent.

Définition 2.1. Etant donnés un graphe G = (V, E) et un paramétre u(G) On dit qu’un
sommet v de V' est u-bon s’il est contenu dans au moins un p(G)-ensemble, et qu’il est
p-mauvais sinon. Si pg (resp. pb) désigne le nombre de sommets de V' qui sont p-bons

(resp. p-mauvais) alors le graphe G est dit:

p-excellent si tout sommet de V' est p-bon, en d’autres termes si ub =0
e s-recommandable (ou p-acceptable) si pg > pb > 1

e L-juste ou (u-équitable) si pug = ub

e s-pauvre ou (p-indésirable) si 0 < pg < ub

Ce concept a été introduit par Fricke et al dans [16], ou ils ont posé le probléme de la

caractérisation des graphes p-excellents pour un parameétre u (G) tel, u (G) = i(G), 7(G)
ou g (G).

A titre d’exemple, il est aisé de voir que les graphes bipartis complets, les cycles ainsi
que les couronnes de graphes GG o K sont des graphes y-excellents. Les étoiles subdivisées
SS, sont des graphes ~-recommandables. Les étoiles S}, et les doubles étoiles S, , sont

des graphes y-indesirables. La figure 2.1 montre un graphe ~-juste.
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FicUrEe 2.1. Un graphe y—juste

2.1 Les arbres y-excellents

Avant de présenter les arbres y-excellents, nous donnons quelques résultats concernant les
graphes 7y-excellents d’une maniére générale. On rappelle qu'un graphe G = (V, E) est
v-excellent si tout sommet de V' appartient & un 7 (G)-ensemble. Dans [31], Ore a donné
une conditon néssecaire et suffisante pour qu’un ensemble dominant soit un dominant

minimal.

Théoréme 2.2. [31] Un ensemble dominant est minimal si et seulement si pour chaque

sommet v € S, une des deux conditions suivantes est satisfaite:
1. v est un sommet isolé dans (S) .

2. 1l existe un sommet u € V — S pour lequel N (u) NS = {v}.

Dans [16], Fricke donne les remarques et propositions suivantes:

Remarque 2.3. [16/ Pour tout graphe G tel que G # K, tout sommet support de G

est y-bon et il existe un v (G)-ensemble qui contient tous les sommets support de G.

Remarque 2.4. [16]/ Si G est un graphe y-excellent, alors tout sommet pendant de G est
contenu dans un -y (G)-ensemble, et il n’exite aucun sommet pendant de G qui soit contenu

dans tout v (G)-ensemble.

Notons que si v, un sommet support d’'un graphe G est adjacent a au moins deux
sommets pendants alors compte tenu de la remarque 2.3, aucun des sommets pendants de

G n’appartient & un v (G)-ensemble, d’ou la remarque suivante:
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Remarque 2.5. [16] Si G est un graphe y-excellent, alors tout sommet support de G

n’est adjacent qu’a un seul sommet pendant.
Proposition 2.6. [16]/ Tout graphe est un sous graphe induit d’un graphe ~y-excellent.

En effet, considérons un graphe H quelconque et, soit G = H o K; la couronne du
graphe H. Comme tout sommet de V' (H) est un sommet support dans G, alors V (H) est
un 7 (G)-ensemble et 'ensemble des sommets pendants de G est aussi un 7 (G)-ensemble.
Donc, tout sommet de V (G) est un sommet y-bon, d’ott G est un graphe 7y-excellent et
donc H est un sous graphe induit d’un graphe y-excellent. Comme conséquence, il s’ensuit

la remarque suivante:

Remarque 2.7. [16] Il n'existe pas de caractérisation des graphes y-excellents en terme

de sous graphes induits interdits.

2.1.1 Caractérisation descriptive des arbres y-excellents

Dans [16], Fricke et al ont donné une caractérisation descriptive des arbres -y-excellents.
On définit par C la famille des couronnes d’étoiles et des couronnes de doubles étoiles.

Voir figure 2.2, la famille des couronnes d’étoiles et des couronnes de doubles étoiles.

Figure 2.2. La famille des couronnes d’étoiles et des couronnes de doubles étoiles

Comme la couronne G o K7 de tout graphe G est vy-excellente, dans [16], Fricke et al

ont montré que tous les arbres T' v-excellents avec diam(T") < 5, sont des couronnes.
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Théoréme 2.8. [16/ Un arbre non trivial T avec diam (T') < 5 est y-excellent si et
seulement si T € C.
Corollaire 2.9. [16] SiT est un arbre y-excellent et T ¢ C, alors diam (T') > 6.

Il est clair que, la couronne P; o K; qui est y-excellente atteint cette borne, mais les
couronnes ne sont pas les seuls graphes excellents atteignant cette borne inférieure, parmi
les graphes excellents atteignant cette borne nous pouvons citer la famille des étoiles

subdivisées.

2.1.2 Construction d’une classe d’arbres y-excellents

Dans [16], Fricke et al ont "construit" une classe d’arbres ~y-excellents, c’est & dire qu’en
partant de deux arbres y-excellents d’ordre au moins 4, et en opérant sur ces deux arbres
une "construction" qu’on définira plus loin, ils produisent une famille d’arbres y-excellents.

Cette construction est fondée sur le lemme suivant:

Lemme 2.10. [16] Si T est un arbre y-excellent d’ordre n > 4 alors, il existe un v (T)-

ensemble S tel que S n’est pas un ensemble indépendant dans T.

Nous définissons a présent la "construction" des arbres, notée A, développée dans [16],

obtenus aprés les étapes suivantes:

1. Soient T} et T, deux arbres vy-excellents d’ordre au moins 4 et soient S,un vy (77)-
ensemble et Sy un v (73)-ensemble tels que Sy (resp. Se) n’est pas un ensemble indépendant
de T} (resp. de T3). Soient u un sommet non isolé dans (Si), le sous graphe induit par S,

et v un sommet non isolé dans (S3) le sous graphe induit par Ss.

2. Soit T I’arbre obtenu & partir des deux arbres T; et T5 en reliant le sommet u de

S au sommet v de Sy par l'aréte uv alors, il s’ensuit la proposition suivante:

Proposition 2.11. [16/ L’arbre obtenu par la construction A est un arbre y-excellent.
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2.1.3 Une caractérisation des arbres y-excellents

Nous présentons dans ce paragraphe une caractérisation des arbres y-excellents basée sur

la détermination des sommets contenus dans tout ou dans aucun ~-ensemble d’un arbre.

1— Les sommets contenus dans tout ou dans aucun y-ensemble d’un arbre

Dans [30], Mynhardt a défini les sommets contenus dans tout ou dans aucun y-ensemble
d’un arbre T', ce qui permet une caractérisation des arbres y-excellents du fait qu'un arbre
T est v-excellent si et seulement si ’ensemble de ses sommets qui n’appartiennent a aucun

v (T')-ensemble est un ensemble vide.
Pour un arbre T, on définit les ensembles A(T) et N(T) par:

Définition 2.12. [30] A(T) = {v €V | v est dans tout v(T')-ensemble}
N(T)={v eV |v nest dans aucun vy(T)-ensemble} .

Afin de faciliter la représentation, nous utiliserons souvent des arbres enracinés. On
définit un arbre enraciné en un sommet r comme un arbre pendu par r, c’est & dire une
arborescence de racine r (arbre orienté) ou l'orientation est implicite, c’est a dire que les
sommets sont classés par niveaux suivant leur distance par rapport au sommet racine 7.
On définit le sommet parent p(v) d’un sommet v comme étant le sommet de niveau plus
haut que v et adjacent & v. Le sommet u est un sommet fils de v si p(u) = v. Un sommet
fils n’a qu'un seul parent mais un parent peut avoir plusieurs fils. Un sommet v est un
descendant de v §’il est situé sur un niveau inférieur a celui de v, et s’il existe une chaine
(allant d’un niveau a un niveau plus bas) reliant v et u. On note pour un sommet w d’un

arbre enraciné T :

C(w)={u € V | u est un sommet fils de w},

D(w) ={u € V | u est un sommet descendant de w},
Dw] = D(w) U {w}, et

T, =Dw NT.
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On note par L(T') Pensemble des sommets pendants de 7" et par S(7") ’ensemble de
ses sommets supports. Un sommet de degré au moins trois est dit sommet branche et on
note par B(T') 'ensemble des sommets branches de 7'. Une chaine P dans T" est dite une
v — L chaine, si elle joint le sommet v & un sommet pendant de 7. On note la longueur de

P par [(P) et pour j = 0,1 et 2, on définit:

CI(v) = {u € C(v) : T, contient une u — L chaine P avec [(P) = j (mod 3)}.

Pour un arbre T enraciné en un sommet v (T = T,) dans lequel deg,(u) < 2 Yu €

V(T) — {v}, les ensembles A(T) et N(T') sont caractérisés par le théoréme suivant:

Théoréme 2.13. [30] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degp(u) < 2

Vu € V(T) — {v}, alors:
o v e N(T) si et seulement si C°(v) = 0 et C(v) # 0.

o v e A(T) si et seulement si |C°(v)] > 2.

2— Processus d’élagage d’un arbre par rapport a la domination [30]:

Nous décrivons maintenant une technique appelée élagage d’un arbre (en anglais, tree
pruning) qui permet de caractériser les ensembles A(T") et N (T') pour un arbre T quel-

conque.

Pour tout sommet u d’un arbre enraciné 7', I’ensemble de toutes les u — L chaines dans

T, est noté I1(u). Pour j = 0,1, 2, on définit

V() = {P € I(u) : {(P) = j(mod3)}.

L’¢lagage de T est effectué par rapport au sommet racine. Supposons que 7" est enraciné
env (T =1T,). Soit u le sommet branche & distance maximum de v (notons que |C'(u)| > 2

et degp(z) < 2 pour tout x € D(u)).

Pour tout w € C(u), une priorité est assignée a w ou a la chaine P € II(w), ou
w® € C%u) et P € TI°(u) ont une priorité supérieure a celle de w' € C*(u) et P* € II*(u)

qui ont encore une priorité supérieure & celle de w? € C%(u) et P? € 11%(u).
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Soit z le fils de u ayant la plus grande priorité. Pour tout w € C(u) — {z}, effacer
D [w] . Cette étape de ’élagage, ot tous les fils de u excepté un seul, sont effacés avec leurs
descendants pour donner un arbre dans lequel lesommet u est de degré 2, est appelé un
¢élagage de T, en u. Ce processus est répété jusqu’a l’obtention d’un arbre T, dans lequel
deg(u) < 2 Vu € V(T,) — {v}. (T, est arbre élagué obtenu a partir de T,). Afin de

_j ,
simplifier les notations, on écrit C" (v) au lieu de C'KT (v).

Nous énoncgons a présent les résultats qui illustrent 'efficacité du procéssus d’élagage
& savoir que ce procéssus conserve la propriété d’appartenance ou de non appartenance

d’un sommet v de T" & un +y (T")-ensemble.

Théoréme 2.14. [30] Soit un arbre T enraciné en un sommet v et soit T, larbre élagué
obtenu & partir de T. Pour tout y-ensemble X de T, il existe un y-ensemble X de T tel
que v € X si et seulement si v € X. Réciproquement, pour tout y-ensemble X de T, il

existe un y-ensemble X de T, tel que v € X si et seulement si v € X.

Corollaire 2.15. [30] Pour tout arbre T et tout sommet v de T,
_0
o v e A(T) si et seulement si ‘C’ (v)‘ > 2.

e v e N(T) si et seulement si C’O(v) 0 et C’l(v) # 0.

Ayant caractérisé Pensemble N (T') des sommets de T' qui n’appartiennent a aucun
v (T")-ensemble pour tout arbre 7', nous en déduisons le corollaire suivant qui donne une

caractérisation des arbres y-excellents.

Corollaire 2.16. Un arbre T est y-excellent si et seulement si pour tout sommet v de T,

C‘O(v) # 0 ou Cl(v) =0.

2.2 Les arbres i-excellents

2.2.1 Une caractérisation constructive des arbres i-excellents

Un arbre T est dit i-excellent si tout sommet de 7" appartient & au moins un i(7")-ensemble.
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Avant de passer a la caractérisation des arbres i-excellents, nous présentons un résultat
obtenu par Fricke et al dans [16], au niveau duquel il est prouvé que tout arbre y-excellent

est un arbre i-excellent.

Théoréme 2.17. [16] Si T est un arbre y-excellent, alors v(T) = i(T) et T est un arbre

i-excellent.

Notons que la réciproque de ce théoréme n’est pas vraie, a savoir qu'un arbre i-excellent
n’est pas nécessairement ~y-excellent. En effet, prenons par exemple la double étoile S, ,
avec p > 2, S,, est i-excellente mais elle n’est pas y-excellente. Notons aussi que le
théoréme précédent ne peut étre étendu aux graphes bipartis complets. En effet, le graphe
biparti complet K, avec p > 3, est y-excellent et i-excellent.

Mais v(K,,) = 2 # i(K,,) = p, et pour 3 < p < ¢, K, est y-excellent mais non
i-excellent et de plus v(K,,) =2 # i(K,4) = D-

Dans [24] Haynes et Henning ont établi une caractérisation des arbres i-excellents en
construisant la famille 7 des arbres i-excellents et ce en effectuant de maniére récursive

les deux opérations définies ci-dessous:

La famille Z : Soit 7 la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus a partir de la
séquence d’arbres T1,...,7; (j > 1) tels que T; est une double étoile S,, avec p > 1 et
T =T etsij>2 T, peut étre obtenu récursivement a partir de 7; pour i = 1,...5 — 1

a l'aide de I'une des deux opérations Z; et Z, definies comme suit:

Le statut d’un sommet v, noté sta(v), peut étre A ou B. Initialement, sta(v)= A
siv € S(Th) (S(T1) est 'ensemble des sommets support de 77) et sta(v)= B pour tout
sommet pendant de 7;. Une fois qu’un statut est attribué a un sommet, ce statut demeure

inchangé au cours des opérations de construction de I’arbre T

Opération 7;: T;; est obtenu a partir de 7} en ajoutant une étoile Sy, (t > 1) de
centre w, une aréte wy ou y € V(T;) et sta(y) = A et t — 1 sommets pendants adjacents

a y. Poser sta(w) = A et sta(v) = B pour tout nouveau sommet pendant v.
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Opération Z,: T, est obtenu a partir de 7; en ajoutant une double étoile S; ;11 et
laréte wy ot w est le sommet de S;;41 qui est adjacent & ¢ > 0 sommets pendants et
y € V(T;) avec sta(y) = B. Poser sta(v) = A si v € S(Sti41) U {w} et sta(v) = B pour

chaque nouveau sommet pendant ajouté a T;.

Il s’ensuit de cette construction le théoréme qui donne une caractérisation des arbres

1-excellents:

Théoréme 2.18. [2/] Un arbre T est i-excellent si et seulement si T € {K1, K2} ou bien
Tel

2.3 Les arbres ~,-excellents

On rappelle qu'un graphe G = (V| E) est 7,-excellent si tout sommet de V' appartient a
un v, (G)-ensemble. Partant de cette définition on peut voir que tout graphe complet est
v,-excellent. Il en est de méme pour tous les cycles ainsi que pour tous les graphes bipartis

complets K, , et ce quels que soient p > 1 et ¢ > 1.

Nous présentons a présent quelques remarques et propositions concernant les graphes
v,-excellents d’une maniére générale, ensuite nous nous intéresserons a une classe partic-

uliére de graphes 7,-excellents que sont les arbres.

Remarque 2.19. [14] Tout sommet support d’un graphe G doit appartenir a tout ~, (G)-

ensemble.
Proposition 2.20. [1/] Tout graphe H est un sous graphe induit d’un graphe ~y,-excellent.

En effet, soit H un graphe. Considérons G = H o K3 la 2-couronne de H, (la 2-
couronne d'un graphe H étant le graphe obtenu a partir d’'une copie de H dans laquelle
tout sommmet de H est relié par une aréte & un sommet d'un K3). D’aprés 'observation
2.19, tout sommet support de G doit appartenir & tout 7, (G)-ensemble et il doit aussi

avoir au moins un voisin dans tout v, (G)-ensemble.
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Ce qui permet d’affirmer que les ensembles S (G) U L (G) et S(G) UV (H) sont des
v, (G)-ensembles, sachant que S (G) (resp.L (G)) désigne 'ensemble des sommmets sup-

port (resp. 'ensemble des sommets pendants) de G.

Dans la figure 2.3, on peut voir la chaine Py et la 2-couronne P, o K5 de la chaine P;.

® ® ® ®

® o ® ®

® ® ® o ® ® ® ®
P, 2- couronned'uneP,

Figure 2.3 La chaine P et la 2—couronne de Py

Suite & cette proposition Dauterman a déduit le corollaire ci-aprés:

Corollaire 2.21. [14] Il n’existe pas de caractérisation des graphes ~y,-excellents en terme

de sous graphes induits interdits.

Dans [14] Dauterman a montré une propositon concernant les chaines v,-excellentes.

Proposition 2.22. [1/] Toute chaine P, avec n =3 oun = 2 (mod4) est y,-excellente.

2.3.1 Une caracterisation constructive des arbres 7,-excellents

Dans [25], Henning a donné une caractérisation construtive des arbres ~,-excellents. Avant

de présenter cette caractérisation, nous présentons la famille D des arbres 7,-excellents.

La famille D: Soit D la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus a partir de la
séquence d’arbres 171, ...,T; (j > 1) tels que 77 est une étoile Sy,, r > 1 et T' =T} et si
j > 2, T;41 peut étre obtenu récursivement a partir de 7; pour i = 1, ..., — 1 a 'aide de

I'une des quatre opérations Dy, Dy, D3 et D, définies ci-dessous.
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Le statut d’un sommet v, noté sta(v), peut étre A, B ou C. Initialement, si 7} = Ko,
alors sta(v) = A pour tout sommet v de T} et si Ty = K, avec r > 2, alors sta(v) = A
pour le sommet central de T}, sta(v) = B pour tout sommet pendant de 77 excepté pour
un seul auquel le statut C' est attribué. Une fois qu’un statut est attribué & un sommet,
ce statut demeure inchangé au cours de la construction de I’arbre 7" sauf pour un sommet

de statut C' qui peut passer au statut A.

Opération D;: T}, est obtenu a partir de T; en ajoutant la chaine u, w’, w, z et 'aréte

uy ou y € V(T;) et sta(y) = A. Poser sta(u) = sta(w') = B et sta(w) = sta(z) = A.

Opération Dy: T, est obtenu a partir de 7; en ajoutant une étoile Sy, pour t > 3
de centre w telle que 'aréte uw est subdivisée et en ajoutant aussi 'aréte uy oy € V (T5)
avec sta(y) = A. Poser sta(w) = A, sta(z) = C pour exactement un sommet pendant z

adjacent & w et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a 7.

Opération D5: T;,; est obtenu & partir de 7} en ajoutant la chaine u,w, z et I'aréte
uy ou y € V(T;) et sta(y) = B. Poser sta(u) = B et sta(w) = sta(z) = A. Si le sommet,
y' de statut A adjacent a y est adjacent & un sommet ¢ de statut C' et si 3’ n’est pas un

support fort dans 7', alors on change le statut du sommet ¢ qui passe du statut C' au statut

A.

Opération D,: T, est obtenu a partir de 7; en ajoutant une étoile Sy, pour ¢t > 3
de centre w et 'aréte uy ou y € V(T;) avec sta(y) = B et u est un sommet adjacent & w.
Poser sta(w) = A, sta(z) = C' pour exactement un sommet pendant z (z # u) adjacent a
w et et sta(v) = B pour tout sommet v restant ayant été ajouté a T;. Si le sommet y' de
statut A adjacent a y est adjacent & un sommet ¢ de statut C, et si 3y’ n’est pas un support

fort dans T, alors on change le statut du sommet ¢ qui passe du statut C' au statut A.
Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 2.23. [25] Un arbre non trivial T' est ,-excellent si et seulement si T € D.
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2.3.2 Une autre caractérisation des arbres v,-excellents

Nous présentons dans le paragraphe qui suit une caractérisation des arbres v,-excellents
laquelle caractérisation est basée sur le fait quun arbre 7" est 7,-excellent si et seulement
si 'ensemble de ses sommets qui n’appartiennent a aucun v, (T')-ensemble est un ensemble

vide.
1— Les sommets contenus dans tout ou dans aucun ~v,~-ensemble d’un arbre.

Dans [11], Cockayne, Henning, et Mynhardt, ont caracterisé pour un arbre 7' ’ensemble

de ses sommets qui ne sont contenus dans aucun -, (7)-ensemble.

Avant de donner les résultats dis & Cockayne, Henning, et Mynhardt, nous donnons

d’abord les définitions et notations suivantes:

Définition 2.24. [11] Dans un arbre T, On définit les ensembles A,(T) et Ni(T) par:
A(T) ={v eV |v est dans tout v,(T)-ensemble} .
N(T) ={v eV |v nest dans aucun v,(T)-ensemble} .

Définition 2.25. [11] On définit dans un arbre T' enraciné en un sommet v, les ensembles

suivants:
e L(v) =D(v)NL(T).
o L/(v)={ue€ L) |d(u,v) =j (mod4)} et ce pour j =0,1,2 ou 3.

Pour un arbre T" enraciné en un sommet v dans lequel deg,(u) < 2 Vu € V(T') — {v},

les ensembles A,(T) et N;(T') sont caractérisés par le théoréme suivant:

Théoréme 2.26. [11] Soit T un arbre enraciné en un sommet v avec degp(u) < 2 Vu €

V(T) —{v}, alors:
o v e A(T) si et seulement siv est un sommet support ou bien |L*(v) U L?(v)| > 2.

o v € N(T) si et seulement si L'(v) U L*(v) = 0.
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2— Processus d’élagage d’un arbre par rapport a la domination totale [11]

Nous décrivons a présent le procéssus d’élagage d'un arbre 7' qui permet de caractériser
ses ensembles A;(T) et Ny(T). Etant donné un sommet u € T, on dit qu’on attache une
chaine de longueur ¢ au sommet u si on joint par une aréte le sommet u & un sommet

pendant de la chaine P,.

Soit v un sommet de T qui n’est pas un sommet un support. L’élagage de I’arbre T’
est effectué par rapport au sommet racine. Supposons alors que ’arbre 7' est enraciné en
un sommet v (T' = T,,). Si degy(u) < 2 Vu € V(T,) — {v}, alors T, = T,. Sinon, soit w
un sommet de B(T) a distance maximum du sommet racine v, notons que |C'(w)| > 2 et

degr(z) <2 Vx € D(w).

On applique alors le procéssus d’élagage suivant:

e Si |L*(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 2 a w.

o Si |[LY(w)| > 1, L*(w) = 0 et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de
longueur 2 a w.

o Si |LY(w)| > 1, L*(w) = L3(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur
law.

o Si LY (w) = L?(w) = D et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur
3aw.

e Si L' (w) = L*(w) = |L*(w)| = 0, effacer D(w) et attacher une chaine de longueur 4
aw.

Cette étape du procéssus d’élagage ou tous les descendants du sommet w sont effacés
et ou une chaine de longueur 1, 2, 3 ou 4 est attachée au sommet w pour donner un arbre
dans lequel deg(w) = 2 est appelée 1'élagage de T' en w. On répéte ce processus jusqu'a
ce qu'un arbre T,, verifiant degy(z) < 2 Vo € T, — {v} soit obtenu. Pour simplifier les

notations, nous écrirons L’(v) au lieu de L, (v).
v
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Puisque I'arbre T, vérifie les conditions du théoréme 2.26, le résultat suivant devient

évident:

Théoréme 2.27. [11] Soit v un sommet d’un arbre T, alors:

o ve A(T) si et seulement si v est un sommet support ou |L*(v) U L2(v)| > 2.

e v e Ny(T) si et seulement si L'(v) U L2(v) = @.

2.4 Les arbres v,,-excellents

Un graphe G = (V, E) est dit 7, ,-excellent si tout sommet de V' est contenu dans un
Vo (G) ensemble. Avant d’énoncer les résultats relatifs aux arbres 7, ,-excellents, nous

donnons quelques résultats concernant la domination double d’une maniére générale.

Remarque 2.28. [27] Dans un graphe tout ensemble dominant double contient tous les

sommets support et tous les sommets pendants.

Théoréme 2.29. [21] Tout graphe sans sommets isolés posséde un ensemble dominant

double et donc un nombre de domination double.
Proposition 2.30. /28] Tout graphe est un sous graphe induit d’un graphe -y, -excellent.
Suite & cette proposition Khelifi a déduit le corollaire suivant:

Corollaire 2.31. [28] 1I n’existe pas de caractérisation des graphes -y, ,-excellents en

terme de sous graphes induits interdits.

2.4.1 Caractérisation des chaines v, ,-excellentes

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats relatifs aux chaines et chenilles v, -

excellentes.

Remarque 2.32. [27] Pour toute chaine P, avec n > 2, on a
2n/3 4+ 1 si n = 0(mod 3)

Vxo(Pn) = )
2[n/3] sinon
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Remarque 2.33. [27] La chaine P, avec n = 2(mod3) posséde un dominant double

minimum unique.
Au vu de ces remarques Khelifi a caractérisé les chaines 7y, ,-excellentes.

Proposition 2.34. /28] Une chaine P, est v 4-excellente si et seulement sin = 2 ou

n =0 ou 1(mod 3).

2.4.2 Une caractérisation des arbres v, ,-excellents

Nous présentons a présent une caractérisation des arbres v, ,-excellents due a Blidia, Chel-
lali et Khelifi [28] et [27]. Cette caractérisation est basée sur la détermination de ’ensemble

des sommets n’appartenant a aucun v, ,-ensemble d'un arbre.
1— Les sommets appartenant a tout ou & aucun v, ,-ensemble d’un arbre:
Nous commencons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:

Définition 2.35. /28] Soit T un arbre enraciné en un sommet v, P/(w) est l’ensemble
des sommets u € L(w) tels que d(w,u) = j(mod3) et degrx = 2 pour tout sommet

intermédiaire x de la chaine w —u pour 7 = 0,1 ou 2.

Définition 2.36. [28]/ Dans un arbre T, l'ensemble Ay (T) (resp.Nya (T)) est l'ensemble
des sommets de T qui sont contenus dans tout -y, (T)-ensemble (resp. dans aucun

Vo (T')-ensemble).

Lemme 2.37. [28] et [27] Soient T" un arbre et v un sommet de T, et soit T l'arbre
obtenu a partir de T' en attachant une chaine Py a un sommet pendant u de l'arbre T" avec

v & N lu|, alors:

L 7o (T) = 752 (T") + 2.
2. v € Ay (T) si et seulement si v € Axo (T").

3. v € Nyo (T) si et seulement si v € Ny (T") .
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Définition 2.38. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en un sommet v, on définit
lensemble W* (T,) par:
W*(T,) = {w* € C (v) | |P? (w*)| > 2 et P°(w*)U P! (w*) = &} .

Remarque 2.39. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en v avec |W*(T,) > 2|, et
C ) — W*(v) # @ et soit w* € W*(T,), alors v € Axy(T,) (resp.Ny2(T,)) si et
seulement si v € Ayo(T)) (resp.Nya (T))) ou T, =T, — U T..

ze€W*(Ty)—w*
Remarque 2.40. [28] et [27] Soit T un arbre enraciné en v, soit w* € W*(T,) avec
|P? (w*)| > 3 alors v € Axs (T,) (resp. Nxa(T,)) si et seulement si v € Axo (TV) (resp.
Nya (TV)) ou T est Uarbre obtenu & partir de T, en remplagant D (w*) par une chaine Ps

de centre w*.

Théoréme 2.41. [28] Soit T un arbre enraciné env tel que deg (u) < 2Vu ¢ W* (T)U{v}
alors:
a) v e Ay (T) si et seulement si au moins une des conditions suivantes est vérifiée:
e v est un sommet support dans T.
e v est un sommet pendant dans T.
o |P(v)| >2.
o |P%(v)] > 3.
o |PL(v)|=1c¢et|P°(v)| €{1,2}.
o |PL(v)|=1,W*(T) # @ et P2(v)UP’(v) =0.
o |[PO(v)]=2et|P%(v)] >1.
b) v €Nyo (T) si et seulement si |P? (v)| > 2 et P (v) U P%(v) = @.

2— L’élagage d’un arbre par rapport a la domination double [28] et [27]

Nous décrivons a présent 1’élagage propre a la domination double. Supposons que
I’arbre T est enraciné en un sommet v qui n’est ni un sommet support, ni un sommet
pendant. Si deg(z) < 2 Vo € (V(T) — W*(T,)) — {v}, alors T,, = T,. Sinon, soit u
un sommet de B(T') a distance maximum de v. Notons que |C(u)| > 2 et degp(z) < 2

Vr € D(u).

Appliquer le procéssus d’élagage suivant:
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e Si |P!(u)| > 1, effacer D(u) et attacher une chaine P; (un sommet) a u.

o Si|P%(u)| > 1, |P°u)] > 1 et P'(u) = 0, effacer D(u) et attacher une chaine P; a

u.
o Si |P%(u)| > 2 et P°(u) U P (u) =0, alors

— siu € C(v), effacer D(u) et attacher deux chaines P, a u.
— sid(v,u) =2 et p(u) ¢ B(T), effacer D(u) et attacher une chaine P; a u.
— si d(v,u) # 2 ou bien p(u) € B(T), effacer D [u] .

o Si |P%(u)| > 2 et P'(u) U P?*(u) =0, effacer D(u) et attacher une chaine Ps a u.

Il s’ensuit de tout ce qui a été developpé dans ce paragraphe le théoréme qui donne

une caractérisation des arbres v, ,-excellents.
Théoréme 2.42. [28] et [27] Soit v un sommet d’un arbre T, alors
o v € Ayo(T) si et seulement si v € Axo(T,).

o v € N,o(T) si et seulement si v € Nyo(T,).

Ayant caractérisé 1'ensemble N, o(T) pour un arbre 7' quelconque, alors la caractéri-

sation des arbres 7, ,-excellents est équivalente a ce que cet ensemble soit vide.

Corollaire 2.43. [28] Un arbre T' est y,q-excellent si et seulement si pour tout v € T,

|P2(v)| <1 ou P(v) U P°(v) # 0 dans larbre élagué T,.

2.5 Les graphes v, -excellents

On rappelle quun graphe G = (V, ) est dit 7,,-excellent si tout sommet de V' est con-
tenu dans un v, (G)-ensemble. Avant d’énnoncer les résultats relatifs aux arbres 7,,-
excellents, nous donnons des résultats et définitions concernant les graphes 7,,-excellents

d’une maniére générale.

Proposition 2.44. [28] Tout graphe est un sous graphe induit d’un graphe -, -excellent.



41

Corollaire 2.45. [28] Il n'existe pas de caractérisation des graphes v,,-excellents en

terme de sous graphes induits interdits.

2.5.1 Caractérisation des chaines v, -excellentes

Remarque 2.46. [28] Pour toute chaine, v,, (P,) = 2[7§]| et de plus on a:

®v, (P,)=5% sin=0(mod4)
® Y, (P) =2 sin=1(mod4).
® 7, (P) =2 sin=2(mod4).
® v, (P) =" sin=3(mod4).

Proposition 2.47. /28] Une chaine P, est 7,.-excellente si et seulement sin = 3 ou

n=1 ou2(mod4)

2.5.2 Une caractérisation des arbres 7,,-excellents

1— Les sommets appartenant & tout ou a aucun v, -ensemble d’un arbre

Nous commengons tout d’abord par donner les définitions et résultats suivants:

Définition 2.48. /28] et [29] On définit les ensembles A,.(G) et Ny (G) d’un graphe G

par:

Ay (G) = {v € V | v est dans tout 7,,(G)-ensemble} .
N (G) = {v € V | v n’est dans aucun 7,,.(G)-ensemble } .

Définition 2.49. [28] et [29] Soit T un arbre enraciné. Pour tout sommet v de T, on
définit I’ensemble: L7 (v) = {u € L(v)/ d(u,v) = j (mod4)} et ce pour j =0,1,2 ou 3.

Lemme 2.50. [28] Soient T' un arbre et v € V(T"). Soit v un sommet de T" tel que
N(u') —{v} #0. Soit T l’arbre obtenu de T" en attachant une chaine P, au sommet u'.
Alors:

e ve A, (T") siet seulement si v € Ay, (T).

o v € N, (T) si et seulement si v € N,.(T).
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2— L’élagage d’un arbre par rapport a la domination couplée [28] et [29]

Supposons que l'arbre T est enraciné en un sommet v (7" = T,) (v n’est pas un
sommet support). Si degy(u) < 2 pout tout sommet u € V(T) — {v}, alors T, = T,
Sinon, soit w un sommet de B(T') a distance maximum de v. Notons que |C(w)| > 2 et

deg,(x) < 2; Vx € D(w).

Appliquer le procéssus d’élagage suivant:

Si |L*(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P, a w.

Si |[LY(w)] > 1, et L?(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine P; a w.

Si |L3(w)] > 1, et L' (w) U L?*(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine P a w.

Si L'(w) U L*(w) U L3(w) = 0, effacer D(w) et attacher une chaine P; a w.

Cette étape du procéssus d’élagage ol tous les descendants de w sont effacés et ou
une chaine P;, P, P; ou P, est attachée au sommet w pour donner un arbre dans lequel
deg(w) = 2 est appelée un I'élagage de T' en w. On répéte ce processus jusqu’a ce qu'un

arbre T, avec deg(x) <2 Vx € T, — {v} soit obtenu.

Aprés avoir explicité le procéssus d’élagage propre a la domination couplée, nous don-
nons le théoréme et le corollaire suivants qui constituent une caractérisation des arbres

Y pr-excellents.
Théoréme 2.51. [28] et [29] Soit v un sommet d’un arbre T, alors:
e v A, (T) siet seulement si v € A,.(T,).

o v € N,(T) si et seulement si v € N,.(T,).

Corollaire 2.52. [28] T est un arbre v, (T')-excellent si et seulement si il n’eviste aucun
sommet v de T vérifiant |L3(v)] = 0 ou L*(v) U L*(v) # O dans l’arbre T,obtenu par

[’élagage de ’arbre T enraciné en v.
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2.6 Quelques problémes ouverts

Nous concluons ce chapitre par la présentation de quelques problémes ouverts concernant

les graphes p-excellents d’une maniére générale.

e (Caractériser par une approche déscriptive ou constructive les arbres excellents par

rapport a d’autres parameétres de domination.

e Etudier la famille des graphes p-recommandables, p-indésirables ou p-justes pour

un parametre de domination donné pu.
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CHAPITRE 3

LES GRAPHES v-EXCELLENTS

Au vu des résultats relatifs aux arbres p-excellents, qui ont été exposés dans le chapitre
2, nous nous sommes intéréssés a 1’étude des arbres v, -excellents. Nous exposons dans ce

chapitre les résultats que nous avons obtenus.

Nous commencons par le rappel de la notion d’ensemble dominant localisateur, qui sera
suivie d'un résumé succint des résultats connus dans ce domaine. La deuxieéme section est
consacrée a la caractérisation des chaines et chenilles ~;-excellentes. Nous clorons ce

chapitre par une caractérisation des arbres 7y, -excellents.

3.1 Dominant localisateur et résultats connus

Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion d’ensemble dominant localisateur qui a
été introduite par P.J. Slater dans [33], et nous résumons les résultats existant sur la

domination localisateur.

On rappelle qu’un ensemble S C V' est un ensemble dominant localisateur d’un graphe
G = (V,E) qu’on note en abrégé E.D.L, si S est un dominant de G et si de plus pour
toute paire de sommets v et w de V. — S, N(v)NS # N(w)NS. Le nombre de domination
localisateur noté v, (G) est la taille minimale d’un E.D.L de G. Un E.D.L de G de taille

minimale est dit un v, (G)-ensemble.



45

Dans la figure 3.1, S = {b, e} est un dominant localisateur minimum du graphe G. En

effet N (a) NS = {b,e}, N(c)NS ={b},et N(d)NS ={e}.

®
.O

o
d e

Fig 3.1 Un graphe GG avec un dominant localisateur minimum {b, e}

Théoréme 3.1. [33] Pour tout graphe G, on a v, (G) > v (G).

Lemme 3.2. [33] Soient S un E.D.L de G et u, v deux sommets de V (G) tels que:
1. Stuwv ¢ E(G) alors N (v) = N (u)
2. Siuv € E(G) alors N [v] = N [u],
alors S contient au moins un des deuxr sommets u et v.
A partir du lemme 3.2, on peut voir que 7, (K1,) = p, alors que v (K;,) = 1.

Théoréme 3.3. [33] Si G1, Ga,...,Gy sont les composantes connexes d’un graphe G,
alors on a v, (G) = v, (G1) +7.(G2) + ... +7.(Gk).

Pour tout graphe G d’ordre n, v, (G) = n si et seulement si G = K,,.

Pour tout graphe G d’ordre n, v.(G) = n — 1 si et seulement si G est un graphe

complet, ou une étoile.

Le théoréme suivant donne la valeur exacte de «; pour un graphe biparti complet K, ,

et pour un graphe multiparti complet Ky, 5, s, .
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Théoréme 3.4. [33] Si2 < p < q, alors on a v, (K,,) =p+ q— 2, par conséquent si

s=51+ 8+ .. +s 002 <53 <s9< < s, alors on a vy (K, sp.5.) =S — k.
Théoréme 3.5. [35] Si pour un graphe G d’ordre n, v, (G) = h, alors on an < h+2"—1.

Ce théoreme peut étre utilisé pour trouver les graphes G avec 7, (G) = 1, donc G = K;

ou Ky, ou avec v, (G) =2, donc G = P3, Py, P5 ou Cs.

Le résultat suivant donne une amélioration de la borne du théoréme 3.5 dans certains

cas.

Théoréme 3.6. [33] Si pour un graphe G d’ordre n et de degré A, v, (G) = h, alors
A

n<h+)> (}Z)
i=1

En effet soit v un sommet de V' (G) de degré maximum A, et soit S un v, (G)-ensemble

avec |S| = h. Siv, u € V(G) — S, comme SN N (v) # SN N (u), alors |V (G) = S| <

(1) + )+ (2):

Une relation du type Nordhaus-Gaddum pour le nombre de domination localisateur

est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 3.7. [33] Si G est un graphe d’ordren > 2, alors on av,(G)+v, (G) < 2n—1
et 7,(G) x v, (G) < n(n—1).

Les théorémes 3.8, et 3.9, établissent une relation d’ordre entre v, (G) et la somme des

degrés rangés par ordre croissant, des sommets du graphe G.

Théoréme 3.8. [32/ Si G est un graphe d’ordre n tel d; > di1, (dp = deg (vy)), pour
tout i € {1,2,....,n— 1}, alors on a v, (G) > min{k : k+ (dy +dy + ... + di) > n}.

Théoréme 3.9. [32] Si G est un graphe d’ordre n tel d; > d;11, (dx = deg (vg)), pour
touti € {1,2,...,n — 1}, alors on a v, (G) > min{k : 3k + (dy + da + ... + di)/2 > n}.



47

Le théoréme suivant donne la valeur exacte de ; pour les chaines et les cyles.

Théoréme 3.10. [33] Soit P, une chaine (resp. C,, un cycle) d’ordre n avec n = 5k +r
alors on a:

e v, (P,) =2k=~,(C,) sir=0.

o V. (P)=7.(Cy)=2k+1sir=1 ou2.

o V. (P)=7.(Ch)=2k+2sir=3 oud

Dans [33], Slater a montré que tout -y, -ensemble d'un arbre T" d’ordre n contient plus

de g sommets de 7.

Théoréme 3.11. [33] Pour un arbre T' d’ordre n, on a v, (T) > %.

3.2 Caractérisation des chaines 7;-excellentes.

3.2.1 Caractérisation des chaines v, -excellentes
Notre premiére remarque concerne les chaines P, d’ordre n = 5k.

Remarque 3.12. La chaine P, avec n = 0(mod5) posséde un v, -ensemble unique, et il

ne contient aucun de ses deux sommets pendants.

Preuve. Supposons que la chaine P, = vq,s,...,v, avec n = bk, posséde un ;-
ensemble S contenant le sommet pendant v;. On peut supposer que vy ¢ S, sinon
remplacer vy par vz, alors S — {v;} est un E.D.L de la chaine C' = vs,...,v, d’ordre
n=n—-2=5(k—1)+3. Comme |S—{v}| =2k—1ety, (C")=2(k—-1)+2=2k
d’apres le théoreme 3.10, alors |S — {v1}| < v, (C") d’ou la contradiction. Donc la chaine
P51 n’est pas v -excellente. Il est clair que P; admet un unique ;-ensemble. Supposons
que Py, admet un vy -ensemble unique S, et montrons la propriété est vraie pour Ps1).
Comme S est unique et, v (Psk11)) =2 x (k+1) = v, (Pse) +2 = |S| +2, il est clair que

Ps(41) admet un 7 -ensemble unique. O

Définition 3.13. On dit qu’on attache une chaine Ps a un sommet u d’un graphe, si on

relie u a un des sommets pendants de la chaine Ps.
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Suite a cette définition nous faisons la remarque suivante:

Remarque 3.14. Soit C' la chaine obtenue en attachant une chaine Ps a l’'un des sommets

pendants d’une chaine C', alors on a vy (C) =~ (C") + 2.

Preuve. Soient C" = vy, ..., v} la chalne constituée de k sommets et

C = U1y ooy Vs Ukt 1y oo Ukts

la chaine obtenue en attachant la chaine Ps = (vgy1, Ugt2, Ukts, Vktd, Vkts) au sommet
v de C'. Soit S’ un v, (C’)-ensemble, alors S = S’ U {vg49,vp44} est un E.D.L de C,
donc v, (C) < 7, (C") + 2. D’autre part soit S un v, (C)-ensemble, si v, € S, alors
S'"=5NC"est un E.D.L de C'. Dot v, (C") <., (C)—2.Siv, ¢ S et vgyr ¢ 5, alors
{Vks2,0544} C S donc §" = SNC" est un E.D.L de C'. Si v, ¢ S et vy € S, alors
S" = (S — {vks1,Vpr3, Vkas}) U{vr} est un E.D.L de C’. Dans tous les cas |S’| = |S]| — 2
donc v, (C") < v, (C) — 2. Par conséquent, v, (C') =~ (C") + 2. O

La propositon suivante donne une caractérisation des chaines v, -excellentes.

Proposition 3.15. La chaine P, est v -excellente si et seulement sin =4, oun =1 ou

3 (mod 5).

Preuve. Pour montrer qu'une chaine P, avec n = 5k + 1 est v, -excellente nous procé-
dons par induction sur le nombre de sommets de la chaine P,. Il est clair que les chaines
Py, P3, Py, Ps sont v, -excellentes. Supposons que la chaine C" = vy, v, ..., v, avec n = bk+1
est v -excellente et, montrons que la chaine C' = vy, vy, ..., Upn, Unt1, Unt2, Unts, Unid, Unis

d’ordre 5 (k 4+ 1) + 1 Pest aussi.

Suite a la remarque 3.14, tout 7, (C")-ensemble peut étre étendu a un v, (C')-ensemble
en lui ajoutant les sommets v, o, v,14. Comme la chaine C’est 7, -excellente donc tous
les sommets de C’ sont dans au moins un v, (C)-ensemble. Il reste & montrer que
les sommets v,41, Vi3, Unys sont dans au moins un 7, (C)-ensemble. Soit la chaine
Ci = v1,v, ..., Up_2,U,_1 formée de 5k sommets, d’aprés la remarque 3.12, C'; posséde un
v (C1)-ensemble unique S tel que le sommet v,,_5 € S7. Soit S = ST U{vp i1, Unt3, Unists

alors S est un E.D.L de C avec |S| = [S1|+3=2k+3 =, (C).
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Donc les sommets vy, 11, Unt3, Unts Sont contenus dans un vy, (C')-ensemble d’ou la chaine
C' est v -excellente et donc la chaine P, avec n = 1 (mod 5) est v, -excellente. On montre

en utilisant les mémes arguments que la chaine P, avec n = 3 (mod 5) est 7, -excellente.

A Tinverse, montrons que la chaine P, avec n = 0, 2 ou 4 (mod 5) n’est pas 7y -excellente.
D’aprés la remarque 3.12, si n = 0 (mod 5) la chaine P, posséde un v;-ensemble unique,

donc elle n’est pas 7 -excellente.

Pour montrer que la chaine C' avec n = 2 (mod 5) n’est pas v, -excellente, nous mon-
trons que le troisiéme sommet de C' n’appartient & aucun ~y; (C')-ensemble. On voit que
la chaine P; n'est pas 7 -excellente car le troisiéme sommet d’'un P; n’appartient & au-
cun vy, (Pr)-ensemble. Supposons que le sommet v3 de la chaine C' = vy, vq, vs ..., v, avec
n = bk + 2 est contenu dans un v, (C)-ensemble S. Soit C; = v, vg, ..., U, la chaine
formée de n = 5(k — 1) + 3 sommets alors S; = SN Cy est un E.D.L de (4, avec
|S1] =7, (C)—2=2k—1 <, (C1) =2(k—1)+2 d’ou la contradiction. Donc la chaine

P, avec n = 2 (mod 5) n’est pas 7, -excellente.

Pour montrer que la chaine C' avec n = 4 (mod 5) n’est pas 7 -excellente, nous mon-
trons que le cinquiéme sommet de C' n’appartient a aucun 7 (C)-ensemble. On voit
que la chaine Py n'est pas v;-excellente car le cinquiéme sommet de Py n’est dans aucun
71, (Py)-ensemble. Supposons que le cinquiéme sommet v; de la chaine C' = vy, va, vs3 ..., v,
avec n = bk + 4 est contenu dans un vy, (C)-ensemble S. Soit Cy = vz, vg, ..., v, la chaine
formée de n = 5(k — 1) + 3 sommets, alors S; = SN Cy est un E.D.L de Cy, avec
|S1| =7, (C)—2=2k—1 < v, (C1) =2(k—1)+2, d’ou la contradiction. Donc la chaine

P, avec n = 4 (mod 5) n’est pas v, -excellente. ]
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3.3 Caractérisation des arbres v;-excellents

Nous présentons dans cette section une caractérisation des arbres v -excellents. Cette
caractérisation est basée sur la détermination de I’ensemble des sommets n’appartenant a

aucun 7y, (T)-ensemble.
1- Les sommets contenus dans tout ou dans aucun v;-ensemble d’un arbre

Nous commencons par introduire les définitions suivantes :

Définition 3.16. Pour un graphe T on définit les ensembles Ap(T) et Ni.(T) par:

Ap(T) ={v € V | v est dans tout 7, (T)-ensemble} .
NL(T) ={v € V | v n’est dans aucun ~y,(T)-ensemble} .

Définition 3.17. Pour un sommet v d’un arbre enraciné T, nous définissons [’ensemble

Li(v) ={u € L(v) | d(u,v) = j (mod 5)} et ce pour j =0,1,2,3,4.

Avant d’énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite, nous faisons les remarques

suivantes.

Remarque 3.18. Si T est un arbre de diamétre au moins 2 et y un sommet de L(T),

alors il existe un vy, (T)-ensemble qui ne contient pas le sommet y.
Remarque 3.19. Pour toue chaine non trivale P,, L(P,) C Ni(P,) si et seuleument si

n = 0(mod 5).

Lemme 3.20. [34] Soient T' un arbre et v un sommet de V(T"). Soit u un sommet de

T’ tel que u # v, et soit T l’arbre obtenu a partir de T' en ajoutant une chaine
Ps = {21, 29, 73,14, 75}

et laréte uxy, Alors:
(1) 4, (T) =4, (T") +2.
(2) ve AL(T") si et seulement siv e Ap(T).

(3) v e NL(T') si et seulement siv € Ni(T).
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Preuve. Soit T ’arbre obtenu a partir de 7" en lui ajoutant la chaine

Ps = (x1, 9, T3, 14, x5) et Varéte uz;.

(1) Tout vy, (T") peut étre étendu a un E.D.L de T en lui ajoutant les sommets x5 et
2y, ainsi v, (T) < v, (T")+ 2. D’autre part, soit S un v, (7")-ensemble. Siu € S, il est clair
que [SNPs|=2et que S’ = S\SNPsestun E.D.L de T" avec |S'| = vy, (T)—2 > ~v,(T").
Siu¢ Setsix ¢5, alors il est clair que |[SN P5| = 2 et de méme, S' =5 — (SN Ps)
est un E.D.L de T" avec |S'| = v, (T) —2 > ~,(T"). Si xy € S, alors |S N P5| = 3. Soit
S'= (S — (SN Ps))U{u} alors S" est un £.D.L de T" avec |S"| = v, (T)—3+1 = v,(T)—-2.
Ainsi dans tous les cas, on a v, (T) > v, (T") + 2 et par conséquent v, (1) = v, (T") + 2.

(2) Supposons que v ¢ AL (T"), soit S" un v, (7")-ensemble ne contenant pas v, alors
S = S"U{xy,z2} est un v, (T)-ensemble d’apres (1) et comme v ¢ S, alors v ¢ AL (T).
Réciproquement, supposons que v € A (T"), soit alors S un v, (7')-ensemble quelconque.
1°/Siwu € S,alors " = SNV(T") est un E.D.L de T" avec |S’| = v, (T) —2 donc S’ est

un vy, (7")-ensemble et vu que v € AL(T") alors v € S” et donc v € S et donc v € AL (T).

2°/ Siw ¢ S, alors en considérant les ensembles S” et S définis dans (1), on peut
conclure que v € Ap(T).

(3) Supposons que v ¢ N (T"), soit S’ un v, (7")-ensemble contenant v,

alors S = 5" U {x2, 24} est un v, (T)-ensemble contenant v donc v ¢ N, (T).

Réciproquement supposons que v € N7(T"), en suivant la méme démarche que dans
(1), nous aurons que SNV (T") ou (S NV (T"))U{u} sont des v, (7")-ensemble ne contenant
pas v et comme v # u, donc v ¢ S o S est un v, (T)-ensemble quelconque, par conséquent

UGNL_<T>. D

2- Elagage d’un arbre par rapport a la domination localisatrice.

Dans le but de caractériser les ensembles A (T) et N (T) pour un arbre non trivial
T, nous appliquons la technique de 1’élagage. Soit v un sommet d’un arbre non trivial T’
qui n’est pas un sommet support. En utilisant le procéssus d’élagage que nous decrivons
ci-dessous, I’arbre T}, enraciné en v est transformé en un arbre T, dans lequel tout sommet
autre que v est au plus de degré deux. Les propriétés d’appartenance du sommet v aux

ensembles Ay (T) ou N7(T) seront préservéés dans T,.
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Soit T' = T, un arbre non trivial enraciné en un sommet v, si tout sommet u, u # v,
est au plus de degré 2, alors T, = T,. Sinon, soit w un sommet branche de T, & distance
maximum de v, notons que |C'(w)| > 2 et degp,(z) < 2, Vo € D(w), appliquer alors le

procéssus suivant:
(a) Si |L'(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P; a w.
(b) Si |LY(w)| = 0 et |L3(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P; & w.
(c) Si |LY(w) U L3(w)| = 0 et |L*(w)| > 1, effacer D(w) et attacher une chaine P, a w.

(d) Si | LY (w) U L3(w) U LY (w)| = 0 et |L*(w)| > 2, effacer D(w) et attacher une chaine

P4aw.

(e) Si |LY(w) U L3(w) U L*(w)| = 0 et |L*(w)| = 1, effacer D(w) et attacher une chaine

Pgaw.

(f) Si |LY(w) U L*(w) U L3(w) U LY (w)] = 0 et |LO(w)] > 2, effacer D(w) et attacher
une chaine P5 a w.

Pour la compréhension de cette technique, nous donnons 'exemple illustratif suivant.

Soit T' I'abre de la figure 3.4.(a), les sommets x,y, z, t, u, et w sont les sommets branche
de T, tels que z est a distance maximum de v. Vu que |L'(z)| = 2, on éfface D(z) et on
attache une chaine P; a z, (voir fig 3.4.(b)). A cette étape y est le sommet branche a
distance maximum de v. Vu que |L*(y)| = 0, et |L3(y)| = 1, on éfface D(y) et on attache
une chaine P3 a y, (voir fig 3.4.(c)). Maintenant tous les sommets branche z,t, u, w sont
a égale distance de v. Vu que |LY(z) U L3(x)| = |L*(t) U L3(t)| = 0 et |L*(z) U L(x)| =
|L2(t) U LA(t)| = 2, |[L*(u)| = 0 et |L3(u)] = 1, et |L*(w)| = 1. On éfface D(zx) et on
attache une chaine P, a x, on éfface D(t) et on attache une chaine P, a t, on éfface D(u)
et on attache une chaine P3 a u, et on éfface D(w) et on attache une chaine Py a w, (voir fig
3.4.(d)). A présent v est 'unique sommet branche, et par 'application du lemme 3.20, on
peut supprimer les deux chaines Ps attachées & v. Finalement on obtient un arbre élagué
T, dans lequel degz—(u) < 2 pour tout sommet u € V(T,) — {v}, (voir fig 3.4.(¢)). Comme
|LY(v) U L3(v)| = 0 et |L?(v) U L*(v)| = 3, alors d’aprés le lemme 3.22, v € N7 (T,), et

d’aprés le théoréme 3.23, v € N (T) donc T est un arbre non +y -excellent.
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Lemme 3.21. [3}] Soient T = T, un arbre enraciné en v et w un sommet branche de
T o distance mazimum de v (w # v) Soient ky = |LY(w)|, ky = |L?(w)|, k3 = |L3(w)],
ky = LY (w), et ks = |L°(w)|. Si

(a) ki > 1, soit T' l’arbre obtenu a partir de T en supprimant D(w) et en attachant
un P a w.

(b) k1 =0 et ks > 1, soit T" l’arbre obtenu a partir de T' en supprimant D(w) et en

attachant un P a w.

(c) k1 + ks =0 et kg > 1, soit T' larbre obtenu & partir de T' en supprimant D(w) et

en attachant un Py o w.

(d) ki + ks + ks =0 et ky > 2, soit T' Uarbre obtenu & partir de T' en supprimant

D(w) et en attachant un Py & w.

(e) k1 + ks + ks =0 et ke = 1, soit T" Uarbre obtenu & partir de T en supprimant

D(w) et en attachant un Py 4 w.

(f) ki +ko+ks+ ks =0 et ks > 2, soit T' l’arbre obtenu & partir de T' en supprimant

D(w) et en attachant un Ps & w.
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Alors pour chaque cas nous avons:

(1) ve AL(T) si et seulement si v e Ap(T").
(2) veN(T) si et seulement si v € N(T").

Preuve. D’aprés le lemme 3.20, on peut réduire 'arbre 7}, en remplacant toute chaine
w —x de T, par une chaine w — x de longueur j ou j = 1,2, 3,4, ou 5 si z € L(w) avec i =
0,1,2,3,4. Ainsi, on peut supposer que tout sommet pendant de T, est a distance au plus
5 de w. Soient a;, bjc;, direxfi, gilupiqi, TmSmtmUumTy les chaines d’ordre respectivement
1, 2, 3, 4, et 5, attachées & w avec les sommets a;, ¢, fi, @1, Tm € L(T) N D(w) pour
0<i<k,0<j<ky0<k<ky 0<I<kiet0<m< ks
Cas 1: k >1. S0t 7" =T — (D(w) —{a1}).

Tout vy, (7")-ensemble peut étre étendu & un E.D.L. de T en lui ajoutant I’ensemble

X = {ai,i S {2, ,kl}} U {bj, j S {1, ,kg}} U {ek,k S {1, ,]{3}} @) {glapl; [ e {1, ,k4}} @)

{Sm, Um,m € {1,....k5}}

Soit D' un «y,(7")-ensemble, on peut sans perte de généralité supposer que w € D',
sinon on peut toujours remplacer a; par w, alors D = D' U X est un E.D.L de T, ainsi
v (T) < |D'UX| =5, (T") + (ky — 1) + ko + k3 + 2k4 + 2k5. D’autre part, soit D un
v (T)-ensemble alors D' = DNV(T"), est un E.D.L. de T" avec

|IDND(w)| > (ky — 1) + ko + ks + 2kq + 2ks = | X]|.

Sia; ¢ D,ou |DND(w)| > (ki — 1) + ko + kg + 2kg + 2ks = | X| si a; € D (c.a.d tous
les a; sont dans D), alors D' = (D—DND(w))sia; ¢ D,et D' =(D—DND(w))U{a;}.
Dans tous les cas nous avons v, (T") < |D'| = v, (T) — (k1 — 1) — kg — kg — 2k4 — 2ks5 donc,
Y(T) =y, (T") + (kb — 1) + kg + k3 + 2ks + 2ks.

(1) Supposons que v € AL(T") et soit D un v, (7T)-ensemble quelconque. Ainsi que
nous venons de le voir I'un ou 'autre des deux ensembles D' = (D — DN D(w)); siw € D
etsiag ¢ DouD = (D—-DNDw))U{ar};siw ¢ D etsia € D, est un v, (T7)-
ensemble. Comme v € D' C D, alors v € AL(T). Réciproquement, si v € AL(T), soit S’
un 7 (T")-ensemble quelconque, nous avons vu que S = S’ U X est un 7, (7)-ensemble,

comme v € S et v ¢ D(w) alors v € S" et donc v € AL(T").
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(2) Supposons que v € N7(T"). Soit D un ~y (T)-ensemble quelconque. Ainsi que nous
l'avons déja vu D' = D N'T" est un v, (7")-ensemble et comme v ¢ D' et v ¢ D(w) alors
v ¢ D. Par conséquent v € Nz (T'). Réciproquement, supposons que v € N7 (T). Soit S’
un 7 (7T)-ensemble arbitraire, comme S = 5" U X est un ~,(7)-ensemble, alors v ¢ S et

donc v ¢ S’ et donc v € N7(T").

Cas 2: k=0etk, >1.
Soit 7" =T — (D(w) — {d1, €1, f1}) . Vu que tout v, (7")-ensemble peut étre étendu a

un F.D.L de T en lui ajoutant ’ensemble

X = {bj7 .7 € {17 "'7k2}}U{€k7k S {27 "';kS}}U{glapb le {17 "'7k4}}u{3maumam S {17 7k5}}

Soit D" un v, (7")-ensemble arbitraire sans perte de généralité, on peut supposer que D’
contient e; et w, sinon on peut dans un premier cas remplacer f; par e; et, dans un second
cas dy (ou f1) par w. Ainsi vy, (T) < v, (T")+ko+ (ks —1)+2ks+2ks. D’autre part, soit D est
un 7y, (7')-ensemble, on peut supposer que w € D, sinon on remplace d; ou f; par w et on
prend e; dans D, alors D' = DNT" est un E.D.L de T" avec |D N (D(w) — {dy, e1, f1}| >
ke + (ks — 1) 4+ 2ky + 2ks = |X]|, alors v, (T") < |D1| = |DN(D(w) —{dy,e1, f1}] <
Y (T) — ko — (ks — 1) — 2ky — 2k5 et donc v, (T") = v, (T) — ko — (ks — 1) — 2ky — 2ks.

(1) Supposons que v € AL(T"), et soit D un -y, (7T)-ensemble arbitraire. Ainsi que
nous 'avons vu D' = D N (D(w) — {dy, e1, f1} est un v, (7")-ensemble.

Comme v € D' C D, alors v € D et donc v € Ap(T). Réciproquement, si v € A (T).
Soit D/ un v, (T")-ensemble quelconque, ainsi que nous 'avons vu précédemment, D' U X
est un v, (7')-ensemble, comme v € D et v ¢ X, alors v € D', et ainsi v € AL (T").

(2) Supposons a présent que v € N (T") et soit D un 7, (T')-ensemble arbitraire ainsi
que nous l'avons vu précédement D' = D N T"est un v, (1")-ensemble. Comme v ¢ D’ et
v ¢ D(w), alors v ¢ D et donc v € N (T). Réciproquement, supposons que v € N (T')
et soit S'un 7 (7")-ensemble. Alors S” U X est un v, (7")-ensemble et comme v ¢ S et
v ¢ D(w) alors v ¢ S’ et donc v € N7(T").
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Cas 3: kl—i—kg:(), k422
Soit 7" =T — (D(w) — {g1, h1,p1,q1 } , comme tout v, (7")-ensemble peut étre étendu
aun F.D.L. de T en lui ajoutant

X ={b;, je{l,. .k}t U{a,p, L €{2,. .. ka}} U {sm, um,me{l,....ks}}

alors v, (1) < v (T") + ko +2(ks — 1) 4 2k5. D’autre part, soit D un v, (7)-ensemble, sans

perte de généralité on peut supposer que D contient g; et p; sinon on remplace h; par g; , et
¢1 par py, alors D' = DNT" est E.D.LdeT’. 1l est clair que |D N (D(w) — {g1, h1, 01,1 })| >
ko +2(ks—1) +2ks = | X[, et donc v, (T") < |D'[ = [D| = |D N (D(w) = {g1, ha, pr, 1 })| <
v (T) — ko + —2(ky — 1) — 2ks5. Par conséquent v, (T) = v, (T") + ko + 2(ky — 1) + 2ks.

(1) Supposons que v € Ar(T"). Soit D un 7, (T)-ensemble quelconque, nous savons
que D' =D — (DN (D(w) —{g1, h1,p1,q1})) est un v, (1")-ensemble.

Vu que v € D' alors v € D (D' C D ) et donc v € AL(T). Réciproquement, si
v € Ap(T). Soit D' un v (T")-ensemble arbitraire, alors D' U X est un 7, (7')-ensemble
et vuque v € D'UX et que v ¢ X alors v € D' et finalement v € AL(T").

La preuve de (2) est omise.

Cas4: ki+ks+kys=0, ke > 2.
Soit 7" = T — (D(w) — {b1,c1,ba,c2}), et soit T = T" — {by,c1,b2, 2} + P, ol on
remplace {by, c1, bs, co} en attachant une chaine P, au sommet w avec Py = bycibacs.
Il est clair que tout ~y, (7")-ensemble est un v, (T"”)-ensemble et il peut étre étendu a

un F.D.L de T en lui ajoutant ’ensemble

X ={bjje{3,. ... ka}} U{sm, um,m €{1,....ks}}

ainsi v, (1) < v, (T")+ (ks — 2) 4 2ks. D’autre part, soit D un «; (T')-ensemble, sans perte
de généralité nous pouvons supposer que D contient s; et u; sinon on remplace r; par w
et on prend s; et u; dans D. Alors D' = DN T'est un E.D.L de T et il est clair que
|D N (D(w) — {b1,c1,ba,c2})| > (ko — 2) + 2ks = | X| d’onr

v(T') < |D'| = [D N (D(w) = {by, 1, b2, c2})] < 7 (T) — (k2 — 2) — 2ks.

Par conséquent v, (T) = v, (T") + (ko — 2) + 2ks.
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(1) Supposons que v € Ap(T") et soit D un v, (7T)-ensemble arbitraire. Nous avons
vu précédemment que D' = D N (D(w) — {by, c1, b2, c2}) est un v, (T")-ensemble. Comme
veD CD,alorsv e D et doncve A(T). Réciproquement, si v € Ag(T'), soit D' un
v (T")-ensemble nous avons déja vu que D’ peut étre étendu a un 7, (7)-ensemble en lui
ajoutant 'ensemble X, ainsi D = D’ U X est un v, (7)-ensemble, et comme v ¢ D [w],

alors v € D', donc v € AL(T").

La preuve de (2) est omise.

Cas 5: ki+ks+ks=0,k=1
Soit 7" = (D(w) — {b1,c1}). Tout v, (1")-ensemble peut étre étendu a un ~y, (7)-

ensemble en lui ajoutant 1’ensemble
X = {smytum,m €{1,...,ks}}

ainsi v, (T) < vy, (T") + |X| = ~v,(T") + 2ks. D autre part, soit D un ~y,(T)-ensemble,
sans perte de généralité on peut remplacer r; par w et prendre s;, u; dans D si w ¢ D
et r; € D nécéssairement pour w, alors D' = D NT" est un £.D.L de T". De plus
DN (D(w) = A{by, e1})| = | X[ = 2ks, donc v, (T") < |D'[ = [D|=|D N (D(w) = {by, e1})| <
v (T) — | X| = ~v.(T) — 2ks. Par conséquent vy, (T) = v, (T") + 2ks.

(1) Supposons que v € Ar(T") et soit D un 7, (T)-ensemble arbitraire. Nous avons
vu précédemment que D' = D N (D(w) — {b1,c1}) est un v, (7")-ensemble.

Comme v € D' C D, alors v € D et donc v € AL(T). Réciproquement, si v € Ap(T),
soit D’ un v, (T")-ensemble, nous avons déja vu que D’ peut étre étendu & un v, (7)-
ensemble en lui ajoutant I'ensemble X, ainsi D = D’ U X est un 7, (7)-ensemble, et

comme v € D et v ¢ D [w], alors v € D', donc v € Ar(T").

La preuve de (2) est omise.

Cas 6: k1+k2+k3+k4:0,k522.
Soit 7" =T — (D(w) — {r1, 1, t1,u1,x1}). Tout v, (7")-ensemble peut étre étendu a un

v (T)-ensemble en lui ajoutant 1’ensemble

X ={sm,um;m € {2,...,ks}}


SMS
�


59

ainsi v, (T) < v (T") + | X| = v, (T") + 2(ks — 1). D’autre part, soit D un ~y,(T')-ensemble
arbitraire, sans perte de généralité on peut remplacer r; par w et prendre s;,u; dans D
siw ¢ D et r; € D nécéssairement pour w pour j € {2,...,ks}, alors D' = D N7T" est
un E.D.L de T, il est clair que |D N (| D(w) — {r1, s1,t1,u1,21}) > |X| = 2(ks — 1),
alors v, (T") < |D'| = |D| — | DN (| D(w) — {r1, s1,t1,u1,21}) < v, (T) — 2(ks — 1). Par
conséquent v, (T) = v, (T") + 2(ks — 1).

(1) Supposons que v € A (T") et soit D un 7, (7)-ensemble arbitraire Nous avons vu
précédemment que D' = D N (D(w) — {r1, s1,t1,u1, x1}) est un vy, (17")-ensemble Comme
v e D C D,alorsv € D et donc v € Ar(T). Réciproquement, si v € AL(T), soit D’
un v, (7T")-ensemble nous avons déja vu que D’ peut étre étendu & un ~y, (T')-ensemble en

lui ajoutant l’ensemble X, ainsi D = D' U X est un v, (7')-ensemble, et comme v € D et

v ¢ D [w], alors v € D', donc v € AL(T").

La preuve de (2) est omise. O
3. Caractérisations.

Le lemme suivant donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’'un sommet

spécial v d’un arbre non trivial T appartienne a ensemble Ay (T) (resp. Ni(T)).

Lemme 3.22. [34] Soit T un arbre enraciné en un sommet v tel que Vo € V(T') — {v},

degr(z) < 2, alors:
1. v e AL(T) si et seulement si (|L*(v)| > 2 ou |L3(v)| = 1) et |L*(v)| > 1.
2. v € Ni(T) si et seulement si (|L*(v) U LY(v)] =0 et |L*(v) U L4 (v)| > 2) ou
(|L3(v) U L2 (v) U LY (v)| = 0 et |Li(v)| = 1).
Preuve. Il est clair que si L(v) = L%(v), tous les sommets pendants de T sont a distance
J, j = 0 (modb5). Dans ce cas I'arbre T' peut étre obtenu a partir d’'un arbre 7" = P

par applications répétées du lemme 3.20, nous aurons alors de par la proposition 3.15 que

v ¢ A(T') UNL(T'), dot v ¢ Ap(T) UNL(T).
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Supposons & présent que L(v) # L°(v). D’aprés le lemme 3.20, il suffit de faire la
preuve du lemme en considérant ’arbre 77 dans lequel, chaque sommet distinct de v est
au plus de degré deux et chaque sommet pendant de 7); est au plus a distance quatre de
v. Soit k; le nombre de sommets pendants dans 7} & distance ¢ ot ¢ = 1, 2, 3, 4. Ainsi
nous aurons v € Af(T) (respectivement N7 (7)) si et seulemnt si v € AL (T)

(respectivement N7 (T7)).

Si v est un sommet pendant dans 7" alors T°F est une chaine P, d’ordre 5 > n > 2 avec
|LY(v) U L?(v) U L3(v) U L*(v)| = 1. Suite aux remarques 3.19 et 3.18 v ¢ AL (T*)UNL(TF)
si et seulement sin = 2,3, ou4, et v € N(T*) si et seulement si n = 5. Nous supposerons
dans ce qui suit que v n’est pas un sommet pendant. Soit v un sommet de degré au moins

deux.

Notons que si T contient des sommets pendants a distance cinq de v alors, par appli-
cation du lemme 3.20,

il est juste de considérer I'arbre obtenu aprés la suppréssion de toutes les chaines Ps
attachées & v. Ainsi nous pouvons supposer qu’il n’y a pas de chaines P5 attachées a v
dans T}F. Soit D un ~y,(T7)-ensemble. Pour chaque sommet pendant ¢; a distance i de v
on note par v, ty, ..., t;, la v —t; chaine reliant les sommets v et ¢;. Nous pouvons a présent

étudier les cas suivants:

Cas 1: k3 > 2.

Soient x3, ys; deux sommets pendants de T a distance trois de v. Supposons que
v ¢ D. Alors D contient deux sommets de chaque {z1,...,z3},{y1,...,y3} . Sans perte de
généralité supposons que x;, y; € D pour i = 1, 2. Dans ce cas D' = {v} U D — {z1,y1}
est un £.D.L de T de cardinalité v, (7)) — 1, d’ou la contradiction. Alors v € D et donc
ve AL(Ty).

Cas 2: k3=1cet k; > 1.
Soient x3, 1; deux sommets & distance trois et un de v respectivement. Supposons que
v & D, alors D doit contenir 3; et deux sommets de la chaine {x1,...,z3}. Sans perte de

généralité supposons que z; € D pour 1 < i < 2.
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Alors D' = (D — {x1,y1}) U{v}est un E.D.L de T} de cardinalité v, (T¥) — 1, d’ou la
contradiction.

Alors v € D et donc v € AL(T}).

Cas 3: ki +k3=0et kg + ks > 2.

Sous cas 3.1: ki + k3 =0 et ky > 2.

Soient x5, yo deux sommets pendants & distance deux de v, et supposons que v € D.
Alors D doit contenir un sommmet de chaque {1, 22} et {y1,y2}. Sans perte de généralité
supposons que {zs,y2} C D. Dans ce cas D' = (D — {v,x9,92}) U {x1,y1} est un E.D.L
de T} de cardinalité v, (TF) — 1 car ky + ks = 0, d’ou la contradiction. Alors v ¢ D et
donc v € N (T7).

Sous cas 3.2: ki + k3 =0et ky > 2.

Soient x4, y4 deux sommets pendants & distance quatre de v, et supposons que v € D.
Alors D doit contenir deux sommmets de chaque {z1,xo, 3,24} et {y1, 92, Y3, ys}. Sans
perte de généralité supposons que x;, y; € D pour i = 2, 3.

Dans ce cas D' = (D — {v,x9,23,Y2,y3}) U {x1,23,91,y3} est un E.D.L de T} de
cardinalité v, (T7) — 1 car ky + k3 = 0, d’ou la contradiction. Alors v ¢ D et donc v €
NL(T?).

Sous cas 3.3: ki +k3=0,ky=1et ky=1.

Soient x4, o deux sommets a distance quatre et deux de v, alors D doit contenir deux
sommmets de {x1, T2, 3, x4} et un sommet de {y;,y2}. Sans perte de généralité supposons
que {xq, 23,92} C D.

Dans ce cas D' = (D — {v, x2, 23,92 }) U{x1, 23,71} est un E.D.L de T de cardinalité
v (T#) — 1 car ki + k3 = 0, d’ou la contradiction. Alors v ¢ D et donc v € NL(T}).

Cas 4: ki +ky+k3=0et ky=1.

Soit x4 un sommet & distance quatre de v, supposons que v € D. Alors D doit contenir
deux sommets de {1, xs, 3,14} . Sans perte de généralité supposons que {zy,x3} C D.
Dans ce cas D' = (D —{v, x9,x3})U{x1, 23} est un E.D.L de T de cardinalité v, (7)) — 1
car k1 + ka + k3 = 0, d’ou la contradiction. Alors v ¢ D et donc v € NL(TY).
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Cas 5: k3 =0et k; > 1.

Dans ce cas tous les sommets pendants sont a distance un, deux, ou quatre de v.
Comme k; > 1, soit zyun sommet pendant & distance un de v, de par la remarque 3.18,
il existe un ~y, (7)-ensemble D qui contient v. Il est clair que D' = (D — {v}) U {z1} est

aussi un 7, (T7)-ensemble ne contenant pas le sommet v, d' ot v & Ar(T) N NL(T).

Cas 6: ks3=1 et ky =0.

Soit x3 un sommet pendant & distance trois de v. Si v € D, alors D doit contenir x;
pour ¢ = 2 ou 3. Dans ce cas, D' = (D — {v}) U {z1} est aussi un v, (7,)-ensemble ne
contenant pas le sommet v. Siv ¢ D, alors D doit contenir deux sommets de {z1, s, x3}.
Sans perte de généralité supposons que {x2,x3} C D. Dans ce cas D' = (D — {z3}) U {v}

est un 7y, (T¥)-ensemble contenant le sommet v. Par conséquent v ¢ Ay (1) NNL(T7).

Cas 7: k1+]€320 et k2+k4:1.

Sous cas 7.1: ki +ks+kys =0 et kg = 1.
Dans ce cas T} est un P53, comme le cas des chaines a déja été considéré on peut

aisément conclure que v ¢ AL (TF) N NL(TY).

Sous cas 7.2: ki +ks+ko=0c¢et ky =1.

Dans ce cas T)f est un Ps, et suite a la remarque 3.19, v € N (T).

Cas 8: ]{31+]€2+/€3+/€4:0 .
Finalement ce cas aussi a déja été considéré, et il a été établi que

vé AL(TH) NNL(TY). O
Suite au lemmes 3.21 et 3.22, nous énongons le théoréme suivant:

Théoréme 3.23. [3/] Soit v un sommet d’un arbre T, alors
o v & AL(T) si et seulement si v € AL (T,).

e v € N(T) si et seulement si v € Ni(T,,).

Du théoréme 3.23 nous déduisons le corollaire suivant:
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Corollaire 3.24. T est un arbre v -excellent si et seulement si Ni(T,) = @, pour tout
sommet v de T. (c.a.d que dans larbre élagué T, nous avons (|L*(v) U L3(v)| # 0 ou

|L2(v) U LY (v)| < 1) et |L3(v) U L2(v) U LY (v)] # 0 ou |L*(v)| # 1.

4. Algorithme de reconnaissance d’un arbre 7;-excellent

Suite au procéssus d’élagage défini précédement et au corollaire 3.24, nous proposons
un algorithme de reconnaissance d’un arbre 7y, -excellent.
Algorithme : Reconnaissance d’un arbre v, -excellent

Input: Un arbre T tel que |V(T')| > 2. (Les sommets de 7' sont numérotés de 1 &
|[V(T)|). Une chaine F.

Etape 1: Poser r = 1.

Etape 2: Sir = |[V(T)| + 1, TERMINER. T est v -excellent. Sinon, poser
T=1T,="1T,.
Etape 3: Determiner la distance d(v, z) pour tout x € V(T,) et générer la séquence

de sommets branche (wy, ws, ...wy) tels que:
d(v,wy) < d(v,wy) < ... < d(v,wy).

Poser B(T') = {wy,ws, ...w} et m = k.

Etape 4: Sim =0 (c.a.d B(T) = @), aller a I’étape 6. Sinon, aller a 'étape 5.

Etape 5: Poser w = w,,. Pour tout fils x de w, soit 2’ 'unique sommet pendant de
T,.

Pour © =0,1,2,3, et 4, poser
LY (w) = {2’ € L'(w) | d(w,z’) =i mod5}.

. Si |LY(w)] > 1, soit y € C(w) tel que y' € T, et v’ € L (w).
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Alors poser

T=T-(D(w)-y).

et B(T) = B(T) —w, m =m — 1, et aller a I’étape 4.

Si L'(w) = @ et |L3(w)| > 1, soit y € C(w) tel que y' € T, et ' € L3 (w).

Alors poser

T=T—- U D.

ueC(w)—y

et B(T) = B(T) —w, m =m — 1, et aller a ’étape 4.

Si LY (w) U L3(w) = @ et |L*(w)] > 1, soit y € C(w) tel que y' € T, et

y' € L*(w). Alors poser

Si LY (w) U L3 (w) U L*(w) = @ et |L*(w)| > 2, effacer D(w) et attacher
la chaine P, a w.

Si L'(w) U L3(w) U L*Y(w) = @ et |L*(w)] = 1, soit y € C(w) tel que

y €T, ety € L*(w).Alors poser

T=T-(D(w)—1y).

Si L' (w) U L (w) U L3(w) U LY (w) = @ et |L°(w)| > 1, soit y € C(w) tel

que y' € T, et y' € L°(w). Alors poser
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Etape 6: Si (L'(w)U L} (w) = @ et |L*(w) U L*(w)| > 2) ou
(L' (w) U L*(w) U L3(w) = @ et |[L*(w)] = 1). TERMINER. T n’est pas ~v,-
excellent.

Sinon, poser r = r + 1, et aller a ’étape 2.

On notera que la caractérisation des ensembles A (T') et N, (T') pour un arbre T peut
servir pour la reconnaissance des arbres «y;-recommandables, v, -justes, et ;-indésirables
vu que pb = |Np(T)| et ud = |V(T)| — |N.(T)|. Cette méme caractérisation permet aussi
d’établir si un arbre 7" admet un dominant localisateur minimum unique, vu qu’un arbre T’
admet un dominant localisateur minimum unique si seulement si A, (T)UNL(T) = V(7).
Dans le chapitre suivant nous donnons une autre caractérisation des arbres admettant un

ensemble dominant localisateur minimum unique.
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CHAPITRE 4

ETUDE DES ARBRES ADMETTANT UN ENSEMBLE

DOMINANT LOCALISATEUR MINIMUM UNIQUE.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéréssons a la classe des arbres admettant un ensemble
dominant localisateur minimum unique. Un tel arbre sera noté ADLU. Notons que des
études ont été faites afin de déterminer I'unicité d’un ensemble dominant minimum pour
quelques parametres de domination dans des classes de graphes tels les arbres. Pour plus

de détails on pourra consulter les articles [12], [13], [17], [20].
Nous donnons d’abord deux remarques qui nous seront utiles par la suite.
Remarque 4.1. Si T un arbre non trivial admet un vy (T')-ensemble unique D, alors:

a) Tout sommet support appartient a D.
b) Chaque sommet support est adjacent & exactement un sommet pendant.

¢) D ne contient aucun sommet pendant.

Preuve. a) Supposons qu'il existe un sommet support v, tel que v ¢ D. Dans ce
cas tous les sommets pendants adjacents & v sont contenus dans D. Soit z; I'un de ces
sommets, alors D' = (D — {z1}) U {v} est un autre -y, (T)-ensemble. Ce qui est contredit

I'unicité du «y, (T")-ensemble D.

b) Supposons qu'il existe un sommet support v, adjacent & au moins deux sommmets
pendants x1, xo. Comme d’aprés a) v € D, et x; € D (pour i = 1 ou 2), alors D' =
(D —{z1}) U{x2} est un autre v, (7')-ensemble. Ce qui est contredit 'unicité du ~y, (7)-

ensemble D.
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¢) Soit u I'unique sommet pendant adjacent & v. Supposons que u € D, et soit w un
sommet de V' — D, qui admet pour voisin dans D uniquement v. Comme d’aprés a) v € D,
alors D' = (D — {u}) U{w} est un autre vy, (7T")-ensemble. Ce qui est contredit 1'unicité
du v, (T')-ensemble D. O

Remarque 4.2. La chaine Ps est le plus petit arbre non trivial admettant un ensemble

dominant localisateur minimum unique.

Preuve. Soit T le plus petit ADLU, d’aprés la remarque 4.1, T' n’est pas une étoile, et
donc T est au moins de diameétre trois. La chaine P, est le seul arbre de diameétre trois
sans support fort, or la chaine P, admet deux ~;(P;)-ensemble. Il s’ensuit que T est au
moins de diameétre quatre, et il est aisé de voir qu'un tel arbre est la chaine P;. Comme

P5 admet un unique ensemble dominant localisateur minimum, alors P5 est le plus petit

ADLU. [l

4.2 Caractérisations

Lemme 4.3. [35] Soient T un ADLU non tiwial, et D son unique vy (T')-ensemble. Alors
pour tout sommet v € D, v, (T —v) > ~.(T).

Preuve. Soient T un ADLU et D son unique v, (7')-ensemble. Supposons que pour
un certain sommet v € D, v, (T —v) < v,(T). D’aprés la remarque 4.1, v ne peut étre un
sommet pendant. Soient {u,,u,,u,, ..., u,} les voisins de v dans T', et T,, les composantes
de T'— v contenant le sommet wu;. Il est clair que p > 2. Soient D" un v, (17" — v)-ensemble,
D, =DnNT,, et D, = D" NT,, pour chaque i. Par supposition |D’| < |D|. Notons que
D' contient au plus un sommet de {uy,us,us,...,u,}, sinon D’ serait un autre 7, (7')-
ensemble, ce qui contredirait 1'unicité de D. Ainsi pour chaque i = 1,...p, D} est un
v (T, )-ensemble, D; U {v} est un E.D.L du sous graphe T,, + v, et il est le plus petit
ensemble contenant le sommet v. Comme D} U {v} est aussi est un E.D.L du sous graphe
T.,+v, il s’ensuit que |D; U {v}| < |D}U {v}| et donc | D;| < |D}| pour tout 1 < i < p. Soit
() le sous ensemble de {1,2,...,p} tel que |D;| < |Dj| pour tout [ € @, d’ou |Dj| > |D;|+1.
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De plus puisque D; U {w;} est un est un E.D.L du sous graphe T, alors |D;| <
\DlU{ul}| = |D)| + 1, et donc |Dj| = |D,| + 1 pour tout | € Q. Comme |D| > |D'| =
Z |Dl| = Z |D;| + |Q| = |D| — 1+ |Q| ceci implique |Q] < 1. Supposons a présent
|Q| =0, alors |D'| = |D| —1et D'U{w} pour un certain u; ¢ D, est un second v (T)-
ensemble, ce qui contredit 'unicité du 7, (T")-ensemble D, donc |Q| = 1. Soit @ = {j},
donc |D)| = |Dj| + 1, u; ¢ D mais alors " UZ#JD’) U D; U{u;} est un v, (7')-ensemble

différent de D, d’ou la contradiction. Ainsi nous avons montré que v, (T — v) > v.(T)

pour tout sommet v € D. O

Notons que le lemme 4.3 n’est pas valable pour tout graphe. En effet, il suffit de
considérer & titre d’exemple, le graphe G, constitué des deux cycles Cs, y1,¥2, Y3, Ya, Ys
et x1, 9,23, x4, r5 en identifiant les sommets x; et y; par un nouveau sommet w. Pour
compléter le graphe, ajouter deux nouveaux sommets u,v et les arétes ux;, vy;, pour

i = 2,3,4,5. Alors {xy, 5,92, y5} est 1unique 7, (G)-ensemble. Mais pour tout z €

{132, Ts, Y2, y5} 9 IYL(G - Z) = IYL(G)

Lemme 4.4. [35] Soit G un graphe conneze non trivial et D un v (G)-ensemble. Si pour

tout sommet v € D, v, (G —v) > v.(G), alors G admet un 7, (G)-ensemble unique.

Preuve. Supposons que le graphe G admet un autre 7 (G)-ensemble D',
et 7. (G —v) > 7. (G). Soit v un sommet de D — D', alors D’ est un E.D.L de G — v,
donc v, (G —v) < |D'| = |D| = v.(G), d’ou la contradiction. O

Comme conséquence immédiate des lemmes 4.3 et 4.4, nous obtenons une premiére

caractérisation pour les ADLU.

Théoréme 4.5. [35] Un arbre non trivial T est un ADLU admettant pour unique

v (T)-ensenble D si et seulement si pour tout sommet v € D, v (T —v) > v, (T).

Soient T et Ty deux ADLU disjoints chacun d’ordre au moins 5. Soient A; I'unique
v (T1)-ensemble, et Ay 'unique 7, (73)-ensemble. On définit ci dessous deux opérations

qui permettront de lier les deux ADLU T; et Ty afin d’obtenir un nouvel ADLU.
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e Opération O: Relier par une aréte un sommet de Ay a un sommet de As.

e Opération Oy: Relier par une aréte un sommet de V (11) — Ay & un sommet de

|4 (Tg) — AQ.
Suite & la définition de ces opérations nous montrons le lemme suivant.

Lemme 4.6. [35] L’arbre T obtenu a partir de deux ADLU, Ty et Ty par une des opéra-
tions O ou Oy est un ADLU.

Preuve. Soient D un 7 (T)-ensemble, D; = DNV (T}) et Dy = DNV (T3). Soit vyvg
I’aréte reliant un sommet v; € T et un sommet vy € T5, il est clair que A; U Ay est un

E.D.LdeT d'ott v, (T) < v,(T1) + v.(T2).

Supposons que l'arbre T est obtenu suite & I'application de 'opération O;. Si les deux
sommets vy, vy appartiennent a D, alors D; est un E.D.L de 17 et Dy est un E.D.L
de Ty, d'ou v, (T1) +v,(T2) < [Di] + [Ds| = v, (T) et ainsi v, (T) = v,(T1) + v.(12).
Compte tenu de 'unicité des ensembles A; et A,, il s’ensuit A; = D1, et Ay = Do, d’oul
A; U Aj est P'unique v, (T)-ensemble, et ainsi 7" est un ADLU. Si les deux sommets vy, vy
n’appartiennent pas & D, alors Dy est un E.D.L de T} et D, est un E.D.L de Ts, d’ou
Vo(T1) + 7. (T2) < |Dif + |Dof = v,,(T) et ainsi ., (T') = v, (T1) + . (12). 11 s’ensuit pour
i € {1,2} que D; est un «y, (T;)-ensemble différent de A; puisque v; ¢ D;, ce qui contredit
I'unicité de A;. Sans perte de généralité supposons que v; € Dy et vy ¢ Dy, alors D; est un
v (T1)-ensemble, d’ou D; = A;. Dans ce cas Dy est un vy, (15 — vg)-ensemble, et compte
tenu du lemme 4.3 on aura |Dy| > |As], Aot v, (T) = |D| = |Dy| + |Da| > |A1] + |As],
donc Ay U Ay serait un E.D.L de T de taille inférieure & |D| = (T, ce qui contredit le

fait que D est un 7, (7T")-ensemble.

Supposons que l'arbre T est obtenu suite & I'application de 'opération O,. Si les deux
sommets vy, vy appartiennent & D, alors Dy est un E.D.L de T} et Dy est un E.D.L de
Ty, d'ot 7, (T1) +7,(T3) < | D] + [ Da] = (T et ainsi v,(T) = 7,(T1) +7,(T3), et il en
est de méme si les deux sommets vy, v9 n’appartiennent pas a D.

Dans le premier cas puisque pour i € {1,2} D; est un 7, (7;)-ensemble différent de A;

on a alors une contradiction avec le fait que pour i € {1,2} T; est un ADLU.
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Dans le second cas comme pour i € {1,2} A; est un 7 (7;)-ensemble unique, on a
A; = D;, ot A; U Ay est 'unique v, (T)-ensemble, et ainsi 7" est un ADLU. Finalement
supposons sans perte de généralité supposons que vy € Dy et vy ¢ Dy. Alors D; est un
E.D.L de T et vu que A; est un 7, (7} )-ensemble unique on a |D;| > |A;| 4+ 1. De plus
comme v; ¢ Ay, A1 U Dy U {vy} est un v (7T)-ensemble, mais comme Dy U {vy} est un
E.D.L de T et du fait que Ty est un ADLU, |Dy| 4+ 1 > | A3 4+ 1, ainsi D serait au moins
de taille |A;| 4+ |As| + 1, d’ou la contradiction avec |D| = v, (T) < |Ay| + |As] . O

Soient T4, T, ..., Ty k ADLU disjoints, chacun d’ordre au moins cinqg , et soient respec-
tivement Ay, As, ..., Ay leur unique v, (7;)-ensemble. Pour chaque i, soit u; un sommet de

A;. On définit les deux opérations suivantes:

e Operation O3: Si k > 3. Relier par 'aréte vu; un nouveau sommet v & un sommet
u; de chaque A; pour tout 7, (1 <i < k).

e Operation O4: Si k > 2. Relier par I’aréte w;u; un sommet pendant w; d’une étoile
S1x centrée en v & un sommet u; de chaque A; pour tout 4, (1 < ¢ < k), sous la condition
qu’au moins deux sommets de {uy, ..., uy}, soient u, et u;, admettent chacun un voisin

privé par rapport a A; dans T;.

Suite & la définition de ces opérations nous montrons le lemme suivant.

Lemme 4.7. [35] L’arbre T obtenu a partir de k ADLU disjoints, Ty, Ty, ..., Ty (k > 3),
par Uopération Oz est un ADLU, et Ay U ...U Ay est son unique vy (T)-ensemble.

Preuve. Soient D un 7y, (T)-ensemble, D; = D NV (T;) pour chaque i = 1, ..., k.

Supposons que T est obtenu a partir de k ADLU disjoints T4, Ts, ..., Ty, (k > 3), par
I’application de I'opération Oz. Il est clair que iileAi est un EDL de T, d'ou v, (T) <
|Ar] 4+ ... + A = v (Th) + .. + v (Th).

Supposons que v € D.

a) Soit u; un sommet tel que w; ¢ D. Alors u; ¢ D;, d’ou D; est un EDL de (T; — w;).
Donc comme u; € A; nous aurons d’apreés le lemme 4.3 v, (T;) = |Ai| < v (T —w;) < | Dy,
d’ou (D — D;) U A, serait un E.D.L de T de cardinalité inférieure a |D|. Ce qui contredit

le fait que D est un v, (7')-ensemble.
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b) Supposons que tous les sommets u; appartiennent a D, alors dans ce cas D — {v}est
un EDL de T de cardinalité inférieure a |D|. Ce qui contredit le fait que D est un
v (T)-ensemble. Donc v ¢ D, et chaque D; est un E.D.L de T; d’on v, (T1) + ... +
v (Ty) < il|Dl| =~ (T) <~ (Th)+ ... +7v.(Tk). Comme pour tout 1 < i <k, A; est un

k
v (T;)-ensemble unique il s’ensuit que D; = A; et donc D = 4U1Ai est un v, (7")-ensemble

1=

unique. ]

Lemme 4.8. [35] L’arbre T' obtenu par l'opération Oy a partir de k ADLU disjoints T,
To, ..., Ty (K >2), est un ADLU, et A1 U ...U A, U {v} est son unique v, (T)-ensemble.

Preuve. Soient D un 7y, (T)-ensemble, D; = D NV (T;) pour chaque i = 1, ..., k.

Supposons que 7' est obtenu & partir de k ADLU disjoints 11, T5, ..., Ty (k > 2) par
Papplication de 'opération Os. Il est clair que iQIAZ- U{v} est un EDL de T, dou . (T) <
A1+ .+ Al + 1 =, (Th) + ... + . (Ty) + 1.

Soit @ C {1,...,k} tel que u; n’appartient pas & D. Dans ce cas D doit contenir |Q)|
sommets de {v,w; | i € @} . Comme pour chaque i € @), A; est un v, (7;)-ensemble unique,
u; ¢ D et D; est un E.D.L de T; — uy, il s’ensuit d’aprés le théoréme 4.5 que |D;| > A;
ainsi <UD,) U <UAZ> U{v} serait un E.D.L de T de cardinalité inférieure a |D|. Ce qui
contredil‘f Cfe fait qzueeQ D est un ~y,(T)-ensemble. Donc u; € D pour tout i € {1,...,k}. Par
conséquent chaque D; est un E.D.L de T; et D contient au moins un sommet de N [v]
pour dominer v. Il s’ensuit v, (71) + ... + 7. (Tkx) < i |ID;| = |D| —1=~,(T)-1<
Yo(Th) + oo+, (Tk) dou vy (T1) + ...+, (T) = 'yL(Tl)Zl— 1. Notons que le voisin privé de
u, par rapport a A, dans T, reste le voisin privé de u, par rapport & D dans T' (sinon D,
serait un autre -y, (7})-ensemble), et il en est de méme pour le sommet us. Donc D doit

contenir v, autrement si w,, ws; € D alors {v} U D — {w,,ws} serait un E.D.L de T de de

cardinalité inférieure & |D|. Ainsi A; U ... U A, U {v} est 'unique v, (7)-ensemble. O

Avant de donner une caractérisation des arbres admettant un 7, (7")-ensemble unique

nous définissons une famille d’arbres U/ que nous aurons a utiliser.
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Nous rapellons que la couronne d’un arbre T est I’arbre obtenu a partir d’une copie de
T dans laquelle chaque sommet v de T" est attaché & un nouveau sommet pendant v" par
Paréte vv'.

Soit U la famille d’arbres obtenus & partir de couronnes d’ordre au moins quatre en

subdivisant une seule fois toute les arétes entre les sommets support. Nous pouvons alors

aisément établir la remarque suivante.

Remarque 4.9. SiT € U, alors S(T') l’ensemble des sommets support de T est l'unique

v (T)-ensemble.

Maintenant nous sommes en mesure d’établir un théoréme qui est une caractérisation

des arbres admettant un ~y, (T')-ensemble unique.

Théoréme 4.10. [35] Soit T' un arbre d’ordre n > 2. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes.

(a) T est un ADLU.
(b) T admet un v, (T')-ensemble D tel que v, (T'—v) > ~v.(T') pour tout sommet v € D.

(c) T € U ou T peut étre construit o partir d’arbres disjoints de U par une séquence
finie d’opérations Oy, Oy, O3z, ou Oy.

Preuve. D’aprés le théoréme 4.5 (a)<(b). D’aprés la remarque 4.9, les lemmes 4.6,
4.7, et 4.8 (¢)=(a). Il nous reste donc & montrer que (a)=(c). Soient 7" un ADLU et
D son unique 7, (T")-ensemble. Nous procéderons par induction sur l'ordre n de T'. Par
la remarque 4.2, T est de diamétre au moins quatre et n > 5. Sin = 5 alors T' = P5 et
Ps € U. Supposons que tout ADLU non trivial 77 d’ordre n’ < n est dans U ou qu’il peut
étre construit a partir d’arbres disjoints de I/ par une séquence finie d’opérations O, O,
O3, ou Oy. Soit T'un ADLU d’ordre n et D son unique 7 (7')-ensemble. Par la remarque
4.1, tout sommet support de T' est adjacent & exactement un sommet pendant, D contient

tout sommet support et il ne contient aucun sommet pendant.

Supposons dans un premier temps que T’ contient deux sommets adjacents u et v

appartenant ou n’appartenant pas a D.
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Soient T, et T, les deux sous arbres de T obtenus aprés la suppression de l'aréte uv.
Il est clair que D, = DNT, (resp. D, = DNT,)estun E.D.L de T,, (resp.de T,), d’ou
Yo (Tw) + v.(Ty) < |Du| + |Dy| = v, (T). L’égalité est obtenue en considérant D; U Do
un quelconque E.D.L de T, ou Dy (resp.Ds) est un vy, (7),)-ensemble (resp. un v (7,)-
ensemble). Comme D est unique il s’ensuit que D, est 'unique 7, (7, )-ensemble et que
D, est I'unique 7y, (T,)-ensemble. Par I'hypothése d’induction T, (resp.T,) appartient a U,
ou peut étre construit & partir d’arbres disjoints de ¢/ par une séquence finie d’opérations
O1, Oy, O3, ou Oy4. Ainsi 'arbre T peut étre construit a partir de T, et T, en usant de
lopération O; (si u et v appartiennent & D) ou O, (si u et v n’appartiennent pas a D).
Nous pouvons donc supposer dans ce qui suit que chacun des deux ensembles D et V' — D

est un stable.

Supposons d’abord qu’il existe un sommet z € V — D tel que deg;(z) =t > 3. Soient
Y1, .-, Y les voisins de z dans D. Considérons la forét résultant aprés la suppréssion du
t
sommet z. Il est clair que |D| = ) |D;|, avec D; = DNT,,. Comme D est unique il s’ensuit
1

1=
que D; est 'unique v, (7}, )-ensemble pour chaque 1 < i < t. Par I'hypothese d’induction
T,, € U ou peut étre construit a partir d’arbres disjoints de U/ par une séquence finie
d’opérations Oy, Oy, O3, ou O4. Par conséquent 1" peut étre obtenu a partir de 7, ..., T},
par I'application de 'opération O3. Nous pouvons & présent supposer que tout sommet de

V' — D est au plus de degré deux.

Supposons que D contient un sommet x qui n’est pas un sommet support, alors
degp(x) > 2. Soient wy, ..., w, (p > 2) les voisins de = dans V' — D. Comme par suppo-
sition pour tout i, deg;(w;) = 2, soit u; le second voisin de w; pour chaque i. Supposons
par contradiction qu’au plus un sommet de {us,...,u,}, soit u,, admet un voisin privé
par rapport & D dans 7. (notons que ce voisin pourrait étre un sommet pendant). Alors
{w,} U D — {z} serait un autre 7, (7)-ensemble. Ce qui contredit le fait que D est un

v (T)-ensemble unique.
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Donc au moins deux sommets de {uq, ..., u,} admettent chacun un voisin privé par

rapport & D dans T'. Soit 7" = T — {x,w,, ..., w,}. Alors il est ais¢ de voir que |D| =
p

Yo(Tu))+ -+ (Ty,) +1 = > |D;|+1, et pour chaque 1 < i < p, D; est P'unique v (T,,)-
i=1

ensemble avec la condition qu’au moins un sommet de chaque couple (u;,u;,1 < i,j <

p,i # j) posséde un voisin privé par rapport a ce v (7, )-ensemble. Par induction chaque
arbre T, € U ou peut étre construit a partir d’arbres disjoints de U/ par une séquence finie
d’opérations 01, Oy, O3, ou O4. Par conséquent 1" peut étre obtenu a partir des 7,,, ...,

T, par I'application de I'opération O,. Ainsi nous avons établi la preuve du thépréme

4.10. [l
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CHAPITRE 5

RELATIONS ENTRE 7}, V9, ET 3 DANS LE CAS DES ARBRES,

ET CARACTERISATION DES ARBRES EXTREMAUX

Dans la premiére section de ce chapitre nous énoncons des résultats connus qui nous serons
utiles par la suite. La deuxiéme section sera consacrée a quelques résultats que nous avons

obtenus.

5.1 Résultats connus

5.1.1 Borne supérieure pour le nombre de domination localisateur v,

dans les arbres et caractérisation des arbres atteignant cette borne

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats concernant le parametre de domination

localisateur, ces résultats ont été obtenus par Blidia et al dans [3] et [4]

On rappelle que L (T) (resp. S (7)) désigne I'ensemble des sommets pendants (resp.
des sommets supports) d’un arbre 7. On note [ = |L(T)|, s = |S(T)]| .

Dans [4], Blidia et al ont donné une borne supérieure pour le nombre de domination

localisateur dans les arbres en montrant le théoréme suivant:

Théoréme 5.1. [}/ SiT est un arbre d’ordre n avec | sommets pendants et s sommets

support, alors v, (T) < (n+1—s) /2.

Dans la perspective de caractériser les arbres atteignant la borne du théoreme 5.1,

Blidia et al ont défini la famille F.
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Soit F la famille d’arbres qui peuvent étre obtenus & partir de la séquence d’arbres

11, Ty, ..., Ty (k> 1) tel que T} est une chaine P3 = x,y,t ou une chaine P.

T =Ty, et,sik > 2, T;, ;1 peut étre obtenu a partir de T; par une des opérations définies

ci-dessous. On pose D (Ty) = {z,y} si Ty = Ps et D (T1) = S(P,) si T1 = Py.

e Opération Fi: Ajouter a T; un sommet w en attachant par une aréte un sommet

support de T; a w. Poser D (T;41) = D (T;) U{w} .

e Opération F,: Ajouter a T; un P, = u,v en attachant par l'aréte uz un sommet

support z de T;. Poser D (T;11) = D (T;) U {u}.

e Opération F3: Ajouter a T; une étoile subdivisée H centrée en a, d’ordre au moins
cing, en attachant par I'aréte ab’ un sommet pendant b d’un support fort de 7. Poser

D(Tit1) = D(T;) U S (H).

e Opération F;: Ajouter a T; un P; = b, c,d et p > 0 chaines P, = u;, v; en attachant
par les arétes df et u; f pour chaque 7, un sommet pendant f de D(7;) ou f est un pendant

d’un support fort de T;. Poser D (T;11) = D (T;) U {c,uq, ..., up} -

e Opération F5: Ajouter aT; un Py = a, b, c,d et p > 0 chaines P, = u;, v; en attachant
par les arétes dy et u;d pour chaque i, un sommet y de T; qui n’est pas un sommet support

et pour lequel v, (T; —y) = v, (T;) . Poser D (T;11) = D (T;) U{b,d,uy, ..., up}.
Notons que I'opération F5 ne peut étre appliquée a y un sommet pendant d’un support
fort, puisque dans ce cas v, (T; —y) < v (T3).

Suite & la définition de la famille F, nous énonconst un théoréme qui caractérise les

arbres atteignant la borne du théoréeme 5.1

Théoréme 5.2. [4] Soit T un arbre d’ordre n > 2, alors v, (T) = (n+1—15) /2 si et

seulement si' 1T € F.

5.1.2 Borne inférieure pour 7v,, § et comparaison entre v,(G) et §(G) dans les arbres

Soient G = (V, £') un graphe et D un dominant de G, 'idée de dominer tout sommet de

V — D, k fois dans D a été introduite par Fink et Jacobson dans [15].
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Dans ce paragraphe nous définissons les notions d’ensemble 2-dominant, d’ensemble
stable, et nous énoncons quelques résultats concernant le nombre de 2-domination ,, et

un théoréme donnant une caractérisation des arbres T' vérifiant v,(T) = 3 (T) .
Nous commencons par rappeller quelques définitions et propriétés:

Définition 5.3. Soit un graphe G = (V, E), un sous ensemble S C V' est un 2-dominant
de G si tout sommet de V— S est dominé par au moins deux sommets de S. Le nombre

de 2-domination noté v, (G) est égal a la cardinalité minimum d’un ensemble 2-dominant

de G.

Définition 5.4. Soit un graphe G = (V, E), un sous ensemble S C V' est un stable de G
si (S) est graphe sans arétes. Le nombre de stabilité, noté B (G) est égal a la cardinalité

mazimum d’un stable mazimal de G.

Dans [15], Fink et al ont donné une borne inférieure pour 7, (G) dans le cas des arbres
Théoréme 5.5. [15] Si T est un arbre d’ordre n, alors on a v5(T) > (n+ 1) /2.

Dans [8], Chellali a amélioré cette borne dans le cas des arbres avec [ > s en montrant

les résultats suivants:

Lemme 5.6. [8] Si G est un graphe d’ordre n, avec au plus un cycle, | sommets pendants

et s sommets support, alors on a v4(G) > (n+1—s) /2.

Dans [5], on note un théoréme qui donne une borne inférieure du nombre de stabilité

pour un certain graphe G.

Théoréme 5.7. [5] SiG est un graphe biparti connexe d’ordre n, avecl sommets pendants

et s sommets support, alors on a B(G) > (n+1—s) /2

Avant de donner la caractérisation des arbres T' tels que 7,(7) = B(T'), nous avons

besoin de noter les remarques suivantes.
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Remarque 5.8. [3/ o Pour une étoile Sy, avec p > 2, 5(S1,) = 72(S1,p) = D-

e Pour une double étoile S, , avec p > 2, et ¢ > 2, B(Spq) = 72(Spq) =P+ ¢
e Pour une double étoile Sy 4, B (Spq) =1+ q et v5(Spq) =2+ 4¢.

e Pour une étoile subdivisée SS,, 5 (SS,) = 7,(S9,) = ¢+ 1.

o Pour une chaine Pagi1, 5 (Pogi1) = Yo(Pog1) = ¢+ 1.

o Pour une chaine Py,, B (Pyy) = q et vo(Poy) = ¢+ 1.

Remarque 5.9. [3/ Dans un graphe G, il existe un 3 (G)-ensemble contenant tous les
sommets pendants de G. Siu est un sommet support fort dans G, alors tout B (G)-ensemble

contient L,. Un 7y, (G)-ensemble contient tous les sommets pendants d’un graphe G.

Dans le but de caractériser les arbres vérifiant v,(7") = 5 (7') , dans [3], Blidia et al ont

défini une famile d’arbres H et ont montré le théoréme suivant.
Théoréme 5.10. [3/ Pour tout arbre T, on a v,(T) > B (T).

La famille d’arbres A est définie comme suit:

Soit A la famille des arbres qui peuvent étre obtenus & partir d’'une séquence d’arbres
Ty, Ty, ..., T (k> 1), ou Ty est une étoile Sy, (¢ > 2) centrée en un sommet w, 7' = Ty, et
si (k > 2) T4, est obtenu récursivement a partir de 7; par une des trois opérations définies

ci-dessous. Poser A (1) = Ly,

Opération O;: Ajouter & T; une étoile S; , p > 1 centrée en un sommet = en attachant

par laréte yx un sommet pendant y de T;. Poser A (T;,1) = L,.

Opération O,: Ajouter a T; une étoile S; ,, p > 1 centrée en un sommet z en attachant

par 'aréte yx un sommet non pendant y de A(T;). Poser A (T;y1) = A(T;) U L,.

Opération Os: Ajouter & T; une étoile S; ,, p > 2 centrée en un sommet z en attachant

par 'aréte yx un sommet y de V(7;) — A(T;). Poser A (T;11) = A(T;) U L.

Soit A; la sous famille de A constituée des arbres construits & partir de 77 par

I’application récursive de 'opération O;.
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A titre d’exemple, on peut voir que la chaine impaire P, est dans A; puisqu’elle est

obtenue suite & ¢ — 1 applications de 1'opération O; a I'étoile S; 2, avec p = 1.

La caractérisation des arbres T" ayant v,(7T") = 3 (T') est donnée par le théoréme 5.11

Théoréme 5.11. [3] Soit T un arbre. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

a) 7,(T) = B(T).
b) T=K, ouT e A

c) T posséde un unique v,(T')-ensemble qui est aussi un unique [ (T)-ensemble.

5.2 Relations entre v;, 5, et 7, dans les arbres, et caractérisation des

arbres extrémaux

En général les parametres v, , (3, et v, sont incomparables. En effet si G est le graphe
biparti complet K, , avec 4 < p < ¢, on peut voir que v, (K,,) =p+q—2, 8(K,,) =¢
et 7, (Kpq) = 4.

Avant de donner des relations entre v, (G), 8 (G), et 7, (G) dans le cas des arbres,

nous notons les remarques suivantes:

Remarque 5.12. e Pour une étoile Sy, v, (S1,) = B (S1p) =72 (S1p) =D

o Pour une étoile double S, ,, avec p > 2 et q > 2, v (Spq) = B (Spq) = V2 (Spq) =
p+q.

e Pour une étoile double Sy 4, v1, (S14) =B (S14) =q+1 et v5(S14) =q+2

e Pour une étoile subdivisée SSy, v (SS,) = q et 75, (SS,) = (SS,) =q¢+1

Suite aux théorémes 5.1, 5.7, et 5.10, nous déduisons le corollaire suivant:

Corollaire 5.13. [36] Pour tout arbre T, v, (T) < (n+1—5)/2 < B(T) < ~4(T).

Aprés avoir établi ce corollaire nous sommes en mesure de montrer la proposition

suivante.
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Proposition 5.14. Si pour un arbre T, v, (T) = v5(T), alors

Y (T) =~ (T)=06(T)=(n+1—s)/2, T € F et T est vy -excellent.

Preuve. Soit T" un arbre tel que v, (1) = 7, (T') . D’aprés le corollaire 5.13, il est clair
que (n+1—15)/2 <7, (T) =7 (T) < B(T) <7, (T) = 7 (T) < (n+1—s) /2 et donc
v (1) =B (T) =7, (T) = (n+1—s) /2. Comme v, (T') = (n+ 1 —s) /2, donc d’aprés le
théoreme 5.2, T' € F. Pour montrer que 7' est v -excellent nous montrons que si 7' € F
alors 71" est v -excellent, et pour cela nous procédons par induction sur le nombre total
d’opérations F; effectuées pour la construction de T Il est clair que si T' = P ou Py, T
est v -excellent. Supposons que tous les arbres de F construits avec k — 1 opérations sont
v -excellents et, soit 7" un arbre de F construit avec k£ opérations. 7" est donc obtenu par
I'application d’une opération de {Fy, Fs, F3, F4, F5} & un arbre 7" de F obtenu par k — 1

opérations.

Cas 1 : La derniére opération éffectuée sur T"est F.

Soit T' I'arbre obtenu & partir de 7" en attachant un seul sommet w & un sommet
support u de 7". Comme 7, (T") = (W' +1I' =) /2 et v, (T) = (n+1—s) /2 avec n =
n+1,l=0U41ets=s alorsvy, (T) =, (T") + 1. Ainsi tout v, (1”)-ensemble peut étre
étendu a un 7, (T') ensemble en lui ajoutant le sommet w. Vu que T” est v, -excellent,
tout sommet de 7" est dans un -y, (7") ensemble, et que V (T') = V (T") U {w} donc tout
sommet de T" est contenu dans un 7, (7T")-ensemble d’ou T" est -y, -excellent.

Cas 2 : La derniére opération éffectuée sur 7" est F,.

De fagon similaire au cas 1 nous montrons que v, (7') = v, (T") + 1. D’ou tout v (1")-
ensemble peut étre étendu a un 7 (7') ensemble en lui ajoutant soit le sommet u, soit le
sommet v. Vu que 7" est v, -excellent, tout sommet de 7" est dans un v, (7”)-ensemble,
et que V(T) =V (T") U{u,v} donc tout sommet de T est un v, (7')-ensemble d’ou T est

un v, -excellent.

Cas 3 : La derniére opération effectuée sur T"est F3.

Dans ce casn = n' +2|S(H)|+ 1,1 =U'+ |S(H)| —1et s = s+ |[S(H)|, comme
VL (T) = (n+1—s) /2 alors v, (T') = v, (T") + |S(H)|.
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Ainsi tout v, (7")-ensemble peut étre étendu a un 7y, (7')-ensemble en lui ajoutant
I’ensemble S(H) donc tout sommet de S(H) appartient & un v, (7') —ensemble. Soit S’
un v, (7")-ensemble contenant o', S = (8" — {V'}) U {a} U L(H) est un vy, (T')-ensemble
contenant le sommet a et tous les sommets pendants de H. Vu que 7" est v -excellent,
tout sommet de 7" est dans un 7, (7”)-ensemble, et que V (T') = V (T") UV (H) donc T

est v -excellent.

Cas 4 : La derniere opération effectuée sur T"est Fy.

Dans ce casn =n'+2p+3,1 =1'"+2p et s = s’ +p+1, similairement aux cas précédents
nous déduisons 'égalité v, (1) = v, (T") + p+ 1. Soit S” un ~y, (7”")-ensemble contenant
le sommet f, on peut voir que S; = S’ U {c} U {w;} et So = (5" —{f}) U{d,b} U{v;}
pour i € {0,1,...,p} sont des 7, (T')-ensembles contenant soit les sommets ¢ et u;, soit les
sommets d, b et v;, et ce pour tout i € {0,1,...,p} .Vu que 7" est -y, -excellent, tout sommet
de T" est dans un 7, (7")-ensemble et, que V (T') = V (T") U {d, ¢, b} U {u;,v;} pour tout
i €40,1,...,p} donc T est ~y -excellent.

Cas 5 : La derniére opération effectuée sur T"est Fs.

Dans ce cas si y est un sommet pendant de 7", [ = I'+p, et s = s'+p, et si y n’est pas un
sommet pendant de T, l ="+ p+1et s = s'+p+1. Comme n = n'+4+42p, alors v, (T) =
(n+1—15)/2=~,(T") +p+ 2. Soit S" un =y, (T")-ensemble, alors S" U {c,a} U {u;} et
S"U{b, d}U{v;} pouri € {0,1,...,p} sont des v, (T)-ensembles contenant soit les sommets
¢, a et u;, soit les sommets d, b et v;, et ce pour i € {0,1,...,p}. Vu que T" est y,-excellent,
tout sommet de 7" est dans un 7, (7")-ensemble et que, V (7)) = V (T")U{d, ¢, b, a} U{w;, v; }

pour ¢ € {0,1,...,p} donc T est v, -excellent. O
Notons qu'un arbre 7y;-excellent n’est pas nécessairement un arbre de F, il suffit de
considérer la chaine Pp; elle est -y, -excellente et Py ¢ F.

Avant de caractériser les arbres T" avec v, (T)) = v, (T') nous définissons la couronne

forte.
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Définition 5.15. Un arbre T est une couronne forte s’il est obtenu a partir d’un arbre T’

en attachant & chaque sommet de T au moins deuxr sommets pendants.

Théoréme 5.16. [36] Soit T un arbre, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) v (T) =72 (1) .
(ii) L’arbre T' est une couronne forte
(iii) v5 (T) = (n+1—s)/2.
Preuve. Il est clair que si T est une couronne forte alors v, (T') = v, (T) = |L (T)] .

Réciproquement supposons que 7' n’est pas une couronne forte et que v, (1) = v, (T) .
Si v, (T') = v, (T) alors suite au corollaire 5.13, v,(T) = (n + 1 — s)/2, et d’aprés les
théoréemes 5.7 et 5.10, nous savons qu'il existe un 3 (T')-ensemble unique avec 3 (1) =
(n+1—s)/2. Soit A, B une bipartition en stables des sommets de V' (T") — (L (T)U S (T)),
si|A|l=|B| = (n—1—s)/2,alors L (T)UA, L (T)UB sont deux stables de T" de cardinalité
|L(T)|+]A| = (n+l—s)/2 = B(T), d’ou la contradiction avec I'unicité d’un 3 (7')-ensemble.
Sans perte de généralité supposons que |A| > |B|, donc 5 (T') > |L(T)U B| > (n—1—3s)/2,
ce qui constitue une contradiction avec 3 (T') = (n + 1 — s)/2. Donc T est nécéssairement
tel que A = B = &. Soit v un sommet support de 7' qui n’est adjacent qu’a un seul
sommet pendant, il est clair que L(7T) est un E.D.L de T, et que L(T) U {u} C D ou D
est un 7, (7')-ensemble, donc v, (7)) <1 <141 < ,(T), ce qui est contradictoire avec

v (T) =75 (T) . Donc (i) et (ii) sont équivalentes.

Montrons & présent que (ii) est équivalente a (iii). Ainsi qu’on ’a vu précédement, si

T est une couronne forte, alors v, (T') = v, (1) = |L(T)| =.(n+1—s)/2.

Réciproquement, supposons que 7' est une étoile K, (p > 2), alors le résultat est
vérifié. Supposons a présent que T n’est ni une étoile ni une couronne forte, et soit v, (7") =
(n+1—s)/2, ce qui entraine 5 (T) = (n+1—5)/2 = v,5(T). En considérant les arguments
développés précédemment il est aisé de conclure que ’arbre T' est nécéssairement tel que

V(T) — (L(T)US(T)) = 2.

Soit v un sommet support de T" qui n’est adjacent qu’a un seul sommet pendant, il

est clair que 5(T) = |L(T)| = [, et comme tout v,(T")-ensemble contient L(T) U {v},
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alors B(T) =1 <1+ 1 < ~,(T), soit (T) < ~4(T), ce qui est contradictoire avec
B(T) =75(T). Donc T est une couronne forte.. O

Remarque 5.17. Il exziste des arbres T tels que v, (T) = (n+1 —5s)/2, et v, (T) >
(n+1—s)/2.

En effet, il suffit de considérer les couronnes de chaines P30 Ky. v, (Ps; 0 K7) = 3k =

(n+1—5s)/2 et v, (T') = 4k. Notons que la couronne Ps; 0 Ky n’est pas une couronne forte.

Le théoreme qui suit donne une caractérisation des arbres T tels que v, (T') = 5 (7).

Théoréme 5.18. [36] Pour tout arbre T, vy, (T) = B (T), si et seulement si T € F.

Preuve. Sipourunarbre T, v, (T') = 3(T), alors d’aprés le théoréme 5.7 et le corollaire
5.13, (n+1—5)/2 < B(T) < 7, (T) < (n+1—5)/2 < B(T), on a v, (T) = §(T) =
(n+1—s)/2 et donc d’aprés le théoreme 77, T € F.

Réciproquement montrons que si T € F, alors v, (T') = (T, il suffit pour cela de
montrer que si T € F, alors 5 (1) = (n+1—s)/2. Pour cela nous procédons par induction
sur le nombre total d’opérations F; efféctuées pour la construction de 7. Il est clair que
siT = Pyou Py, v, (T) = B(T) = 2. Supposons que tous les arbres de F construits
avec k — 1 opérations vérifient v, (T) = B(T) = (n +1 — s)/2, et, soit T" un arbre de
F construit avec k opérations. T est donc obtenu par ’application d’une opération de
{F1,Fo, F3, Fs, Fs} & un arbre T" de F obtenu par k — 1 opérations.

Cas 1: La derni¢re opération effectuée sur 7" est Fj.

Soit T' I'arbre obtenu a partir de 7" en attachant un seul sommet w a un sommet
support u de T". Comme tout 5 (1")-ensemble contient L,, il peut étre étendu a un stable
de T en lui ajoutant le sommet w d’ou 5(T) > B (T") + 1, d’autre part soit .S un 5(7')-
ensemble, alors L, U{w} C S, donc S — {w} est un stable de 7", d’ou g (1") > B (T) — 1,
donc (1) =pT")+1=n+1I'-5)/2+1. Commen=n"+1,l=1'4+1ets=s ona
B(T)=(n+1-1s)/2

Cas 2: La derniére opération effectuée sur 7" est F.
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De fagon similaire au cas 1, on montre que 5(T) = 5(T")+ 1= (n'+1'— s')/2+ 1.
Commen=n'+2l=0I'+1lets=s+1onaf(T)=Mn+1-s)/2

Cas 3: La derni¢re opération effectuée sur 7" est Fj.

Dans ce cas tout /3 (7”)-ensemble peut étre étendu a un stable de T' en lui ajoutant
I'ensemble S(H), d’ou 5 (T) > (1) + |S(H)|. D’autre part soit D un [(T")-ensemble,
alorssia € D (resp. sia ¢ D) D— (L(H)U{a})U{l'}, (resp. D— S(H)) est un stable de
T' dou (1) > B(T)—|S(H)|.Donc g (T) = B (T")+|S(H)| . Comme n = n'+2 |S(H)|+
Ll=1I+|S(H)|—1lets=s+|S(H)|,onaf(T)=n'+1I'-5)/2+|S(H)| = (n+1—s)/2.

Cas 4: La derniére opération effectuée sur 7" est Fy.

Dans ce cas tout [ (7”)-ensemble peut étre étendu a un stable de T en lui ajoutant
I'ensemble {c, v, vs,...v,}, dou B (T) > B(TI") + p+ 1. Par ailleurs, si S est un S(7')-
ensemble, alors si f € S (resp. si f ¢ S) S—{c,v1,vq,...0,} (vesp.(S—{d, b, uy, ug, ... up}) U
{f}) est un stable de 7", d’ou 5 (T") > 5(T) —p+1. Donc 3 (T) = 5(T") + p+ 1. Comme
n=n'+342p,l=1U+p,ets=s+p+lonaf(T)=n'+I-5)/24+p+1=(n+l—s)/2.

Cas 5: La derniére opération effectuée sur 7" est Fs.

Si y est un sommet pendant de 7", soit D' un /3 (1”)-ensemble, alors si y € D’ (resp.
siy ¢ D) D'"U{c,a,uy,ug,...uy,} (resp. D' U{d,b,vy,vs,...v,}) est un stable de T', d’ot
p(T) > B(T") + p + 2. d’autre part soit D un [(7T)-ensemble, alors si y € D (resp. si
y ¢ D), D—{c,a,uy,us,..u,} (resp. (D —{d,b,v1,v2,...,u,}) est un stable de 7", d’ou
B(T")>B(T)—p—2. Commeonan=n"+4+2p etsoitl=10+p s=¢5+p,siy
n’est pas un sommet pendant de 7", soit [ =1'+p, s = s’ + p, si y est un sommet pendant

de T", alors dans les deux cas 5 (T) = (T") +p+2=(n+1—s)/2. O

Le théoréme suivant est une conséquence des théoréemes 5.18 et 5.2

Théoréme 5.19. [36] Soit T un arbre, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) 7. (T) = (n+1-15)/2.
(ii) y(T) = B(T).
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Suite a ce théoréme nous faisons la remarques suivante:

Remarque 5.20. [ existe des arbres T, tels que B(T) = (n+1—3s)/2, et (n+1—5)/2 >
7(T).

En effet, il suffit de considerer les chaines d’ordre n = 10k. On a [(Pix) = bk =
(n+1—35)/2 et v.(Piox) = 4k.

Avant de faire la preuve du théoréme 5.22 qui est une caractérisation des arbres tels

que 5 (T) = (n+ 1 — s)/2, nous rappelons la définition d’un couplage parfait.

Définition 5.21. Soient G = (V, E) un graphe, et soit Ey C E un sous ensemble d’arétes
de G. Ey est dit couplage dans G si les arétes de Fy sont disjointes deux & deux. Si de plus

tout sommet de V(G) est incident & une aréte de Fy, alors Eg sera dit couplage parfait.

Théoréme 5.22. [36] Soit T' l’arbre obtenu a partir d’un arbre T aprés la suppression
de ses sommets supports et de ses sommets pendants. Alors (T) = (n+1—s)/2 si et

seulement si T" admet un couplage parfait ou V(T") = @.

Preuve. Il est clair que si V(1") = @ alors §(T') = |L(T)| = (n + [ — s)/2. Supposons
que 7" admet un couplage parfait. Alors V' (T") peut étre partitionné en deux stables A et
B tels que |A| = |B| = (n—1—s)/2. Ainsi 'ensemble AU L(T") ou BU L(T') est un stable
maximum de 7" d’ou S (T) =1+ (n—1—s)/2 = (n+1 — s)/2. Réciproquement supposons
que S(T) = (n+1—s)/2 et que T" n’admet pas de couplage parfait. Dans ce cas V(T")

peut étre partitionné en deux stables A et B.

Sans perte de généralité supposons |A| > | B|, ainsi 'ensemble AU L(T) est un stable
deT,doup(T) > |AUL(T)| >1l+(n—1—s)/2=(n+1—s)/2,s0it B (T) > (n+1—35)/2,

ce qui constitue une contradiction. ]

Remarque 5.23. Il est utile de noter qu’on peut déterminer en temps polynomial si
un arbre admet ou non un couplage parfait. Ce qui nous permet de vérifier en temps

polynomial si pour un arbre donné T, (T) = (n+1—s)/2.
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Soient :
F la famille des arbres tels que v, (T') = (n +1 — s)/2; L la famille des arbres tels que
v (T) =, (T), A la famille des arbres tels que 5 (T") = v, (1), et G la famille des arbres

tels que B (T) = (n + 1 — s)/2. Alors nous déduisons les relations suivantes:

e Suite au théoréme 5.18 F C G.
e Suite au théoreme 5.16 ANGNF = ANG = Letcomme F C Gils’ensuit ANF=ANG = L.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous nous sommes intéréssés principalement a 1’étude des graphes
excellents par rapport au parametre de la domination localisateur v;, et plus précisement

aux arbres vy -excellents.

En effet, nous avons dans un premier temps caractérisé les chaines et les chenilles ~, -
excellentes. Nous avons donné par la suite une caractérisation des arbres 1" v, -excellents,
laquelle est basée sur la technique de 1’élagage et sur la définition de ’ensemble des sommets
appartenant a tout ou a aucun -y, (7")-ensemble. Cette caractérisation nous permet aussi

de déterminer les arbres v;-recommandables, -y, -justes, et ~;-indésirables.

De plus, nous avons établi par une preuve constructive la famille des arbres admet-
tant un ensemble dominant localisateur minimum unique. Cette approche constructive
est établie a partir d’arbres ayant la propriété d’unicité d’ensemble dominant localisateur
minimum, auquels nous appliquons une des trois opérations qui ont été définies explicite-
ment dans le chapitre 4. Il est évident que les arbres admettant un 7, -ensemble unique

sont des arbres non 7y, -excellents.

En dernier lieu, nous avons établi des relations d’ordre entre les parameétres v, 75, et
[ dans le cas des arbres. Ce qui nous a conduit & une caractérisation descriptive des arbres
T vérifiant v, (T) = v4(T) et v, (T) = S(T). Nous avons aussi donné une caractérisation

structurelle des arbres tels que S(T) = (n+1 — s)/2.

Ces résultats contribuent a I’enrichissement de 1’étude des différents parameétres de
domination, particuliérement la domination localisateur et, ce dans la classe des arbres

v -excellents ou ayant un 7;-ensemble unique.

Il n’en demeure pas moins que le domaine d’étude des graphes p-excellents, ou admet-
tant un p-ensemble dominant unique, pour un paramétre de domination p reste intéressant
a explorer. Comme parameétre proche du nombre de domination localisateur, nous pouvons

citer le nombre de domination total localisateur ou le nombre code identifiant.
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