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RESUME

I"q simulation numérique corutitue at$ourd'hui une étape prépondérante sinon
inévitable dans Ia conception, Ia prédiction et la tenue des systèmes mécaniques. Outre In
facilité relative de sa mise en euvFe, ane simuhtion numérique néc-essite généralement moins
d'investissement que des essais effectués sur les structures ou &r leurs protatyrys. Cependant,
malgré safnesse, il sabsiste toujours des imprécisions au niveau de mdèle numérique. Pour se
substituer à I'expérimentation dans des études et analyses cmnexes, il y a lieu de valider ce
modèle numérique à trqvers une confrontation <calcul-essais >. Le recalage (correction,
ajustement) est l'un des objectifs de cette confrontation et a pour but d'améliorer la
représentativité du modèle numérique sur Ia base des donnëes du modèle expérimental (modèle
de référence). Dans ce cqfue, une méthode de recalage dite <méthode des réponses en

frëquences >fera I'objet du présent mémoire.

ABSTRACT

The rrumerical simulation constitutes todÆy a dominating if not inevitable stage in the
design, the predietion and the behavior of the mechanical systems. In addition to the relative
facility of its implementation, a numerical simulation requires generally less costs thsn tests
cqrried out on the structures or their prototypes. However, in spite of its smoothness, the
mtmerical model always contains some insccarscies. So, in order to use itfor other analysis, we
hqve to validate it via a confrontation operation including tests and cqlculus. The purpose of
updating (conection, adjustment) is one af the objectives of this confrontation and is to improve
the representativeness of the numerical model on the basis of the experimental data (reference
model). In this framework, a method of updating lcnown as <<frequency responses methad > will
be the subject ofthe present report.
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NOTATIONS
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matrice des fonctions de réponses en fréquences (fonction de transfert).

matrice de rigidité dynamique (matrice inverse O" [A]y.
matrice identité.

vecteur des sollicitations exrérieurs.

vecteur des déplacements.

vecteur des vitesses.
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matrice de transformation (pour la condensation ou extension).

:coefficient de perturbation du i'* matrice élémentaire de masse.
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les Degrés De Liberté

I'erreur maximale sur les matrices élémentaires de masse.

I'erreur maximale sur les matrices élémentaires de rigidité.

l'erreur maximale entre les fréquences propres recalées et expérimentales.

Fonctions de Réponses en Fréquences.

Méthode de la Réponse en Fréquence.
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Chapitre 1 Inlroduction Générule

CHAPITRE I

INTRODUCTION GENER,ALE

1.1. INTRODUCTION

La conception à moindre coût d'une structure en toute conformité, peut être la parfrite
adéquation que tout constructeur se doit de réussir. En effet, ce but exprime bien le problème de
la conception d'un produit industriel dans un contexte d'enjeux économiques importants où
règne une forte concurence. Parallèlement, les spécifications liées au cahier des charges ne

cessent de s'accroître. Il est donc de plus en plus difficile de répondre au cahier des charges dans
le minimum de temps sans entraîner des surcoûts souvent non négligeables et difficiles à évaluer.

La réussite d'un produit industriel se joue en grand partie dèd sa conceptiorq cette phase

de mise en conformité doit être effective dés l'instant où la structure n'existe qu,à l'état de
projet. Pour se àire le concepteur peut être amené à élaborer un modèle mathématique qui peut
représenter la future structure. L'atout d'un tel modèle est sa capacité pour prédire (par
simulation) des comportements et à fournir de multiples informations pour de multiples
configurations, et cela avant même que la structure n'existe physiquement, comme il peut
contribuer à la prçaration des essais sur prototype.

1.2. AI\ALYSE VIBRATOIRE TIIEORIQUE ET EXPERIMENTALE

Dans les études de conceptioq le calcul des structures est une opération déterminante
pour le choix que font les ingénieurs. En effet, le dimensionnement d'une construction se fait en
tenant compte de son éventuel comportement sous des contraintes appliquées. Dans cette
perspective des méthodes numériques se sont développées et diversifiées en fonction du domaine
considéré (diftrences finis, éléments finis, volumes finis,...).



Introduction Générale

La méthode la plus utilisé dans le domaine de calcul des structures est la méthode des
éléments finis' Son aspect numérique, la nature <ie sa formulation, la rapidité de son exécution et
la précision des résultats obtenus, font qu'elle fasse à ce jour I'objet de grandes recherches dans
les laboratoires de structures, d'où le prix élevée de ses applications lors de leurs
commercialisations_

La constnrction du modèle numérique supporrée par la Méthode des Eléments Finis
(MEF) pennet la prédiction des comportements dynamiques de ces structgres, où les
caractéristiques dynamiques du modèle numérique peuvent êtres trouvées par la résolution <iu
problème aux valeurs propres construit à partir des matrices du système (matrice de masse,
matrice de rigidité et matrice d'amortissement dans le cas dissipatif) produites par la MEF
(Fig.1.1).

Modélisation de la structure par
IaMEF

Constructim des matrices système :
Matrice de masse et matrice de rieidité

Constructiûl et resolution du problème
aux valeurs propres

Déterminæion des caactéristiques
modales :les frequences et les modes.

Fig.l.l.Modèle numérique du comportement dynamique de la structure.



Chupitre I Introduction Générule

Une deuxième approche toujours d'actualité, est dite approche expérimentale qui se fait

au moyen des tests et des mesures exercés sur la structure réelle ou sur son prototype. Les

caractéristiques dynamiques sont déterminées selon le schéma de la figure ci-dessous (Fig.l.2).

Fig.l.2.Modèle expérimental du comportement dynamique de la structure.

Le développement des performances de l'outil informatique et des méthodes numériques

a rendu possible le traitement de grandes matrices issues des analyses par éléments finis,

permettant un gain considérable en temps de calcul donc en coût.

Sur I'autre plan, les progrès considérables de la qualité et performances du matériels

d'expérimentationo ont pennet I'obtention des mesures avec plus de précision, permettant ainsi la

construction d'un modèle expérimental reflétant plus fidèlement le comportement vibratoire de

la structure ou de son prototype.

Généralement, il est à constater que les deux approches numérique et expérimentale, ne

reflètent pas iigoureusement le même comportement dynamique pour une même structure; cette

différence est due essentiellement arrx erreurs relatives à chacune des deux approches. Pour

l'approche numérique, I'idéalisation de géométrie en plusieurs parties de la structure durant

l'étape de modélisation entraine des erreurs sur les caractéristiques dynamiques relatives à ce

modèle. D'autre part, les effeurs d'expérimentation sont inévitables et peuvent avoir des origines

diverses. Parmi ces elreurs on cite, les erreurs de calibrage du matériels, le positionnement des

capteurs; ces effeurs atffibuent au modèle un pourcentage d'erreur, qui difËre d'un matériels à

un autre [Hey187, Aia91, Vis924 Mot93].

Mesues des forces et des réponses arx
points choisies sur la sftucture reelle.

Mesures des Fonctions de Reponses en
Fréquences (fonctions de transferts).

Exfactim des dsnées modales
(Frequences et modes propres).



Néanmoins, toutes ces eneurs ne sont pas généralement aussi importantes pogr que les

deux modèles soient rejetés, mais bien au contraire plusieurs alternatives sont possibles. L'idée
de faire une comparaison entre les deux modèles est la plus évidente. Mais I'alternative d'une

combinaison des deu.x approches en essayant d'atteindre une descripion meilleure et unifié de la

structure et de son comportement, est la plus intéressante. La réalisation de cette dernière peut se

faire en corrigeant les erreurs de l'un des deux modèles (le plus contaminé par les erreurs) en se

basant sur les données de l'arrtre (le moiiis corrtaminé par les erreurs) (Fig.1.3). Les techniques

qui permettent la- combinaison et la correction sont appelées "techniques de RECALAGE" qui

font partie d'un axe de recherche assez récent dans le domaine de la dynamique des structures.

Fig.l.3.validation et RECALAGE (ajusrement) du modèle numérique.

Depuis plusieurs années, les techniques de recalage ne cessent de se développer en

nombre et en qualité pour satisfaire principalement les objectifs suivants [HeyS7, Aiagl] :

vibratoire de la struci,.l+.

êtres faites en toute confiance sans avoir à chaque fois recours aux tests sur la
structure réelle ou sur son prototype (tache coûteuse),

coût de la réalisation de la structure finale plus abordable.

Approche (modèle) numérique
du comportement dynamique

Approehe (modèle)
expérimental du comportement

dynamique

Compæaison des deux approches
(modèles).

Recalage dumodèle de
représentation

Possibilité de faire des études
anno(es sur le modèle ræalé.



1.3. ORIENTATION DU SUJET

Pour atteindre une représentation numérique du comportement vibratoire des structures
avec les avantages énumérés précédemment, un ajustement au préalable de ce modèle est
indispensable, et l'utilisation des techniques dites de RECALAGE pour cet effet est une solution
inévitable. Ces techniques de recalage, développées depuis plusieurs années sont devenues d,un
nombre important. Dans ce cadre, plusieurs essais de classification de ces techniques sont
apparues' mais un classement le plus général consiste à les su6ivisées en deux catégories
principales. L'une faisant réference aux groupes de méthodes dites < méthodes (techniques)

locales >> et I'autre à celles dites < méthodes (techniques) globales > [Heyg7, Roy9ga, Aia91,
Vis92a, Mor93l.

Les méthodes globales modifient directement les termes des matrices de masse et de
rigidité globales du modèle éléments finis. Leur formulation s'appuie sur les équations
d'orthogonalité. Elles font introduire les fréquences propres expérimentales et nécessitent
l'extension des modes propres expérimentaux. Pour lapart de ces méthodes, l,avantage majeur
est celui d'une mise en æuwe aisée et surtout, elles conduisent à des schémas de résolution non
itératifs. En revanche, elles ne permettent pas de donner une signification physique des

modifications lors du recalage (voir chapitre3).

En ce qui concerne les méthodes locales, ça consiste en la modification locale du modèle
par des coefficients coffecteurs associés aux éléments ou groupes d'éléments de la structure.
Leur principal souci est d'assurer le lien entre les modifications et les paramètres physiques du
modèle (voir chapitre 3).

Partant du faite que le domaine du recalage fait partie d'un axe de recherche relativement
récent, et en lilus de I'absence d'une synthèse détaillée concernant les techniques de recalage
dans la liuérature; le choix et I'orientation de notre sujet de recherche vers une méthode de
recalage parriculière est difiïcile.

Néanmoins' pour éclaircir au moins une partie de cet axe de recherche, on a choisi de
traiter en détail une technique appartenant à la catégorie des méthodes locales, elle est reconnue
par < Méthode de la Réponse en Fréquences (MRF) >>, ce choix peut être justifier principalement
par:

I



Chapitre I
Introd uctio n Gti nérale

La disponibilité de quelques articles sur cette technique en particulier, a donné l,idée
de franchir cet axe de recherche à partir de celle_ci.

cette technique est assez récente par rapport à beaucoup d'autres, elle a été proposée
en son premier développement en 1990 [Lin90].
Les avantages relatifs à la catégorie des inéthodes locales dont la méthode MRF
appartient, surtout leur prise en compte de la signification physique des corrections
lors du recalage, est d'un intérêt considérable.

Elle utilise les fonctions de réponses en fréquences directement durant la phase du
recalage, permettant d'éviter des erreurs supplémentaires.

Il est à noter que le nom de la méthode est lié à I'utilisation des Fonctions de Réponses en
Fréquences (FRF) directement dans sa formulation, et qui iait tu diftrence par rapport à
plusieurs méthodes de recalage qui l'ont précédé, où les données modales sont utilisées. L,idée
est d'éviter Ce passer par l'étape de la détermination des données modales à partir des Fpp, car
durant cette opération beaucoup d'erreurs sont introduites. Ces erreurs peuvent être importantes
surtout dans le cas des structures complexe, ou comprenant des modes propres couplés ou
diffi cilement identifïables.

Dans le but de découwir les limites et les mérites de cette technique de recalage, le
développement d'un algorithme de celle-ci constitue une phase indispensable dans le cadre de ce
projet' Cet algorithme pourra être un outil utile parmi d'autre au sein du laboratoire des
vibrations, car le recalage peut faire la liaison (le rapprochement) entre les deux modèles
(expérimental et numérique) des représentations du comportement des systèmes sous étude.

r.4. PRESENTATION DE LA RECIIERCHE

Dans la directive du recalage, le présent sujet prend le thème < Exploitation des fonctions
de réponses ûéquentielles dans le recalage des modèles dynamiques )), faisant réference à une
méthode de recalage qui utilise les fonctions de réponses fréquentielles directement dans son
algorithme.



Chapitre I Introduction Générale

La présentation du problème posé dans le cadre de cette recherche comprend cinq (5)

chapitres.

Un aperçu général sur le rôle du recalage dans un contexte d'une analyse globale des

structures, faisant I'objet du chapitre 1.

Au chapitre 2, nous exposons en détails les deux modèles décrivant le comportement

vibratoire des structures, ainsi que les eneurs qui les entaches.

Au chapitre 3, nous présentons les differences critères de comparaison entre les modèles

numérique et expérimental. Aussi, nous exposons les diftrentes techniques à travers deux

catégories principales de recalage existantes pour la correction du premier modèle sur la base des

données du deuxième. Ainsi qu'une analyse des avantages et des inconvénients liés à ces deux

catégories.

Dans le chapitre 4, nous donnant une description de la méthode du recalage MRF sujet de

ce mémoire, à travers son principe, sa formulation, ainsi que son algorithme.

Le chapitre 5 est consacré à la présentation des applications et discussions des resultats,

afin de valider en premier lieu I'algorithme du recalage qu'on a élaboré, et de montrer les limites

et les mérites de la technique adoptée.

Et enfirq nous terminons par une conclusion générale dans laquelle nous évoquons les

objectifs assignés, les diffïcultés rencontrées, et une mise au point sur les possibilités d'extension

de cette recherche avec les recommandations.

I
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CHAPITRE 2

VIBRATIONS DES STRUCTURES

2.1. INTRODUCTION

En raison de I'augmentation de la complexité des structures mécaniques et des exigences

pour répondre aux nonnes de performances, de confort et de sécurité, il est important d'avoir une

idée précise sur les caractéristiques de ces structures. Le comportement vibratoire joue un rôle

considérable dans la tenue des systèmes et son étude et sa caractérisation sont menées par la

dynamique des structures.

Une première voie consiste à construire un modèle de représentation à partir des seules

données fournies par les essais dynamiques. Ce type de modèle ne permet pas d'établir

directement et aisément les relations entre les variables de conception et le comportement

dynamique de la structure. Par contre la deuxième, dite voie d'analyse est basée sur la

construction d'un modèle de connaissance établi à partir du dossier d'études. Mais la difficulté

majeure réside dans le fait qu'il existe toujours des éléments diffïciles à modéliser fZtaï7,
Aia91l.

Le but de la modélisation et simulation sur modèles est de prédire assez conectement le

comportement des structures et facilitent aussi la conception de celles-ci. Alors, il est possible de

modifier aispment les variables de conception en vue de leur optimisation.

:l
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2.2. ANALYSE VIBRATOIRE TIIEORIQUE

2.2.I. PRESENTATION

Les sciences de I'ingénieur perrnettent de décrire le compoftement des systèmes

mécaniques grâce à des équations aux dérivées partielles. La méthode des éléments finis est

I'une des méthodes les plus utilisées aujourd'hui pour résoudre effectivement ces équations. Elle
est très puissante, efficace et relati-vement facile à implanter sur ordinateur. Cela eonsiste a
utiliser une approximation simple des variables inconnues pour transformer les équations aux
dérivées partielles en équations algébriques. Elle fait appel aux trois domaines suivants [Datg4,
Bto90,Imb92l :

2.2.2. PRINCIPE DE LA MET'TIODE DES ELEMENTS FII\I"IS

La méthode des éléments fïnis (MEF) consiôte à discrétiser la structure en élément de

forme simple et de dimensions fïnies (barre, poutre, membrane, plaque, etc...), et permet le
passage de l'étude sur le domaine global (structtre) représenté par des équations aux dérivées
partielles, à I'approximation de la solution sur les sous-domaines (éléments). Cette
approximation conduit à la construction des matrices élémentaires de masse et de rigidité. Le
modèle global est ensuite analysé après l'opération d'assemblage de toutes les matrices
élémentaires. cela conduit à une matrice de masse [M] et de rigidité [K] globales. L'assemblage

doit tenir compte des conditions de connectivités entre les éléments.

Le comportement dynamique du modèle spatial ainsi obtenu est régi dans le cas
conservatif par le système matriciel [Bat90, Imb92] :

Iul{xl* [r]{x}- {r} (2.r)

-1
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Chapitre 2: Wbrat io ns De s Sruct u res

Avec

Iul
lrl
{r}

{x\,

matrice de masse.

matrice de rigidité.

vecteur des sollicitations extérieurs.
(.. )
tXi , vecteur des déplacements et vecteur des accélérations respectivement.

Les structures sont en réalité dissipatives (amorties), et la prise en compte de

I'amortissement nécessite la construction d'une matrice [C]. r'u-ortissement ayant plusieurs

origines et étant de differentes formes (visqueux, interne ou structural, etc...), I'expression de

[C] t'ttt donc pas unique. De plus, l'amortissement en lui même étant difficile à modéliser, on

est amené à émettre des hypothèses pour sa formulation. L'amortissement visqueux est le plus

généralement utilisé et le passage d'un autre type à celui-ci se fait sur des considérations

d'équivalence d'énergie de dissipation.

La relation (2.1) devient alors :

Urtl{xl * Lc 
"nJ 

k} * [r] {x} = {r}
Avec:

LC 
"n 

I : matrice d' amortissement visqueux équivalent.

{X} ' 
vecte'r des viresses.

Une analyse modale consiste à résoudre la relation (2.1) sans second membre (structure

libre non amortie) et conduit à la résolution du problème aux valeurs propres. potr une analyse

dynamique_(réponse forcée), le vecteur des sollicitations est pris en compte pour la détermination

des fonctions de transferts (ou fonctions de réponses fréquentielles).

2.2.3. PROBLEME ATIX VALEURS PROPRES

Pour des vibrations libres non amorties {F} : 0 et LC "nl= 
0, nous avons l,équation

suivante [Ewi8a] :

Q.s)

Q.2)

ti
,t
1l

lul{il+[r]{x}- o

10
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Généralement, la solution de l'équation (2.3) est obtenue en supposant que le système
exécute un mouvement oscillatoire [Ewing4] :

{xfrl} _ {A}e',, (2.4,

Avec:

{e} ,représente le vecteur des amplitudes

a :la fréquence de vibration

La substitution de l'équation Q.4) darls (2.3) conduit au système suivant :

([r]- *'lMl {v}= {o}

Ce système n'admet des solutions non nulles que si :

(2.s)

D(rl.l=d e t ([r]-,o,[,lr 
J Fo Q.6)

représentant l'équation caractéristique ou équation aux valeurs propres.

Pour un système à N degrés de libené (ddl), il y'a N fréquences propres (valeurs
propres), associées chacune à un mode propre (vecteur propre).

Remarques:

sont uuques.

d'orthogonalité.

1
I
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I

I

t_

i

l

L_

2.2.+ PROPRIETES D'ORTIIOGONALITE. ET NORMALISATION

Dans le modèle modal, les propriétés d'orthogonalités sont données par [EwiSa] :

lvl'lulïvl:l*l
Q.7j

Avec:

l-21 l
I a | : rnatrice des fréquencès propres (diagonaQ.
LI
fmf: nntrice des masse généralisées (diagonale).

[tr] , *utri*" des rigidités généralisées (diagonale).

Plusieurs méthodes de norrnalisation peuvent être utilisées, cornme la normalisation par

rapport à la plus granCe composantes des modes propres. Cependant, la plus utilisée est la

normalisation par rapport à la matrice de rnasses généralisées telle que:

I|I=lvll*l''' (2.8)

Avec:

ful r rnut i"e des vecteurs propres normalisés par rapport à la masse.

On a donc :

loïtt tl[o]: [rl
(2.e)

loltrltol= [,']
Avec:
r-t
[,f .] : matrice identité.

lvl'[rlFrl= [r]

l*|'toF["]

;
:l

i
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Chapitre 2: Wbratirtrc^ Des Structures

2.2.5. ANALYSE DE LA REPONSE FORCEE ET DETERMINATION DES FONCTIONS
DE REPONSES FREQUENTMLLES

Pour des sollicitations harmoniques, à une fréquence w, les réponses sont également

harmoniques pour la même fréquence [Ewi84] :

{rfrl} : {nle'*
{xtt>}: {x}e'''

(2.10)

Avec:

{f}, {X} : vecteurs des amplitudes de l'excitation et de la réponse respectivement

En substituant (2. 10) dans (2.1), il vient :

([r]- *,[tr]{xy",,, : {r}",,,
d'où eJ\
(["]- *,grl{x}: {r}

La fonction de transfert ou foriction de réponses fréquentielles est définie comme étant le

- rapport de la sortie sur I'entrée [EwiB4, Hey87]:

lat'll= ffi: t"t -*,Iutl'

Izr,>l:$ï: trt -^,tut)

(2.r2)

ou bien I'inverse :

(2.r3)

Selon la nature de la réponse (déplacement, vitesse, ou accélération) la fonction de

transfert prend differentes appellations.

13
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tr Receptance (admitance ou compliance) dans le cas ou les réponses sont des

déplacements.

n dans le cas des vitesses.

tr Inertance (accelerance) dans le cas des accélérations.

Remarques:

1. Pour déterminet [ff(al[, a partir de la relation(2.12) on doit calei;ler I'h..,erse des

matrices, qui est une opération très coûteuse pour des systèmes de grandes tailles.

2. Cette opération n'est pas efficace iorsqu'on utilise un nombre limité d'éléments de la

matrice [g(tl.
3. L'approche directe (2.12) ne donne pas d'informations explicites sur les propriétés

des fonctions de réponses en fréquences (FM).

Pour remédier à cela, on introduit les propriétés modales [Ewi8a]. En multipliant

l'équation (2.12)à gauche p* [4f , et à droite p- [O], on obtient :

hl'firl- ,'W'ù[o]= ïQl'lu<*rl-'[ol er4)

En tenant compte des relations (2.9), il vient :

K,,' - r')l= lq1 ln (*)I' [o I
d'ou (2.15)

lrr(rl : hl(r.' -'' )f' [Ol'

Avec:

' a)" : Fréquence propre calculée (numérique).

L'expression de la relation (2.15) en termes de composantes s'écrit :

H irk>): {, @i'-)@.)- - Y lv i'\v *) - e.r6')
i=\ ,"," - * i=l mi (@r,t - (rJ- )

ri
'I
it
; t4



Chupitre 2: Wbrat îons Des Structures

Cette relation est symétrique et représente la relation de réciprocité suivante [Ewi84]:

Q.r7)

Remarques:

1. Une fois les données modales calculées. on peut déterminer les H 6(al) sans passer

par f inversion des matrices.

2. Dans ce cas on calcule juste les éléments H p(a) dont on a besoirq ce qui n'est le

curs pour la méthode directe où toutes les composantes de la matrice [ff(t)] *"t
calculées en même temps.

Une analyse vibratoire théorique peut être schématisée par les trois phases ci-dessous.

Modèle spatial modèle modal modèle de réponse

Fig.2.l. Chemin de l'analyse vibratoire théorique

2.3. ANALYSE VTBRATOTRE EXPERTMENTALE (ÀM.8.)

L'analyse expérimentale des vibrations structurales contribue à la compréhension et au

contrôle des phénomènes rencontrés en pratique. En outre, elle permet la validation des modèles

théoriques qui sont appelés à la remplacer dans d'autres analyses.

2.3.I. PRESENTATION

Les essais de vibrations peuvent être menés sur la structure i

Hi,@):(+):(+):H,ç(a)

Réponse
forcée

Résolution du
problème aux valeurs

propres

Discrétisation de la
structure

15



durant son fonctionnement en vue d'une surveillance sur site,

ou en I'excitant par des forces connues et qui peuvent être en dehors de son

environnement normal de service.

Le Ceuxième type de test est généralement mené dans des conditions contrôlées et produit

beaucoup d'informations. Il permet I'amélioration des connaissances du modèle dynamique de la

structure réelle. Généralement, cela consiste à exciter la structure en un seul point (entréc) et

mesurer les réponses en plusieurs autres points (sonies). Les grandeurs mesurées peuvent être les

fonctions de transferts ou fonctions de réporises ftéquentielles, dont on a parlé plus haut.

Entrée Sorties

L'équipement nécessaire à une analyse modale expérimentale est schématisé sur la
figure(2. 1) ci-après [Aia91, Tis93].

2.3.2. TECHMQUES D' EXCTTATION

Les fonctions de réponses en fréquence sont des propriétés des systèmes dynamiques et

ne dépendent pas du type de fonction d'excitation comme il est monté dans la relation (Z.IZ).

L'excitation pèut être une fonction du temps, harmonique, aléatoire ou transitoire, et les résultats

d'essai obtenus avec un type d'excitation donné peuvent donc être utilisés pour prévoir la

réponse du système à tout autre type d'excitation [Heyg7, ISo90, Tis93].

I.I
r
I
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AMPLIFICATET]R DE
PTIISSANCE

AMPLIFICATET]R DE
CIIARGE

ANALYSETIR DE
SPECTRES

IDENTIFICATION
DES MODES

OSCILLOSCOPE

Capteur de
force

POT
D'EXCITATION

VISUALISATION

Fi5.2.2. Schéma général d'une station d'analyse modale expérimentale.

a) Excitation par impact (transitoire)

Cette technique est très utilisée en analyse modale expérimentale, son signal à une durée

limité en temps, avec une amplitude maximale à la fréquence zéro, qui décroît avec

I'augmentation de la fréquence. La durée et la forme du spectre sont déterminées par la masse et

la raideur de la structure et I'objet qui produit f impact.

t7



Chapitre 2: W brations Des Sructures

On peut dire que I'essai à I'impact d'un matériau est très rapide et on n'a pas besoin

d'une fixation spéciale, mais cette technique peut causer des endommagements lors de I'impact

des grandes structures par des marteaux relativement importants [Ewi84, Zav&Sl.

b) Excitation harmonique (sinusoidale)

Ce signal est réalisé par le changement de la fréquence en l'incrémentant avec un pas

défini, une à la fois, provoquant une seule ligne sur le spectre de réponse. La somriration de

toutes ces réponses,ionne le tracé de la réponse approchée de celui de I'excitation par impact.

Cette technique est plus maîtrisable par rapport à la première, néanmoins elle est moins

rapide. Cependant, pou remédier à ce problème, I'automatisant de I'opération de

I'incrémentation par I'assistance d'un ordinateur connecté à I'analyseur de spectre qui est utilisée

[Ewi84, Zav85]

.,1

Une seconde étape après avoir déterminer les FRF, permet d'obtenir à ravers une

méthode d'identification les paramètres modales de la structure testée. Encore une fois, les

méthodes d'identification des paramètres modaux sont multiples. Elles sont cependant toutes

basées sur I'adéquation entre la réponse forcée mesurée et I'expression de la réponse forcée d'un

modèle mathématique [Tis93].

2.4. COIIFRONTATION DES DETIX ANALYSES

Malgré la finesse des modèles éléments finis, des écarts subsistent toujours entre les

iésultats numériques et les observations expérimentales. Pour une même structure les deux

approches, théorique et expérimentale, peuvent mener à des représentations qui ne sont pas

rigoureusement identiques. Les differences entres les deux ensembles de résuirars sont liées à

diftrentes causes relatives à I'une ou I'autre approche.

Pour I'analyse théorique les erreurs peuvent êtres dues entre autres fZav85, Hey87,

Zha87, Aia9ll :

18



à la précision du calculateur (les erreurs d'arrondi).

au coût qui augmente avec le temps de calcul, ce qui pousse a réduit le nombre

d'itération, et diminue ainsi la précision.

à la mauvaise estimation des propriétés du matériau.

à l'idéalisation géométrique de certaines parties, en particulier dans les structures

complexes.

au mauvais choix des næuds, et des types d'éléments dans la discrétisation.

à une irisuffisance de connaissances sur des conditions au,x limites.

D'autre part, le modèle expérimental n'est pas à I'abri des erreurs. Parmi celles-ci. il v'a
lieu de citer [Aia9l, Hey87, Zav&5f:

L'étalonnage des équipements et les ccnditions de mesures.

L'influence de la masse et la rigidité de l'équipement utilisé pour I'excitation de la
structure.

Le choix des positions des capteurs, et les position d'excitation.

Les jugements et interprétation du manipulateur durant les phases des essais.

Généralement le modèle expérimental est considéré coûrme modèle de réference. Aussi,

il y'a lieu de faire rapprocher le modèle théorique du modèle de réferenc e. La comparaison

s'opère essentiellement sur les fréquences et les modes propres ainsi que les fonctions de

réponses en fréquences pour estimer les differences entre les deux modèles. La correction du
modèle numérique rentre dans le cadre des techniques de RECALAGE de modèles comme nous

le verrons dans le chapitre 3.

-l
I
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CHAPITRE 3

CONFRONTATION ET AJUSTEMENT DES MODELES

DYNAMIQTIES

3.1. INTRODUCTION

Les analyses théorique et expérimentale du comportement dynamique d'une structure ne

mènent donc pas toujours aux mêmes résultats. Les diftrences essentielles résident dans les

outils, paramètres et hypothèses relatifs à chaque approche. Cependant, les modèles numériques,

de part leur construction sont considérés contenir certaines eneurs qu'il faut minimiser afin de

les rapprocher le plus possible de la réalité. Pour ce faire, une confrontation des résultats

numériques et expérimentaux s'impose en vue d'une correction et une validation des modèles

numériques. C'est I'objet de I'ajustement ou recalage dont il est question dans ce mémoire en

général et dans les chapitres qui suivent en particulier.

3.2. CONFRONTATION DES MEST]RES E)PERIMENTALES ET DES REST]LTATS

NLMERIQtiES

La comparaison des deux ensembles de données est importante pour qualifier et

quantifier les differences qui peuvent exister entre eux.

En partant de I'hypothèse que les deux représentations traitent la même structure et dans

les même conditions (propriétés physiques, les conditions aux limites, etc...), on peur enramer

diftrents types de comparaison. La comparaison peut être aussi bien numérique que graphique

et peut être appliquée aux propriétés modales (fréquences et modes propres) ou aux fonctions de

réponses fréquentielles.

i

t
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a) Comparâison numérique des fréquences pnopres

Cette comparaison consiste en une évaiuation directe des diftrences, absolues ou

relatives, entre les fréquences propres calculées o)c et leurs homologues mesurées co" du même

mode. La diftrence absolue est donnée par [Imr94, Imr95c] :

3.2.1. COMPARAISON DES TREQTIENCES

La première comparaison concerne les fréquences.

les fréquences propres issues du modèle numérique t),

correspondant au modèle expérimental.

Elle teste le degré de cohérence entre

et les fréquences de résonance ax

(3.1)

(3.2)

la' -a"l

alors que la difference relative est donnée par le rapport :

tl
l@* -@"1

-

ae

b) Comparaison graphique des frequences proprles

D'autre part la comparaison peut être graphique, et consiste à tracer les fréquences de

résonance en fonction des fréquences calculées. La disposition des points d'intersection reflète le

degré de cohérence entre les deux ensembles de résultats [Aiadgl, Ewin84] comme il est illustré

par la figure (3.1).

L'analyse de cette comparaison permet d'envisager les trois cas suivant :

A Les points d'intersection se trouvent sur ou au voisinage immédiat d'une droite de

pente égale à 1. Ceci signifie qu'il y a une bonne corrélation entre les modes

comparés.

* La même situation se présente mais la pente de la droite est differente de 1. Cela

indique qu'il existe une incohérence entre les mesures et le calcul.

2l
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* Les points d'intersection sont largement dispersés autour de la droite de

corrélation. Darn ce cas il y a des défauts dans la modélisation.

0) ct 0).u (ù c5

Fig.3.1. Comparaison graphique des fréquences

En pratique, il est difficile d'appliquer ces critères, car il est supposé que pour chaque

point tracé, les fréquences mesurées et calculées correspondent au même mode de vibration.

Cette hypothèse est diffrcile à réaliser surtout pour les structures complexes où les modes ne sont

pas tous bien séparés. Cependant, dans notre étude le modèle expérimental est simulé à partir

d'un modèle numérique. Cette hllpothèse est donc vérifiée et I'applicabilité de ces critères de

comparaison reste valable.

3.2.2. COMPARAISON DES MODES PROPRES

La comparaison des modes propres est plus significative sur le degré de cohérence entre

les deux modèles de représentation. Il est possible de procéder à ceue comparaison par plusieurs

approches. Les conditions d'orthogonalité, vues au chapitre précédent, oftent un moyen de

vérification de la corrélatioq par un simple ex€lmen de la matrice de masse numérique (calculée)

par la relation [Hey87] :

(3.3)

(D.2

0) xt

(ùc

l",l'[u,]lQ,l:[*1
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r-l
La matrice lml devart être unitaire, la valeurs des éléments extra-diagonaux révèle alors

le degré de cohérence. En pratique, on estime que si ces valeurs sont inferieur à 0.1, la cohérence

entre les deux modèles est bonne [Hey87]

Cependant, il est beaucoup question, aujourd'hui, de simples critères numériques cornme

le critère d'assurance modale MAC < Moda! Assurance Criterion > introduit par Allemang en

1982 [A1182], le COMAC, et autres.

a) Critère d'assurance modale

Par définition, ce critère est donné par [All82, Ewi84, Hey87, Aia91, Mot93] :

(3.4)

Cette relation permet de déterminer la corrélation entre, respectivement le k* mode

propre expérimental et le li*" mode cie ia base modale calculée (numérique).

On obtient une matrice dont les éléments de la diagonale seraient tous égaux à 1, s'il y

avait une corrélation parfaite entre leur deux bases modales. En pratique, il n'en est pas ainsi et

on se fixe alors des limites objectives pour le degré de cohérence. Par exemple, Ewins dans

[Ewi84] estime une bonne corrélation pour des valeurs comprises entre 0.9 et l.

b) Critère d'assurance modale en coordonnee (COMAC)

Le COMAC est I'abréviation de < Coordinate Modal Assurance Criterion >. Il a été

développé par Lieven [LieSS] sur la base du critère MAC.

Ce critère exige deux phases de calcul. Premièrement il s'agit de déterminer quels sont

les modes apparterumt au premier ensemble et qui correspondent aux modes de même rang du

deuxième ensemble. Cette phase est accomplie par le critère MAC, et permet de sélectionner un

nombre défini de modes qui se correspondent deux à deux, c'est la phase d'appariement des

moded.

MAC(k,tr=ffi

1

I
il
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La deuxième phase traite le calcul des degrés de corrélation relatifs à chaque coordonnée

en ne tenant compte que des modes retenus dans la première phase.

La formule du COMAC est analogue à celle du MAC, et est défïnie par [Lie88, Vis92a] :

coMAC(i):Æ-+'':ffi")J
Avec:

j:1,L*u*

L,,,'," r le nombre de modes qui se correspondent deux à deux.

/a I:\

Cette relation représente un vecteur de taille i/ (nombre de ddl). dont les composantes

sont comprises entre 0 et 1, indices d'une mauvaise ou bonne corrélation respectivement. Ce

critère permet de localiser la position des erreurs au niveau de la structure.

3.2.3. COMPARATSON DES FONCTTONS DES REPONSES EN FREQUENCES

La technique de recalage envisagée dans ce mémoire et qui sera traitée dans le prochain

chapitre n'utilise pas les modes propres de manière explicite. Ceux-ci sont utilisés dans la

comparaison seulement et n'interviennent pas dans l'opération de recalage. A la place on utilise

les fonctions de réponses fréquentielles et dans ce cadre la comparaison s'effectue également par

voie numérique et graphique.

a) Comparaison graphique

Généralement cette comparaison est utilisée dans les techniques qui utilisent les FRFs

directement dans leurs algorithme de recalage. Elle visualise la difference entre les FRF des deux

modèles de représentation à travers un système d'axes dont I'abscisse représente les fréquences

d'excitation. et I'ordonné représçntq |e module des deux FRFs superposées dans le même
( â;olra^ '-t' /*13o fu)

système d'axest[Lin90, Visgla, Vis9lb,lmr92, Vis92a]. Le but de la comparaison graphique

n'est pas I'estimation de la difference entre les deux modèles quantitativement, mais sa

visualisation qualitative. Une première fois avant le recalage du modèle numérique, par le tracé
!
I
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FDAC (ot*,CI"): (3.6,

Avec:

{A,@,)\: la FRF expérimentale à une fréquence de résonance û)}.

{n"@")\: la FRF numériques (calculées) à unè fréquence propre cDc.

Chapitre 3 ûnfrontotion et /justemenl des Modèles Dynamiques

des deux modèles initiaux, et une deuxième fois après recalage par le tracé des FRF du modèle

expérimental et du modèle numérique recalé.

b) Comparaison numérique directe

Elle se fait à travers l'évaluation directe des differences, absolues ou relatives, entre les

FRF calculées et leurs homologues mesurées. Selon Visser [Vis9la, Vis9lb, Vis92a], l'erreur

relative infrrieur à l% est auceptable pour confirmer une bonne corrélation.

c) Critère d'assurance en domaine fréquentielle (FDAC)

Le FDAC est I'abréviation de < Fréquency Domain Assurance Criterion >. Il a été

proposé par Pascual, et est défïni par [Fot00a" Fot00b] :

Ce critère est analogue au critère MAC, et présente donc une matrice dont les valeurs

sont comprises entre 0 et l. Une valeur de 1 indique une parfaite corrélation entre les FRF,, par

contre la deuxième valeur (0) indique la non corrélation

dl tæ critère d'assurance de réponse fréquentietle (tr'RAC)

Le FRAC est I'abréviation de < Frequency Response Assurance Criterion >. Heylen tre

défini par [Fot0Oq Fot00b] :

FRAC (j,k): (3.7)
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Avec:

P,.tù|: h FRF expérimentale de la réponse au ddl j due à une excitation au ddl k, pour les

fréquences d'excitation crl .

p,,r{ùl: h FRF nurnérique (calculée) de la réponse au dCl j due à une excitation au ddl k,

pour les fréquences 4:sxçi1afion t).

Le FRAC est analc,gue au critère COMAC. Pour des FRF identique, la valeur du FRAC

est unité, et elle est zéro s'il n'y a pas de corrélation

e) Iæ critère d'assurance modal et des FRF. (MFAC)

Le MFAC est I'abréviation de < Modal FRF Assurance Criterion >. Il perrnet de tester la

corrélation entre les modes propres calculés et les FRF, expérimentales. Il est défini par [Fot00a,

Fot00bl:

MFAC (k,t): (3.s)

Avec:

{H,(r)}, : h li* colonne de la matrice des FRF expérimentales à la fréquence de résonance

(ùx '

{ô"1o : le ki*" mode propre numérique (calculé).

Ce.,critère est analogue aux critères MAC et FDAC ci-dessus simultanément. Il se

présente sous la forme d'une matrice dont les éléments sont compris entre 0 et 1. Le MFAC : I

indique une parfaite corrélatioq par contfe la valeur 0 indique le contraire.
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Il est à noter qu'un autre aspect de diftrence réside dans le fait que les modèles issues

des deux types d'analyses, numérique et expérimentale sont de tailles differentes. Pour y

remédier, soit des techniques d'extension qui sont utilisées pour augmenter la taille du modèle

incomplet (mesuré), et l'amenant à la taille du modèle complet (calculé). Dans le cas contraire,

c'est les techniques de condensation qui sont utilisées.

3.3. NOTION DES iVICIDELES INCOMPLETS

En vue du développement technologique dans tous les secteurs, dont celui de I'industrie

en particulier, le matériel d'expérimentation à atteint un niveau élevé en capacité et en précision,

permettant ainsi de confirmer de plus en plus la puissance du modèle expérimental sur le plan de

la représentativité des structures réelles. Néanmoins, beaucoup de limitations et de problèmes

restent à surmonter. Par exemple I'exigence d'un nombre élevé de degré de liberté en phase de

modélisation pour augmenter la précision, engendre un coût supplémentaire pour la réalisation

du modèle d'une part, et d'autre part engendre des problèmes de positionnement des capteurs en

tous ces points, aussi les ddl de rotations sont généralement difficiles à mesurer et même

certaines coordonnées sont physiquement inaccessibles. Potr ces limitations pratiques et

économiques, le modèle expérimental est souvent incomplet du point de vue taille. Par contre, le

modèle numérique est de taille nettement plus grande, car le calcul permet d'atteindre un nombre

élevé d'équations pour un nombre de degré de liberté important, qui peut atteindre des milliers

dans le cas des structures complexes. Mais, malgré les ressources informatiques actuelles, aussi

puissantes soient elles, le calcul devient très coûteux pour la résolution de tels systèmes. De plus

la détermination d'un nombre élevé de modes de,vibration présente rarement un véritable intérêt.

Suite à la confrontation entre les deux modèles, des solutions sont envisagées pour

répondre à I'exigence de la compatibilité de taille des deux modèles. Deux possibilités sont

errvisagées:

(i) La première, opte pour la condensation de la taille du modèle numérique en l'amenant

à celle du modèle expérimental; ce qui permet la réduction de la taille des matrices, d'où la

diminution du temps et du coùt de calcul. Cependant, on est confronté à la contrainte où le

modèle numérique résultant ne conserve pas l'aspect physique du rnodèle complet.
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(ii) La deuxième, opte pour l'extension de la taille du modèle expérirnental en I'amenant

à celle du rnodèle numérique. On donne plus d'irnportante à la signification physique. mais cela

nécessite du calcul en plus qui est du à I'augmentation des tailles des rnatrices du systèrne.

Au préalabie, ie nombre de degrés de liberté total est subdivisé en deux sous enseirrbles :

çrrimaires (mesurés) : notés P.

La figure suivante peut illustrer cette diftrence de taille entre les deux ensembles [Aia91,

Tis93l.

n Données modales identifiées

t I Ddl non mesurables

{-modes 

->
T

ddr

I
tl

:
t-

= 
Modes non identifiés P désigne primaires (mesurables)

S désigne secondaires (non mesurables)

Fig.3.2. Diftrences entre les_bases modales expérimentales (X) et numériques(C)

Très souvent, les problèmes de condensation et d'extension sont proches. Les procédures

d'extension sont généralement formulées à partir de I'hypothèse que les degrés de liberté non

mesurables (ddl secondaires), peuvent être exprimés à partir des ddl mesurables (ddl primaires)

cofirme:

Données modales calculées

Données modales calculables.
mais non calculés

28



Chapitte 3 ùnfrontalion et Ajustemenl des ModèIes Dltnumiques

{o"}:Irlb,l
Avec:

p] t-ut.i"e (SxP) dont I'expression dépend de la méthode de condensation retenue.

En utilisant la relation (3.9), on tire :

(3.e)

(3.10)

Avec:
r _-l

[1] : matrice identité.

p] : *at ice de transformation (de condensation ou d'extension).

Alors les matrices de masse et de rigidité du système sont condensées par :

Ix7*,0:V7' tK]tz]
(3.11)

Wl,",o:Vl'tulTl

Dans le cas de la condensatiorq la relation de transformation est utilisée pour réduire la

taille du système, et seules les ddl primaires sont retenues.

Par contre pour I'extension, la relation de transformation est explorée pour reconstituer

les ddl non mesurés à partir des informations numériques (calculées) et expérimentales. Il est

cependant évident que la qualité du processus dépende du nombre d'informations disponibles.

3.3.1. COI{DENSATION STATIQTIE DE Giir'AN

L'idée de condensation à été proposée pour la première fois par Guyan en 1965 [Guy65].

Il s'agit en effet d'une approche statique dont les principales hypothèses sont :

{o}:iki=fl b,\-vib,l

.t
-t
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Donc la condensation de Guyan est appliquée pour les problèmes statiques, exprimés

par:

lrl{O}:{r} 1s.rz;

En premier lieu il s'agit d'identifier les degrés de liberté à condenser (secondaires) et de

les exprimer en fonction des degrés de liberté primaires.

Après partitionnemeni de l'équation (3.12), on obtient :

W: i:l{i:}:{?} (3.13)

D'où I'on tire la relation entre les degrés de liberté secondaires et primaires par :

{,ô"}: lilb,}:(-[K".r'k*])b,\ (3.r4)

Et la matrice de transformation peut être écrite coilrme :

v;**,:[j]:[_.:,_) (3.1s)

3.3.2. COTIDENSATION DYNAMTQUE

La méthode de reduction dynamique proposée par Kidder [Kid73] est basée sur

l'équation aux valeurs propres du système en vibration libre, comme suit :

[ti; î:] -a'lT;; Y,:l){î:}:{:i (3,6,

:
I

1
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Ou encore sous forme développée :

[* ool-r'f, oo]fu,]*{"o"7-r'I* o"ho"}:{o} (3.17)

{""o l- *' l, *lb ,}* (["- l- .''[u", ]XO, ]: {o} (3.1s)

A partir de ces équations, trois méthodes sont déduites.

a) Première variante

Dans la première variante, ce sont principalement les comlrosantes du groupe des ddl

primaires (mesurés) qui interviennent dans la matrice de transforrnation. Elle est obtenue à

partir de l'équation (3.17) :

l-rl
Vlr-:l | 1s-uy

L- 
(ko"l- r'1, o"). ,. {"oo]- *'1, ,,n)

où:
+ : symbolise la pseudo-inverse au sens de Moor-Penrose.

b) Deuxième variante

Cette foid ce sont les composantes du groupe des ddl secondaires (non mesurables) qui

interviennent majoritairement. Apartir de la relation (3.18) on a :

lrl
ïrL*:l | 1s.zoy

L- fi""" ]- @2fM ,,1) ' " [t* l- ,'l* ,,1]

c) Troisième variance

Dans ce cas, les équations (3.17) et (3.18) sont utilisées de façon à former :
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r, t llrc,,l-*'Ir,,ll
LApt: LKI-,r,1, ",1)

(3.21)

I z 1-[k,']-*'l',,11
rns l- 

L[".," l- *'[,,r2,, ]_l

D'ou ia matrice de transformation est donnée par :

vl*=[-,r"ti 
" t ,]]

{s.22)

3.3.3. METHODE SEREP

Le SEREP est I'abréviation de < System Equivalent Reduct Expansion Process >. C'est

une technique proposée par O'callahan [O'Ca88, O'Ca89a, O'Ca89b], et qui consiste à exploiter

les données modales (modes propres) analytiques et expérimentales pour I'extension de la base

modale expérimentale.

En écrivant le vecteur modal total en fonction du vecteur du premier groupe de

coordonnées (coordonnées mesurées ou primaires) par :

Ir
i

d'où;

Avec:

pl : matrice de transformation (d'extension) pour la méthode SEREP.

[4" f : pseudo inverse da la matric. [Oo I

r,:[l:]:nto"l

lrl= tol [0"].

[ô.]. :[Q oY lo,]' [o,l'

(3.23)

(3.24)
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a) APProche Purement analytique :

Dans ce "* [4] etL|pj *nt entièrement issues du modèle analltique, et la matrice de

transfotmation est calculée Par :

c) Approche mixte à dominante ânalytique:

Les composartes du premier groupe dans la matrice totale [Ô], ** remplacées par les

composantes expérimentales. Alors la matrice de transformation devient :

lrl: tclb""]. = l-1",-][0."].- 
[9", J

b) Approche à base exPérimentale :

Cene fois ci la matrice lqho I "O 
issue du modèle expérimental

lrt: h"th."Ï = 
Ll" ][0."]

lrl:f1'"1 h",YL I 
10"" I'

d) Approche mixte à dominante expérimentale :

Dans ce cas ta matrice pseudo-inverse est issue de la base expérimentale :

vt:[1"-lb",]
10"" l'

(3.26)

(3.28)

Après le calcul dà'la matrice de transformation par I'une ou I'autre des approches citées

ci-dessus, la base modale expérimentale totale est calculée par :

Q.2e)

it

.t

Le calcul de la matrice de transformation peut se faire de plusieurs manières selon les

bases modales utilisées [O'Ca89a].

[ô,]- VlLa,,)
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3.3.4. METHODE IRS

Abréviation de <Improved Reduced System>, Cette technique proposée par O'callahan

[Lie90, O'Ca88, O'Ca89a] est basée sr-r la méthode de Guyan (voir section2'5'l'a)'

Elle augmente les performances de la méthode de Guyarl en tenant compte des effets

dynamiques dans l'équation d'équilibre du système. on considère que les forces d'insrtie

correspondant aux ddl secondaires (non mesurés) sont des eflorts extérieures, notés F"'

L'équation d' équilibre s' écrit[Lie90, O' Ca88, O' Ca89a] :

D'où;

(3.30)

(3.31)

Une approximation des forces d'inertie est donnée par [O'Ca88, O'Ca89a] :

tr")= [r-]-tM-1t/(-I'[ç]tnr\'*lx\*b,\ €'32)

Avec les matrices condensées à partir de la méthode de Guyan:

Whr*,:Vf'o*"'luVLr""

(s.33)

lrLo", -lrf ,,*",\rcWh*""

En substituant (2.41) dans (2.a0), on peut écrire les coordonnées totales en fonction des

coordonnées primaires Par :

i
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rxt--{?} :vt{x,\
(3.34)

3.4. LES AVAIITAGES ET INCOIWENMNTS DE LA CONDENSATTON ET

L'EXTENSTON

L,avantage de la condensation par rapport à I'extension est la réduction de la taille des

matrices du système. Cette réduction se traduit par une diminution-du temps, et par conséquent,

du coût des calculs. Cependant, elle engendre la divergence entre les propriétés physiques du

modèle condensé et celles du modèle complet, et en conséquence, la condensation ne préserve

pas les caractéristiques propres du modèle'

De leur coté, les techniques d'extension, quoique nécessitent plus de calculs, sont tout de

même souvent préferées aux procédés de condensation. En effet, I'extension donne une plus

grande importance à la signification physique des modes coinplets

Il est à noter que dans notre étude, on adopte I'approche d'extension pour faire cofncider

les tailles des deux modèles expérimental et numériques. Dans ce cadre on utilise I'extension

dynamique (deuxième variance).

3.5. RECALAGE DES MODELES

Le recalage ou I'ajustement intervient une fois que la procédure d'une comparaison

objective entre le modèle numérique et expérimental eut été faite. Ce demier' est souvent

considéré comme référence en dépit des erreurs qu'il peut contenir et d; nous avons parlé

auparavant. Aussi le recalage conceme les modèles numériques et dans ce cadre plusieurs

approches sont envisagées. euelle que soit la technique utilisée, l'objectif est d'aboutir à un

modèle plus représentatif de la structure réelle et susceptible de se substituer à celle-ci dans des

analyses et traitements annexes.
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Le recalage de modèle constitue depuis une trentaine d'années un domaine de recherche

en développement continuelle, particulièrement durant les deux dernière décennies. Mottershead

dans [Mot93] présente une revue plus où moins détaillée des méthodes de recalage.

Ces procédure de recalage peii-r'ent être classées en <ieux catégories principales [Hey87,

Roy90a Aia91, Mot93l :

* Une catégorie de méthodes de correciion directe et globale du modèle à travers des

modifications des matrices de masse et de raideur du système issue du modèle EF.

Elles sont généralement basées sur les équations de mouvement et les propriétés

d'orthogonaliæ.

* Une catégorie de méthodes locales, dites paramétriques où la correction intervien]

dans des zones particulières de la structure, sur des élénrents ou groupe d'éléments.

3.5.1. LES METHODES DU RECAI,AGE GLOBAL

Pour s'introduire à cette catégorie de méthodes, on expose quelques méthodes qui sont

les plus connues dans la liuérature.

3.5.1. 1. METHODE BERMAN

L'approche proposée par Berman concerne I'amélioration des matrices de masse et de

raideur globales par une procédure de minimisation de norme matricielle [Aia91, Berm804

Berm83l.

Saôhant la diftrence de taille entre les modèles de représentation, Berman propose

d'étenCrc le modèle expérimental par une méthode d'interpolation basée sur les caractéristiques

physiques de la structure, avant de procéder à I'aj'r$ement des matrices issues du modèle

numérique. Ainsi, la technique repose sur les deux étapes suivantes:

Extension du modèle expérimentaf

Correction des matrices de masse et de raideur du modèle numérique.

tr

a

I
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Les principaux avantage de cette méthode résident dars le fait qu'elle est bien adaptée

aux grandes structures dans la mesure où I'effort de calcul n'est pas considérable, et d'autre part

son procédé d'extension tient compte de la signification physique.

Cependant, les problèmes ne sont pas absents, plincipaiement I'amortissement est occulté

dans la mesure où les modes expérimentaux complexes sont approximés par les modes réels,

puis l'estimation des modes non rnesurés impose une bonne représentativité des matrices

initiales au départ.

3.5.I.2. METHODE D' IBRAIIIM

La méthodes que présente Ibrahim s'apparente à celle de Bermaq s1 cCIn-siste également

en la correction globale des matrices du système sur la base des modes expérimentaux étendus.

Les deux méthodes different, cependant, sur la manière d'étendre la base modale et sur le

procédé d'amélioration des matrices [Aia91, Ibt82,Ibr834 lbr83b].

Elle repose sur les deux étapes suivantes:

D Extension de la base modale expérimentale,

tr Calcul des matrices de masse et de iaideur corrigées.

Les avantage de la méthode peuvent être caractérisés par la prise en compte de

i'amortissement, et par la mise.en oeuvre relativement aisée avec peu d'effort de calcul pour

l'extension et le passage des modes complexes aux modes réels.

Cependant son inconvénient majeur, au même titre que la méthode de Berman, réside

dans I'obligation de calculer la totalité des modes, et elle converge vers des matrices corrigées

qui ne préservent pas frlcément la symétrie.

3.5.1.3. I.A METHODE LGM

Ceue méthode de recalage a été proposée par Aiad [Aia91], et appartient à la catégorie

des méthodes globales dont l'objectif est de corriger directement les matrices de masse et de

raideur du système considéré.

37



Chapitrc 3 Confrontation et Aiastemenl des Modèles Dltnamiques

La démarche de la méthode consiste en trois phases complémentaires:

r une phase d'extension de la base modale expérimentale,

o Une phase de calcul des modes réels à partir des modes complexes,

tr Une phase d'ajustement des matrices de masse et de raideur du modèle

numérique.

Lesavantagesdeçetteméthodespeuventêterés.ainéSpar:

un contexte éléments finis (les matrices préservent leur symétrie).

Et comme toute approche numérique, les inconvénients ne peuvent être exclus, dont on

cite :

) L,utilisation des modes réels analytiques d'ordre élevé pour compléter les

modes exPérimentaux,

È L,extension de la base modale expérimentale et réduction simultanée de la

base modale analYtique'

3.5.2.LES METHODES DU RECAI,AGE IJOCAL

En parallèle de la première catégorie, la catégorie du recalage local comporte de son coté

beaucoup de techniques relatives à differentes formulations.

3.5.2.I. I,'ÀFPROCHE FORCES RESIDTJELLES

Le principe des technique utilisant cette appro"n"-r.*r. sur le concept des forces des

réactions et consiste à minimiser le vecteur de ces réactions [Aia9l, Berm84, Berm88].

I
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Chapitre 3 Confrontation et Aiustement des ModèIes Dltnamiques

Le processus général comporte les étapes suivantes :

g La localisation des ereurs dans le modèle numérique par I'exploitation des

forces de réaction,

o Le calcul des paramètres correcteurs associés aux matrices élémentaires'

réalisé pil une procédure de minimisation de norme portant sur le vecteur des

forces de réacticn.

parmi les ava'i.age de cette approche, la signification et f interprétation physiques des

corrections et des résultats, mais le calcul est itératif ce qui entraîne des problèmes du temps

supplémentaire, et d'instabilité de convergence. D'autre part la correction concerne une matrice

à la fois, la matrice rnasse ou la matrice raideur, mais pas les deux simultanément'

3.5.2.2. L'APPROCHE DTRECTE ENERGETTQITE

Dans ce type de méthodes, le recalage intervient sur les éléments des matrices de masses

et de raideur préalablement transformées dans la base des modes propres [Aiad9l, Roy90b].

Le procédé de recalage repose sur les phases suivantes :

o Extension de la base modale expérimentale,

o Le procédé d'extension engendre un système d'équation linéaires dont la

résolution conduit à la détermination d'un ensemble de coefficient de type

énergétique,

Et Ces coefficients. sont ensuite utilisés pour la localisation des erreurs et la

correction du modèle.

L'avantage de cette approche, coflrme celui de la précédente, est le caractère physique des

corrections apportées au modèle. Cependant, le problème majeur réside dans I'extension des

modes expérimentaux.

3.5.2.3. L'APPROCHE SENSIBILITE

Les techniques de sensibilité sont basées sur l'étude des variations des solutions propres

vis-à-vis des paramètres de conception du système mécanique (mod1le de Young, rulsse

volumique, moment quadratique, etc...) [Aia9l, Wei89, Zha87]'
I
I
I
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Chapitrc 3 C-onfrontalion et Ajustement des ModèIes Dynamiques

Globalement, ce type d'approches reposent sur les phases suivantes :

D L'exploitation des solutions propres calculées et observées pour effectuer le

passage des modes propres complexes aux solutions propres réelles de la structure

conservative associée"

n La localisation des zones à défauts dominants de modélisation.

o La correction des zones localisées seules.

Comme toutes les techniques de cette catégorie de méthodes, la signification physique

aux corrections apportées aux modèles est aussi présente pour cette approche. Cependant, elle

engendre des difficultés surtout au niveau de la localisation des régions présentant des erreurs de

modélisation.

3.6. AVAI{TAGE ET INCOIWEI\'MNTS DES CATEGORIES DU RECAI,AGE

Chaque catégories de techniques présente des avantages et des inconvenants qui difGrent

d'une méthode à I'autre.

Les méthodes globales présentent un avantage fondamental qui est celui d'une mise en

æuwe non itérative, rapide et donc moins coûteuse, car souvent le calcul se résume à des

produits de matrices représentant des efforts de calcul modérés.

Cependant, l'inconvénient de ces méthodes réside dans I'absence de l'interprétation

physique des corrections. De plus les termes matriciels correctifs peuvent ne pas avoir un sens

physique ce qui engendre souvent des modifications non réalistes.

De'leur côté, les méthodes du recalage local ont I'avantage de I'interprétation physique de

corrections, et font le lien entre les modifications apportées par le recalage et les paramètres

physiques. Néanmoins, les incom'éqients ne sont pas absents, le premier réside dans la lourdeur

et le coût de leur mise en æuwe, car ça nécessite plus d'efforts de calcul par rapport à la

première catégorie, où le calcul est le plus souvent itératif et la convergence n'est pas toujours

assurée.

;
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Le Recalage par ta Méthode MRF

CHAPITRE 4

LE RECALAGE PARLA METHODE DBS REPONSES

FREQT]ENTIELLES (MRF)

4.1. INTRODUCTION

La simulation numérique des modèles constitue aujourd'hui une étape inévitable pour la

prédiction et la conception des systèmes. Cependant, la fiabilité du modèle numérique appelé à

se substituer à I'expérimentation doit être assurée au préalable. Pour se faire, on a recours à des

techniques de correction dites < techniques de RECALAGE D, qui permettent l'ajustement

(recalage) du modèle numérique sur la base des données du modèle expérimental'

Il existe plusieurs catégories de techniques, suivant le principe et les hypothèses adoptés

par chacune, comme cela à été introduit au chapitre précédent. Dans le présent sujet, nous

utilisons les propriétés des fonctions de transfert oir de réponses en fréquences donnant lieu à une

méthode particulière appelée méthode des réponses fréquentielles (MRF)'

4.2. DESCRIPTION DE I,A METI{ODE MRF

Ceue technique fait partie de la catégorie des méthodes de recalage local. Elle se

distinguo par plusieurs avantages essentiels [Lin90, Aia91, Vis9|a, Visglb, Yis9}a,

Vis92b,Imr9 2,lmr9 5a, Imr95b, Imr95c] :

l. la prise en compte de la signification physique lors de la correction des erreurs.

Z. la localisation et I'estimation des effeurs de modélisation en une seule étape, ce

qui n'est pas le cas dans d'autres méthodes où cela se déroule en deux phases

distinctes. nécessitent ainsi beaucoup de calcul'
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Les FRF sont utilisées directement dans le recalage' alors on évite les calculs et

les erïeurs supplémentaires durant la phase d'analyse modale pour la

détermination des données modales à pair des FRF'

La technique peut ête appliquée autant que secoure pour les structures qui n'ont

pas des données modales disponibles au préalable, soit pour la complexité de ces

structures ou pour ra difficulté de déterminer ses modes (modes couplés).

4.2.I.PRINCIPE DE LA METIIODE MRF

Le recalage du modèle numérique se résume en la correction de ses elreurs relatives aux

matrices du système (de masse et de rigidité). Ene se fait à travers-une formulation utilisant les

données expérimentares (mesurées) représentées par res fonctions de réponses fréquentielles. La

méthode repose sur la minimisation de l'écart entfe 1es FRF expérimentales et

numériques. [Lin90, Visg 1 a Visg 1 b, Y is92a, Irrlgzl'

4.2.2. FORMIII"ATION DE BASE

La relation du recalage de la méthode MRF'est essentiellement basée sur les fonctions de

réponses en fréquences expérimentales et numériques, définies dans le deuxième chapitre

(Section.2.2.6).

partant de la relation d'identité entre les matrice de receptance numérique (calculée)

[a, (rI et expérime ntablr *(ar)l pi"g 0,Yis92a,vis92b' Imr92]' on a:

a
J.

4.

ln"(,I= trl"(')l- [a(cl)]* la(all

En exploitant l'égalité suivante :

(4.1)

(4.2)
V!=lnJar 1l[4, 1ar )]-' = [4" (t )][rr" (t )]-'
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(4.3)

(3.4)

(4.s)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

([rr" (rI-' [rr" (')]) -fn,(r)l * [n, (r)]

[a" (rI = [rl" (r)] [rr,, (r)]-' - [r])[r" ('I * [A (r)]

[n" (')] = ([a" (') [4" (, )f ' - ln "@) 
] [rr" (')]-') [a (, I * [rr" (' )]

[n"(*I -ln "(*)] 
([rr"(r)|' -ln "(rlf') [n"(r)]+ [a,,(cr)]

la"(rl- [n"(r)] -fn "çco)l 
(ta(cl)l' -fn "@)l-' ) tA(r)l

r-. ,1 1-., .l-i
LZ(a)l- [n(cl)l

il est possible d'écrire :

[n.(rI- [n"(r)]

En factorisant par rapport àfH,(r)], il vient :

Utilisant la relation (4.2), on aura :

Factorisant cette fois ci par rapport eln 
"çttt1l, 

il 
"i"ot '

En introduisant la rigidité dynamique V@ldéfinie dans le chapitre 2 par :

d'où:

avec:

- W "(rI-' -lz,çca)l- [z "@l] - bz(rll

En définitive la relation (4.7) s'écrit :

ls. (,I - ta ('I : [n (r)lbz fr>Iln" (,)]

[n,(')]-'
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11 est à noter que la matrice de receptanc " lH.(ol)] "s 
carée et symétrique, ses lignes

correspondent agx degrés de libertés mesurés, et ses colonnes correspondent aux degrés de

libertés excités. En outre, I'expérience a montré qu'il suffit d'un seul vecteur expérimental pour

localiser les erreurs [Gys88, Ewi89, Ewi90, Vis92a]. Alors, dans le cas ou une seule colonne de

la matrice [ff" (r) est mesurée (relative à un seule point d'excitation), la relaiion (4.8) devient:

{n"(r)} i -té{.(r)}; -W"t*>11ret')l{H.(r)}; (4'e)

Avec:

j : désigne la jt*" colonne de la matric " W ,(ar)] rehtive u., jt* point d'excitation.

La relation (4.9) représente la relation de base du recalage pour la méthode MRF.

4.3.PARAMETRISATIONETAPPROXITIA*TION

Tous les élément de la relation (4.11) sont connus sauf la matrice des erreurs sur la

rigidité dynamique lre(*)l Cefle-ci doit êre exprimée explicitement par rapport aux matrices

constitutives. La rigidité dynamique ayant été définie précédemment (Section2.6) par :

Vrr>l= (kl-"Iul)

Par conséquent :

Ip @)l=V "(r)l - lz .@)7: ( [*]- *' lrul) (4.10)

Donc la rnatrice des erreurs sur la rigidité dynamique est écrite en fonction des matrices

des erreurs sur la firasse c:{a rigidité.

et la relation (a.9) devient :

{a"(r)}; -{n.@)\,:ln"{ql (t^,<l- ,'l^Ml) {n,t l} 1 lr.'n)
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chapifie 4 Le Recslage par In Méthode MRF

Avec:
r^ --1
[Al(l : matrice des erreurs de rigidité.

r.,.1
l\Ml:matrice des erreurs de masse.

Remarques:

l. Les inconnues de la relation (4.11) sont maintenant les matrices des erreurs bf] "
W\
Les matrices des eneurs IôJy'.I " [AK] sont de dimension (Nt N)'te nombre

d,inconnues est donc égale à 2 x N2, ce qui rend la relation (4.1 1) hyperstatique'

Cette relation est fonction de la fréquence d'excitatioû (ù, et à chaque ûéquence

correspondent .l{ équations.

La relation (4.11) représente un système d'équations algébriques. Pour pouvoir le

résoudre on doit t,écrire sous la forme standard du type([z4]b]={f), ot {A} et un vecteur

des inconnues relatives aux matrices des effeurs Wl " [^K]. Aussi, il y'a lieu d'exprimer

explicitement les deux matrices des effeurs au préalable'

La nÉthode du recalage adoptée dans notre sujet, fait partie de la catégorie des méthodes

locales, dont les corrections ne sont pas directement affectées aux matrices globales lUl "
[f]. f* contre, la correction se fait soit sur les degrés de libertés' ou sur les matrices

élémentaires de masse et de rigidité, ou même sur des sous structures (sous domaines) dans des

cas particuliers.

Il s,agit donc d'exprimer lt11l et [rlr<j en fonction des coefficients d'erreurs, ces

coefficients sont pondérés pour chaque degre <ie liberté comme première approche (première-

approximation), ou potr chaque matrice élémentaires coûrme deuxième approche (deuxième

approximation).

3.
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4.3.I.APPRO)ilMATION PAR RAPPORT ATIX DEGRES DE LIBERTES

Dans une première approche, on cherche les erreurs atx niveau de tous les degrés de

libertés. Chaque degré de liberté est pondéré par un coeffrcient d'erreur (noté Âm pour la masse

et Âk potp la rigidité), qui vont être quantifiés par la suite par ia relation du recalage, ces

coefficients représenteront aux ereurs du modèle numérique au niveau de chaque ddl.

Alors les matrices des ereurs de masse lnUl et de rigidité bf] sont écrites en

fonction de ces coefficients d'erreurs respectifs [Lin90, Vis914 Vis9lb] par :

^12

lnutl:'L n*,1*,1
i=1

n2

[m]:'zM,fu,l
i=l

(4.r2)

fur\", [fr;] ,ont des matrices de même taille que celle des matrices [Ul "Wl
respectivement, leurs composantes sont toutes égales à z-ero sauf urte seule. Celle-ci prend à

chaque fois la valeur d'une seule composante de. la matrice de masse et de rigidité tout en

gardant sa position dans la matrice globale.

Dans ce qui précède on a :

désigne sommation directe.

nombre de degré de liberté.

un élément i de la matrice lUl
ooilérrr.n, i de la matrice [rK].

:matrice ne contenant que 1'é1émer7t llti qui diftre de zéto.

:matrice ne contenant que l'élément fr; qui diffère de zéro.

: coefficient d'erreur sur l'élément r/l;.

: coefficient d'eneur sur l'élémerf ki.

I
,^r

flli

ki

l*,7

ïn,l

Lmi

Lki

:i
rt
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Chapître 4 Le Recalage pur b Méthode MRF

En substituant la relation (4.12) dans (4.11), et en factorisant par rapport à Lm et Ak,
on obtient un système d'équations algébriques standard de la forme [Lin90, Vis9la, Fi92,

Zia96l:

[,a,1ar;]{1, }= {r, (r)} (4.13)

En forme plus détaillée :

[a" ]. [[r, ]{s, }, .. {r" l{n .\, - r'W,l{n 
"\,... - r'lM *lta }, I .

Lkr

LkN

Lmr

LmN

-{H"}-{a}

Remarques:

l. Les éléments de la matrice [,a, (r)] et du vecteur {8, (o)} sont connus en fonction des

éléments ae {H,(ar)}, {U "@)},fUl, [f ] " 
de la fréquence d'excitation ar

Par contre, les éléments du vecteur {4, } sont des inconnus correspondant aux

coefhcients d'erreurs sur les éléments individuels des matrices de masse et de rigidité.

En raison de la symétrie de [Ul "t ae [f ] on aura lf x (ru + 1) inconnues au lieu de

2xN2.
Pour éviter I'hyperstaticité du système (4.13), celui-ci est résolu pour un nombre de

fréquences d'excitations NTdevant être supérieur au rapport du nombre d'inconnues sur le

nombre d'équations.

4,3.2. APPROXIMATION PAR RAPPORT AUX MATRICES ELEMENTAIRES

Pour réduire le nombre d'inconnues, on exprime les matrices des erreurs par rapport aux

matrices élémentaires de masse et de rigidité, et on considèr" [tUl " [AK] comme une

combinaison linéaire des matrices élémentaires respectives [Lin90, Visgla, Visglb, Imr92]:

)

4.
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Chapïtre 4 Le Recaluge par lu Mëthode MRF

Itul= ÉA m, \M"7,
i=l

r. --l &,. r 'r

tA,(l = ZLki LK"l,
i=l

Avec :

I : Désigne dans ce cas l'assemblage et non pas une sommation directe.

IM,],

lrc "1,

Lmi

Lki

N^

NÉ

i"^" matrice élémentaire de masse.

i"^" matrice élémentaire de rigidité.

coeffïcient d'erreur sur la i"'" matrice élémentaire de masse.

coefficient d'erreur sur la i"" matrice élémentaire de rigidité.

nombre de matrices élémentaires de masse.

nombre de matrices élémentaires de rigidité.

(4.r4)

(4.1s)

En substituant la relation (4.14) dans (4.11) et en factorisant par rapport aux coefficients

d'erreurs Nni et Lki,il vient [Ziae96] :

[;r1ar;]{ar}: {Br(r)}

Remarques:

1- Dans ce cas, les éléments ae fAr(al)] et [ar(r)] sont aussi fonctions des éléments de

{rf, (r)}, {ff" (r)}, Wl, [f ] " 
de la fréquence d'excitation rry.

2- Par..contre les éléments du vecte* {4, } .ontrnunt les coefiicients doerreurs Lm, et

A,t; cherchés. Ce vecteur est de dimension (/tr- * Nn )x I .

3- Le nombre d'inconnues devient dans ce .ur (N,, + Nt) *t .rt égal à la somme du

nombre de matrices élémentaires de masse et de rigidité. Il est nettement inférieur à celui

de I'approximation précédente.

i
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Chapitrc 4 Le Recolage par la Méthode MRF

Dans toutes les techniques de recalage, la compatibilité de taille entre le modèle

expérimental et le modèle numérique est nécessaire. Cette compatibilité est obtenue, soit par

extension du modèle expérimental en I'amenant à la taille du modèle numériqueo ou inversement

par la condensation du modèle numérique. Les differentes méthodes relatives à ces deux

stratégies ont été discutées dans le chapitre 2 (Section 2.5).

4.4. EXTENSION DU MODELE EXPERIMENTAL

Le souci de préserver au mieux le sens physique des modifications apportées par le

recalage dans la méthode adoptée dans ce mémoire, nous fait opter vers I'extension. Cette

dernière, peut être effectuée de plusieurs manières.

4,4.1. EXTENSION DIRECTE

L'extension se fait d'une manière directe, en remplaçant les points non mesurés du

vecteur expérimental par leurs homologues numériques. Cette opération est répétée pour chaque

itération car dans ce cas la solution est obtenue par. un processus itérati{ dans lequel les deux

relations suivantes, sont résolut simultanément, avec l'élimination des lignes correspondantes

aux ddl non mesurés de la deuxième relation [Lin90, Vis91a, Vis9lb,lmr92] :

{n,@)\, - {u,@)\ 1 =fa ,trl]tst - @2lv4Xa"(r)},
(4.16)

[,],(a,)]{n,}={a(r)}
Avec:

r : désigne recalage (correction) pour chaque itération

Il est à noter que cette méthode exige que les deux vecteurs des FRF expérimentales et

numériques soient initialement assez proches pour que le processus itératif converge plus

rapidement[Ling0, Vis9la, Vis9lb,lmr92]. Ceci impose donc une modélisation initiale assez

corTecte.
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Chopitrc 4 Le Reculuge par lu Méthode MRF

4.4.2. EXTENSION DYNAMIQUE

Le principe et la formulation de cette méthode a été traité en détail dans le chapitre 3

(Section.3.3.2). Cela consiste a utiliser une matrice de transformation pour I'extension du vecteur

expérimental comme suit [Kid73, Berr95] :

{rr,(r)} = lrtrl] {tt.@)\ (4.r7)
(//r + Nr), 1 (N, + l/t) x Nt .À/t x 1

['**-]avec: [rtrl]=l I

l- tit,r,(tt).z r,r, (,)J

et:

Nr : nombre de degré de liberté mesurés.

Nz : nombre de degré de liberté non mesurés,

[f(ro)] : matrice de transformation (de I'extension dynamique).

LZ ,rrrl ", V ,rr,J d., ,ou, matrices ae fzl.

En substituant la relation (4.17) dans (4.11) et en factorisant par rapport aux coefftcients

d'erreurs. Lmi et Lki, on obtient un système d'équations algébrique standard. La résolution se

fait cene fois aussi sur les deux équations suivantes simultanément :

{n ,@)\, - {u ,@)\ 1 =lH ,trll(lnrt - a'1LMtXn,(r)},
(4.18)

[2.(or)]{n.}={ao(r)}

Le vecteur des eneurs {lo } .rt déterminé par une méthode itérative adéquate.

On remarque que tous les équations sujet du développement de la méthode MRF, sont

fonction d'un paramèue commun qui est relatif à la fréquence d'excitation @. D'où

I'importance de ce paramètre, et son choix dépend de plusieurs facteurs.
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Chapitre 4 Le Recalage par Ia Méthode MRF

4.5. LES FREQUENCES ET LES MODES RETENUES POUR LE RECALAGE

La fréquence d'excitation est un paramètre déterminant pour la méthode MRF, son

importance réside premièrement en phase d'acquisition des données (obtention des FRF

numérique et mesurées), et deuxièmement en phase de la localisation et le calcul des erreurs sur

le modèle numérique. Un mauvais choix de ces fréquences peut conduire à des résultats erronés,

ou à la divergence des processus du calcul, ce qui rend le recalage impossible dans beaucoup de

cas.

Les fréquences retenues pour le recalage sont essentiellement influencées par trois

paramètres :

l. l,e nombre de fréquences (N/: ce nombre dépend clu nombre d'équations (N) et

du nombre d'inconnues dans le système algébrique linéaire à résoudre. Pour la

présente technique ce nombre est généralement pris au rnoins le double du rapport

des deux premiers nombres pour avoir de bonnes résultats [Lin90, Vis9la,

Vis9lb, Imr92l,

?. L'endroit de I'excitation: Généralement ces fréquences sont prises au voisinage

des pics des FRF, c'est à dire au voisinage des fréquences de résonance, ou des

fréquences propres. Mais, pas trop prés des pics, car ça conduit à des instabilités

numériques [Lin90, Vis9la, Vis9lb, Imr92],

3. La bande de fréquence et le nombre de modes inclues (N-"): La bande de

fréquences retenue pour le recalage est prise sur la base des jugements de

l'opérateur. On note que les structures travaillent généralement en basses

fréquences, Par conséquent, la bande de fréquences ne coulre que les premiers

modes propres relatifs à ces fréquences. Les basses fréquences peuvent être

sufïisantes pour décrire le comporternent vibratoire de la structure , et même pour

accomplir la tache du recalage du modèle [Lin90, Vis9la, Vis91b, lmr92].
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chapitre 4 Le Recal.age psr Ia Methode MRF

4.6. RESOL[/TION ET DETERMINATION DES COEFFICMNTS D'ERREURS

La relation de base du recalage par la méthode MRF, est représentée par un système

d'équations algébriques , qui peut être écrit sous la forme standard cornme c'est le cas des

relations (4.13),(4.15),(4.16) et (4.18) par :

lafrlltr)= {rtrl} (4.1e)

On note que la matrice l,q(r)ln'est pas carrée, c'est à dire qu'il y a plus d'équations que

d'inconnues représentant alors un système surdéterminé. Ce type de système est résolu dans le

sens des moindres carrés, par la recherche du minimum d'une fonctionnelle représentant un

résidu R(P) définie comme suit [Fri92, Wil92, Bou93] :

Min R ( p) - Min (lllzJ {n} - {a} ll, )' (4.20)= Min(il {n}il,)'

Avec; ll tr')ll , =[Ë,i)"'

ll frzl ll

ll i/ J ll 2 
: oeslgne la norme euclidienne ou norïne spectrale d'un vecteut {V\

La recherche de ce minimum implique que le gradient de R(P) soit nul, et ceci est

équivalent au nouveau système d'équations :

v/R (P) - o e Vl' 1,a1{a}=[,1]' {r} (4.2r)

Donc, la résolution de la relation (4.19) dans le sens des moindres carrés conduit à

résolution du système 14.21). Beaucoup de méthodes sont disponibles pour cet effet [Wil92].
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Pour la résolution on a opté pour deux catégories de méthodes (voir Annexe):

o Catégorie des méthodes directes, incluant les méthodes de décomposition:

o La méthode de décomposition en LU.

o La méthode de Householder (décomposition en QR).

o La méthode de décomposition en valeurs singulières (décomposition en SVD).

o Catégorie des méthodes itératives (indirectes) :

o La méthode du gradient conjugué.

o La méthode de Gauss-Seidel.

4.7. CONSIDERATIONS NUMERTQUES

Ces considérations numériques influent directement sur le bon déroulement de

I'algorithme du recalage sur les plans stabilité et convergence. En plus des détailles cités dans le

paragraphe (4.5) concernant les fréquences et les modes retenus pour le recalage, d'autre facteurs

qui ont eux aussi de I'influence sur les résultats. dont:

I Dans le cas des mesures incomplètes, au minimum une coordonnée par élément doit

être associé à une FRF' car ça perrnet d'avoir de I'information sur tous les élérnents

dans la formulation de base du recalage de la méthode MRF [Vis9la, Vis9lb].

Les éléments de la matrice [Z(r)] (matrice du systèm. [,a(ar)]{A]=[f(t)J

construit à chaque itératif; doivent avoir des valeurs comparables (même ordre) pour

éviter le malconditionnement numérique du système algébrique à résoudre llmr9Z,

Imr95al.

Pour assurer la stabilité de la solution, le changement maximum des valeurs des

coeffîcients des elreurs Nn, et Art, est fixé à 50oÂ pour chaque itération. C'est

particulièrement important pour les premières itérations dont les valeurs des

coefiîcients peuvent changés radicalement [Vis91a, Vis9lb].

)

a
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Chapitre 4 Le Recalage par la Méthode MRF

4.8. LES CRITERES DE CONVERGENCE

Beaucoup de critères et tests de convergence sont adoptés durant le calcul,

particulièrement dans le cas des mesures incomplètes où le processus de calcul est itératif, Il est

important de se fixé ces critères pour pouvoir conditionner la convergence de I'algorithme. Ils

concernent plusieurs paramètres :

1, Pour les matrices de masse et de rigidité: Le changement relatif de la norme

"Frebinius" des matrices de rigidité et de masse entre deux itérations successives

doit être inferieur à e.

lln vrll..#(e
llM"ll,

lllrll,#Se
llK.ll,

Avec:

I'indice F : désigne la norme "Frebinius", pow une matrice p], ette est donnée par [Lin90].

[N 
^'ll'all' = ^1II"î\/ t=l i=l

et e peut prendre la valeur de 0.3 (30%) pour cette méthode de recalage [Lin90].

2. Pour les fonctions de réponses fréquentielles (FRF) : Les différences relatives sur

.les valeurs des FRF numériques recalées et les FRF expérimentales par:

|l"ËFl='
ou:

e peut prendre la valeur de 0.0 I (l%) [Vis9la, Vis9lb].
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et

3. Pour les coeflicients d'erreurs Am et Lk: La diftrence relative entres les valeurs

de Lm et Lk entre deux itérations successive (i) et (i+t) doit être inferieur à e:

lArt'*" - Nlx?)l

I N*"*t' 
I

lOpri+rr _Afr(,)l 
_

|---.--.]:--:l--| j oI ,\k"*" 
I

ou:

r peut prendre la valeur de 0.01 (1%) [Viss9la, Viss9lb].

4. Pour les fréquences propres: le test d'arrêt peut se faire à travers l'erreur relative ou

absolue entre les deux ensemble de fréquences, cornme c'est montré dans les relations

(3.1) et (3.2) du chapitre3.

4.9. RECAI,AGE DU MODELE NUMERIQLJE INITIAL

le but des techniques de recalage corrrme il a été déjà mentionné est de corriger les erreurs

sur le modèle numérique, cette correction se faisant sur la base des données du modèle

expérimental supposé plus représentatif de la structure. Dans la présente technique, les données

représentent les fonctions de réponses en fréquences. La correction se fait principalement sur les

matrices du système (masse et rigidité) à travers la recherche des matrices des ereurs [nU] *

[A/(l,puis le calcul des nouvelles matrices recalées de masse W,l et de rigidité [f"]
relatives aumodèle numérique recalé comme suit [Lin90, Visgla, Vis91b, Imr92] :

[u,l=[u"l+fnu]*\u,1

[r,.] = [r"]* [nr] - K,l

Le Recalage par la Méthode MRF

(4.22)

I
I
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De la même manière dont on a construit le modèle numérique initial, et à partir des

matrices du système (de masse et de rigidité recalées) on peut recalculer les autres paramètres

qui définissent le modèle numérique recalé, notarnment les nouvelles données modales (valeurs

propres et vecterus propres) et les nouvelles fonctions de réponses en fréquences.

Une fois le modèle numérique recalé, il devient plus proche du modèle expérimental,

donc plus représentatif de la structure, donnant ainsi plus de signification et de pouvoir à la

simulation. Alors, on peut faire des études annexes sur la structure par simulation avec plus de

confiance sans passer à chaque fois par I'expérimentation souvent lourde et coûteuse.

Les differentes facettes de la méthode du recalage MRF sont illustrées par

I'organigramme de la figure ci-après.

Pour tester la puissance, les lirnites et les mérites de cette technique de recalage, et même

pour valider le algorithme de calcul qu'on a élaboré, des applications sur differents types de

structures feront I'objet du chapitre prochain.
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chapitrc 4 Le Recolage par Is Méthode MRF

i

Construction du modèle
expérimental (simulé)

Construction du modèle
numérique (calculé)

Construction des matrices
M, K, expérimentales.

Construction des matrices
M"et K" numériques.

Mesure (calcul) des FRF

expérimentur.r {rr, (co)}
Calcul des données

modales ' {or" } .n {0" }

Idéntifi cation des données/ ) IÀlmodales : tt), j et 1vx J

Calcul des FRF

la"(')1"V"@)l

Extension du vecteur FRF {F/, (r,l)} at
I'ordre (Nr.l) à I'ordre (N.1).

Approximation des matrices des erreurs

ItUltt tArK] en foncrion de Lm et Lk.

Construction du système A* L=B et calcul

des coefiicients des eûeurs Nn, et Lk,.

Reconstruction des matrices recalées:

IMA:IMA+ AM
[K"]:[K"] + [^,(']

compararson
et validation

Fig.4.l. Organigramme de la méthode MRF.
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS

5.1. INTRODUCTION

Le présent chapitre est consacré aux applications en vue de prospecter la validation de
I'algorithme de recalage que nous avons traité dans le chapitre précédent. Les applications
consistent en I'utilisation de modèles représentant des structures ou systèmes simples. L,absence
de moyens expérimentaux nous a incité à utiliser des modèles purement numériques et des
perturbations sont introduites sur les modèles pour caractériser les diftrences qui peuvent
exister entre le modèle numérique et son homologue expérimental. Cette démarche vise
beaucoup plus la validation de I'algorithrne de recalage qu'une confrontation réelle" car
I' expérimentation est incontournable.

5.2. PRESENTATION DES APPLICATIONS

A fin de diversifïer les tests, les applications concemeront :

* des structures discrètes de type masses-ressorts.

A des structures continues de type poutres.

* des structures continues de type plaques.

s.2.1. MODELE NUMERTQ UE

Ce modèle est obtenu par la méthode des éléments finis, donnant ainsi la possibilité de
définir toutes les caractéristiques relatives à ce modèle, à savoir :
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Chapitre 5 Applications

o les matrices de masse et de rigidité globales construites à partir des matrices

élémentaires respectives.

les caractéristiques modales, représentées par les fréquences propres, et la matrice

des modes propres (la méthode de Jacobi est utilisée pour cet effet).

les fonctions de réponses fréquentielles.

5.2.2. MODELE EXPERIM ENTAL (Srrvtuu)

Comme annoncé plus haut, ce modèle est simulé à partir du modèle numérique par des

perturbations des paramètres de ce dernier, qui peuvent être introduites sur les matrices de masse

et de rigidité élémentaires. On comprendra alors que c'est un modèlè pseudo-expérimental.

Pour les applications traitées par la suite, on considère deux cas :

o Pelturtrations globales : Ces per:turbations sont faites sur toutes les matrices

élémentaires du système. Par un même coefficient de perturbation P,, pour toutes

les matrices élémentaires de masse, et par un même coefficient P* pour celles de

rigidité. (c'est résumer par ; P- et Pk).

o Perturbations locales : Seulement quelques matrices élémentaires de masse et de

rigidité sont perturbées à des régions différentes selon l'exemple traité (on note

que ce cas est plus proche de la réalité où quelques régions seulement de la

structure sont relatives aux erreurs). (c'est résumer par : P,"(i) (i le numéro de la

matrice élémentaire de masse perturbée) et P(i)û numéro de celle de rigidité

perturbée).

Après les perturbations, les autres paramètres du modèle expérimental (simulé) sont

construits de la même manière que ceux du modèle numérique, coûrmençant par la construction

des matrices du système (masse et rigidité globales), puis le calcul des propriétés modales, et par

suite les fonctions de réponses en fréquences.

Après la construction des vecteurs FRF expérimentaux (simulés), deux cas de simulation

sont considérés :
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Applîcatiorc

s.2.s. MODELE RECALE (CORRTGE)

Suite au calcul des coeffïcients des elreurs sur la ûutsse et la rigidité, on peut construire le
modèle numérique RECALE, par le calcul de ces nouvelles matrices du système (de masse et de

rigidité) (Relation.4.22), puis le calcul de ces données modales, et par la suite la détermination
des fonctions de réponses fréquentielles de ce modèle.

5.2.6. COMPARAISON ET VALIDATION

Une fois le modèle recalé obtenu, plusieurs comparaisons sont faites entre ce modèle et le
modèle expérimental, dans le but de vérifier si le modèle recalé coihcide avec le modèle
expérimental.

Pour ce faire, trois comparaisons entre les deux modèles sont effectuées:

l. La comparaison entre les coefiïcients d'erreurs obtenues avec les coefficients de

perturbation utilisés pour I'obtention du modèle expérimental (simulé) à travers
leur erreurs relatives,

2. La comparaison entre les fréquences propres du modèle recalé avec celles du
modèle expérimental, en calculant tout simplement les erreurs relatives entre les

deux ensembles.

3' La comparaison graphique à travers les graphes des FRF des deux modèles

expérimental et numérique recalé et initial. Cette comparaison est la plus
importante, car les.pics des FRF donnent un bon aperçu sur les fréquences des

deux modèles d'une part, et d'autre part les FRF représentent la combinaison des

modes des modèles respectifs. Aussi, une superposition des graphes des deux

ensembles des FRF indique la même combinaison des modes, et peut visualiser
' clairement les écarts entres les modèles.

REMARQUE:

Le programme de la méthode du recalage est élaboré en deux versions.

FORTRAN, et la deuxième est en langage MATLAB.
La première est en
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5.3. APPLICATION.I

Le premier exemple d'illustration traité dans ce chapitre concerne une structure discrète

constituée de masses et de ressorts comprenant dix degrés de liberté (ddl), traité également par

Nubari fNub9a]. Le schéma de la sructure avec ses données et caractéristiques, est représenté

dans la figure cidessous (Fig.5.2).

IIl1=rI12=. . ......=n1s=l kg
kr=kz=. . .. . .. , .=kro=l06 N/m

Fig.5.2. Système en masses-ressorts à l0 ddl.

Le modèle numérique est construit selon les étapes déjà citées au préalable (Section,5.2.1).

Par contre le modèle expérimentale est simulé à partir du premier. Dans cette application, quatre

tests vont être abordéso dont un est relatif aux même données traités dans l'article cité cldessus.

5.3.1. LE TEST 1

Ce test est relatif à un modèle expérimental simulé à partir du modèle numérique pour des

perttrbations globales (toutes les matrices élémentaires du modèles numérique sont perturbées),

et en considérant le cas des mesures complètes (touts les points sont mesurables).

DONITIEES:

{4, (r)} e$ de même taille (N x l) que son homologue numérique {//" (r)}

I
I
I
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Chqpitre 5 APqlications

Perturbations globales : Toutes les matrices élémentaires de masses sont

perturbées par un même coeffrcient P*=0.8 (80%). Il en est de même pour les

rigidités où le coeffrcient Po = 0.4 (40%).

Les fréquences et les modes retenus pour le recalage : Le nombre de

fréquences est égal à 2 \N f * 2), et le nombre de modes couverts dans la bande

de fréquences est égal à 0 (N,',. - 0), c-à-d que les fréquences retenues sont

inférieurs à la première fréquence propre.

RESULTATS :

Les premiers résultats sont relatifs aux coefîîcients des 
"rr"ur, 

(tret ÂÈ) calculés par la

relation de base du recalage, qui doivent être en principe égaux à ceux utilisés en perturbations

(P^ etl'1) pour la construction du modèle expérimental (simulé). Leurs valeurs sont présentées

dans la figure suivante (Fig.5.l).

0.9

0.8
v)

.E 07
()
E o.oI
; 0.5
o
ï o.+

g 0.3

E 0.2
-]

0.1

0.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

I'2 3 4 5 6 7 8 9 l0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10' les elements de masse les elements de rigidité

Fig.5.3. Les coeffrcients de perturbations et les coefficisrts des erreurs
(Application I -Testl ).

Les fréquences propres des différents modèles, numérique initial (ol'), expérimental (crl*) et

recalé (ro,) sont représentées dans le tableau (5.1) ci-dessous

I
I

N Erreurs calculées
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Chapitre 5 Applicalions

I J 4 5 6 8 9 l0

(Dc

(rad/s)

t49.46 445.04 730.68 1000.0 1246.98 1466. l0 t652.r5 1801.94 l9l I l5 t977.66

(ùr t3I.81 392.49 644.40 881.92 1099.73 t292.98 t457.35 1589.16 1685.47 1744.13

(ùr l3l.8l 392.49 644.40 881.92 1099.73 1292.98 t457.35 1589. 16 t685.47 1744.13

Tab.5,1.Les dix fréquences propres de modèle numérique, expérimental et recalé.(Appll- Testl).

Les FRF des trois modèles quant à elles sont illustrées par les graphes de la figure (5.a) (en

diagramme de Bode). Ces graphes permettent de visualiser l'écart entre le modèle numérique

initial et le modèle expérimental, puis l'écart final entre le modèle expérimental et le modèle

numérique recalé.

i, -5.0

a
€ <.0
C)

É't.v

600 800 1000 1200 1400

Les fréquences d'excitation (radls)

1600 1800

Fig.5.4. Les graphes de I'FRF numérique (calculee), experimentale et recalée
(Applicationl -Testl ).

Avec:

Db=20log1O(abs(H))

-l
i
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Ce type de graphe est appelé diagramme ou graphe de Bode. Il trace le module du I'FRF en

fonction des fréquences d'excitation.

Ny N^" P,, ERM P* ERK ERa

2 0 0.8 5.77 10' 0,4 I .03 lO-',', I .85 10-"

Tab'S.2: Résultats et paramètres d'estimation (mesures complètes) (Applicationl-Testl).

Avec:

ERM: Erreur relative maximale sur les matrices élémentaires de masse.

ERK : Erreur relative maximale sur les matrices élémentaires de masse.

ERa: Erreur relative entre les fréquences propres calculées expérimentales.

DISCUSSIONS :

l. Une égalité entre les coeffïcients de perturbation (P^ et P) et les coefiTcients des

erreurs (nm u A,t) calculés, est remarquée d'après la figure (5.3). D,autre part, du

tableau (5.2) I'erreur relative entre Pn,et Lm(notée ERM) est de 5.67 l}-to, et entre

Pret Ak (notée ERK) est de 1.02 i0-r2, confirmant l'égalité parfaite entre ces

coefficients.

D'après le tableau (5. I ), on remarque que les fréquences du modèle numérique recalé

sont devenues égales à celles du modèle expérimental, ce qui est confrmé par I'erreur

relative enûe les fréquences des deux modèles (notée ERol) dans le tableau (5.2) qui

est de 1.85 l0-to.

Les FRF du modèle expérimental et du modèle recalé sont confondues (Fig.5.4),

donnant plus de confirmation d'une bonne correction du modèle numérique initial.

Il est à noter que le recalage est tàit avec succès malgré que le nombre de fréquences

retenues pour le recalage est petit (Nr = 2), et sans aucun mode qui est couvert paï

la bande de fréquen..r (Nn,.. = 0).

2.

3.

4.

I

I
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5.3.2. LE TEST 2

Dans ce cas, on maintient la supposition que le vecteur FRF expérimental est complet,

mais on considère que les perturbations ne sont faites que sur quelques éléments du modèle

numérique (perturbations locales).

DONNEES :

La masse: La première (l) matrice élémentaire de masse seulement est perturbée

par le coeflcient l',, (t)=9.3 (80%).

La rigidité : La neuvième (9) matrice élémentaire de rigidité seulement qui est

perturbée par le coefficient & (9) = 0.4 (40%).

RESULTATS :

Dans la môme succession que pour le test 1, les résultats du test 2 sont présentés par les

tableaux et frgures suivants.

u)

C)

F
C)

IA

ûI

a
O.I

0.9

0.tr

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

345678
les elements de masse

Fig.5.5. Les coeffrcients de perturbations et les coefficients des erreurs
(Appl ication I -Test2).

910 12345678
les elements de rigidité

910
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I 2 J .t ) 6 8 9 10

0)c

(radls)

149.46 445.04 730.68 1000.0 l2:16.98 1466. l0 1652.15 1801.94 t9l l. t5 1977.66

(Dx 149.68 448.60 '134.63 990.35 t2t2.99 t421.60 1629,50 1813.40 1945.86 2464.47

û)r 149.68 448.60 734.63 990,35 t2t2.99 1421.60 1629.50 t813.40 1945.86 2064.47

Tab.5.3.Les dix fréquences propres de modèle numérique, expérimental et recalé.(Appll+est2).

9 -s.o

g.
v)

€ <.0
q)

-g

ê -/.U
H

600 800 1000 1200 1,t00

Les fréqucnces d'exc itation (radls)

1600 1800

Fig.5.6. Les graphes de I'FRF numérique (calculée), eryerimentale et recalée
(Applicæion1-Tes€).

N1 N^" P,,(1) ERM Pr ERK ERot

2 0 0.8 5.40 r0'" 0.4 5.03 l0-' t.l7 l0''

Tab.5.4. Résultats et paramètres d'estimation (mesures complètes) (Applicationl-test2).
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DISCUSSIONS:

l. En observant les graphes et les tableaux des résultats, il est remarqué que le modèle

numérique recalé est devenu très proche du modèle expérimental, et même presque

identique d'après les diftrents pourcentages des ereurs du tableau (5.4) qui sont

infiniment perits.

2. Pour ce cas les perturbations sont concentrées en quelques éléments seulement

(perturbations locales), et I'algorithme du recalage a pu détecter les erreurs sur le

modèle numérique avec succès.

Il est à noter que dans le cas des mesures complètes (testl et test2), le processus de calcul
n'est pas itératif, et les erreurs sont déterminées avec une très grande précision.

5.3.3. LE TEST 3

Dans ce test, on considère que le vecteur FRF expérimental est incomplet (mesures

incomplètes) qui sera mené par extension à la taille de son homologue numérique.

DONNEES:

est de (N, * 1), et (//1=S) relatives à huit deux degré de liberté parmi dix, qui

sont mesurés.

RESULTATS:

I J 4 5 6 8 9 l0

t)c

(radls)

149.46 445.04 730.68 1000.0 1246.98 1466. t0 1652.15 1801.94 l9l L15 t977.66

(Dn 131.81 392.49 644.40 881.92 t099.73 t292.e8 1457.35 1589.16 1685.47 t744.t3

(ùr 131.80 392.37 644.05 881.41 t099.26 1292.49 1456.61 t588.22 t684.73 1743.87

Tab'5.5.Les dix fréquences propres de modèle numérique, expérimental et recalé.(Appll-test3).
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É -/.v

Fig.5.7. Les coefiicients de perturbations et les coefficients des erreurs
(Applicationl -Test3).

600 800 1000 1200 1400

Les fréquences d'excitation (rad/s)

2000I 800

Fig.5.8. Les graphes de I'FRF numérique (calculée), eperimentale et recalée
(Applicationl -Tæt3).

N1 Nr" P, ERM I't, I'IIK ERa

5 ) 0.8 7.91 l0- 0.4 1.51 l0-' 1.30 10'

Tab.5.6. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Applicationl-Test3).
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Fig.5.7. Les coeffrcients de perturbatiors et les coefficients des erreurs
(Applicationl -TesB).

600 800 1000 1200 1400

Les fréquences d'excitation (radls)

Fig.5.8. Les graphes de I'FRF numérique (calculée), e4erimentale et recalée
(Applicationl-Tæt3).

Ny N^" P, ERM Pp ERK ERa

5 0.8 7.91 l0- 0.4 l.5l l0 1.30 10*

18001600

Tab.5.6. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Applicationl-Test3).
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DISCUSSIONS:

I Dans ce cas aussi, et d'après les tableaux et les graphes cidessus, I'algorithme a pu

corriger le modèle numérique initial avec une bonne précision.

On remarque que dans ce test, le nombre de fréquences retenues pour le recalage N7 a

augmenté de 2 pour les deux premiers tests à 5 dans celui-ci. Le nombre de modes

couverts dans la bande de ûéquences N,," a augmenté de 0 à 2. Cette augmentation est

directement liée aux mesures incompletes, et c'est indispensable pour pouvoir

déterminer les erreurs avec précision.

5.3.4. LE TEST 4

Dans ce test le modèle expérimental est simulé à partir des perturbations locales du modèle

numérique, et en considérant aussi que les mesures sont incomplètes. Les données sont

identiques à celles traitées par Nubari [Nub9a].

LES DONNEES :

mesures.

P,(t):9.2 (20%), et la neuvième (9) marrice élémentaire de rigidité

PrQ)=0.2 eo%).

LESRESULTATS:

Il est de même que pour les trois tests précédents, les résultats de ce test suivent la même

succession.

par

par

I
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PerLurbaûons

Erreurs calculées

0.30.3

v)

o
I
E o.z
a)

o
a()

?

I 0.t

u)oJ

0.0

23456'78910t23456"78
les elements de masse les elements de rigidité

Fig.5.9. Les coefficients de perturbations et les coefficients des erreurs
(Applicationl -Test4).

I aL -)
/{ 5 6 7 8 9 t0

0"

(rad/s)

149.4() 445.0:1 730.(rtt 1000.0 t216.98 1466.10 l(r52.15 180 t.94 l9l I l5 t977.66

(Dx 149.63 4!ttt.45 738.7',7 1005.21 t239.94 1453.01 t649.70 1816.67 1937.49 2003.52

(Dr 149.61 448.44 738.',l9 1005.23 1240.03 .1452.95 1649.85 1816.57 t937.6s 2003.51

Tab.5.7.Les dix fréquences propres de modèle numérique, expérimental et recalé.(Appll-Test4).

N1 N^" P,'(l) ERM P,{9) E,RK ERat

7 2 0.2 9.14 10* 0.2 5.61 l0 2.09 l0-

Tab.5.8 : Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Applictionl-Test4).
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Applicqtions
Chspître 5

-3.0

4.0

r, -5.0

q)

€ <.0
()

â-to

-8.0

600 800 1000 1200 1'm0

Les fréquences d'excitation (radls)

1600 1800 2000

Fig.5.10. Les graphes de I'FRF numérique (calculee), olperimentale et recalée

(Appli cation I -Test4)'

DISCUSSIONS:

D'après les tableaux et les figures'ci-dessus, l'algorithme a corrigé le modèle

numérique avec succès.

Le nombre de fréquences retenues pour le recalage est égal à 7, avec deux modes

couverts dans la bande de fréquences retenues pour le recalage, nettement supérieur à

ceux du test I et du test 2, augmentant proportionnellement avec le nombre de points

non mesurés.

On remarque, que dans le cas des mesures incomplètes (test3 et test4) le processus de

calcul est itératif. Aussi pour avoir de bonnes résultats, il faut que le nombre de fréquences

retenus pour le recalage et le nombre de modes couverts dans la bande de fréquences soient

augmentés par rapport à ceux relatifs aux cas des mesures complètes (test I et test 2)'

L,augmentation du nombre de fréquences retenues pour le recalage permet d'augmenter le

nombre d'équations ce qui permet de compenser les effeurs commises lors de I'extension du

vecteur FRF expérimental (cas des mesures incomplètes)'

I

2.

I
I 1)



5.4. APPLICATION 2

' j-::

Iz

2,"\\
'' t/

Cette fois ci, on s'intéresse à une structure continue modélisée en l0 éléments poutres,

traitée aussi par Aiad [Aia9l] (Fig.5.11).

L=2 m
S=4. 104 ftf
I=1.33 l0a ma

E:2.1 10rr N/m2
v=0.3
p:7800 kdrn'

Fig.5. I L Système continu en 10 éléments poutres.

Le modèle comprend dix degrés de liberté (ddl), seul l'effet de flexion est pris en compte

en considérant les déplacements suivant une seule direction, ici la direction transversale qui est

retenue.

Le modèle numérique est construit selon les étapes montrées en section (5.2.1), par contre

le modèle expérimental quand à lui, il est simulé à partir du modèle numérique par les

perturbations de ses paramètres. Quatre tests relatifs à quatre modèles simulés seront traités dans

cette application.

5.4.r. TEST I

LESDONNEES:

est de même taille (// x l) que son homologue numér ique {H "(r)}

de masse, et Pr = 0.5 (50%) pour celles de rigidité.
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Les résultats sont résumés par les paramètres estimatifs du tableau suivant (Tab.5.8).

N7 N^" Po, ERM P* ERK ERa
a
J 0 0.3 5.59 10" 0.5 7.gg 10-" 2.96l0-',"

Tab.5'9. Résultats et paramètres d'estimation (mesures complètes) (Application2-Test1),

Les valeurs des erreurs présentées dans le tableau précédent sont très faibles, signifiant que

le recalage est fait avec précision. Aussi, on remarque que la précision est meilleur pour la
rigidité que pour la masse.

s.4.2. TEST 2

DONIT{EES:

La masse : La première matrice élémentaire de masse seulement est perturbée par

le coefficient Pn,(t)= O.: eo%).

La rigidité : La septième matrice élémentaire de rigidité seulement est perturbée

par le coefficienr PrQ)=0.5 GO%).

Tab.5.l0. Résultats et paramètres d'estimation (mesures complètes) (Application2-Test2).

Cette fois aussi, le recalage est effectué avec succès, confïrmé par les pourcentages des

erreurs du tableau ci-dessus.

Alors, dans le cas des mesures complètes (test I et test 2), le recalage est réussi avec une
précision remarquable même pour un nombre petit de fréquences et sans aucun mode couvert
dans la bande de fréquences retenue pour le recalage,

F

I

6.11 l0'
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5.4.3. TEST 3

DOIINEES:

est de (lf,.t), *t (//, = 8) rehtives à huit degrés de liberté parmi dix, qui sont

mesurés.

N1 N^" P^ ERM Pr ERK ERrt

4 1 0.3 4.03 l0' 0.5 1.35' 10" 4.11 10*

Tab.5.1 1. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Application2-Test3).

D'après le tableau (5.11) ci-dessus, on remarque que les pourcentage des paramètres

estimatifs sont faibles, preuve d'une bonne correction du modèle numérique initial. Le calcul est

itératif pour ce cas (mesures incomplètes).

5.4.4. TEST 4

Ce dernier test concerne les perturbations locales avec prise en compte des mesures

incomplètes. Aussi, on essaye d'augmenter au maximum le nombres de degrés de liberté non

mesurés, et voir son influence sur la procédure du recalage.

LES DONNEES:

parmi dix qui sont mesurés, alors 70oÂ de degrés de liberté ne sont pas mesurés.

P*Q)=0.3 llox;, et la septième marice élémentaire de rigidité pa. A(ZIO.S
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N Erreun calculécs
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0.0
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0.0

345678
les elements de mase

345678
les elemcnts de rigidité

9 -s.o

F"
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€ <.0
C)

'tt

* -zo

Fig.5.12. Les coefficients de perturbations et les coeffrcients des erreurs
(Appl icati on2-Test4).

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4m0 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000

Les fréquences d'excitation (radls)

Fig.5. 13. Les graphes de I'FRF numérique (calculee), o<perimentale et recalée
(Appli cation2-T est4).
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I J 4 5 6 1 8 9 10

o)c

(radls)

401.24 1221.09 2062.35 2920.49 3803.29 4101.11 5584.15 6392.07 7030.37 7388.85

û)r 410.84 1266.25 2060.83 292s.51 3883.59 4650.73 5607.52 6582.54 70r1.70 7756.61

(Dr 410.84 t266.25 2060.83 2925.51 3883.59 4650,73 5607.52 6582.54 701.t.70 7756.61

Tab.5.l2. Dix fréquences propres du modèle numérique, expérimental et recalé.(Appl2-Test4).

N1 Nr" P,'( I ) ERM Pk\7) ERK ERro

I 4 0.3 1.74 t0-' 0.5 5.29 r0-', 5.07 10"

Tab.5.13. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Application2-Test4).

DISCUSIONS :

l. Il est à noter que dans le cas des mesures incomplètes, I'extension du vecteur FRF

expérimental est une phase indispensable, et le calcul des coefficients des erreurs se fait

d'une manière itérative.

2, D'après les tableaux et les figures précédents, la correction du modèle numérique est faite

avec succès.

3. Malgré le manque important en degrés de liberté non mesurés ce qui engendre des erreurs

additionnelles dues à I'extension du vecteur expérimental, les résultats sont assez précis.

En contre partie, cella engendre I'augmentation du nombre de fréquences et de modes

retenues pour le recalage (N7était 3pour les testl et test2 et il est I pour les test3 et test4,

aussi N,," était 0 et est devenu 4), rendant le calcul plus important.

En conclusion de cette application, I'algorithme de recalage a pu corriger le modèle

numérique initial avec précision pour les quatre tests efiectués sur cette structure. En particulier

le test4 où le nombre de degrés de liberté (ddl) non mesurés est de 70Yo du nombre total. La

possibilité de mesurer tous les ddl est loin d'être réaliste (cas des mesures complètes pour le

testl et test2), donc la considération du cas des mesures incomplètes permet d'approcher plus la

pratique, ce qui donne de l'importance supplémentaires aux résultats des deux derniers tests en

particuliers (test3 et test4).

I
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5.5. APPLICATION 3

La structure considérée est modélisée en 12 élérnents triangulaires à trois næuds chacun,

et à deux degrés de liberté pour chaque næud. On considère le déplacement transversal (parallèle

à I'axe Z), et la rotation autour de I'axe du plan de la structure (autour de I'axe X), voir figure

(s.1 4).

t0 n t2

I

I

,

l=0.48 m
/=0.30 m
lorr Nlm2

5L4. 10-a m2

l- l0-3 ma

Y

E:2.1

v:0.3

lll0 r2

Fig.5.l4. Système continu en 12 éléments plaques.

La structure est enctlstrée comme c'est montré dans la figure ci-dessus, et le nombre de

degrés de liberté actifs est 16, il est supérieur à ceux des deux applications précédentes. En

réference aux limitations pratiques et économiques deux tests vont être traités pour cette

application, les deux sont relatifs à des vecteurs FRF expérimentaux (simulés) incomplets, avec

deux types de perturbations diftrentes. Le premier est le produit des perturbations globales des

matrices élémentaires du modèle numérique initial, alors que le deuxième découle d'après des

perturbations locales relatives à quelques matrices seulement.
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DONNEES :

élémentaires de masse), et pour celles de rigidité Pr:0.4 g0%).

N1 N^" Po, ERM Pr ERK ERa

I 6 0.6 7.66 10' 0.4 5.99 10* 6.49 l0*

Tab.5'14' Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Application3-Testl).

Les pourcentages d'erreurs figurant dans le tableau ci-dessus mènent à constater la

précision avec laquelle le recalage est efTectué.

5.s.2. TEST 2

LES DONNEES :

perturbée de 60Yo), P* (10)=0.4 (la dixième matrice élémentaire de rieidité

perturbee de (40%).

) [æs fréquences et les modes retenus pour le recalage : N s -B et N^"=6.

LES RESUI,TATS :

Les résultats de ce test sont présentés dans les figures et les tableaux suivant.
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les elements de masse les elements de rigidité

Fig.5.l5.Les coefficients de perturbations et les coefficients des erreurs
(Appl icati on3 -T est2) .

2 J 4 ) 6 7 8 9 10

o)c

(radls)

56.02 238.95 380.79 162.26 537.64 689.47 '746.83 852.36 23523.1 24754.9

ot 54.22 231.4(t 315.611 468.n9 530. I I 72t.10 733.42 855.93 23t95.4 23578.6

cùr' 54.34 231.96 375.88 468.89 530. l0 :721.39 '133.48 855.99 23200.4 23579.2

Tab.5.15.Les dix premières fréquences propres de modèle numérique, expérimental et

recalé. (Application3 -Test2).

N7 N." P,, ERM Pr ERK ERat

8 6 0.6 2.94 la' 0.4 7.59 t 0 2.21 l0

Tab.5.16. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Application3-Test2).

80



Chapitre 5

300 400 500 600 700

Les fréquences d'excitation (radls)

Fig5.l6. Les graphes de I'FRF numérique (calculée), eryerimentale et recalée
(Appl ic ation3 -Tes t2).

DISCUSIONS :

Dans ce cas aussi, la correction s'est effectuée avec une bonne précision, et l'algorithme du

recalage de la méthode MRF- a pu recaler avec succès le modèle numérique initial, malgré que le

nombre de points non mesurés représente plus de 50Yo du nombre total. Il est à noter que ce

manque engendre des difficultés'et des erreurs supplémentaires pendant la phase de l'extension

du vecteur FRF expérimental, et qui se répercute directement sur l'effort de calcul. Pour y

remédier, c'est I'augmentation du nombre de fréquences retenues pour le recalage qui est

généralement adoptée.

, ll'
,'t

t.0

v)
(.)

!)
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5.6. APPLICATION 4

La structure sujet de cette application, est plus importante du point de vue dimension par

rapport à celles des applications précédentes. Elle est modélisée en l9 éléments poutres à deux

næuds, et à trois degrés de liberté par næud (57 ddl en total). Elle est appuyée en trois næuds, en

considérant deux appuis simples et un troisième double (voir figure), d'où le nombre de ddl

actifs est de 53. La même stnrcture est traitée par Lin [Lin 90].

L=5m
L=3m
Su:4 l0-3 m2

E:7.5 l0r0 N/m2
v:0.27
p=2800 Kdrn'

lu=L3 lQt *o (v désigne vertical)
56:6 l0i m'1h désigne horizontal)
ln:3 l0{ ma

Sa:3 l0-' ryt (d désigne diagonal)
Ia=0.75 l0{ ma

l9

l{t

l6

Fig.5.17. Système conrinu en 19 éléments poutre.

Pour cette application on traite un seul test qui est le plus important (plus proche de la
réalité), et qui correspond à un modèle expérimental (simulé) à travers des perturbations de

quelques éléments seulement du modèle numérique (perturbations locales), aussi on considère

que le vecteur FRF expérimental est incomplet. Ce test est traité par Lin avec les même données

dans I'article cité précédemment.

I

i
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LES DONNEES :

qui sont mesurés (représentant30yo de mesures).

perturbée par f^(tl)=t.O (100%), puis la dixième et la onzième matrice

élémentaire de rigiclité respectivement, par & (10)= 1.0 (100%) et Po(l t)= t.O

(100%).

RESULTATS :

v)

()
I

Ft
C,)

I
a
(.)

v)

()

v,o't

Ll
1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 l0ll1213141516171819 | 2 3 4 5 6',| 8 9 10111213141516171819
les clemcnts dc masse les elements de rigidité

Fig.5.l8. Les coefficients de perturbations et les coeffrcients des elreurs
(Application4).

Tab.5.l7.Les dix premiers fréquences propres de modèle numérique, expérimental et recalé.

(Application4).

l.l
1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

N.I Erreurs calculées

I 2 J 4 ) 6 7 8 9 l0

oc

(radls)

41.87 (r0.14 t28.27 t4 t .27 210.55 269.50 390.21 448.01 573.01 649.57

cùx 39.59 61.30 t20.91 151.45 226.24 265.96 405.81 436.04 576.20 649. I 8

(Dr 39.59 6l.30 t20.94 15 t.45 226.24 265.96 405.81 436.04 576.20 649.1 8
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6.0

-7.0

v)

'8 -8.0
a

-
-9.0

-10.0

1500 2000 2500 3m0 3500

[æs fréquences d'excitation (rad/s)

4000 50004500

Fig.5.l9. Les graphes de I'FRF nurnérique (calculée), experimentale et recalée
(Application4).

N7 Nr" P,r,(17) I'IIM P(lo):
Pd I 1)=

IiIIK ERFot

10 5 1.23 r 0-- I 9.t2 t0-' 8,97 10'',

Tab.5.18. Résultats et paramètres d'estimation (mesures incomplètes) (Application4)

DISCUSIONS:

L Il est à remarquer, que malgré le pourcentage élevé de degrés de liberté non mesurés

(plus de 75oÂ), le recalage du modèle numérique initial est réalisé avec succès et

précision remarquable.

2. La précision des résultats augmente avec l'augmentation de nombre de fréquences et de

modes retenus pour le recalage. Car le nombre d'équations est lié directement avec le

nombre de fréquences, à travers çette augmentation on peut compensé les erreurs

engendrées par I'extension (surtout pour un nombre élevé de degrés de liberté non

mesurés).
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3. Un autre paramètre qui a de l'influence sur la stabilité de I'algorithme de recalage , et sur

Ia précision des résultats, c'est I'endroit des fréquences retenues pour le recalage par

rapport au graphe de la FRF. Ces fréquences sont généralement prises aux alentours des

pics des FRF(ces pics représentent les fréquences propres pour le modèle numérique, et

les fréquences de résonance pour le modèle expérimental). Mais pas trop proches, car

dans ce cas on peut avoir de I'instabilité dans l'algorithme et souvent des divergences.

L'importance de ce paramètre augmente avec I'augmentation du nombre de points non

mesurés.

Il est à remarquer que pour toutes les applications faites dans ce chapitre, les résultats

pour les rigidités sont meilleurs que ceux des masses. Cette difference est due au fait que dans la

formulation la masse est associée à la fréquen.. (f ] - @2lU\,er pour les bases fréquences le

termes de rigidité est dominant par rapport au terrne de la masse, alors les erreurs sur les rigidités

sont identifiées plus facilement.
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Conclusion Générale

CONCLUSION GENBRALE

La simulation sur modèle numérique et les mesures expérimentales ne reflètent pas

rigoureusement toujours le même comportement pour une structure donnée, Cependant, la

recherche constante de l'amélioration de la qualité dans tous les domaines a conduit les

concepteurs à développer des techniques permettant de diminuer la < distance ) entre la structure

(les mesures) et son modèle numérique. Ces méthodes, dites de RECALAGE, consistent à

corriger les variables de conception du modèle numérique, souvent construit par éléments finiso

de manière à faire converger son comportement vers le comportement observé lors des essais.

Les méthodes de recalage sont variées de part leur princiie, les hypothèses adoptées et

leur effïcacité. La méthode adoptée dans ce mémoire repose sur I'exploitation des fonctions des

réponses en fréquences et se caractérise par les avantages suivants :

{ la prise en compte de la signification physique lors des conections,

/ la localisation et l'évaluation des erreurs en une seule étape, ce qui n'est pas le cas

pour la plus part des méthodes de recalage où les deux phases se font en deux étapes

distinctes,

{ l'utilisation des FRF directement dans.la formulation du recalage, donc sans passer

par une phase supplémentaire pour extraire les données modales, évitant ainsi des

calculs et des eneurs additionnels.

Le programme informatique élaboré dans le cadre de ce travail a été testé sur diflerents

types de structures (chapitre des applications), à savoir :

'/ structwe du type masses-ressorts à l0 degrés de liberté,

{ structure du type poutre à l0 ddl actifs,

,/ struÇture du type plaque à l6 ddl actifs,

{ structure du type poutre à 53 ddl actifs.

A cause de I'absence des moyens d'expérimentation, le modèle expérimental a été simulé

à partir du modèle numérique, par des pertrubations des matrices de ce dernier. Cette opération

aussi critiquable soit elle n'a pas empêché la validation de I'algorithme du recalage, mais bien au

I
I
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contraire, elle a permis de faire davantage de tests pour chaque structure traitée dans les

applications (2 à 4 tests effectués pour chacune).

Il est à noter que pour la simulation du modèle expérimentalo on a considéré deux types

de perturbations. Dans le premier type, les perturbations se font globalement sur tous les

éléments de la structure. Le deuxième type est plus réaliste, car les perturbations sont effectuées

seulement sur quelques éléments de la structure, reflétant le fait que seulement quelques

éléments de la structure sont sources d'erreurs en réalité.

En outre, nous avons considéré deux types de mesures pendant la simulation du modèle

expérimental. Le premier type concerne le cas des mesures complètes où nous considérons que le

vecteur FRF expérimental (simulé) est de même taille que son homologue numérique. Le

deuxième type relatif au cas des mesures incomplètes, est une considération réaliste car en

pratique le n<lmbre de points de mesure est limité.

Toutes les considérations énumérées précédemment ont été traitées dans les tests pour les

quatre types de structures étudiées dans le chapitre des applications. Les résultats de tous les tests

sont satisfaisants, et reflétent la puissance de la technique du recalage MRF en la correction des

structures uaitées pour différentes considérations.

Il est à noter également que pour les tests relatifs aux cas des mesures incomplètes, le

processus de calcul est itératif et il ne I'est pas dans le cas des mesures complètes. Aussi dans le

premier cas, I'extension du vecteur FRF expérimental est indispensable, et la méthode

d'extension dynamique a été adopté pour cet effet. On est arrivé jusqu'à 70% de ddl non mesurés

en application 4, et les résultats sont satisfaisantes.

Nous avons remarqué, que I'augmentation du nombre de degrés de liberté non mesurés

engendre l'augmentation des fréquences et des modes retenus pour le recalage afin de préserver

la précision. L'augmentation du nombre de fréquences N7étant liée aux endroits de l'excitation.

Ces fréquences doivent êtres prises aux alentours des pics des FRF (proches des fréquences

propres), car à ces endroits les écarts entre les FRF numériques et expérimentales sont importants

ce qui permet d'estimer les erreurs à travers la formulation de la méthode MRF qui est elle-

même basée sur le principe de la minimisation de ces écarts,

,
i
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L'importance du choix des ûéquences retenues pour le recalage devient apparente surtout

dans le cas d'un mauvais choix, où il en résulte beaucoup de problèmes qui peuvent conduire à :

Nous avons remarqué également que la précision des résultats pour la rigidité est

meilleure que celle pour la masse (remarque commune pour toutes les applications effectuées).

Cette diftrence en précision peut être expliquée par le fait que la relation de base de la méthode

MRF dépend de I'expressio" [Af]- r'$U], ou la matrice des erreurs sur la masse est

pondérée par la ûéquence, et pour les basses fréquences (les basses fréquences sont

généralement utilisées) le terme (lrD est dominanr par rapporr au terme (r'ba]), ,. qui

a une incidence directe sur les résultats,

En fin, la méthode du recalage MRF a prouvé son effïcacité pour la correction des

structures conservatives, et dans le but de valider l'algorithme de cette méthode pou les

structures dissipatives, un autre sujet de magister a été lancé dans le même projet et est en cours

de finalisation.

Nous rappelons que faute d'absence de moyens expérimentaux, les applications ont

concerné des modèles numériques purs (le modèle expérimental est simulé). Aussi pour explorer

I'influence de certains facteurs relatifs à I'expérimentation comme le bruit sur les mesures et le
choix des points d'excitation et de mesures, il y a lieu de poursuiwe dans ce sens une fois que les

conditions d'essais et expérimentation seront réunies.
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ANNEXE

RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATIONS

ALGEBRJQUES LINEAI R-ES

I.LES METHODES DIRECTES

On appelle méthode directe, toute méthode qui aboutit à la-solution du problème au bout
d'un nombre fini d'opérations arithmétiques. Les méthodes directes sont généralement basées

sur differentes formes de décomposition de la matrice./ du système A X _ B ,

I.1. METHODE DE DECOMPOSITION EN LU

Elle est utilisée potu une matrice I quelconque, et passe par la décomposition suivante :

A= LU
Avec:

Z : une matrice triangulaire inferieure.

U: une matrice triangulaire supérieure.

Alors le système d'équations à résoudre peut être décomposé comme suit :

(1)

LY_B (2)

et

(3)UX=Y
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Le système (2) à matrice triangulaire inferieure se résout par I'algorithme suivant :

b,
lr=ï

,ll

l[, Fl , -1 . ^ 
(4)

!,=Tlb, -Ll,,!i I i=2,...,n
tii L j=r I

En reportant la solution rdans l'équation (3), le nouveau système est résolu par :

I.2. METHODE DE DECOMPOSITION EN QR ([,I2THODE DE HOUSEHOLDER)

Cette méthode est applicable pour une matrice I quelconque. Elle consiste à pansformer

la matrice I en un produit d'une matrice orthogonale Q par une matrice triangulaire supérieure

R, d'où:

A=Q R (6)

Avec:

Q' =Q*tpour une matrice orthogonale.

Et le système algébrique à résoudre se décompose en :

QY=B

RX_Y

Le système (8) est résolu directement par :

xn =b
Unn

l[ L Ix,=:lli- Luiixi I i:(n-l),...,1
uiiL j=i+t "l

(s)

(7)

(8)

Y =Q-' B=e' B (e)
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En substituant la solution f dans la relation (8), le nouveau système est résolu comme

(10)

_!,
rm

lI
'l

Irii L

xn

I
riix i I-l

I
xi l,- L

i=i+l
i-(n-l),...,1

I.3. METHODE DE DECOMPOSITION EN VALEURS

(DECOMPOSITION EN SVD)

SINGULIERES

Cette méthode est très performante, elle est utilisée pour dans le cas d'une matrice /4

quelconque, carrée ou pas. Elle peut résoudre des systèmes mal conditionnés (presque

singuliers). D'autre part, elle est mieux adaptée pour la résolution des problèmes dans le sens des

moindres carrés.

Ça consiste à décomposer la matrice I en un produit de trois sous matrices. Une matrice

orthogonale U de taille (m*il1 (m : nombre d'équations, et N: nombre d'inconnues), et une

matrice diagonale LI/ de taille (NW puis d'une orthogonale transposée V de taille (N*Àf, avec :

A=(J W V 
I' (1 l)

Où les valeurs diagonales de la matrice lZ sont les valeurs singulières.

Dans le premier cas où la matrice I est non carrée de taille (N*1f), donc plus d'équations

que d'inconnues, le système à résoudre est :

AX=B
(rn x N) (,rf * t) (rnx1)

(r2)
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(14){

:;'

.

Annexe, Rësolution fut

La solution est de la forme :

X=V
(,rr 

" 
t) (,nr * lr)

A=M _N =(O_t)_u
Avec:

D : matrice diagonale, et

d ii =Qii

I : matrice triangulaire inférieure, et

lij=-aij pour i> j
Iu=0 pour i3 j

t';fg)l
rJT' B

Nxm mxl
(13)

(ls)

(16)

(17)

Par contre pour une nratrice carée, la solution est :

x = v [,*lrll ur B- | \*i)J(,ar"r) '(,ar*ru)'(lo;ii'NxN Nxl

tr. LES METHODES ITERATIVES

La solution du système par ce type de méthodes est itérative, ça consiste à utiliser un

vecteur solution (estimé) initial et de générer une séquence de vecteurs jusqu'à convergence du
processus.

ILl. METHODE DE GAUS$SEIDEL

Cette méthode est applicable pour une matrice I quelconque. Elle consiste à décomposer

I en plusieurs sous matrices, comme :
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U: matrice triangulaire supérieure, et

utj =- ai pour j > i
u,j =0 pour j < i

Dans la méthode itérative de Gauss-Siedel, la solution est donnée par :

v(k+t) =(D - r)' u x@ +(o - L)B (re)

Avec :

t : désigne ki""'o itération.

Souvent l'inverse ae (D - I) est compliqué à calculer, la solution prend la forme

développée suivante :

(18)

(20)

tr.2. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Elle peut résoudre les systèmes mal-conditionnés, et même des systèmes surdéterminés.

Elle fait partie de la catégorie des méthodes d,optimisation.

Le principe de la méthode réside en la construction d'une fonctionnelle à partir du

système AX = B dont X* est son vecteur solution cherchée.

Premièrement, on définie un résidu R, et la forme quadratique E(n,comme suit :

R=B'-AX

*.(k+t) = 
[r, -Eor*,r*+r) - 

,i*ror*,(orl, 
o,,

r(x)=o.s (, - x.Y .t(x - x-)

E(x)-s.s Rr A-t R

(2r)

(22)

l
I

où:

(23)
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E(X) e$ une fonctionnelle qui une forme quadratique défini positive, son minimum

unique se trouve au point qui annule le gradient ae E(X), oir

va'(x)={Wl=-@-ex)=-R (24)

Autrement dit la solution X' du système A X =B correspond au vecteur minimisant la

fonctionnelte E(X). On peut donc ramener la solution du système initial à la résolution de la

relation (24).

Dans un processus itératif la solution est générée par :

y(k+r) _y(*) as@) p(*)

où:

P$) , désigne la direction de descente au point X@ @l,itération ft)

P$) ,un scalaire désigne le pas de descente au point *(*) çal'itération,t)

Les paramètres de la méthode du gradient conjugué sont donnés par :

p(*) _p(r)aB(r) p(rt)

p(o)-
(4tr-r)f plt-rl

(2s)

Q6)

(27)

(28)

et

avec :

i
i
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