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Résumé

Les martingales constituent une classe tres importante de processus sto-
chastiques pour laquelle les propriétés sont basées sur celles de ’espérance
mathématique conditionnelle. L’interprétation de ce processus stochastique
est intéressante. En effet la valeur d’une martingale peut changer; Cepen-
dant, ses espérances restent constantes dans le temps. Plus important, 1’es-
pérance d’une martingale n’est pas affectée par ’échantillonnage aléatoire

(optional sampling).

Parmi les principales approches introduites ces derniéres années en théo-
rie des files d’attente, on trouve la méthode des martingales. L’avantage de
cette approche est de permettre de formuler et d’analyser des problemes
plus généraux, en étudiant une extension plus large, que les méthodes tra-

ditionnelles.

Dans ce travail, nous utilisons la décomposition de Doob-Meyer des
semi martingales pour analyser un systeme multiserveur non-markovien
avec rappels et avec pertes. Nous considérons d’abord le probleme général
ou le processus d’arrivée est un processus ponctuel, nous obtenons les équa-
tions de la distribution du nombre de clients dans le systeme. Ensuite nous
considérons le cas ou le processus ponctuel est un processus de Poisson.

Nous terminons notre travail par des exemples numériques.



Abstract

Martingales are a very important class of stochastic processes for which
the properties are based on those of the conditional mathematical expec-
tation. The interpretation of this stochastic process is interesting. Indeed,
the value of a martingale can change; however, its expectations remain
constant over time. More importantly, the expectation of a martingale is

not affected by optional sampling.

Among the main approaches introduced in recent years in queueing
theory, we find the martingale method. The advantage of this approach is
that it allows to formulate and analyze more general problems, by studying

a larger extension, than the traditional methods.

In this work, we use the Doob-Meyer decomposition of semimartingales
to analyze a non-Markovian multiserver system with recalls and with losses.
We first consider the general problem where the arrival process is a point
process, we obtain the equations of the distribution of the number of cus-
tomers in the system. Then we consider the case where the point process

is a Poisson process. We conclude our work with numerical examples.
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Introduction générale

La theorie des files d’attente (Queueing Theory) est de plus en plus
utilisé pour soutenir I’amélioration et le perfectionnement de la structure
organisationnelle dans divers domaines d’activité industrielle.

Gréce aux études de nombreux scientifiques de valeur tels que Erlang(1907),
Kendall(1953), Pollaczek(1930), Kolmogorov la théorie a été enrichie par

la présentation de résultats importants et de divers domaines d’application.

Au cours des premieres années, le probleme de base traité était de dé-
terminer et calculer des mesures de performance, tels que le nombre moyen
de clients, le temps d’attente moyen dans la file et le temps de service
moyen. D’autre part, dans les années suivantes, la théorie a progressé dans
I’analyse de la minimisation du temps et des pertes de travail, et la détermi-
nation du temps de travail interrompu. En d’autres termes, ’'optimisation
des performances du systeme en améliorant la qualité de service et en ob-
tenant un excellent service est devenue 1'un des enjeux les plus importants
de ces dernieres années. De plus, dans le développement des systémes de
production, de communication et informatiques, des modeles de files d’at-

tente plus proches des nouveaux systemes réels ont été introduits et testés.

D’autres systemes réels de plus en plus complexes émergent, tel que les
systemes téléphoniques, I’abonné réitére son appel en recomposant le nu-
méro plusieurs fois jusqu’'a ce que la communication soit obtenue.

« Attendre» est la tache la plus désagréable de la vie moderne. Ainsi, plu-
sieurs situations d’attente ont des caractéristiques dont les clients doivent
rappeler pour obtenir des services. Entre les rappels succéssifs, le client
en question se trouve en orbite. Depuis, ce phénomene de répétition de
demandes du service a incité plusieurs chercheurs a étendre le modele d’at-
tente classique a un modele avec rappels.

Parmi les premieres contributions sérieuses sur les modeles d’attente avec

rappels, on trouve celle de Cohen (1957) [7].Les progres récents dans ce
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domaine sont résumés dans les articles de synthese de Yang et Templeton
[17], Falin (1990) [9], A. Aissani (1994)[3] et dans la monographie d’Arta-
lejo et Gomez (2008) [1].

Dans ce mémoire, nous proposons une analyse stochastique du systeme
de files d’attente, a travers la méthode des martingales. Le systéme de file
d’attente multi-serveurs avec rappels et perte est considéré pour illustrer
notre application. Cette méthode nous a permis de déterminer le systeme
d’équations de ce systeme.

La théorie des martingales est issue de la recherche sur les jeux : elle si-
mule d’'une part 1’aléatoire du phénomene, mais aussi son évolution dans
le temps. Elle est apparue dans 'article de L. Bachelier en 1900 mais elle
n’a commencé a étre étudier systématiquement par les mathématiciens que
vers 1940, notamment par P.Levy et J.L.Doob [5].

Comparé au nombre total des publications dans la littérature, pourtant sur
la théorie des files d’attente, celles utilisant les martingales, sont lagerment
inferieures.

Citons quelques articles :
Baccelli (1986)[5], Abramov(2006,2007) ([1],[2]), H.Oukid (2019)([11], [12])

Dans ce travail, nous nous sommes intéréssés, en particulie, aux articles
de Abramov et la these de H.Oukid. L’analyse des distributions limites de
longueur de la file d’attente d’'un syseme multiserveur avec rappels et avec
pertes a abouti au systeme d’équations de syseme montionné précédem-

ment.

Ce mémoire contient : une introduction, trois chapitres et une conclu-

sion.

Le premier chapitre présente des définitions et des concepts relatifs aux

systemes de files d’attente avec rappels, on a exposé les résultats concernant
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les systéemes markoviens et semi markoviens, avec leurs caractéristiques et

propriétés.

Nous présentons dans le deuxieme chapitre la théorie des martingales
a temps discret, essentiellement le théoréme de convergence et d’arrét. La

référence essentielle pour ce chapitre est le livre de David Wiliam [16].

Dans le dernier chapitre, nous utilisons la décomposition de Doob-Meyer
des semimartingales pour analyser un systeme de files d’attente multiser-
veurs avec rappels et perte. Tout d’abord nous considérons le probleme
lorsque le processus d’arrivés est ponctuel ensuite nous considérons le cas
ou le procssus ponctuel est un processsus de poisson. La référence pour ce
chapitre est la these de H.Oukid [12] .

13



Chapitre 1

Systémes de files d’attente avec rappels

1.1 introduction

Les systemes de file d’attente avec rappels ou répétitions d’appels
(Retrial Queues dans la terminologie anglo-saxonne) ont les caractéris-
tiques suivantes : les clients arrivent a un systeme et trouvent tous les
serveurs occupés, quittent le systeme en permanence ou rappellent de ma-
niere aléatoire plus tard. Les clients en attente d’un rappel sont dits« en

orbitey.

Les files d’attente avec rappels ont été largement utilisées pour modé-
liser de nombreux problemes dans le domaine de télécomunication et les
situations quotidiennes. Plusieurs articles de synthese résument les derniers
développements dans le domaine par exemple : les monographies de Falin
et Templeton (1997) [10], Artalejo et Gémez(2008) [4]

Ce chapitre fournit une introduction aux connaissances fondamentales
des files d’attente avec rappels. Nous commencons par décrire le systéme
et nous donnons quelques exemples modélisés par ce genre de systemes,
puis nous décrivons en particulier les systemes de files d’attente M /M /n et
M/G/1 avec rappels.

14



1.2 Description du modéle

Un systeme d’attente avec rappels (Retrial Queue) est un systeme com-
posé de s, (s > 1) serveurs identiques et indépendants, d’un buffer (espace
d’attente) de capacité (m-s), (m > s) et d’une orbite de capacité finie ou
infinie. A l'arrivée du client, s’il y a un ou plusieurs serveurs inactifs et en
bon état, le client sera servi immédiatement et quitte le systeme. Sinon,
s’'il y a une position d’attente libre dans la file, le client rejoindra cette
position. D’autre part, si le client arrive et constate que tous les serveurs
et toutes les positions d’attente dans la file sont occupés, il peut quitter le
systeme définitivement avec la probabilité 1 — Hj, ou entrer en orbite avec
une probabilité Hj et devenir une source d’appels secondaire, et essaiera
apres un temps aléatoire sa chance. Chaque client de 'orbite, également
appelé client secondaire, doit rappeler le service a intervalles selon une loi
de probabilité.

L’orbite peut étre finie ou infinie. Dans le cas d’une orbite a capacité li-
mitée, si elle est pleine, les clients qui constatent que tous les serveurs et
positions d’attente sont occupés seront contraints de quitter le systeme dé-

finitivement sans étre servis, on parle alors d’un systeme avec perte.

Pour représenter un modele de files d’attente avec rappels, on utilise la
notation étendue de Kendalll suivante
A/B/S/N/O/H.

La signification de chacun de ces symboles est :

A : décrit la distribution des temps des inter-arrivées des clients ;

B : décrit la distribution du temps de service de chaque client ;

S : nombre de serveurs;
* N : capacité du systeme;

* O :capacité de l'orbite;

H : fonction de persévérance qui permet de definir le comportement

du client devant une situation de blockage (serveurs occupés);

15



Départs sans service (1- Hk)

Rappeles Clients bloqués (Hk)

Arrivée primairej( EENEUHSHHE d'aﬁent& )1 clients servis ou perdus .

{ J

FIGURE 1.1 — Schéma descriptif d'une file d'attente avec rappels.

H peut étre décrite par un vecteur H = (Hy ,H1,Hs....,Hy), ou Hj est la
probabilité qu’aprés la k¢ tentative échouée, un abonné rappelle pour la
(k1) fois . Lorsque les trois derniers éléments ne sont pas mentionnés,
il est sous-entendu que la capacité du systéme et la source de clients

(la taille de la population) sont infinis et que H; = 1 pour tout j.

Le schéma général d’un systéme d’attente avec rappels est donné par la

figure suivante :

1.3 Exemples d’applications de modeles de files d’at-

tente avec rappels

La file d’attente avec rappels émerge naturellement comme modele de
nombreux probléemes dans les télécommunications, les réseaux informa-
tiques, les systémes informatiques et la vie quotidienne.

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de problemes qui
peuvent étre modélisés comme des files d’attente avec rappels ( extraits
de Darticle de Yang et Templeton 1987 [17]).

16



1.3.1 Faire des réservations

Prenons 'exemple d’un restaurant dans lequel la plupart des réserva-
tions sont faites par téléphone. Il n’y a qu’une seule ligne qui est dédiée
a répondre aux demandes de réservation. Normalement, si un client télé-
phone au restaurant et trouve la ligne occupée, il réessaie le numéro apres
une certaine période de temps aléatoire avec la probabilité Hy s’il s’agit du
k®M¢ essai infructueux.

Dans la pratique, nous avons H; < 1.
Cet exemple peut étre modélisé avec une file d’attente M/G/1, avec rappel

et perte Considérant que le processus d’arrivée des appels est poissonnien.

1.3.2 Réseaux de commutation par paquets

Considérons un réseau de communications d’ordinateurs dans lequel on
trouve un ensemble d’interfaces IMPs (Interface Message Processors) re-
liées entre elles par des cables . Un ordinateur principal est connecté a 1'une
de ces interfaces. Si 'ordinateur veut envoyer un message a un autre ordi-
nateur principal, il doit en premier lieu envoyer le message avec 'adresse
de destination a l’interface a laquelle il est connecté. L’interface a son
tour envoie le message a l'ordinateur destinataire directement si elle y est
connectée, ou indirectement via d’autres interfaces. Considérons une inter-
face a laquelle un ordinateur principal est connecté. Les messages arrivent
de 'extérieur selon un processus aléatoire. Aprés la réception du message,
I’'ordinateur ’envoie immédiatement a son interface. S’il y a un tampon
libre, le message est accepté. Dans le cas contraire, le message est rejeté et
I'ordinateur doit réessayer une autre fois aprés une période de temps. S’il
existe des tampons libres, le message rejeté sera stocké dans un tampon
de l'ordinateur principal. Dans le cas contraire, le message est considéré
comme perdu. On peut poser les questions suivantes :

O Quelles sont les probabilités pour qu’un message soit rejeté par l'in-
terface et par I'ordinateur principal ?

O Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de IMP ?

17



O Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de ’ordinateur
principal ?

O Quel est le temps d’attente d’un message dans le tampon de 'ordi-
nateur principal ?

Le probléme présenté peut étre modélisé comme un systéme avec rap-
pels a serveur unique (interface IMP) possédant des tampons (positions
d’attente). Le nombre de tampons de l'ordinateur principal constitue la

capacité de l'orbite.

1.4 Modeles Markoviens

Les modeles markoviens sont des systémes ou les inter-arrivés primaires,
les durées de service et les temps inters rappels sont des variables aléatoires

indépendantes et exponentiellement distribuées .

1.4.1 Systeme M/M/n avec rappels

On consideére un systeme de files d’attente avec rappels sans positions
d’attente.

Le service est assuré par n serveurs (n > 1). Les clients primaires ar-
rivent selon un processus de Poisson de taux \. Les durées de service suivent
une loi exponentielle de taux u. Les temps entre deux rappels consécutifs
sont également exponentiels de parametre v.

L’état du systeme peut étre décrit par le processus Markovien {C(t),R(t)},
d’espace d’états S ={0,1,...n} x N,

Ou C(t) est le nombre de clients en cours de service a la date t et R(t) est

le nombre de clients en orbite 1'instant t.

Les conditions d’existence d’un régime stationnaire ont été établies par
Falin [10]. Dans ce cas. les probabilités stationnaires
P =Pjt)=PC(t)=1, R(t)=17),i=0,..... ,n,7 > 0.

Les probabilités de transitions a 1'état stationnaire sont données par :

18



Pour0<i:<n-—1

A si(k, 1) = (i+1, j),
i si(k, 1) = (i-1, j),
Pi;(kl) = ju si(k, )=(i+1, j-1), (1.1)
—(A+ip+jv) si(k, 1)=(1, j),
0 sinon
Pour i =n
A si(k, 1)=(n, j+1),
(k, )=(n-1, j
Pn](k'l) — np 82( 7' ) (Il 7J).7 (12)
—(A 4+ np) si(k, I)=(n, j),
0 sinon

Dans le cas ou Le service est assuré par un seul serveur c.a.d n = 1. sous

la condition p < 1. les probabilités stationnaires existent et sont données

par [10] .
oy
Foj = i Z_:O()\ +iv)(1—p) (1.3)
_ prt : 142
P = i i:o(/\ +iv)(1 —p) v (1.4)
de fonctions génératrices
00 1 — P A
Py(z) = "Py, = (1 — v :
() = 3 2P = (1= )7 —0) (15)
Pi(z)= 3 7P =p(i L) 16
2)= )Y 2"Py,, = v :
1 = 1 P 1— pz (1.6)

Toutes les mesures de performance s’obtiennent en utilisant les fonctions

génératrices (voir par exemple [10] ).
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1.5 Modeles semi- Markoviens

1.5.1 Systeme M/G/1 avec rappels

Le modele M/G/1 avec rappel est le modele le plus étudié par les ex-
perts. Il existe une abondante littérature sur ses différentes caractéristiques
(voir par exemple [10], [17]). Soit A, le taux du flux poissonnien des ap-
pels primaires. La durée de service est de loi générale, de distribution B(x)
et de transformée de Laplace-Stieltjes B*(s). La duree entre deux rappels

successifs d'une méme source secondaire est exponentielle de parametre v.

Le premier résultat sur le systeme M/G/1 avec rappels a été obtenu , en
utilisant la méthode de la variable auxiliaire. Ils ont obtenu les probabilités

d’états et les fonctions génératrices du nombre de clients dans le systeme.

L état du systeme peut-étre décrit par le processus

X(t) = { R(t) sz: S(t)
{S@t), R(t), &)} si S(t)

Ou R(t) est le nombre de clients en orbite a la date ¢ et £(¢) est une

0,
L.

(1.7)

variable aléatoire a valeurs dans R* et désignant :
-La durée de service écoulé a la date t.

-La durée de service résiduelle a la date t.

Chaine de Markov induite

Ce paragraphe introduit une technique qui permet d’étudier des proces-
sus qui ne sont pas forcément markoviens. Cette technique a été utilisée
pour la premiere fois par Choo et Conolly [0].

Pour tout n > 0. soit X; la chalne de Markov induite aux instants de
départs. ou X; = X, est le nombre de clients dans le systeme juste apres

le i€ départ .
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Il est clair que :

Xiy1 = X + Aip1 — 0x,

(1.8)

ou A; est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du "¢

client. {A,,,n > 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées de loi donnée par

PA-—k—“M—*tdB k=0,1.2 n > 1
(Ai=k) = [ e MdB@), k=012, ...in >

de fonction génératrice
a(z) =Y. 2"P(A, =k)=B*(A—)2), 0<2<1
k=0

et de moyenne E[A;] = p = \j;.

0x, est la variable de Bernoulli définie par :

5 { 1 si le (i + 1) client servi provient de l'orbite
X =

0 sinon.

La distribution conditionnelle de dx, est donnée par :

A
Pl{oxy =0/X,, =k} = :
{0x. / } A+ kv

kv
Ploxy =1/X, =k} = .
{0x., / } A+ kv

Distribution stationnaire de I'état du systeme

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Le premier résultat sur le systeme M/G/1 avec rappels a été obtenu en

utilisant la méthode des variables auxiliaires.

Notons la distribution stationnaire de I’état du systeme par :

pon = lim P{C(t) =0, R(t) =n}

t—o0
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(@) = lim “LPLC(W) = 1, £(t) <z, R(t) = n}

t—oo dx

Les fonctions génératrices partielles correspondantes sont données par :

00
po(2) = X 2"pon
n=0

pi(z, x) = ioj 2"p1n ()
"= (1.14)

Si dans le cas C(t) = 1 nous ignorons le temps de service écoulé &(t) , alors

pour les probabilités py,, = P{C(t) = 1, R(t) = n} nous avons

o0

pi(z) = 3 2"pia
n=0 (1.15)

Caractéristiques moyennes

Les caractéristiques du modele M/G/1 avec rappels sont :

Nombre moyen de clients dans le systéme :

A2 By Ap
+ .
20=p w(l—p)

Nombre moyen de clients en orbite :

m=p+ (1.16)

_ A2y Ap
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Temps moyen d’attente d’un client :
Pour trouver le temps moyen d’attente w, on utilise la formule de Little

n =wA. On aura :

2
LY - B (1.18)

20—p w(l-p)

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue et introduit les concepts et
techniques de base de la théorie des files d’attente avec rappels.
Nous avons présenté quelques modeles particulier tel que les systemes
M/M/n et M/G/1 avec rappels , et nous avons determiné leur caractéris-
tiques essentielles, telles que le nombre moyen de clients dans le systeme, le

nombre moyen de clients en orbite et le temps d’attente moyen d’un client

Veuillez noter que les systemes avec rappels sont utilisés pour modéliser
et évaluer les performances de différents systemes réel. Au cours des deux
dernieres décennies, les chercheurs se sont intéressés a la modélisation des

systemes téléphoniques a temps discret et des réseaux informatiques.
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Chapitre 2

MARTINGALES A TEMPS DISCRET

2.1 introduction

Les martingales ont joué un role important dans la recherche sur le
hasard au 20e siecle. Jean Ville a inventé les martingales dans les années
1930 [13] pour améliorer le concept de «collectif» de Richard von Mises[!5]
, et Claus-Peter Schnorr a produit 'algorithme des martingales dans les
années 1970 pour faire avancer la recherche sur ’aléatoire algorithmique.
Le terme martingale vient de la théorie des jeux, il fait référence a la
stratégie consistant a déterminer la victoire dans un jeu équitable (comme

un tirage au sort).

2.2 Quelques définitions et concepts de base

Soit (£2, &, P) un espace de probabilité.

2.2.1 filtration

Nous nous intéresserons aux phénomenes liés au temps. L’information
connue a la date t est collectée dans une tribu S, , qui est 'information a

la date t .

Définition 2.2.1 .
e On appelle filtration sur (2, ¥, P) toute suite croissante (3,),>0 de

sous-tribus de & : Sp C 3 C ... C S,
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e On dit qu’un processus (X,,n € N) est adapté a une filtration (3,),>0, Si
Vn € N : X, est &,— mesurable

e si (X,)nen est un processus stochastique defini sur (Q, S, P) alors S =
U(XO7 cey Xn)

2.2.2 les martingales

Définition 2.2.2 .

Un processus X est une martingale (par rapport a (S, ,P) si :
1. X est adapté a la filtration (3y)n>0 ,
2. E(|Xn|) < 00,Vn,
3. E[X,|Sn-1] = Xy1, pour (n >1) .

Une sur-martingale (relative a (3, P)) est définie de facon similaire, sauf
que (8) est remplacé par

E[X,|Sn-1| < Xp-1,pour (n > 1)

et une sous-martingale est définie avec (3) remplacé par

E[X,[Sh-1] > X,. — 1, pour (n > 1) .

2.2.3 Exemples [16]

1. Jeux équitables et déloyaux : Pensez maintenant a X, — X, 1 comme
vos gains nets par unité de mise dans le jeu n (n > 1) dans une série
de jeux, joués aux temps n = 1,2,......... Il n’y a pas de jeu au temps
0.

Dans le cas de la martingale,
(a) E[X, — X,,—-1|Sn-1] = 0, (la série de jeux est équitable),
et dans le cas des sur-martingales,

(b) E[X, — Xn1|Sn-1] < 0, (la série de jeux est défavorable pour

vous),
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Veuillez noter que (a) [respectivement (b)] donne un moyen utile de

formuler la propriété martingale [Sur-Martingale| de X.

2. Soit (Y;,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes centrées
et intégrable, X une variable aléatoire donnée indépendante de (Y},),,
alors S, = Xg+ Y1 + Yo 4+ ... + Y, est une martingale par rapport a
la filtration (o(Xo, Y1, ..., Y3)) .

2.2.4 Temps d’arrét

Le concept de temps d’arrét joue un réle central dans I’analyse des pro-
cessus aléatoires. C’est le vrai concept du temps, pour le développement

mathématique et la modélisation.

Définition 2.2.3 Une variable aléatoire T , a valeurs dans {0,1,2, ... ; oo}

est un temps d’arrét si
{T <n}={(w:Tw) <n} eI,V < 0,

Proposition 2.2.1 SoientT et S deux temps d’arrét, alors T+S et inf(T, 5)
notée T'N S et sup(T, S) notée TV S sont des temps d’arrét.

2.2.5 L'utilisation du temps d’arrét en martingale

Théoréeme 2.2.1 (Théoréme d’arrét)
Soit (X,,,n € N) une martingale, et soient S et T deux temps d’arréts bornés
avec S <T,

alors X et X sont intégrables et on a avec probabilité égale a 1
Xs = E(X1/Sy). (2.1)

Proposition 2.2.2 Soit T un temps d’arrét pour un processus stochastique
{Xo},
1. Si{X,} est une martingale, alors (Xpan)n>o0 'est aussi.

2. St {X,} est une sur-martingale, alors (Xpan)n>0 l'est aussi.
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3. S1{X,} est une sous-martingale, alors (Xpan)n>0 l'est aussi.

Les temps d’arréts peuvent étre considérés comme le moment ou un événe-
ment donné se produit. S’il a la valeur T' = oo , alors ’événement ne se
produit jamais.

Par exemple, on peut s’intéresser a la premiere fois que la valeur d’une
séquence aléatoire connue pour étre une martingale est 6. nous considérons

la martingale {X,,, n > 0} et une variable aléatoire T qui est définie par

T { inf,~o{n|X, = 6} si X,, =6 pourcertainsn € N

00 sinon

2.2.6 Décomposition

On décompose une sous-martingale en la somme d’une martingale et

d’une suite croissante de variables aléatoires :

Théoréeme 2.2.2 (décomposition de Doob)
Toute sous-martingale intégrable (X,,n € N) peut s’écrire d’'une maniére
unique comme la somme des sous-martingales intégrables (M,, n € N) et

un processus croissant (A,, n € N) soit :
X,=M,+ A, (neN).

L’unicité de la décomposition s’écrit de la méme maniere, et notons que si

une telle décomposition se produit, il faut avoir
E(Xn—i—l - Xn/gn) = An—H - Xm

. ;. .9/ .
ce qui caractérise A, silon sait que Ay = 0.

2.2.7 Convergence des martingales

Théoreme 2.2.3 (Théoréme de Doob) :

Soit (X,,)nen une surmartingale relative a la filtration (F,)nen telle que

sup E|X,,| < o0

neN
Alors la suite (X,,),en converge presque siirement vers une variable X € L!
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Théoréme 2.2.4 Toute surmartingale positive (X,,)n € N converge presque

stirement. On outre, la limite
Jim X, = Xo(p-s)
Vérifie l'inégalités :

E(Xs/Fn) , YneN

2.3 conclusion

Dans ce chapitre, nous décrivons brievement la définition et les résultats
de base de la théorie des martingales, ainsi que les théoremes de base de

la théorie, a savoir les théoremes de convergence et d’arrét.
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Chapitre 3

ANALYSE D'UN SYSTEME MULTISER-
VEURS AVEC RAPPELS ET PERTES

3.1 Description du modeéle

Considérons un systeme de file d’attente multiserveur avec n serveurs

ayant la structure suivante :

— Le processus d’arrivée A(t) est un processus ponctuel, dont les in-

créments forment une séquence strictement stationnaire et ergodique

— Les durées de service et les temps inter-rappels sont des variables

aléatoires indépendantes et exponentiellement distribuées.
— Il y a n serveurs, et un client qui arrive occupe I'un des serveurs libres.
— L’orbite a m espaces d’attente.

— Si, a son arrivée, les serveurs sont occupés, mais que la file d’attente
secondaire, ’orbite, a au moins un espace libre, alors le client occupe

I’orbite et tente de plus en plus d’occuper un serveur.

— Un client qui, a son arrivée, trouve tous les serveurs occupés et l'orbite

occupée quitte définitivement le systeme.

— Soit @Q1(t) le nombre de clients dans la file d’attente a I'instant t, qui
coincide avec le nombre de serveurs occupés a l'instant t, et Qo(t) le

nombre de clients en orbite a 'instant t.
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— Soit @Q3(t) le nombre de pertes jusqu’au moment t.

— Les clients sont servis par 'un des n serveurs inactifs; les temps de
service sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, in-

dépendantes du processus d’arrivée.

— Le nombre de clients dans les systémes est toujours limité.

3.2 Décomposition en semimartingale du processus de

longueur de file d’attente

On peut utiliser la décomposition de Doob Meyer de semimartingale
(voir par exemple Liptser, et Shiryayev [I1]) et la méthode d’Abramov
[1] pour obtenir une représentation pour les processus stochastiques de
la longueur de la file d’attente sous forme de martingale.Notons le saut
du processus [; ;(t) par Al ;(t) ainsi que les sauts des processus A(t) par

NA(L), Aﬂl(fl)(t) est un saut du kieme processus de Poisson avec des taux

[, V.
Notons :
1) = 3 ),
k=1
et
n®w) = ¥ 72
k=1
Qu(t) + Qa(t) + Qs(t) = A(t) — C(t), t >0, (3.1)
o) = :zlf{Ql(s—) > yar(s), ¢ > 0, (32)

en tenant compte du fait que A(t) et C(t) sont des semi-martingales, alors
ces processus peuvent étre réecrits en utilisant la décomposition de Doob-

Meyer comme suit :

A(t) = A(t) + My(t) (3.3)
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A

O(t) = C(t) + Mc(t). (3.4)

ou Mu(t) et Mc(t) sont des martingales locales de carré intégrables.
A(t) et C(t) les compensateurs (processus croissant prévisible) des proces-

sus A(t) et C(t) respectivement, admettant la représentation suivante :
t
A(t) = [ X(s)ds, t >0, (3.5)

() = [ Qu(s)ds, t >0, (3.6)
o X = {X(t) : t>0)

sont les intensités stochastiques des processus ponctuels A et C respec-
tivement adaptés a la filtration &. En vertu de I'équation (3.3),(3.4) et
I’équation (3.1), le processus Q1 (t) + Q2(t) + Qs(t) peut étre réecrit, en uti-

lisant la décomposition de Doob-Meyer des semimartingales comme suit :
Qu() + Qalt) + Qs(t) = A(t) — C(t) + Ma(t) = Mc(t). (37

3.3 Renormalisation du processus de longueur de file d’at-

tente

Dans cette section, nous étudions les processus de longueur de file d’at-
tente normalisée.
Pour tout processus X (t), pour t > 0, sa normalisation est exprimée en

1
lettres minuscules, donc x (t) = X (t)/t. Ainsi ¢1(t) = ;Ql(t),

1 1 1 1
q2(t) = ZQ2(t)7 q3(t) = ;Qg(t), ma(t) = ;MA(t) et me(t) = ;MC(t)-
L’équation (3.7) s’écrira alors sous la forme :

q1(t) + q2(t) + g3(t) =
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ou encore

D)+ @0) +as(t) = 7 [ X(s)ds — [ Quls)ds +ma(t) — me(t)

t
(3.9)

Etudions maintenant 1’équation (3.9) quand t — oo. Plus précisément,
trouvons Plim de ¢;(t) et ¢2(t) quand ¢ — oo, ou P lim désigne la limite
en probabilité.

Montrons maintenant que Ptlgglo ma(t) = 0. En appliquant 'inégalit de

Lenglart-Rebolledo [[11] , p66], pour tout § positif, nous obtenons
PAMAH)] > 5} < P{swp ma(s)| > 5)
= P{sup |Ma(s)| > ot}
0<s<t

— P{sup |A(s) — A(s)| > 6t}

0<s<t

€ A(t)
< 52 — > et}. (3.10)

Puisque € est arbitraire, les deux termes de la partie droite de 1'équation

+ P{

(3.10) converge vers 0 quand t — oo. et de plus P lim ima(t)| = 0.

Par conséquent le terme

LAt — Ao (3.11)

~ |

converg(i en problabilité vers 0 lorsque t — oo. Cela signifie que les deux
termes tfl(t) et gA(t) ont la méme limite en probabilité lorsque ¢ — oo.
Notons, que par analogie a (3.10) nous avons le méme résultat que pour

le processus C;(t) :

Levw) — ) (3.12)

|

converge en probabilité vers 0 quand ¢ — co. donc P lim |me(t)] = 0.
o0

En suite, en appliquant le théoreme de la convergence dominée. nous

32



obtenons

=\ — lim E/ Q1 )ds.

t—oo

3.4 Analyse des distributions limites de longueur de file
d’attente

Dans cette section, nous allons introduire les équations liées aux limites :

lim ~E (HQi(sT) =1, Qu(sT) = j}dA(s)i=1.2,....n,  (3.14)

t—oo ¢

basé sur la décomposition de Doob-Meyer de la fonction indicatrice du
processus de longueur de file d’attente.

Dans ce qui se suit, on introduit le processus

L) ={Qu(t) =4,Qx(t) = j},i=0,1,...,n;5=0,1,...m. (3.15)

En prenant en considération que I_;;(t) =0 et I; _1(t) = 0.

Ainsi, nous avons le théoréme suivant.

Théoreme 3.4.1 Soit A(t) un processus ponctuel a accroissement stricte-

ment stationnaire et ergodique, nous avons le systéme d’équations suivant :
Pouri=20,....n—1,57=0,...,m—1

lim 5 ['[1(s7) — Lo j(s7)dA(s)

— i+ 1) limi "P{Qu(s) =i+ 1, Quls) = j}ds
i Jim [ PAQis) = i, Qals) = s
G+ 1) i 7 [ PLQu() == 1, Qafs) =+ 1}ds

—vjlim + ["B{Qi(5) = i, Qals) = j}ds (3.16)

t—oo t
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Pourt=0,....n—1,j=m

i tlggo;/otP{Ql(s) i Qu(s) = mlds

1o .
_”mg&g A P{Qi(s) =1, Q2(s) =m}ds (3.17)
Pouri=n,j=0,....m—1
lim 2B [lhg(57) = Loy (57) = Ly (s)ldA(s)

— —pnJim + ["P{Qi(s) = n, Qals) = j}ds

t—oo ¢
+v(j +1) lim ;E [P{Qus) =n—1, Qus) =j +1}ds  (3.18)

Pouri=n, j=m

lim E [In_Lm(s_)+In7m_1(3_)]dA(s)

t—oo ¢

— i Jim /O "PLOW(s) = n, Qols) = m)ds (3.19)

Démonstration . Nous avons les équations suivantes

pourt=0,1,...n—1,7=0,1,...,m—1

() + AQ1(t) =14, Q) = Q2(t7) =5} = Lio1;(t7)AA(2)
L1 (87) AT (1) + Lo (1) [1 = AA(t) — ATIV (1) — ATLP (1)),

HQi(t7) + AQw(t) =1, Q2(t7) # Q2(t) =Jj} = i—l,j+1(t7)AH§2+)1(t)
(3.20)
pouri=0,1,....n—1,5=m
i (t7) + A1) =1, Qa(t) = Q2(t7) =m}p = Li_1;n(t7)AA()
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L1 (E) AL (1) + L (81— AA(E) — ALY (1) — AT (1)) (3.21)

pouri=mn,7=0,1,....m—1

H{Q:i(t7) + AQ1(t) = n, Qa(t) = Qo(t™) =7} = Ln—1;(t7)AA(2)

F1 (7)1 = AA@)][1 — ATV (1)) (3.22)
{1 (t7) + A1) = i, Qa(t) = Q2(t7) # 5}t = Lnj1(t7)DA(Y)
L () AT, (1) (3.23)

pour i =n,j =m
HQ1(t7) + AQ1(E) = n, Q2t) = Q2t7) =m} = L1 m(t”)AA(Y)
L () AAR) + L (7)1 — AA(®F) — ATIY(2)] (3.24)
HQi(t7) + AQu(t) =i, Qa(t) = Q2(t™) #m} = Lm1(t7)AA(L) (3.25)
Ensuite,
Alij(t) = {Qu(t7) + AQ1(t) =14, Qa(t) = Q2(t7) = j}
+H{Qi(t7) + AQ1(t) =1, Qa(7) # Qa(t) =4} — Lij(t7),1=0,1,....m

=0,1,...,m.

(3.26)

Puisque

> Alij(s) = 1;;(t) — 1;(0) (3.27)

s<t

les sauts de A(t) et D(t)sont disjoints. D’apres (3.26) —(3.27) , le processus

I; j(t) peut étre représenté comme suit :

pourt=0,1,...n—1,7=0,1,... m—1

Lij(t) = 1;;(0) + /Ot Li,;(s)dA(s)
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t 2
[ L g () (s) + [ L5 (s)

_/Otli,j(s_)dA(s)—/o L j(s™)dr!! (s)—/o L(s7)anP(s).  (3.28)

pourt=20,1,...n—1,7=m

Lin(t) = Lin(0) + [ Lo (57 )dA(s) + [ Lo m(s 7)1 (5)

[ Lin(57)AA(S) — [ LTI () = [ Tipn(s7)dIP (s). (3:29)

pourt=mn,j=0,1,....,m—1,
4 B t .
Ly (8) = Lj(0) + [ Loai(s7)dA(s) + [ Loja(s)dA(s)

[ L) () = [ Ly(s)dA(s) = [ (s (s).
(3.30)

pour i =mn,j =m

Ln(t) = Lun(0) + [ Luctm(s)AA(S) + [ Lo (57)dA(s)

[ L5 (s). (3.31)

En appliquant la décomposition semi-martingale de Doob-Meyer, a partir
de (3.28) a (3.31), on obtient

pourt=0,1,....n—1,7=0,1,... m—1
I(t) = 1(0) + [ L g(s7) = Lij(s7))dA(s)

t ot
%w@+UAhHAWk—wAhﬂ$%
t t
(G +1) [ Lioagia(s)ds —vj [ 1 (s)ds + Mij(2), (3.32)

avec la martingale locale de carrée intégrable

M;j(0) = [ L1 i(s7) = Tij(s)AMa(s) — [ Lij(s7)dMyo (s)
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+/Ot Li15(s™)dMpo ( / L; j(s7)dMpe (s) -

1+1

+/0 Ii1j41(s7)dMye (s)

J+1

Nous pouvons la réécrire comme suit :

t
Mis(t) = [[Tim1(s7) = L
— § T (sl

[ Lo (5 (8) = uli+ 1)s] — [ Tig(s7)d[P (5) — v
[ Lo (sT)dEIR () = (G + 1)s),

et pourt=0,1,....n—1,7=m

A

[im —]zm +/ 1— 1m - _]zm( )]dA(S)

t t
+u(i + 1)/0 Liv1m(s)ds — ,ui/o I m(s)ds
v [ i (s)ds + My (8), (3.33)

avec la martingale locale de carrée intégrable

) = /Ot[fil,m(sw — Lin(s7)]dMos(s) — /Ot L n(57)dM 0 (s)

+/Ot Tivim(s™ o ( / Lim(s @ (s) .

1+1 m

pourt=mn,7=01,...,m—1
Ing (1) = Tng(0) + [ 1Ta1s(57) + Duga(s7) = Ly (sT)JdA(s)
—un/ L, ;(s)ds + v(j /In 1j41(8)ds + M; (1), (3.34)

avec la martingale locale de carrée intégrable
t — — _
My ;(t) = /0 Un-1(57) + Lnj_1(s7) — I (57 )]dMy(s)

/ In] dM 1) —|—/ In 1]+1< )dMH(Q) (S) .
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pour 1t =n,J =m
[n,m( — +/ n— 1m +Inm 1( )]d"zl(s)

—un[f@mx@ds+ﬂmmaw, (3.35)

avec la martingale locale de carrée intégrable

t

Myn(t) = [ n-1n(57) + Lom-1(s7)]dMa(s)

"t
_/O Imm(si)dMHg)(S) .

Ensuite en passant a la limite quand ¢ tend vers ['infini de (3.32) a (3.35).
Etudions d’abord lecasi=0,...,n—1,5=0,..., m—1.

D’apres (3.32), nous avons

A

P lim 1([@]’(75) — 1;;(0)) = P lim 1 /Ot[lz'—l,j(s) —1;,;(s7)]dA(s)

(t+1) gt 0 gt
,u/o Iit1,(s)ds — P lim t’u/o L ;(s)ds

+P lim
t—00

+ 1 t
+PtlLI£10 (jJtr )V/O i1 j(s)ds — P hm y/ L (s

1

En utilisant le théoreme de Lebesgue sur la convergence dominée, nous

obtenons ,
. t _ _ ~
P lim — J 1 io1(s7) = Lij(s7)ldA(s)
| t _ A
= lim ~F | fi1(s7) = Lii(s7)|dA(s). (3.37)

Laissez nous réécrire la partie droite du (3.37) comme suit :

tim 7 [ 15(57) — Tigls)] dAGs)

t—oo t

= lim - B [ [Lio1(57) = Ly(s))dA(s)

t—oo t
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—im B [ [y (s7) — Ly (sO)d[AG) — AGs))

(3.38)

1 1 4
En tenant compte du fait que ;A et ;A ont la méme limite en probabilité,

nous concluons que le terme

Plim y [o15(s7) = TylsOMIAG) - AGs)
= Jim 2B [HQi(s7) =i~ 1,Qafs7) = )

—H{Qi(s—) =1, Qals—) = j}d[A(s) — A(s)],

tend vers 0 quand £ — oo.

De la combinaison (3.37) , (3.38) et (3.39), nous obtenons
1 gt a

P lim - j Hie1,5(s7) = Lij(s7)]dA(s)
1 gt
=P lim — J [li15(s7) = Lij(s7)|dA(s)
= Jim 2B [H{Qi(s-) =i~ 1,Qa(s-) = j)

—H{Q1(s—) =1, Qa(s—) = jHdA(s).
notons que, par analogie, nous avons

Y AU , .
P lim tu/O I; j(s)ds = pi tlggot/o P{Q1(s) =i, Qa2(s) = j}ds

t—00

De méme
g t R R ) .
Ptlgcr)lo tV/O L j(s)ds = vj tllglot/o P{Q1(s) =14, Qa(s) = j}ds

aussi,

PlimM:O.

t—o0 t

Le coté gauche de (3.36) est égal a zéro.
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Ainsi, pour i =0,...,n—1, 7=0,...,m — 1, nous avons ce qui suit :

lim 5 ['[1(s7) — Lo j(s7)dA(s)

G+ limi "P{Qu(s) = i+ 1, Quls) = j}ds

t—00
i Jim 5 [ PAQis) = . Qals) = s

oG+ 1) Tim = [ PLOu(s) =i — 1, Quls) = j + 1}ds

t—oo t J0
R B . .
—vj tliglot/o P{Q1(s) =i, Qa(s) = j}ds

Considérons maintenant le cas7 = 0,1,...,n—1,5 = m. Nous avons I’équa-

tion suivante :

Pllmt_>oo %(Iz,m(t) — Ihm(())) = Pllmt_>oo % fg[[i_l)m(s_) — Iz,m(S_)]dA(S)

+P lim; o (itl) m(s)ds—P lim u/ I (s)ds— ]th —1// L (s

t—00

M; (1)

I

+P lim

t—00

(3.44)

Le terme du coté gauche de (3.44) est égal a zéro. Par conséquent, en

rééerivant (3.44) de fagon similaire a (3.40), on obtient ce qui suit :

.1t - “\17 A

P lim — J 1 im1m(s7) = Lim(s7)]dA(s)
Lt _ -

= lim B J [ lim1m(s7) = Lim(s™)]dA(s)

De méme que pour (3.41) et (3.42) on a :

1t oo Lot :
P lim 7“/0 Iim(s)ds = i tllglot/o P{Q1(s) =i, Q2(s) = m}ds et

t—oo t

"PLOV(s) = i, Qs(s) = m}ds

t Jo

et de maniere similaire a (3.43) on a :
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P lim = 0.
t—o0 t
Ainsi, pour ¢ = 0, n—1,5j=mona:
o1 t _ _
A B Lim(s7) = Jim1m(s™)|dA(s)

— u(i + 1) lim 1 "P{Qu(s) =i + 1, Quls) = m}ds
— i tlggloi OtP{Ql(s) =1, QQ2(s) = m}ds

_thllglo P{Ql( ) =1, Q2(s) =m}ds

Considérons maintenant le cas ¢ = 0,1,...,n,57 = m — 1. Nous avons

I’équation suivante :

Plimy o0 1 (1,(t) — 1,j(0)) = Plimy oo § [5[Tn-1,(57) + Luj-1(s7) —
L,j(s7)]dA(s)

: + 1
M; (T
P lim Mim! ), (3.45)
t—o0 t

Le terme du coté gauche de (3.45) est égal a zéro. Par conséquent, en

réécrivant (3.45) de manieére analogue aux cas précédents on trouve :

P lim — /[In 1j(s7) + 1 -1(s )—Imj(S_)]dA(S)

t—oo ¢

— lim LE [ {1557 + Lugr(57) = Lug(sTIdA(s)

t—oo t

. on gt
P lim tu/o I, (s)ds

t—00

=y Jim + ["P{Qi(s) =0, Qols) = j)ds
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j + 1
P n— 1,J+1( )d
: N :
:y@+&%§gtéPﬂ%@):n—lﬁ%@):j+rws
M;
P lim —= ®) = 0.
t—o0 t
Ainsi, pour i =n, j=0,...,m — 1, on a ce qui suit :
lim E [ 1L(s7) = Liag(s7) = Luga(s7)dA(s)

Lot .
= —Mntlgglot/o P{Q1(s) = n, Qa(s) = j}ds
: N :
(G + 1) Jim - [P{Qi(s) = n—1, Qus) =j + 1}ds
Maintenant, considérons le dernier cas ¢« = n, 5 = m. Nous avons

P lim ~(Lyn(t) = Tom(0)) = P im = [ [ tm(5—) + Inm1(s—)JdA(s)

t—oo t t—oo t J0

My (1)

—nP lim ,u/ Lym(s)ds +P h (3.46)

t—oo t

de maniére analogue aux cas précédents, en réecrivant (3.46) sous la
forme :

nous avons ce qui suit :

Plim - /m”m ) + L1 (5—)]dA(s)

t—oo ¢

— lim + B [/ [[ysyn(5=) + Lot (s—))dA(s)

t—oo t

1
nP lim —pu /Ot Lym(s)ds

t—oo t
= pin lim 1 /OtP{Ql(s) =n,Qs(s) = m}ds

M, (&
P lim ’ ()

t—o0 t

= 0.

42



Ainsi, pour i =n,j = m, on a ce qui suit :

1
lim —
t—oo t

t . R R .
E [ Tioim(s™)dA(s) + Jim — E | Tum-1(s7)dA(s)
R
= pn Jim — [P{Qi(s) = n, Qu(s) = m}ds

Le théoreme est prouvé.

Corolaire 3.4.1 .
Si A(t) est un processus de Poisson avec un taux \. le temps de service et le
temps inter-rappels sont exponentiels de parametres p et v respectivement,

alors nous avons le systeme d’équations linéaires et homogenes suivant.

pourt=20,....n—1,7=0,...,m—1

(A +ip+jv)Pj= APy + (i + DpPiay+ (G + DrPoyjn. (347)

pourt=20,....n—1,7=m
A+ ip+mv)P = AP—1m + (1 4+ 1) pPiim. (3.48)

pouri=mn, j=0,..., m—1
A+ np) P = APorj + AP0+ + DvPoy i (3.49)

pour v =mn,j = m,
(np) Pom = APo—1m + APpm—1. (3.50)

Dans (3.47)-(3.50), nous utilisons la notation
P, ; :tligloP{Ql(s) =14,Q2(s) =7}, i=0,1, ...,n; 7=0,...,m— 1.

Démonstration Lorsque A(t) est un processus de Poisson de parametre),

le compensateur fl(t) = At. La décomposition semimartingale du processus
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de Poisson A(t) donne
A(t) = Mt + Ma(t). (3.51)

la preuve de ce corollaire est basée sur la relation suivante

pouri=0,1,...n,75=0,1,....m

lim B [ {Qu(s—) = i, Qols—) = j}dA(s) = AP, (3.52)

t—oo ¢
En substituant la représentation (3.51) pour (3.52), nous obtenons pour
i=01,...m7=0.1,...m
lim E I{Ql( —) =1, Qa(s—) = j}dA(s)

l—oo t

- lim 2 P{Ql( —) =i, Qa(s—) = j}ds

t—oo
+1lim o 1E f§ I{Ql( —) =1, Q2(s—) =7}dMa(s) .
Le premier terme du coté droit est égal a A\P;; et le second terme est égal

a 0. Par conséquent, le corollaire est prouvé.

3.5 Exemples numériques

Notre objectif est de calculer la proportion de pertes pour deux systemes,
avec A =2, u=1,v =1 m=2,
la probabilité de perte est donnée par(Abramov [2]) :

f= p — limy_ Q3<t) lP— im Q3( ) (353)

P — hmt_m) a(t) A t—o00

avec

P{lim gy(t) = A lim [ P{Qu(s) = n}ds
—v hm / P{Q1(s) #n, Qs(s) = 1}ds}
= P{lim g3(t) = A lim P(Q1(t) = n}
—v lim P{Q1(t) # n, Q2(t) = 1}} (3.54)
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3.5.1 Exemple 1

Le premier systeme est le systeme M/M/2/2 avec rappels On résout le

systéme (3.47)-(3.50) donné par le corollaire 3.4.1 on trouve :
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TABLE 3.1 — Les valeurs de P, ; pour le systeme M/M/2/2 avec rappels

(i) b
(0,0) 0.1333
(1,0) 0.2667
(0,1) 0.06667
(1,1) 0.2
(0,2) 0.8
(1,2) 0.5333
(2,0) 0.16304
(2.1) 0.2089
(2,2) 0.53804

nous utilisons les résultats de la Table 3.1 et nous utilisons également
(3.53) et (3.54), On trouve la probabilité de perte : 0,86667.

3.5.2 Exemple 2

Le second systeéme est le systeme M/M/3/3 avec A = 2,u = 1,v =1

m=3. faisant les calcules de maniere similaire au cas précédent on trouve :
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TABLE 3.2 — Les valeurs deP; ; pour le systeme M/M/3/3 avec rappels

P,
0.2301
0.4601
0.4026
0.11502
0.3451
0.4025
0.0411
0.1644
0.1295
0.6138
0.0304
0.0653
0.1726
0.5504
0.14002
0.1369

[

NN N N N N N N N N S S S S~
@_@_@_@_M_HP_M_HP_N_H_O_M_HP .
W NN OWWWwWMNDNDNDREFE FE 2 OO O~
e O N N

Et on trouve la probabilité de perte : 0.5686

Nous remarquons que la probabilitée de perte du systeme M/M/3/3 est
inferieur a celle de systeme M/M/2/2.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, Nous avons analysé le systeme de file d’attente multi-
serveurs avec rappels et avec perte a ’aide de la théorie des martingales.
Nous avons obtenu les équations de ce systeme, puis nous avons simplifié les
équations en d’autres équations, similaires aux équations du modele multi-
serveur de Markov, Cette étude théorique est soutenue par une illustration

numérique.
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Conclusion

Cette étude met en évidence l'intérét et les applications de la méthode
des martingales pour ’analyse des systemes de files d’attente avec rappels.
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au systeme multiserveur non-

markovien avec rappels et avec pertes.

Dans un premier temps, nous avons rappelé des résultats connus sur
les systemes d’attente avec rappels. Nous avons ensuite présenté un bref
apercu des définitions et des résultats élémentaires concernant la théorie

des martingales.

Nous nous sommes ensuite intéressés a 1’étude d’un systeme multiser-
veur non-markovien avec rappels et avec pertes ou a l'arrivée d’un client,
si I'un des serveurs est libre, le client sera pris en charge immeédiatement,
dans le cas contraire, s’il trouve tous les serveurs occupés et I'orbite pleine,
le client est perdu. Nous avons utilisé la décomposition de Doob-Meyer
des semi martingales pour obtenir une représentation sous la forme d’une
martingale du processus stochastiques et les équations de la distribution
du nombre de clients dans le systeme. D’abord, nous avons considéré le
probleme général ou le processus d’arrivée est un processus ponctuel, en-
suite nous nous sommes intéressés au cas ou le processus ponctuel est un

processus de Poisson.
Nous avons terminé ce travail par des exemples numériques.

Les résultats obtenus dans ce mémoire, permettent d’envisager de nou-
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velles perspectives de recherche, on peut citer :

— Etude d’autres processus aléatoires via les martingales a temps continu.

— Une analyse par simulation statistique d’'un systeme multiserveur avec
rappels ou des temps de services et de rappels sont des processus
ponctuels au lieu de distribution exponentielle généralement utilisé

dans la littérature.
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