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وري بالنس خلال  التعرض لها منيمكن  القيام بتقدير قيمة الخطر وقيمة الخسارة الت    بة الى اي مستثمر من الضر
لذا وجب عليه احة له ولكل منها ايجابيات و سلبيات، ثمار كثير من الطرق العملية متللاستوضعيات مختلفة . 

ر همع طية ، الت   رفة اي منها اكير نجاعة . دراستنا تتمحور حول مقياسير ما قيمة المخاطرة وقيمة المخاطرة الشر
ر تقدر قيمتهما من خلا ر تجريبل طريقتير هذا النموذج يهدف بالنسبة لقيمة المخاطرة.  GARCH(1,1)و  GPDيتير

الى صياغة وقائع لنمذجة ظواهر بهدف التنبؤ بالقيم المستقبلية لقيمة المخاطرة ، الت   تعد مقياس ثابت لتسيير 
. و قد قمنا  المخاطرة   المجال المالى 
  البورصة لث اتايرادحقيقية لسلاسل  معالجة معطياتب فر

ات فر لاثة مؤشر
(SP500  ،INTEL  ،IBM).                                                

 ة. ، قيمة المخاطر  GARCH  ،GPD: نظرية القيم القصوى ، تعميم القيم القصوى ،كلمات مفتاحية 

      Pour n'importe quel investisseur, il est primordial d'évaluer le risque et la perte 

potentielle qu'il pourrait encourir suite à une position d'investissement bien déterminée .
Plusieurs mesures s'offrent à lui. Chacune a ses avantages comme elle a ses inconvénients. 

Il doit savoir alors laquelle est la plus faible, afin de réduire le risque de son placement. 

Dans ce travail, nos études s'articulent autour des mesures de risque : la valeur à risque 

(VaR) qui est estimé par deux méthodes : empiriques, GPD et GARCH pour la VaR 

seulement. L'objectif de ce travail est d'étudier les techniques d'analyse et de 

modélisation des séries chronologiques. On s'intéresse essentiellement aux modèles 

GARCH. Ce modèle permet de représenter une chronique avec comme finalité de prévoir 

des valeurs futures de la VaR  qu'est devenue un standard de la gestion du risque dans le  

monde financier à partir de traitement d'une application sur des données réelles pour les 

séries des rendements pour les trois indices boursiers (INTEL, IBM, SP500). 

 Mots clés: Théorie des valeurs extrêmes (TVE), GEV, GPD, GARCH, VaR. 

For any invertor, it is essential to assess the risk and the potential loss that they could 

incur as a result of a well-defined inverstment position. Several measures are available to 

him. Each has its advantages as it has its disadavantages.   He must then know which one is 

the most reliable, in order to reduce the risk of his investment. In this work, our study 

revolves around the risk measures: the Value at Risk (VaR) wich is estimated by two 

methods: empirical, GPD and GARCH for the VaR only. The objective of this work is to 

study the techniques of analysis and modeling of time series. We are mainly interested in 

GARCH model. This model makes it possible to represent a chronicle with the aim of 

forecasting future values of the VaR that has become a standard of risk management in 

the financial world from the processing of an application on real data for the series of 

returns for the three stock market indices (INTEL, IBM, SP500).             
Keywords:Extreme value theory (EVT), GEV, GPD, GARCH, VaR. 
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✷✳✹✳✷ ●❆❘❈❍ ❢❛✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✹✳✸ ●❆❘❈❍ s❡♠✐✲❢♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✹✳✹ ●❆❘❈❍ ❢♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✻ ■♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✻✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✻✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ❘✐sq✉❡ ✸✷

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ✭❱❛❘✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✹ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ r✐sq✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✸✳✺ ▼❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❈♦❤ér❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✺✳✶ ❚②♣❡s ❞✉ r✐sq✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✸✳✺✳✷ ◆❛t✉r❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✺✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✺✳✹ ▼❡s✉r❡s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❧❛ ❱❛❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✻ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ✭❱❛❘✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✻✳✶ ✕ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✻✳✷ ✕ ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❛❧❡✉rs à ❘✐sq✉❡ ✹✶

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✸✳✶ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ●❊❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✸✳✷ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❖❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛❘ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✹✺

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✷✳✶ ▲❛ ❱❛❘ ❛✈❡❝ ▲♦✐s ❊①trê♠❡s ✭❚❱❊✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✺✳✸ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✸✳✶ ❙P✺✵✵ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✸✳✷ ■◆❚❊▲ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✺✳✸✳✸ ■❇▼ ✿ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✺✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✻✷

❆♥♥❡①❡ ✻✸

✺



▲✐st❡ ❞❡s ❚❛❜❧❡❛✉①

❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●❊❱✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●❊❱✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✸ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●❊❱✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●P❉✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✺ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●P❉✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✻ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧♦✐ ●P❉✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✼ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍✐❧❧✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✽ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❱❛❘ ♣♦✉r ǫ ❂✵✳✹✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✾ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❱❛❘ ♣♦✉r ǫ ❂✵✳✺✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✵ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❱❛❘ ♣♦✉r ǫ ❂✵✳✼✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✶ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✭✷✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.2✱ β = 0.4✮✳

✻



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✷ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.2✱ β = 0.7✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✸ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✷✮ ❞❡ ♣❛r❛♠❡tr❡

✭α = 0.2✱ β1 = 0.2✱ β2 = 0.7✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✹ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠❡tr❡

✭ar1 = 0.5✱ ma1 = 0.3✮ ✰ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✺ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ✰ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ ✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✻ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✼ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❙P✺✵✵✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✽ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❙P✺✵✵ ♣❛r ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍ ✭✶✳✶✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✾ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✵ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■◆❚❊▲✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✶ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬■◆❚❊▲ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✷ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✸ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■❇▼✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✹ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬■❇▼ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✷✺ ✿ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳

✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❢❛s❝✐♥❛♥t❡ q✉✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡

❞❛♥s ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r❛t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡✱ ❧❛ ré❛ss✉r❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✳

❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❛tt✐ré ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s

✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡s r✐sq✉❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡t ❛ss✉r❛♥❝✐❡❧s✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣✲

t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❡①trê♠❡s ✭♠❛①✐♠✉♠ ❡t ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

t②♣❡✲P❛r❡t♦ ✭♦✉ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❞❡ ❋ré❝❤❡t✮ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

✜♥❛♥❝✐❡r ❡t ❛ss✉r❛♥❝✐❡❧ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s q✉❡✉❡s é♣❛✐ss❡s✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍ ❞❡s sér✐❡s

t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

▲❡ ♣rés❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍✳ ❈❡

♠é♠♦✐r❡ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣❧❛♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✭❚❱❊✮✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡✱ q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡ ❡♥

t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡t ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲

t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

à ✈❛r✐❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♦♥ ❡♥

❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛♣❡rç✉ s✉r q✉❡❧q✉❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ r✐sq✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝♦♥s❛✲

❝ré ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡s ❆❘▼❆ à

❡✛❡t ●❆❘❈❍✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st rés❡r✈é ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s

✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❧ôt✉ré ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳

✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❱❛❧❡✉rs ❊①trê♠❡s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✭❚❱❊✮ ❡st ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❡s ❝r✉❡s✱ ❡♥ ❞é✲

♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬â❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ❧✬êtr❡ ❤✉♠❛✐♥

♣♦✉rr❛ ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❡♥ ❛ss✉r❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❡s ❣r❛♥❞s s✐♥✐str❡s✱ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❡s

❝r✐s❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ♠été♦r♦❧♦❣✐❡ ❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ♣ré❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✳

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ét✉❞✐é❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts r❛r❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥✱ ❡t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦✉ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (X1, ..., Xn) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❞✐str✐❜✉é❡s ✭✐✳✐✳❞✮ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❋ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

F (x) = P(Xi ≤ x) ♣♦✉r i = 1, ..., n

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①trê♠❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿

Mn = Max(X1, ..., Xn)

q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳

✾



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❱❆▲❊❯❘❙ ❊❳❚❘✃▼❊❙

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✭✐✳✐✳❞✮ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Mn ♣❡✉t êtr❡

é❝r✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

FMn
(x) = P(Mn ≤ x)

= P(X1 ≤ x, ..., Xn ≤ x)

= P(X1 ≤ x)× ...× P(Xn ≤ x)

= [F (x)]n

✭✶✳✶✮

❡t s❛ ❞❡♥s✐té ❡st fn(x) = nf(x)F n−1(x)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Min(X1, ..., Xn) = −Max(−X1, ...,−Xn)

❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣♦✉r ❧❡s ♠❛①✐♠❛s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ tr❛♥s♣♦sés

♣♦✉r ❧❡s ♠✐♥✐♠❛s✳

✶✵



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❱❆▲❊❯❘❙ ❊❳❚❘✃▼❊❙

▲❡♠♠❡ ✶ ▲❛ s✉✐t❡ (π
Mn

n
, n ≥ 1) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ❲ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿ P (W ≤ x) = e
−1
x ✱ x > 0✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❋ré❝❤❡t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❖♥ ♥♦t❡ Fn ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ π
Mn

n
♦♥ ❛

Fn(x) = P(Mn ≤ nx

π
)

= P(x1 ≤
nx

π
)n

= (1−
∫ +∞

nx
π

1

π(1 + y2)
dy)n

✭✶✳✷✮

P♦✉r x > 0 ✱ ♦♥ ❛
∫ +∞

nx
π

1

1 + y2
dy =

∫ +∞
nx
π

1

π(y2)
dy +

∫ +∞
nx
π

[
1

π(1 + y2)
− 1

π(y2)
]dy =

1

nx
+O((nx)−3)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r x ≥ 0 ✱

Fn(x) = (1− 1

nx
+O(nx)−3)n

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

lim
x→+∞

Fn(x) = e
−1
x , x > 0

❆✐♥s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (π
Mn

n
, n ≥ 1) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ❲ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

P (W ≤ x) = e
−1
x , x > 0

✶✳✸ ❚②♣❡s ❞❡s ❱❛❧❡✉rs ❊①trê♠❡s ✭●❊❱ ❡t ●P❉✮

❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ♣♦✉r

✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ♠❛①✐♠❛s ❝♦♥♥✉s ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❱❛❧❡✉rs

❊①trê♠❡s ●é♥ér❛❧✐sé❡s ✭●❊❱✮✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①tr❡♠❡ ❱❛❧✉❡✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛♣♣♦rté❡ ❛✉①

❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠s ✿ ❛♥♥✉❡❧s ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs✱ s❡♠❡str✐❡❧s ❥♦✉r♥❛✲

❧✐❡rs✱ tr✐♠❡str✐❡❧s ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs✳✳✳ ❡t❝✱ ❡t q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡♥t tr♦✐s ❧♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s à s❛✈♦✐r

❧❛ ❧♦✐ ●✉♠❜❡❧✱ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❡t ❧♦✐ ❞❡ ❋ré❝❤❡t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❝r✐t✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ P✐❝❦❛♥❞s ✭✶✾✼✺✮✭❬✶❪✮ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛✲

❧②s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P❛rt♦ ●é♥ér❛❧✐sé❡✭●P❉✮✭P❡❛❦s ❖✈❡r

❚❤r❡s❤♦❧❞✮✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣♦rté❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ é❧❡✈é ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é

✳

✶✶
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✶✳✸✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❡①tr❡♠✉♠s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r❡♥t❡ ❋ ♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐✣✲

❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❝❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❡♥t ❳ ❡st

❝♦♥♥✉❡ ❛✈❡❝ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ t❡r♠❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✳

P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt✭✶✾✷✽✮✭❬✷❪✮ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Mn✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ✈❡rs

❧❛q✉❡❧❧❡ Mn ❝♦♥✈❡r❣❡✱ q✉❛♥❞ ♥ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❋ ♣❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉r

❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ✭✶✾✷✽✮✭❬✷❪✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❡♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭▲♦✐ ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✮

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s ❳ ❡t ❨ s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s

ré❡❧❧❡s a ≥ 0 ❡t b ∈ R t❡❧s q✉❡ Y = aX + b

✐✳❡ s✐ ❋ ❡t ❍ s♦♥t ❞❡s ❧♦✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❳ ❡t ❨ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ F (ax+ b) = H(x)✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t

❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣rés✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐✲

s❛t✐♦♥ ✿ an ❡t bn ✱ ❛✈❡❝ an > 0 ❡t bn ∈ R ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡ ❞❡ ❧♦✐ ❍ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

P (
Mn − bn

an
) = lim

n→+∞
(F (anx+ bn))

n → H(x) ✭✶✳✸✮

❋✐s❤❡r ❡t ❚✐♣♣❡tt tr♦✉✈❡♥t ❡♥ ✶✾✷✽ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡

q✉✐ ♣♦rt ❧❡✉r ♥♦♠ ❡t q✉✐ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✳

✶✷



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❱❆▲❊❯❘❙ ❊❳❚❘✃▼❊❙

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt✮

❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ (an) ❡t (bn) ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡

❞❡ ❧♦✐ ❍ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(
Mn − bn

an
)

loi−→ H✱ ❛❧♦rs ❍ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❧♦✐s ❧✐♠✐t❡s ✿

Λ(x) = exp{−exp[−x]}, x ∈ R(❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ●✉♠❜❡❧) ✭✶✳✹✮

Φα(x) =

{
exp{−x−α} ,s✐ ① ❃ ✵ (❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❋ré❝❤❡t)

0 ,s✐ ① ≤ 0
✭✶✳✺✮

Ψα(x) =

{
exp{−(−x)α} ,s✐ ① ≤ 0 ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧✮

1 ,s✐ ① ❃ ✵
✭✶✳✻✮

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❡♥t ✿ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

♣❛r❡♥t❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❡①trê♠❡s ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡

❝❡s ❧♦✐s s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧❡ ♣❛r❛♠ètr✐s❛t✐♦♥

❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ξ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦✉r❞❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧♦✐ ❛♣♣❡❧é ✐♥❞✐❝❡ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✭♦✉ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ q✉❡✉❡✮ ✿

Hξ(x) =

{
exp

(
(−1 + ξx)

−1
ξ

)
, ξ 6= 0 , 1 + ξx > 0

exp(−exp(−x)) , ξ = 0 ,−∞ ≤ x ≤ +∞
✭✶✳✼✮

❖ù ❍ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧♦✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❡①trê♠❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①tr❡♠❡ ❱❛❧✉❡✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ●❊❱✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❢♦✉r♥✐t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❧❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❈❡♥✲

tr❛❧ ▲✐♠✐t❡✭❚❈▲✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①trê♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❚❈▲✱ ♦ù

❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①trê♠❡s✱ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡

s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

Frechet : α =
1

ξ
, ξ > 0

Weibull : α =
−1

ξ
, ξ < 0

Gumbel : ξ = 0

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

❡①trê♠❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ q✉❡✉❡ ξ✳

✶✸
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✶✳ ❙✐ ξ > 0 ✱ ❧❛ ●❊❱ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❋ré❝❤❡t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s q✉❡✉❡s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ é♣❛✐ss❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ♦✉

❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦ ✮✳

✷✳ ❙✐ ξ = 0 ✱ ❧❛ ●❊❱ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●✉♠❜❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❡✉❡s q✉✐ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦✐s ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❡✳

✸✳ ❙✐ ξ < 0 ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❞♦♥t ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t

❜♦r♥é❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❞❡♥s✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱

❛✈❡❝ ξ = 1 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋ré❝❤❡t ξ = 0 ✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ●✉♠❜❡❧ ❡t ξ = −1 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❲❡✐❜✉❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❉❡♥s✐tés ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ●❊❱ ❛ été ❝r✐t✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧

♠❛①✐♠❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❖❚ ✭P❡❛❦s✲♦✈❡r✲❚❤r❡s❤♦❧❞✮ ♦✉ ♠ét❤♦❞❡

❞❡s ❡①❝ès ❛✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ é❧❡✈é ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P✐❝❦❛♥❞s❬✶✾✼✺❪✭❬✶❪✮✳

✶✹
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✶✳✸✳✷ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ❡①❝ès

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ●❊❱ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉❝tr✐❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛①✐♠❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛✲

❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛

♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❛♣♣❡❧é❡ P❖❚✭♦✉ P❡❛❦

❖✈❡r ❚❤r❡s❤♦❧❞ ✮ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ ♣❧✉s ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❛♣♣❡❧é❡s ❡①❝ès✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ ♥✐ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❡①trê♠❡s✱ ♥✐ tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

◆♦t♦♥s ❧❡ s❡✉✐❧ ♣❛r ✉✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r P✐❝❦❛♥❞s ✭✶✾✼✺✮✭❬✶❪✮ ❡t

❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❞✐✈❡rs ❛✉t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✼✮✭❬✸❪✮✱ ❉❛✈✐s♦♥ ❡t ❙♠✐t❤

✭✶✾✾✵✮✭❬✹❪✮✱ ♦✉ ❘❡✐ss ❡t ❚❤♦♠❛s ✭✷✵✵✶✮✭❬✺❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❙♦✐t ❳ ✉♥❡ ✈✳❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❋ ❡t ❞❡ ♣♦✐♥t t❡r♠✐♥❛❧ xF t❡❧ q✉❡

xF = sup x ∈ R ✱ F (x) < 1✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❋ ❞❡ ❳ à ❞é✜♥✐❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ Fu ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❡✉✐❧ ✉ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞é♣❛ss❛♥t ❝❡ s❡✉✐❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

❛❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❡①❝ès Fu ♣❛r ✿

Fu(y) = P[X − u ≤ y/X > u] ✭✶✳✽✮

Fu(y) =
F (u+ y)− F (u)

1− F (u)
, y ≥ 0 ✭✶✳✾✮

◆♦t♦♥s Y = X − u ♣♦✉r X > u ❡t ♣♦✉r ♥ ✈✳❛ ♦❜s❡r✈é❡s X1, ..., Xn ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

Yj = Xi − u > 0 ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ Nu ♦ù Nu = card[i : i = 1, ..., n,Xi > u] ❡st ♥♦♠❜r❡ ❞❡s

❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧ ✉ ♣❛r ❧❡s ❡①❝ès ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❡①❝ès

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P✐❝❦❛♥❞s✲❜❛❧❦❡♠❛ ❞❡ ❍❛❛♥ ❝✐✲❛♣rès ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✿ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

P❛r❡t♦ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ●P❉✳

✶✺
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❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭❞❡ P✐❝❦❛♥❞s✲❇❛❧❦❡♠❛✲❞❡ ❍❛❛♥✮

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❋ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Gξ,β✱ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ β(u) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

lim
u→xF

sup
0≤y≤xF−u

|Fu(y)−Gξ,β(u)(y)| = 0 ✭✶✳✶✵✮

❖ù Fu(y) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❡①❝ès ♣♦✉r ✉ é❧❡✈é ✱ xF ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t

t❡r♠✐♥❛❧ ❞❡ ❋✱ ❡t Gξ,β ❡st ❧❛ ●P❉ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❛ss❡③ é❧❡✈é ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Gξ,β(y) =





1− (1− ξ
y

β
)
−1
ξ , ξ 6= 0

1− exp(− y

β
) , ξ = 0

✭✶✳✶✶✮

❖ù y ≥ 0 ♣♦✉r ξ ≥ 0 ❡t 0 ≤ y ≤ − ξ

β
♣♦✉r ξ < 0✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ étr♦✐t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ●P❉ ❡t ❧❛ ●❊❱ ✿

P✐❝❦❛♥❞❡ ✶✾✼✺ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❧♦✐ ❋✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●P❉ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥✭✶✳✶✶✮ ♥✬❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré❡

t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥✭✶✳✺✮ ❡st ✈ér✐✜❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❍ ❡st é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ●❊❱ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✭✶✳✾✮ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡

q✉❡✉❡ ξ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ●P❉ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥✭✶✳✶✷✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s tr♦✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✲ ▲♦rsq✉❡ ξ > 0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦ ✉s✉❡❧❧❡✳

✲ ▲♦rsq✉❡ ξ < 0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞✉ t②♣❡ ■■✳

✲ ▲♦rsq✉❡ ξ = 0 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❉❡♥s✐tés ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s

✶✻
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▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ●P❉ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Gξ,β(y) =





β−1(1 + ξ
y

β
)−

1
ξ
−1 , ξ 6= 0

β−1exp(− y

β
) , ξ = 0

✭✶✳✶✷✮

✲ ❉❡♥s✐té ❞❡s ❧♦✐s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s✱ ❛✈❡❝ ξ = 0, 5 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦ ξ = 0 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ξ = −0, 5 ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦ ■■✳ ▲❛ ●P❉ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

E(Y ) =
β

1− ξ
✱ (ξ < 1)

❡t

V (Y ) =
β2

(1− ξ)2(1− 2ξ)
✱ (ξ <

1

2
)

✶✳✹ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥

❆♣rés ❛✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❡s ❧♦✐s ❧✐♠✐t❡s✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧♦✐s L ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❧♦✐

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ r❡♥♦r♠❛❧✐sé ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ♠❛①st❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡ L′ ✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❧♦✐

L ✭♦✉ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❋✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❜❛ss✐♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ L′ ✭♦✉ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F0✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ r❡♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ L ∈ D(L′)

✭♦✉ F ∈ D(F0)✮✳

✶✳✹✳✶ ❈❛r❛tér✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡s

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❯ ♣❛r ✿

U(t) = F−1(1− 1

t
), t > 1

❖ù F 1 ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❋ ✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ F ∈ D(H(ξ))✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t

❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣rés✳

lim
s→+∞

U(sw)− U(s)

a(s)
=

wξ − 1

ξ
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ x, y > 0 ❡t y 6= 0

lim
s→+∞

U(sx)− U(s)

U(sy)− Us
= lim

s→+∞

U(sx)− U(s)

a(s)

a(s)

U(sy)− U(s)
=





xξ − 1

yξ − 1
, ξ 6= 0

log x

log y
, ξ = 0

✭✶✳✶✸✮

❖ù a(x) = a[x] ♣♦✉r x ≥ 1✱ x[x] ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐ér❡ ❞❡ ①

✶✼
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✶✳✺ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡

❙♦✐❡♥t X1, ..., Xn ✐✳✐✳❞ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❋✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ (X1, ..., Xn) ❡st ❧❡ r❡❛r❛♥❣❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t

❞❡ ❝❡tt❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ (X(1,n), ..., X(n,n))✳ ❖♥ ❛

X(1,n) ≤ ... ≤ X(n,n)

❊t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ σn ∈ Sn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❡❧ q✉❡ ✿

(X(1,n), ..., X(n,n)) = (Xσn(1)
, ..., Xσn(n)

)

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ✿

X(1,n) = Min
1≤i≤n

(Xi)

❡t

X(n,n) = Max
1≤i≤n

(Xi)

♦♥ ♥♦t❡ F−1 ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❋✳

▲❡♠♠❡ ✷ ❙♦✐t X1, ..., Xn ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❋✳

❙♦✐t U1, ..., Un ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❬✵✱ ✶❪✱ ❆❧♦rs ✿

(F1(U(1, n), ..., F1(U(1, n)) ♠❡♠❡ ❧♦✐ q✉❡ (X(1,n), ..., X(n,n))✳

✶✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❱❛❧❡✉rs ❊①✲

trê♠❡s

▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

✲ ❙♦✐t(Xn, n ≥ 1) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡s ❡①trê♠❡s s✬é❝r✐t ✿

l(x;µ, σ, ξ) = (
1

σ
)m

m∏

i=1

exp(−(1 + ξ(
xi − µ

σ
)−

1
ξ )(1 + ξ(

xi − µ

σ
)−1− 1

ξ )

✶✽
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log l(µ, σ, ξ) = −m log(σ)− (
1

σ
+ 1)

∑m
i=1 log(1 + ξ(

xi − µ

σ
))−∑m

i=1(1 + ξ(
xi − µ

σ
)−

1
ξ )

♦♥ ♣♦s❡

ρ =
1

σ

❡t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t λ t❡❧ q✉❡ ✿

log(λ) =
µ

σ

❛❧♦rs ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❛✈❡❝ ξ = 0

L(µ, σ, ξ) = −m log(λρ)− ρ
m∑

i=1

xi − λ
m∑

i=1

exp(−ρxi)

✳

✶✳✻✳✶ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P✐❝❦❛♥❞

❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❙♦✐t (Xn, n ≥ 1) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♠ê♠❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ∈ D(H(ξ))✱ ♦ù ξ ∈ R✳ ❙✐

lim
n→+∞

k(n) = ∞

❡t

lim
n→+∞

k(n)

n
= 0

❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P✐❝❦❛♥❞

ξ̂p(k(n),n) =
1

log 2
log(

X(n−k(n)+1,n) −X(n−2k(n)+1,n)

X(n−2k(n)+1,n) −X(n−4k(n)+1,n)

)

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ξ✳

✶✳✻✳✷ ❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧

▲❡♠♠❡ ✸ s♦✐t ▲ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧❡♥t❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t

ρ ≥ 0 ✱ L(x) = o(xp) ❡♥ +∞
❡t

∫∞
x

t−ρ−1L(t) ∼ 1

ρ
x−ρL(x) ❡♥ +∞

✶✾
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❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❙♦✐t (Xn, n ≥ 1) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♠ê♠❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F ∈ D(H(ξ))✱ ♦ù ξ ≥ 0✳ ❙✐

lim
n→+∞

k(n) = ∞

❡t

lim
n→+∞

k(n)

n
= 0

❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

ξ̂H(k(n),n) =
1

k(n)

∑n
i=(n−k(n)+1) logX(i,n) − logX(n−k(n)+1,n)

❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ξ ✳

✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡t❛r❞s ♣ ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✭♣✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s sér✐❡s ♠♦♥ét❛✐r❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳

❈❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❛ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♥♦♥✲

♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé

✭●❆❘❈❍✮ ❡st s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮✭❬✻❪✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①✐❣❡ ♠♦✐♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

à ❡st✐♠❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆❘❈❍✭♣✮ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡s

❝❤♦❝s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛rré ❞❡s ♣

t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ♣❛ssés ❡t ❞❡s q ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡t❛r❞é❡s✳

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❈❍

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡rs ❛✉① ✐♥s✉✣s❛♥❝❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❆✉t♦r❣r❡ss✐✈❡ ▼♦②❡♥ ▼♦❜✐❧❡

✭❆❘▼❆✭♣✱q✮✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥ét❛✐r❡s ❡t ✜♥❛♥❝✐❡rs✱ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮✭❬✼❪✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✲

✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❤étér♦s❝é❞❛st✐q✉❡s✭❆❘❈❍✮ ❛♣t❡ à

❝❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛✲

t✐♦♥s ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ❡t

❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s rés✐❞✉s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❊♥❣❧❡

❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡

❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✳ ■❧ ❛✈❛♥❝❡ ✉♥❡ s♣é❝✐✜✲

❝❛t✐♦♥ ❆❘❈❍✭♣✮ ♦ù ❧❡ ❝❛rré ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❛✉

t❡♠♣s t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ❛✉ ❝❛rré ❞❡s ♣ ♣èr✐♦❞❡s ♣❛ssé❡s✳

✷✶
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▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✭♣✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s é♣✐s♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉✐✈✐s ❞✬é♣✐✲

s♦❞❡s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳

Yt = βXt + εt

♦ù

εt/It−1 ∼ N(0, ht)

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ yt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❆❘▼❆✭♣✱q✮✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ It = σ(Xt−s)s≤t ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr✐❜✉ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s Xt−s ❞❛♥s ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❆❘❈❍✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s εt ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

εt = ηtht

ht =

√√√√α0 +

p∑

i=1

αiε2t−i

ηt ∼ N(0, 1)

εt ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳

αi ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❯♥ ♣r❡❝❡ss✉s εt s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❆❘❈❍✭✶✮ s✐

εt = ηtht

❛✈❡❝

ht =
√

α0 + α1ε2t−1

♦ù ηt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢❛✐❜❧❡ ✱ t❡❧ q✉❡ E(ηt) = 0 ❡t V (ηt) = 1 ✱ α0 > 0 ❡t 0 < α1 < 1✱

❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ht ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ♣❛ssé❡s ❞❡ εt✱ ✐✳❡✳ à It−1 = σ{εt−1, εt−2, .....εt−j, ...}✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s εt ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥s ♥✉❧❧❡s E(εtεs) = 0 ♣♦✉r

t 6= s ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ❝♦rré❧és ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❡♥ ❡✛❡t✱ εs r❡st❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝

♠❛✐s ❞✐t ❢❛✐❜❧❡✳

✷✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆✉t♦ ❘❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♠s❦❡❞❛st✐❝✐t②✮ ❛

été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✽✻ ♣❛r ❇♦❧❧❡rs❧❡✈✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❈❍✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❈❍✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ❛ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✭♣✱q✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍ ❡♥ ❛ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✷✷
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✷✳✹ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘❈❍ ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✿ ●❆❘❈❍

✷✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭♣✱q✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Yt = βXt + εt ❛✈❡❝ β > 0 ❡t ∀t ∈ R+ ✱ εt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢❛✐❜❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛

♣r♦♣r✐été E[εt/It−1] = 0

εt = ηtht

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ s✬é❝r✐t ✿

ht =

√√√√α0 +

p∑

i=1

αiε2t−i +

q∑

j=1

βjh2
t−j ✭✷✳✶✮

♦ù ηt ∼ N(0, σ2)✱ ηt ❡st ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢❛✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ α0 > 0✱ αi > 0 ♣♦✉r ✐ ❂ ✶✱ ✷✱✳✳✳✱ ♣ ❡t βj > 0

♣♦✉r ❥ ❂ ✶✱ ✷✱✳✳✳✱ q s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡

α0 +
∑p

i=1 αiε
2
t−i +

∑q
j=1 βjh

2
t−j

✷✳✹✳✷ ●❆❘❈❍ ❢❛✐❜❧❡

❉r♦st ✫ ◆✐❥♠❛♥ ✭✶✾✾✸✮✭❬✽❪✮ ♦♥t ❝♦♥✈❡♥✉ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ●❆❘❈❍ ❢❛✐❜❧❡ ✧✇❡❛❦ ●❆❘❈❍✧ t♦✉t

❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢❛✐❜❧❡ εt = ηtht t❡❧ q✉❡ ✿

✲ E[εt/It−1] = 0✱ ∀t ∈ Z✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳

✲■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s αi✱ i = 0, 2, ..., p ❡t βj✱ j = 1, 2, ..., q t❡❧ q✉❡

h2
t = V (εt/It−1) = α0 +

∑p
i=1 αiε

2
t−i +

∑q
j=1 βjh

2
t−j ✱ ∀t ∈ Z

✷✳✹✳✸ ●❆❘❈❍ s❡♠✐✲❢♦rt

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ υt ❡t ε2t ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦sé êtr❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢❛✐❜❧❡✱

❛❧♦rs ✐❧s ❛♣♣❡❧❧❡♥t ●❆❘❈❍ s❡♠✐✲❢♦rt ✧s❡♠✐✲str♦♥❣✧ ●❆❘❈❍ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s εt ❧♦rsq✉✬✐❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ υt q✉✐ ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ ✉♥❡

❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ s❡♠✐✲❢♦rts ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❜✐❡♥ ❛✈❡❝

❧✬✐❞é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❊♥❣❧❡ ❡t ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

υt ❡st ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

υt = ε2t − h2
t

♦ù h2
t ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ εt ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛ssé❡✳

✷✸
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✷✳✹✳✹ ●❆❘❈❍ ❢♦rt

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ●❆❘❈❍✭♣✱q✮ ❢♦rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ●❆❘❈❍ s❡♠✐✲❢♦rt t❡❧ q✉❡

❧✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✐sé❡ υt s♦✐t ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❢♦rt ✭s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡

♠ê♠❡ ❧♦✐✮ ❡t ηt ∼ N(0, 1)✳

P♦✉r ♠♦t✐✈❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ à ❧✬❛✐❞❡

❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs α(.) ❡t β(.)✳ ❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

α(L) = α1L+ α2L
2 + ......+ αpLp

❊t

β(L) = β1L+ β2L
2 + .......+ βpLp

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

εt = ηt
√

α0 + α(L)ε2t + β(L)h2
t

♦ù ▲ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡t❛r❞✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

h2
t = α0 + α(L)ε2t + β(L)h2

t

❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ 1− β(L) s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✱ ♦♥ ❛ ✿

h2
t = (1− β(L))−1α0 + (1− β(L))−1α(L)ε2t

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ε2t s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

υt = ε2t − h2
t

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

ε2t − υt = α0 +
∑p

i=1 αiε
2
t−i +

∑q
j=1 βj(ε

2
t−j − υt−j)

❉✬♦ù ❧✬♦♥ t✐r❡ q✉❡ ✿

ε2t = α0 +
∑n

i=1(αi + βi)ε
2
t−i −

∑q
j=1 βυt−j + υt✱ t ∈ Z

n = max(p, q)✳

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ αi = 0 ∀i > p ✱ βj = 0 ∀j > q

✷✹
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✷✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍

▲❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❈❍✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s εt ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✳ s✐ E(ε2t ) < ∞✳

♦♥ ❛

E[εt] = E[E(εt/It−1)]

❡t
Cov(εt, εt−k) = E(εtεt−k)

= E[εt−kE(εt/It−1)] = 0, ∀k > 0

✭✷✳✷✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍✭♣✱q✮

❡st

∑p
i=1 αi +

∑q
j=1 βj < 1

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ❙✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈✐té ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲

❞❡ss✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡

♦✉ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st s❛t✉ré❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡

∑p
i=1 αi +

∑q
j=1 βj = 1✳

♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍ ❡st ✐♥té❣ré✱ ❡t ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ■●❆❘❈❍✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ε2t ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ●❆❘❈❍✭♣✱q✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♠❛①✭♣✱q✮✱q✮ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

υt = ε2t − h2
t t❡❧ q✉❡ ✿

ε2t = α0 +
∑n

i=1(αi + βi)ε
2
t−i +

∑p
j=1 βjυt−j + υt

♥❂♠❛①✭♣✱q✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ αi = 0 ✱ s✐ i > p ❡t βj = 0 s✐ j > q✳

✷✺
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✷✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝

❡rr❡✉r ●❆❘❈❍ ✭✶✱✶✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

Yt = βXt + εt

❛✈❡❝ εt = ηtht

❡t ht =
√

α0 + α1ε2t−1 + β1h2
t−1

❛✈❡❝ α0 > 0✱ α1 > 0 ❡t β1 > 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❝❛rrés ❞❡s rés✐❞✉s s✉✐✈❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘▼❆✭✶✱✶✮

ε2t = α0 + (α1 + β1)ε
2
t−1 + β1υt−1 + υt

■❧ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r α0 > 0 ✱ α1 > 0 ✱ ❡t β1 > 0 ♦ù υt = ε2t−h2
t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

♣♦✉r ε2t ✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s εt ❡①✐st❡ ❡t ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ❡t r❡♥❞❡♠❡♥ts ❡st✐♠❡s

❡①❡♠♣❧❡ ●❆❘❈❍ ✭✶✱✶✮

✷✻
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❙❛❝❤❛♥t q✉❡ V (εt) = E(ε2t )✱ ✐❧ s✉✣t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❆❘▼❆✭✶✱✶✮ s✉r ε2t ❞é✜♥✐r ❧❛

✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✿

V (εt) =
α0

1−(α1+β1)

❙❡❧♦♥ ❜♦❧❧❡rs❧❡✈ ❚✳ ✭✶✾✽✻✮✭❬✻❪✮✱ ❧❛ ❦✉rt♦s✐s ❡①✐st❡ s✐

3α2
1 + 2α1β1 + β2

1 < 1

❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
Ku =

E[ε4t ]

E2[ε2t ]

= 3 1−(α1+β1)2

1−(α1+β1)2−2α2
1

✭✷✳✸✮

❊❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r à tr♦✐s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ α1 t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ ❧✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ❞✐s♣❛r❛✐t

❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❦✉rt♦s✐s t❡♥❞ ✈❡rs tr♦✐s✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

●❆❘❈❍ ❧❛ ❦✉rt♦s✐s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❦✉rt♦s✐s ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

●❆❘❈❍ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥ t❡❧ q✉❡ ηt ∼ N(0, 1)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ✹ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s εt s♦♥t ❧✐és ✿

E[ε4t/It−1] = 3[E(ε2t/It−1)]
2

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡♥tré❡ x s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡✱ ❛❧♦rs

E(x4) = 3(V (x))2 = 3(E(x2))2

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t

E(ε4t ) = E(E[ε4t/It−1])

= 3E([E(ε2t/It−1)]
2)

≥ 3E([E(ε2t/It−1)])
2

= 3E2(ε2t )

✭✷✳✹✮

✷✼
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❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❦✉rt♦s✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Kυ =
E[ε4t ]

E2[ε2t ]

=
3E([E(ε2t /It−1)]2)

E2[ε2t ]

= 3
E2[ε2t ]

E2[ε2t ]
+ 3

E2[ε2t ]
(E([E(ε2t/It−1)]

2)− E2[ε2t ])

= 3 + 3
E2[ε2t ]

(E([E(ε2t/It−1]
2)− E2[E(ε2t/It−1)])

= 3 + 3
V [E(ε2t /It−1)]

E2[ε2t ]
> 3

✭✷✳✺✮

▲❛ ❦✉rt♦s✐s ❡st ❞♦♥❝ ❧✐é❡ à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❤étér♦s❝é❞❛st✐❝✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷✳✻ ■♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ ▼♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍

✷✳✻✳✶ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❈❍ ♣♦✉r Yt ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘❈❍✱ ❡t ❡♥✜♥

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r ●❆❘❈❍✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍ s❡ ❜❛s❡ très s♦✉✈❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Yt ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛ssé It−1 ❡st ❞♦♥❝

L(Yt/It−1, θ) =
1

ht

√
2π

exp(− (yt−mt(θ))2

2h2
t (θ)

)

❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r θ = (α0, ........, αp) ∈ RP

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ (y1, y2, ......, yT ) ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

L(y1, y2, ......, yT , θ) =
∏T

t=1 L(yt/It−1, θ)

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r θ̂T = (α̂0, ......, α̂p) q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

θ̂t = argmax
θ

logL(y1, y2, ......, yT , θ)

✷✽
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✷✳✻✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍

▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Yt ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛ssé It−1 s✬é❝r✐t ✿

L(yt/It−1, θ) =
1

ht

√
2π

exp(− (yt−mt(θ))2

2h2
t (θ)

)

♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ h2
t s✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛ssé❡

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ h2
1, ......., h

2
t ✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛

♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st r❡♥❞✉❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❡st✐♠❡

s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h2
1, ......., h

2
t ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥

✈❡❝t❡✉r θ0 = (α0
0, ....., α

0
p, β

0
0 , ......, β

0
q ) ✜①é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t

ĥs

2
= α0

0 +

p∑

i=1

α0
iY

2
s−i +

q∑

j=1

β0
j ĥs−j

2

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Yi = 0 ✱ ❡t h2
i = 0 s✐ i ≤ 0✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

♣❛r ✿

L(yt/It−1, θ) =
1

ĥt

√
2π

exp(−(yt −mt(θ))
2

2ĥt

2 )

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦t❛❧ ❡st ✿

L(y1, y2, ....., yt, θ) =
T∏

t=1

L(yt/It−1, θ)

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ✈❡❝t❡✉r θ0 ❡t

s❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐✈r❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ P▼❱ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐✲

q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ♥♦r♠❛❧✳

√
T (θ̂ − θ) →d

T→∞ N(0, J−1IJ−1)

❖ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ P▼❱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à

♣❛rt✐r ❞❡ ✿

J = E0[−
σ2 logL(θ)

∂θ∂θ′
]

I = E0[
σ logL(θ)

∂θ

∂ logL(θ)

∂θ′
]

❖ù E0 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♣r✐s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❡ ❧♦✐✳

✷✾
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◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ■ ❡t ❏ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛✲

ç❛♥t ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ E0 ♣❛r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♥❝♦♥♥✉ θ ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r

❝♦♥✈❡r❣❡♥t θ̂✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✿

Î =
1

T

T∑

i=1

∂ logL(θ)

∂θ
|θ=θ̂

∂ logL(θ)

∂θ′
|θ=θ̂

Ĵ = − 1

T

T∑

i=1

∂2 log(θ)

∂θ∂θ′
|θ=θ̂

❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs

V ar[
√
T (θ̂ − θ)] = Ĵ−1Î Ĵ−1

❊①❡♠♣❧❡ ✷ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r

❆❘❈❍✭♣✮ ✿





Yt = βX
′

t + εt

εt = ηtht(θ)

❛✈❡❝ η ∼ N(0, 1) ✐✳✐✳❞ ❡t

E(ε/It−1) = 0

V (ε/It−1) = α0 +

p∑

i=1

αiε
2
t−1

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ●♦✉r✐❡✉r♦✉① ✭✶✾✾✷✮✭❬✾❪✮





E(Yt/It−1, Xt) = mt(θ) = X
′

t

V (Yt/It−1, Xt) = h2
t (θ) = α0 +

∑p
i=1 αi(Yt−i − cX

′

t−i)
2

❝❛r εt−i = Yt−i − cXt−i ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❖ù θ = (c, α0, α1, ...., αp) ∈ RP+2

▲❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✬é❝r✐t ✿

logL(θ) = −T

2
log(2π)− 1

2

T∑

t=1

log(α0 +

p∑

i=1

αi(Yt−i − cX
′

t−i)
2)

−1

2

T∑

t=1

(Yt − cX
′

t)
2

α0 +
∑p

i=1 αi(Yt−i − cX
′

t−i)
2

✸✵
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▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ▼❱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té ♦✉ ❞✉ P▼❱ ✱ ♥♦tés θ̂T ✱ ❞❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s θ ∈ Rp ✱ s❛t✐s❢♦♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣ éq✉❛t✐♦♥s ✿

∂ logLT (θ)

∂θ
|θ=θ̂ = 0

❛✈❡❝

∂ logLT (θ)

∂θ
|θ=θ̂T

= −
mT∑

t=1

1

h2
t (θ)

∂ht(θ)

∂θ
|θ=θ̂T

+
T∑

t=1

(Yt −mt(θ))
2

h3
t (θ)

∂ht(θ)

∂θ
|θ=θ̂T

+
T∑

t=1

Yt −mt(θ)

h2
t (θ)

∂mt(θ)

∂θ
|θ=θ̂T

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❤é♦r✐❡ ❞✉ ❘✐sq✉❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ♥♦s s♦❝✐étés ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r✐sq✉❡s✱ ♣❛r ❝❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♦❝❝✉♣❡ ❞és♦r♠❛✐s ❧❛

♣❧❛❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❧❡s ❛❝t✐✈✐tés tr❛✐té❡s ❞❡ r✐sq✉❡

♣♦✉r ❧❛ s❛♥té ♦✉ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆✉ss✐✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳

▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❡♥tr❡✲

♣r✐s❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ à t♦✉t ♥✐✈❡❛✉✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡r s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡

❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❞é✜❝✐t ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ r✉✐♥❡✳ ❉♦♥t ❧❡ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

q✉❡ ♣❡✉t ❥♦✉❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡

r✐sq✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❝t✉❛r✐❡❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ r❡♠❜♦✉rs❡♠❡♥t ❞❡s s✐♥✐str❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❡st ❧❛ ❱❛❧❡✉r✲

à✲❘✐sq✉❡ ✭V aR✮ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❏P ▼♦r❣❛♥✳ ✭✶✾✾✹✮✭❬✶✵❪✮ V aR ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ♣r♦✲

❢♦♥❞é♠❡♥t✳

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘

▲❛ V aR ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ très ré♣❛♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs ❞û à s❛ ♣r♦♠❡ss❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡

❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r✐sq✉❡s ❡♥ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s r✐sq✉❡s✳

✸✷
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▲❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❡ r✐sq✉❡

❞✬✉♥ t✐tr❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ♦✉ ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡s t✐tr❡s ✜♥❛♥❝✐❡rs✳

❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡s♣éré❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❥♦✉r♥❛❧✐❡r✱ ❤❡❜❞♦♠❛✲

❞❛✐r❡✱ s❡♠❡str✐❡❧✱ ❛♥♥✉❡❧✳✳✳ ❡t❝✱ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✾✵✪✱ ✾✺✪✱ ✾✾✪✳✳✳ ❡t❝✳ ▲❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ V aR s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r

❧❡ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♦✉ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❜♦♥ ❡st✐♠é ❞❡ ❧❛ V aR ❞✬✉♥

♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té st❛t✐st✐q✉❡

❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ✭❱❛❘✮

▲❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rt❡ ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳

❊❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱

♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❛❝t✐❢ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ❞❡ 1% à ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ 2%✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ 2% ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬❛❝t✐❢ ♣❡r❞r❛ 1% ❞❡

s❛ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡✳

▲❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛

❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ à ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞✬✉♥ ❥♦✉r ❡st ❞❡ ✶✵✵✵ ❡✉r♦ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ 5%✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ 5% ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♣❡r❞❡ ✶ ✵✵✵ ❡✉r♦

❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ V aR s♦✉s ❞✐str✉❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧
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✸✳✹ ❆♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ r✐sq✉❡

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ r✐sq✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ▼❝ ◆❡✐❧✱ ❋r❡② ❡t ❊♠❜r❡❝❤ts

✭✷✵✵✺✮✭❬✶✶❪✮ ❧❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✓ ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♦✉ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

❞✬✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ à ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❡①é❝✉t❡r s❡s str❛té❣✐❡s ✔✳ ▲❡ r✐sq✉❡ r❡st❡ ✉♥

❝♦♥❝❡♣t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳

✸✳✺ ▼❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❈♦❤ér❡♥t❡

▲❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r V aR ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s V aR ❞❡

s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✭❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✉ r✐sq✉❡ ❝♦❤ér❡♥t❡s✮

❙✐ ρ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

◗ t❡❧ q✉❡ ✿

ρ(X) = sup
Q∈Q

{EQ(X)}

❙❡❧♦♥ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✭❬✶✷❪✮ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛❞❤èr❡ ❛✉①

❛①✐♦♠❡s q✉❡ ♥♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭▼❡s✉r❡ ❈♦❤ér❡♥t❡✮

❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ρ : F → R ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ (X, Y ∈ F ) ✿

✶✲▲❛ s♦✉s ❛❞❞✐t✐✈✐té ✿

ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✿

ρ(nX) = ρ(X + ...+X) ≤ nρ(X), n = 1, 2, ...

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♣r♦✜t ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ t❡♥❞ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❞é✲

❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞✉ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♣r♦✜t s❛♥s ❝♦✉r✐r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉♥

❜❡s♦✐♥ ❣❧♦❜❛❧ s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❡rt❛✐♥s ♥✐✈❡❛✉① r❡✲

q✉✐s ❞❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥❝✐té❡ à s❡ s❝✐♥❞❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ❡♥t✐tés ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡

s♦♥ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❝❛♣✐t❛❧✳
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✷✳▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦s✐t✐✈❡ ✿

ρ(λX) ≤ λρ(X)pourtoutλ ∈ R+.

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✿

ρ(nX) = nρ(X), n = 1, 2, ...

❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s r✐sq✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ (ρ(λX) ≤ λρ(X))✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ s❛♥s

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ❝❛♣✐t❛❧✳

✸✳ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✿

(X ≥ Y ) ⇒ ρ(X) ≥ ρ(Y ).

❙✐ ❧❡s ♣❡rt❡s ❡♥❝♦✉r✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ r✐sq✉❡ ❳ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❨✱

❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♣♦✉r ❳ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❨✳

✹✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿

ρ(X + c) ≤ ρ(X)− c

♣♦✉r t♦✉t c ∈ R. ❙♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ρ(X + ρ(X)) = ρ(X)− ρ(X) = 0

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ρ(X) à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❳✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✧♥❡✉tr❡✧✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ρ(X) = −α ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ ρ(0) = 0✳

✺✳ ❈♦♥✈❡①❡ ✿

▲❛ ❝♦♥✈❡①✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ r✐sq✉❡✱ ❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡

❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❞✐✈❡rs✐✜é❡

λX + (1− λ)Y

❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞ér❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡✳ ρ ❡st ❞✐t❡

❝♦♥✈❡①❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1]

ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ρ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✳

✸✺



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❯ ❘■❙◗❯❊

✸✳✺✳✶ ❚②♣❡s ❞✉ r✐sq✉❡

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✉ r✐sq✉❡✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✉ r✐sq✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣rés❡♥t❡♠❡♥t

❡st ❧❡ r✐sq✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧✐é à q✉❛tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧s ✿ é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❞é❝✐s✐♦♥s✱

❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

✶✳ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛✐ss❡ ✿ ▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ t✐tr❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉①

♣❛rt✐❡s ❧✬✉♥❡ ❞✐t❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✐sq✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❡t ❧✬❛✉tr❡ s♣é❝✐✜q✉❡

❛✉ t✐tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✐t❡ ♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡

❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st rés♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ✼✸✪ à ✾✵✪ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❬à

r❡❢♦r♠✉❧❡r ♦❢ ♣✳✶✵✺ ❞❡ ✧Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❋✐♥❛♥❝❡ ▼♦❞❡r♥❡✧❪✳

▲❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠❡♥é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ r✐sq✉❡

♥♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡✳

✷✳ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞✐té ✿ ❙✐ ✉♥ t✐tr❡ ❡st ♣❡✉ ❧✐q✉✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥ ❞é❝❛✲

❧❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉r❛ ❧✐❡✉ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡

♣♦✉r q✉✬✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❛✐t ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧ ② ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ✈♦✉s

s♦✉❤❛✐t❡③ ✈❡♥❞r❡ à ✉♥ ♣r✐① ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡♣t❡ ❞✬❛❝❤❡t❡r à ❝❡ ♣r✐①✳ ❙✐

♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ s♦✉❤❛✐t ❛❝❤❡t❡r✱ ✈♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈❡③ ♣❛s ✈❡♥❞r❡ ♦✉ ✈♦✉s ❞❡✈❡③ ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ ✈❡♥❞r❡

♠♦✐♥s ❝❤❡r✳ ❉♦♥❝ s✐ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♣❡rs♦♥♥❡s s♦✉❤❛✐t❡♥t ✈❡♥❞r❡ ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ ❛❝❤❡t❡✉r ♥❡

s❡ ♣rés❡♥t❡ ✳✳✳ ❧❡ ❝♦✉rs s✬❡✛♦♥❞r❡✳ ▲❡ r✐sq✉❡ ❧✐é à ❧✐q✉✐❞✐té ❡st ❞♦♥❝ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

✸✳ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ✿▲❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡st ❧✐é ❛✉① ❛❝❝✉s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛r♥❛✐s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱

❞♦♥❝ ❛✉① ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ré❛❧✐sés ❡♥ ♠♦♥♥❛✐❡s étr❛♥❣èr❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ✈♦✉s ❛❝❤❡t❡③ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

s✉r ❧❡ ◆❨❙❊ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞♦❧❧❛r ❡st ❡♥ ❤❛✉ss❡✱ ❞♦♥❝ ❝❤❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡✉r♦✱ ✈♦✉s

r✐sq✉❡③ ❞❡ ✈♦✐r ✈♦s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♣❧✉s ✈❛❧✉❡s ♣❛rt✐r ❡♥ ❢✉♠é❡✱ ❧♦rsq✉❡ ✈♦✉s r❡❝♦♥✈❡rt✐r❡③ ❧❡ ❢r✉✐t

❞❡ ✈♦tr❡ ✈❡♥t❡ ❞❡ ❞♦❧❧❛rs ❡♥ ❡✉r♦ s✐ ❞♦❧❧❛r ✈❡♥❛✐t ❞❡ ❜❛✐ss❡r✳

✸✳✺✳✷ ◆❛t✉r❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ✿

✶✳ ❘✐sq✉❡s ❞❡ ❝ré❞✐t ✿ ■♥❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❞é❜✐t❡✉r ✭❡♥tr❡♣r✐s❡✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✱ ♣❛r✲

t✐❝✉❧✐❡r✳✳✳✮ à r❡s♣❡❝t❡r s❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ ❜❛♥q✉❡✳

✷✳ ❘✐sq✉❡s P❛②s ✿ ❉é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛②s é♠❡r❣❡♥t ♦✉ ✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ ❧♦❝❛✲

❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛②s é♠❡r❣❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à s❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✭♣♦❧✐t✐q✉❡✱

é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ✳✳✳✮ é❝❤❛♣♣❛♥t à s♦♥ ❝♦♥trô❧❡✳

✸✳ ❘✐sq✉❡s ❞❡ ♠❛r❝❤é ✿ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡rt❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ❞❡ ♠❛r❝❤é ♣♦✉✈❛♥t ❝❛✉s❡r ❞❡s ✐♠♣❛❝ts ♥é❣❛t✐❢s s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥q✉❡✳

✹✳ ❘✐sq✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s ✿ P❡rt❡s rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥ é❝❤❡❝ ❛✉ ♥✐✲

✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ❞❡s s②stè♠❡s ✭❡rr❡✉rs ❤✉♠❛✐♥❡s✱ ♣❛♥♥❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛✉❞❡s✱

❧✐t✐❣❡s✳✳✳✮ ♦✉ ♣❡rt❡ rés✉❧t❛♥t ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡①t❡r♥❡s ✭❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ✐♥❝❡♥❞✐❡s✱ ✳✳✳✮

✸✻



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❚❍➱❖❘■❊ ❉❯ ❘■❙◗❯❊

✺✳ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❘✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❧✐é❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é ♦✉

❡rr♦♥é ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ r✐sq✉❡s✳

✸✳✺✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❱❛❘

V aR ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ s♦♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐té✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣ré❝✐s❡ s❡s ❞é✜❝✐❡♥❝❡s✳

V aR ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉é❡ ✿

✶✳ V aR ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❛ ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥❛❞éq✉❛t ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧❛ V aR ❞❛♥s ❧❛

♣r❛t✐q✉❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①✐té ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡ q✉✐

♣❡✉t ❛✈♦✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡①tré♠✐tés ❧♦❝❛❧❡s✱ q✉✐ ♠è♥❡♥t ❛✉ r❛♥❣ ✐♥st❛❜❧❡ ❞❡ r✐sq✉❡✳

✷✳ V aR ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡❧❧❡

❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✳

✸✳ V aR ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬♦❜é✐t ♣❛s ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s♦✉s

❛❞❞✐t✐✈✐té ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✾✮✭❬✶✷❪✮ ❡t ❆❝❡r❜✐ ❡t ❚❛s❝❤❡ ✭✷✵✵✷✮✭❬✶✸❪✮ ❝❡ q✉✐

❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♣❧✉s ❣r♦s r✐sq✉❡ s✉r❣✐ss❛♥t ❞❡ ❧❛

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❛✉❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳

✹✳ ▲❛ V aR ♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛s ❧❡s ♣❡rt❡s ❡①❝é❞❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ✐❣♥♦r❡ t♦✉t❡s ❧❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉ s❡✉✐❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡❧❧❡ ♥❡ s✬✐♥q✉✐èt❡ ❞❡ ♣❛s ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ q✉❡✉❡✱ ♥❡

♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ r✐❡♥ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ q✉✐ ❧✬❡①❝è❞❡✱ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❧❛ sé✈ér✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❡♥❝♦✉r✉ ❞❡ ❞♦♠♠❛❣❡s✳

✺✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s t✐tr❡s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ V aR ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❜❛sés

s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭s♦✉✈❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮ q✉❡ ❧❡s r❡♥t❛❜✐❧✐tés s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✳

❖r✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❛♣t✉r❡r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❙♦✉s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ❞❡s ♣r✐① ❞❡s ❛❝t✐❢s ♦✉ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡①trê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❞❡s ❛❝t✐❢s✱ ❧❛ V aR ♣❡✉t s♦✉s✲❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ r✐sq✉❡✳

❨❛♠❛✐ ❡t ❨♦s❤✐❜❛ ✭✷✵✵✷✮✭❬✶✹❪✮ ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ V aR ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ q✉❡✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳

▲❛ V aR ❡st s♦✉s ❛❞❞✐t✐✈❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❡st ♥♦r♠❛❧❡

✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡♥t❛❜✐❧✐tés

❞❡s ❛❝t✐❢s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é✳

✸✼
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✸✳✺✳✹ ▼❡s✉r❡s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❧❛ ❱❛❘

❈♦♠♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s à ❧❛ V aR✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s

q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ r✐sq✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜ts✴♣❡rt❡s

✭❚❈❊✱ ❊❙✱ ❈❱❛❘✱ ✳✳✳✮✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❚❈❊

❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✭❬✶✷❪✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❚❛✐❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✭❈❚❊✮ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❝♦❤ér❡♥t ❡t ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣❡rt❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ V aR ✿

TCE(X) = −E[X/X ≤ −V aR(X)]

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❛✉t ❡♥ x = −V aR(X)✱ ✐✳❡ P (X = −V aR(X)) ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡

]∞,−V aR(X)] ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ γ+ q✉✐ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té (1−α) sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡

♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✳

❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡ ❊①♣❡❝t❡❞

❙❤♦rt❢❛❧❧✭❊❙✮ ♦✉ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ V aR✭❈❱❛❘✮✳ ❈❡tt❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞♦♥♥és à ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡

tr❛❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡s ♠❡s✉r❡s

❛❜♦✉t✐ss❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✳

❊❙

❆❝❡r❜✐ ❡t ❚❛s❝❤ ✭✷✵✵✶✮✭❬✶✸❪✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ CTE ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦✲

♣r✐été ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬❊❙ ✭❊①✲

♣❡❝t❡❞ ❙❤♦rt❢❛❧❧✮ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ES(X) = −E[X/X < −V aR(X)]

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]∞,−V aR(X)] q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❣❛❧❡

à γ−❡t q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à (1− α)✳

❈❱❛❘

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ V aR ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r ❡t ❯r②❛s❡✈ ✭✷✵✵✶✮✭❬✶✺❪✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ t❡r♠❡

❞❡ ❧❛ V aR ❡t ❞❡ ❧✬❊❙ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (1 − α) ❡t

q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧ ✭✶✾✾✾✮✭❬✶✷❪✮ ✿

CV aR(X) = λ(x)V aR(x) + (1− λ(x))ES(x)

❡t

λ(x) =
γ − γ−

1− α

✸✽
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❚❱❛❘

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ V aR ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡

❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✭❬✶✷❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s♦✉s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✉ r✐sq✉❡✳ ❝✬❡st

à ❞✐r❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① r✐sq✉❡s ❳ ❡t ❨ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t α ∈]0, 1[ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✿

V aRα(X + Y ) ≥ V aRα(X) + V aRα(Y )

▲❛ TV aR ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡

❧❛ V aR✳ ▲❛ ❚❛✐❧ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❳ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

TV aRα = 1
1−α

∫ 1

α
F−1(µ)dµ

♦✉ ❡♥❝♦r❡

TV aRα(X) = V aRα(x) +
1

1−α
E[(X − V aRα(x))

+]

▲❛ q✉❛♥t✐té E[(X − V aRα(X))+] ❡st ❧✬❡①❝♣❡❝t❡❞ s❤♦rt❢❛❧❧ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té α ❡st ❧❛

♣❡rt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ V aR ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ α✳ ❙✐ ❳ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❜r✉t❡ ❞❡ ré❛ss✉r❛♥❝❡

❛❧♦rs E[(X − V aRα(X)+) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r✐♠❡ ❙t♦♣✲▲♦ss ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rét❡♥t✐♦♥ é❣❛❧

à V aRα(X)✳

✸✳✻ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à r✐sq✉❡ ✭❱❛❘✮

✸✳✻✳✶ ✕ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✿

✶✳ ❊❧❧❡ t❡♥❞ à ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ r✐sq✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥ts

✜♥❛♥❝✐❡rs ❝❛r ❡❧❧❡ rés✉♠❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r t♦✉s ❧❡s r✐sq✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡

s♦✐t ❧❡✉r ♥❛t✉r❡ ✭t❛✉① ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛❝t✐♦♥s✱ ✳✳✳✮✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à

❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥✈❡st✐ss❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡

♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡✳

✷✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ r✐sq✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡

s❡♥s✐❜✐❧✐té ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡s ♣❡rt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t

✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ♦✉ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐❢ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à s❛ ♠♦②❡♥♥❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧❛ ♣❡rt❡

♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬✉♥❡ ❡♥t✐té ✜♥❛♥❝✐èr❡ ♣❡✉t s✉❜✐r à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞♦♥♥é ❡t

❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✳

✸✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t à ✉♥ ❣❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s r✐sq✉❡s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ s✉r ❧❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✈❡❝ ♠♦♥t❛♥ts s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ♣❡rt❡✳

✸✾
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✸✳✻✳✷ ✕ ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ✿

✶✳ ▲❛ ❱❛❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞♦♥♥é✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❛✉✲❞❡❧à

❞❡ ❝❡ q✉❛♥t✐❧❡✳

✷✳ ❆rt③♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭❬✶✷❪✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❱❛❘ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❝♦❤ér❡♥t❡

♣❛r❝❡q✉❡ ❡❧❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ✿ ❙✐ ✉♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé

❞❡ s♦✉s✲♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❆ ❡t ❇ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❱❛❘ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ t♦t❛❧ ❡st ✐♥❢❡r✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s

V aR ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✳

✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❛❧❡✉rs à ❘✐sq✉❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ r✐sq✉❡ ❡①trê♠❡ ❞❡ ♠❛r❝❤é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡s ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡s ✐♥✈❡s✲

t✐ss❡✉rs ❞û ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛r❝❤és ✜♥❛♥❝✐❡rs ✿ ♠❛r❝❤és ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✭❛❝t✐♦♥s✱

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ❞❡✈✐s❡s ✱ ♠❛t✐èr❡s ♣r❡♠✐èr❡s✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♠❛r❝❤és ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞ér✐✈és ✭❝♦♥tr❛ts

à t❡r♠❡✱ ♦♣t✐♦♥s✮✳ P♦✉r ❣ér❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♠❛r❝❤é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠❡s✉r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❝❡

r✐sq✉❡ ❡①trê♠❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ à ❝❡❧à ❡st ❧❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ✭❱❛❧✉❡ ❛t ❘✐s❦✮✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❛✐♥s✐ ✿

Pr(∆V < V aR) = 1− α

❆✈❡❝ ✿ ∆V❂ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❱ ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ s✉r ❧❛ ♣èr✐♦❞❡ ❞❡ ❞ét❡♥t✐♦♥✳

α = l′erreur

P❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐

✫ ❊♥❣❧❡ ✭✷✵✵✶✮✭❬✶✻❪✮✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ❝❧é q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s ❡t ❞❡s ♣r♦✜ts✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❝❧❛ss❡r❛ ❝❡s

♠ét❤♦❞❡s ❡♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳

✹✶
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✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘

❙♦✐t 0 < α < 1✱ ❋ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❳ ❞✬✉♥ ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣èr✐♦❞❡

❞❡ t❡♠♣s ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s ♣♦✉r 1 − α s♦♥t 1 − α = 0, 95 ❡t 1 − α = 0, 99✳ ▲❛

V aR ❡st ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1− α ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V aRα = F−1(1− α)

♦ù F−1 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❋ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❋ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡

❣é♥ér❛❧✐sé✮✳ ◆♦t♦♥s ✿

xα = V aRα = F−1(1− α) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ 1− α}

✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①✲

trê♠❡s

P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✜❣✉r❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❡t ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ r❡❧è✈❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ✭❊❱❚✮ q✉✐ ❡st ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❢♦♥❞é❡ ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ s✉r ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ✏t❡♥❞❛♥❝❡

❝❡♥tr❛❧❡✑✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r✲à✲r✐sq✉❡✳

✹✳✸✳✶ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ●❊❱

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡s ♠❛①✐♠❛s s✉✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ●❊❱✱ ▲❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡①✲

trê♠❡ xp ❡st ❧❛ V aR✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ✿

✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❧❡✉r✲à✲❘✐sq✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x̂H
α = V̂ aRα = Xn−k +Xn−k

[ (
k

n
(1− α)

)−ξH

− 1

]

❖ù ξH ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❍✐❧❧✱ ❦ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ❞é♣ss❡s ❧❡ s❡✉✐❧✳

✹✷
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✷✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P✐❝❦❛♥❞s

V̂ aRα = xP
α =

(
k

n(1− α)

)ξP

− 1

1− 2−ξP
(X(n−k+1,n) −X(n−2k+1,n)) +X(n−k+1,n)

❖ù ξP ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ P✐❝❦❛♥❞s✱ ❦ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ❞é♣ss❡s ❧❡ s❡✉✐❧✳

✹✳✸✳✷ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❖❚

▲❛ V aR ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❡①trê♠❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❞❡s ❡①trê♠❡s ✭❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P❛r❡t♦ ●é♥ér❛❧✐sé❡ ●P❉✮✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠♦❞è❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❡rt❡s

✭♦✉ ♣r♦✜ts✮ ❡①trê♠❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❡①❝ès✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ V aRp ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡

●P❉ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞♦♥♥é ❚ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t 1− α = 0, 95 ❡t 1− α = 0, 99 ❡st ✿

V̂ aRα = u+
β̂

ξ̂

[ (
k

Nu

(1− α)

)−ξ̂

− 1

]

❖ù ξ̂ ❡t β̂ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉✱ ❦ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts

q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧✱ ♥ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✳

✹✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛❘ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡s ♠❛r❝❤és✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡

❞❡s ♠❛r❝❤és✱ ♦♥ ❛✣♥❡ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ V aR ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s r❡♥t❛❜✐❧✐tés s♦♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♥♦♥ ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍

à ✈♦❧❛t✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛

V aR✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s r❡♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t

❛✉t♦✲❝♦rré❧é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ✭♦✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮

❞❡s ✈♦❧❛t✐❧✐tés ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✳

✹✸
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❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✜♥❛♥❝❡ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐tés ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t Lt ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t

♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✿

Lt = µ+ ρ.Lt−1 + εt

❛✈❡❝

εt = ηt ×
√

ht

ε2t = α0 + α1.ε
2
t−1 + β1.ht−1 +Nt..........(∗∗)

❡t ❞♦♥❝ ✿

ht = E(ε2t |It−1) = α0 + α1.ε
2
t−1 + β1.ht−1 +Nt

Nt ❡st ré♣✉té êtr❡ ✉♥ ♣✉r ❜r✉✐t ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥✮✱ ηt ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❞✐str✐❜✉é

s❡❧♦♥ ◆✭✵✱✶✮✱ εt ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧❧❡ st❛❜❧❡ ♠❛✐s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥st❛❜❧❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✯✯✮✮ ❡t Lt r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝t✐❢

à ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ It−1 ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❥✉sq✉à t✕✶ ✿

εt|It−1 ∼ N(0, ht).

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ V aRt|t−1 à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲

r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❬t✕❚✰✶✱ t❪✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱

✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ à ❧❛ ❞❛t❡ t✱ ✉♥❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❝❡ q✉❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉

r❡♥❞❡♠❡♥t ❡♥ t− 1. ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉t✉r❡ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ V aRα,t✱ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✿

V̂ aRα,t = L̂t|t−1 + F−1(α, η̂)×
√

ĥt

❖ù F−1(.) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r Zt ❡t ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és η̂✱ α ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ q✉❛♥t✐❧❡ ❝❤♦✐s✐ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 1 − α = 0.99✮ ❡t L̂t|t−1

❡st ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡♥ t s✉r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡♥ t− 1✱ t❡❧ q✉❡ ✿

L̂t|t−1 = µ̂+ ρ̂Lt

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ V aR ✭❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦✮ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ✜♥❛♥❝✐❡rs✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡✲

s✉r❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧✐é❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤é✱ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡

❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭✶✲α✮ ❞♦♥♥é ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞✉

r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❣❛❧❡ à ✭✶✲α✮❂✾✺✪✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡

s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✾✺✪ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ ♣❡rt❡ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r✐sq✉❡✳

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ V aR r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ✭q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜r✉t❡✮

❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ✭♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ r✐sq✉❡✮✳

✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘ ❡t ❧❡s ♣❛❝❦❛❣❡s ❡✈✐r✱ ❢●❆❘❈❍✱ ❛❝t✉❛r ❡t

qr♠❞❛t❛✳

✺✳✷✳✶ ▲❛ ❱❛❘ ❛✈❡❝ ▲♦✐s ❊①trê♠❡s ✭❚❱❊✮

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❇❧♦❝s ▼❛①✐♠❛s ✭❇▼✮ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P❡❛❦s ❖✈❡r ❚❤r❡s❤♦❧❞

✭P❖❚✮✳

✹✺
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✶✲❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❊❱ ❡t ●P❉

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♣❛❝❦❛❣❡s ❡✈✐r ❡t ❛❝t✉❛r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❊❱

❡t ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❊❱✳
P❛r❛♠ètr❡ µ❂✵ ξ❂✵✳✹ β❂✶

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠és ✲✵✳✵✸✻✹✸✾✻✾ ✵✳✸✺✾✼✼✽✻✺ ✵✳✾✽✾✹✽✺✶✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❊❱✳
P❛r❛♠ètr❡ µ❂✵ ξ❂✵✳✺ β❂✶

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ✵✳✵✶✸✻✹✽✹✾ ✵✳✺✶✺✶✺✹✵✽ ✶✳✵✵✻✺✶✹✷✼

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●❊❱✳
P❛r❛♠ètr❡ µ❂✵ ξ❂✵✳✼ β❂✶

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ✵✳✵✻✵✵✷✽✹✶ ✵✳✻✾✺✻✺✸✶✼ ✶✳✵✹✼✽✻✾✻✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❝ès✳

✹✻
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉✳
♣❛r❛♠ètr❡ ξ❂✵✳✹ β❂✶

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ✵✳✹✵✷✼✹✼✺ ✵✳✾✼✶✾✺✹✶

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉✳
♣❛r❛♠ètr❡ ξ❂✵✳✺ β❂✶

♣❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ✵✳✺✷✽✾✻✽✶ ✵✳✾✾✺✾✺✽✻

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉✳
♣❛r❛♠ètr❡ ξ❂✵✳✼ β❂✶

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ✵✳✻✾✹✶✷✹✷ ✵✳✾✽✾✹✷✶✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❝ès✳

✹✼
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✷✲❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ξ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍✐❧❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❧♦✐s ●❊❱✱ ●P❉

❡t ❧♦✐ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍✐❧❧ ❡st✐♠❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ξ✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼ ❚❛❜❧❡❛✉ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ξ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍✐❧❧✳
P❛r❛♠ètr❡ ξ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✼

●❊❱ ✵✳✹✶✼✹✻✹✽ ✵✳✹✻ ✵✳✾✵✷✵✽✸✺

P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ●P❉ ✵✳✹✷✼✼✻✶✶ ✵✳✹✹✻✵✺✷✸ ✵✳✽✷✶

P❛r❡t♦ ✵✳✹✾✸✵✾✺✶ ✵✳✹✻✾✾✷✽✽ ✵✳✾✷✼✼✷✻✺

✸✲❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✐♠✉❧és

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡s ❧♦✐s ●❊❱✱ ●P❉ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s µ✱ ξ ❡t β ♣♦✉r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✵✵ ré♣étés ✶✵✵ ❢♦✐s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❡r✳

V̂ aRα = µ+
β̂

ξ̂

[ (
k

n
(1− α)

)−ξ̂

− 1

]

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉ s♦♥t rés✉♠é ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧♦✐s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s

♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧♦✐ ξ✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣♦✉r ξ = 0.4✳
❱❛❘ µ❂✵ µ❂✸ µ❂✼

●❊❱ ✲✷✳✸✾✺✽✵✸ ✵✳✹✽✵✺✹✵✸ ✹✳✺✵✶✻✾✺

●P❉ ✲✷✳✺✵✾✽✽✼ ✵✳✹✼✾✽✸✽✽ ✹✳✺✷✶✵✶✽

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣♦✉r ξ = 0.5✳
❱❛❘ µ❂✵ µ❂✸ µ❂✼

●❊❱ ✲✷✳✵✼✷✸✹✺ ✶✳✵✻✵✷✻ ✹✳✾✾✶✻✺✼

●P❉ ✲✷✳✵✾✻✹✽✸ ✵✳✾✼✹✶✷✻✷ ✺✳✵✵✻✶✸

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ♣♦✉r ξ = 0.7✳
❱❛❘ µ = 0 µ = 3 µ❂✼

●❊❱ ✲✶✳✹✸✸✺✷✹ ✶✳✺✺✽✹✽✹ ✺✳✺✾✹✷✽✶

●P❉ ✲✶✳✹✸✽✻✺✻ ✶✳✺✹✶✻✺✻ ✺✳✺✻✶✽✼✺

✹✽
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✹✲❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✭✷✮ ✭●❆❘❈❍✭✷✱✵✮✮✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✱ ●❆❘❈❍✭✶✱✷✮✱

❡t ❆❘▼❆ ✭✶✱✶✮✰●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s

❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ 95%✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✵✵✵

❛✈❡❝ ✶✵✵ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ✺✵✵ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

✭5%✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t rés✉♠é ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✿

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❈❍✭✷✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.2✱ β = 0.4✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs P♦✉r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 1.96e− 6 1.96e− 6

ξ ✲ ✸✳✾✷ ✲ ✷✳✾

β ✵✳✵✺ ✵✳✵✹

β0 1.03e− 6 1.03e− 6

α1 ✵✳✷✶✹ ✲ ✵✳✷✶✹

α2 ✵✳✹✶✼ ✵✳✹✶✼

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✶✷✷✳✹✹ −1.96e− 6

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✹✸✻✳✵✸ −8.97e− 6

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.2✱ β = 0.7✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs P♦✉r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs

µ −4.46e− 5 −4.46e− 5

ξ ✲ ✽✳✾ ✲ ✺✳✶✽

β ✵✳✶✻ ✵✳✵✾

β0 1.28e− 6 1.28e− 6

α1 ✵✳✷✶✹ ✲ ✵✳✷✶✻

β1 ✵✳✺✽ ✵✳✺✽

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✶✹✾✺✽✻✺✾ −433.46e− 5

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✺✹✽✷✾✼✸✹ ✵✳✵✵✵✵✶✾

✹✾
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✷✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.2✱ β1 = 0.2✱ β2 = 0.7✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs P♦✉r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 4.46e− 6 4.46e− 6

ξ ✲ ✽✳✾ ✲ ✺✳✶✽

β ✵✳✶✻ ✵✳✵✾✼

β0 1.28e− 6 1.28e− 6

α1 ✵✳✷✶✽ ✲ ✵✳✷✶✽

β1 ✵✳✺✽ ✵✳✺✽

β2 ✵✳✵✽ ✵✳✵✽

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✶✹✾✺✽✻✺✾ −4.46e− 5

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✹✾✸✼✾✹✼✵ ✵✳✵✵✵✶✾

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭ar1 = 0.5✱ ma1 = 0.3✮ ✰ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs P♦✉r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs

µ −8.73e− 6 −8.73e− 6

ar1 ✵✳✺✵✷ ✵✳✺✵✷

ma1 ✵✳✷✽✻ ✵✳✷✽✻

β0 1.15e− 6 1.15∗−6

α1 ✵✳✶✶ ✵✳✶✶

β1 ✵✳✼✼ ✵✳✼✼

s❡✉✐❧ ✵✳✵✵✺✷ ✵✳✵✵✺

ξ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✵✸✾

β ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✶

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✵✳✵✵✵✹✺ ✵✳✵✵✺

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ■◆❋ ■◆❋

✺✵
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❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘✭✶✮ ✰ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ ✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs P♦✉r ✺✵✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 2.13e− 6 2.13e− 6

ar1 ✵✳✻✻ ✵✳✻✻

β0 1.15e− 6 1.15∗−6

α1 ✵✳✵✶✵✺ ✵✳✵✶✵✺

β1 ✵✳✼✽✷ ✵✳✼✽✷

s❡✉✐❧ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✺✷

ξ ✲✵✳✵✵✺ ✲✵✳✷✺

β ✵✳✵✵✶✾ ✵✳✵✵✷✹

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✵✳✵✵✵✹✺ ✵✳✵✵✺✷

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ■◆❋ ■◆❋

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛❘ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡

✭α = 0.1✱ β = 0.7✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 1.15e− 4

β0 8.78e− 6

α1 ✵✳✹✽✹

β1 ✵✳✵✸

s❡✉✐❧ ✵✳✵✵✻✽

ξ ✲✵✳✹✷

β ✵✳✵✵✷

❱❛❘ ❘és✐❞✉ ✵✳✵✵✵✻✽

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✵✳✵✶✺

✺✶
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✺✳✸ ❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✿

✺✳✸✳✶ ❙P✺✵✵ ✿

❙P✺✵✵ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❜♦✉rs✐❡r ❜❛sé s✉r ✺✵✵ ❣r❛♥❞❡s s♦❝✐étés ❝♦té❡s s✉r ❧❡s ❜♦✉rs❡s ❛✉①

➱t❛ts✲❯♥✐s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ♣♦ssé❞é ❡t ❣éré ♣❛r ❙t❛♥❞❛r❞ ✫ P♦♦r✬s✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s

s♦❝✐étés ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡✳ ■❧ ❝♦✉✈r❡ ❡♥✈✐r♦♥ 80% ❞✉ ♠❛r❝❤é ❜♦✉rs✐❡r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ♣❛r s❛

❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s❛♥s ❞✐✈✐❞❡♥❞❡s✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❙P✺✵✵ ❛ été ❝réé ❧❡ ✹ ♠❛rs ✶✾✺✼✳ ■❧ ❛ ❞étrô♥é ❧❡ ❉♦✇ ❏♦♥❡s ■♥❞✉str✐❛❧ ❆✈❡r❛❣❡

❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❧❡ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❜♦✉rs✐❡r ❛♠ér✐❝❛✐♥ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥

♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ❡t q✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜♦✉rs✐èr❡

❞❡s ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡✳ ❉❡ s♦♥ ❝ôté✱ ❧❡ ❉♦✇ ❏♦♥❡s ■♥❞✉str✐❛❧ ❆✈❡r❛❣❡ ❡st

❜❛sé s✉r s❡✉❧❡♠❡♥t ✸✵ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s✳ ▲❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❉♦✇ ♥❡ s✬❡✛❡❝t✉❡

♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥s ❜♦✉rs✐èr❡s✱ ♥✐ ❞✉ ✢♦tt❛♥t ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❢r❛♥ç❛✐s✮✱

♠❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❜♦✉rs❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❧❧❛r ❞❛♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s

♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❧❧❛r ❞❛♥s

❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✳

❊♥ ✶✾✼✻✱ ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✐❡♥t 86% ❞❡ ❧❛ ❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜♦✉rs✐èr❡

t♦t❛❧❡ ❞✉ ❙✫P ✺✵✵✳ ❊♥ ✷✵✶✻ ❛♣rès q✉❛tr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡s ❞❡ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ♠❛♥✉❢❛❝✲

t✉r✐èr❡ ❡t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s❡❝t❡✉r é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r✱ ❡❧❧❡s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t

q✉❡ 10%✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❙✫P ✺✵✵ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣♦♥❞ér❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é s✉r ❧❛

✈❛❧❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❝✐étés ❞✉ ♠❛r❝❤é✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✼ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❙P✺✵✵✳
▼✐♥ ✶st ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉ ▼❛① ❦✉rt♦s✐s s❦❡✇♥❡ss

✲✶✷✺✳✹✻✵ ✲✵✳✽✻✵ ✲✵✳✵✽✵ ✲✶✳✹✾✸ ✵✳✷✺✵ ✷✹✽✳✶✺✵ ✸✸✳✼✶✽✹✸ ✶✳✼✶✶✾✺✹

✺✷
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✭❛✮ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

❙P✺✵✵

✭❜✮ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

❙P✺✵✵

✭❝✮ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

❙P✺✵✵

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❙P✺✵✵

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▲❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st ❇♦①✲▲❥✉♥❣ ≤ 0.05✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ❛✉t♦❝♦rré❧és✭❱♦✐r ❆♥♥❡①❡

✶✮✳

✺✸



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ▲❛ ❱❛❘ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❙P✺✵✵

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✽ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❙P✺✵✵ ♣❛r ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍ ✭✶✳✶✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 2.25e− 13

ω ✽✳✷✼

α1 ✶

β1 10−8

s❡✉✐❧ ✲✶✺✻✳✷✼

ξ ✲✵✳✷✾✹✼

β 988.80

❱❛❘ r❡s✐❞✉ ✶✶✸✳✹✹✺✾

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✷✾✶✼✳✻✷

▼❛①✭❱❛r✮ ✶✸✵✽✵✷

▼✐♥✭❱❛❘✮ ✸✳✸✵✸✺✶✺

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✾ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳
AIC ma(3) ar(3) GARCH(1, 1) ARMA(3, 3)

✶✺✷✸✵✳✾✺ ✷✻✷✸✼✳✾✷ ✸✳✺✽✵✼✷✷ ✶✺✶✻✶✳✼✾

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛r s♦♥ ❆■❈ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❡

●P❉✳

✺✹
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✺✳✸✳✷ ■◆❚❊▲ ✿

■◆❚❊▲ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ❢♦♥❞é❡ ❧❡ ✶✽ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✻✽ ♣❛r ●♦r✲

❞♦♥ ▼♦♦r❡✱ ❘♦❜❡rt ◆♦②❝❡ ❡t ❆♥❞r❡✇ ●r♦✈❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❜r✐❝❛♥t ♠♦♥❞✐❛❧ ❞❡ s❡♠✐✲

❝♦♥❞✉❝t❡✉rs ❛♣rès ❙❛♠s✉♥❣ s✐ ♦♥ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡ ❢❛❜r✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❝r♦✲

♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❝réé ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❳✽✻✱ ❞❡s ❝❛rt❡s ♠èr❡s✱

❞❡s ♠é♠♦✐r❡s ✢❛s❤ ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳

■♥t❡❧ ❡st ❝♦té❡ ❛✉ ◆❛s❞❛q s♦✉s ❧❡ s✐❣❧❡ ■◆❚❈✳ ❙❛ ❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜♦✉rs✐èr❡ s✬é❧è✈❡ à ✷✺✹✱✽✽

♠✐❧❧✐❛r❞s ❞❡ ❞♦❧❧❛rs ✭❡♥ ❞❛t❡ ❞✬♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✽✮ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼✐❝r♦

❉❡✈✐❝❡s ✭❆▼❉✮✳

➚ ❝♦♠♣t❡r ❞❡ ❢é✈r✐❡r ✷✵✷✶✱ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❡st ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r P❛t ●❡❧s✐♥❣❡r✱ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs P❉● ❞❡

❱▼❲❛r❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✵ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■◆❚❊▲✳
▼✐♥ ✶st ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉ ▼❛① ❦✉rt♦s✐s s❦❡✇♥❡ss

✲✼✳✻✵✵✵✵ ✲✵✳✻✷✺✵✵ ✲✵✳✵✼✵✵✵ ✲✵✳✵✶✽✷✾ ✵✳✹✸✺✵✵ ✹✳✾✷✵✵✵ ✶✵✳✸✺✸✽✹ ✲✵✳✵✺✵✶✵✼✽

✭❛✮ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■◆❚❊▲

✭❜✮ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■◆❚❊▲

✭❝✮ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■◆❚❊▲

✺✺
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ■◆❚❊▲

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ▲❛ ❱❛❘ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■◆❚❊▲

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▲❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st ❇♦①✲▲❥✉♥❣ ≤ 0.05✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ❛✉t♦❝♦rré❧és✭❱♦✐r ❆♥♥❡①❡

✷✮✳

✺✻



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬■◆❚❊▲ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs

µ ✺✺✳✵✸

β0 ✵✳✻✽

α1 ✶

β1 10−8

s❡✉✐❧ ✶✳✸✻

ξ ✲✵✳✹✽✾

β ✻✳✶✸

❱❛❘ r❡s✐❞✉ ✷✳✼✵✻✾✽✸

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✷✳✻✼✵✵✻✽

▼❛① ✭❱❛❘✮ ✹✳✶✾✹✶✹

▼✐♥ ✭●❆❘❈❍✮ ✷✳✻✻✸✼✽✾

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✷ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳
AIC ma(3) ar(3) GARCH(1, 1) ARMA(3, 3)

✷✶✶✺✾✳✻✾ ✼✽✺✳✾✸ ✷✳✼✼✶✼✶✹ ✼✽✾✳✸✾

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❡st ♠❡✉✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛r s♦♥ ❆■❈ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❡

●P❉✳

✺✳✸✳✸ ■❇▼ ✿

■❇▼ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ▼❛❝❤✐♥❡s ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ s✐❣❧❡ ■❇▼✱ ❡st ✉♥❡

s♦❝✐été ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞✉

❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳

▲❛ s♦❝✐été ❡st ♥é❡ ❧❡ ✶✻ ❥✉✐♥ ✶✾✶✶ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝❛❧❡ ❈♦♠♣❛♥② ❡t ❞❡ ❧❛

❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡ ❈♦♠♣❛♥② s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚❛❜✉❧❛t✐♥❣ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②

✭❈❚❘✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ❝❤❛♥❣é ❞❡ ♥♦♠ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❇✉s✐♥❡ss ▼❛❝❤✐♥❡s ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥

❧❡ ✶✹ ❢é✈r✐❡r ✶✾✷✹✳ ❖♥ ❧✉✐ ♣rêt❡ ❧❡ s✉r♥♦♠ ❞❡ ❇✐❣ ❇❧✉❡ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❜❧❡✉ s♦♠❜r❡✱ ❝♦✉❧❡✉r

❧♦♥❣t❡♠♣s ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵ ❡t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵✱ ■❇▼ ét❛✐t ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ❝❛♣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜♦✉rs✐èr❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡✳

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✸ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■❇▼✳
▼✐♥ ✶st ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉ ▼❛① ❦✉rt♦s✐s s❦❡✇♥❡ss

✲✽✳✶✾✵✵✵ ✲✶✳✵✽✺✵✵ ✲✵✳✵✾✵✵✵ ✲✵✳✵✻✾✹✹ ✵✳✽✼✵✵✵ ✾✳✹✷✵✵✵ ✹✳✻✸✺✾✵✺ ✵✳✸✹✶✷✺

✺✼



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

✭❛✮ ▲❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■❇▼

✭❜✮ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■❇▼

✭❝✮ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉

■❇▼

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❆✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■❇▼

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

▲❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st ❇♦①✲▲❥✉♥❣ ≤ 0.05✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ❛✉t♦❝♦rré❧és✭❱♦✐r ❆♥♥❡①❡

✸✮✳

✺✽



❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆❙ ❊❚ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ▲❛ ❱❛❘ ❞❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ■❇▼

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬■❇▼ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳
P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s P♦✉r ✺✵ ✈❛❧❡✉rs

µ 1.109e− 16

β0 1.062e− 1

α1 ✶

β1 10−8

s❡✉✐❧ ✵✳✷✽✸

ξ ✵✳✵✹

β ✶✳✷✽

❱❛❘ r❡s✐❞✉ ✹✳✹✶✷✺✽✾

❱❛❘ ✭●❆❘❈❍✮ ✺✳✻✹✷✼✽✶

▼❛① ✭❱❛❘✮ ✶✹✳✻✾✼✺✶

▼✐♥ ✭●❆❘❈❍✮ ✹✳✷✻✷✶✽

❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✺ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t ❆■❈ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ♠♦❞è❧❡s✳
AIC ma(3) ar(3) GARCH(1, 1) ARMA(3, 3)

✶✵✸✺✳✽✷ ✹✳✶✸✽✽✻✼ ✸✳✾✸✻✸✾✺ ✶✵✸✻✳✽✹

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❡st ♠❡✉✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①

❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛r s♦♥ ❆■❈ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ●❆❘❈❍ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ❱❛❘ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❡

●P❉✳

✺✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▲❡s s♦❝✐étés ✜♥❛♥❝✐èr❡s✱ ❧❡s ❜❛♥q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡s s✬❡①♣♦s❡♥t à ❞❡s r✐sq✉❡s

✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♥❛t✉r❡s✳ ▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s

❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r✐sq✉❡ à t♦✉t

♥✐✈❡❛✉✳

▲❡ r✐sq✉❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❡①trê♠❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r✐sq✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡r✱ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

❝❛✉sé ♣❛r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r✐① ❡①trê♠❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ✜♥❛♥❝✐❡r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ r✐sq✉❡ s❡

♣r♦❞✉✐s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞és❛str❡✉s❡s s✉r ❧❡

♠❛r❝❤é ❡♥ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡s ❝❛t❛str♦♣❤❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ❣r❛✈❡s

q✉✐ s❡ s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé s♦♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝r✐❛♥t❡s ✿ ▲❡s ❣r❛✈❡s ❝❛t❛str♦♣❤❡s ✜♥❛♥✲

❝✐èr❡s q✉✐ s❡ s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛♠❡✉① ❦r❛❝❤ ❜♦✉rs✐❡r✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t

❛♣♣❡❧é ❧✉♥❞✐ ♥♦✐r✱ q✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✽✼✱ ❧❛ ❝r✐s❡ ❛s✐❛t✐q✉❡ ❞❡ ✶✾✾✼✲✶✾✾✽

❡t ❧❛ ❝r✐s❡ ❞❡s s♦✉s ♣r✐♠❡s ❞❡ ✷✵✵✼✲✷✵✵✾✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ r✐sq✉❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❡st ❧❛ ❱❛❧❡✉r à✲

❘✐sq✉❡ ✭❱❛❘✮ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❏P ▼♦r❣❛♥ ✭✶✾✾✹✮✭❬✶✵❪✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

❧✐é❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❝❤é✱ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡

❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭1−α✮ ❞♦♥♥é ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✳

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❱❛❘ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♠♦♥t❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s ✭q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜r✉t❡✮

❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ✭♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ r✐sq✉❡✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❆❘▼❆ s❡ ré✈è❧❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s sér✐❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♥♦♥

♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s rés✐❞✉s✱ ❝❡tt❡ sér✐❡ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t

✉♥❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❡♥t❛♠❡r ✉♥❡

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆✉t♦ré❣r❡ss✐❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❍étér♦s❝✐❞❛st✐q✉❡✮

q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆ ✭♣✱q✮ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥♥♦✈❛♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ●❆❘❈❍ ❡st ❝♦♠❜✐♥é à ❊❱❚✲P❖❚

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞❡ ▼❝◆❡✐❧ ✭✶✾✾✽✮✳

✻✵



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ●❊◆❊❘❆▲❊

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❱❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❡✛❡t ●❆❘❈❍✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘❈❍ s♦♥t

❛ss❡③ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s rés✐❞✉s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❊❱❚ ✭t❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ✐♥✲

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ●❆❘❈❍✳ ❧✬❊❱❚ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s ✭❙P✺✵✵✱ ■◆❚❊▲

❡t ■❇▼✮✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❡✛❡t ●❆❘❈❍✭✶✱✶✮ ❛❥✉st❡ ♠✐❡✉① ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡t q✉❡ ❧❛

♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛r ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ❱❛r ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ●P❉ ❞❡s rés✐❞✉s ❝❛r ❡❧❧❡

♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡s sér✐❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❱❛r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✈❛r✐é✳

✻✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ P✐❝❦❛♥❞s ✭✶✾✼✺✮✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ■♥❢❡r❛♥❝❡ ❯s✐♥❣ ❊①t❡r♠❡ ❖r❞♦r❡ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s

♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s ✸✱ ♣ ✶✶✾✲✶✸✶✳

❬✷❪ ❋✐s❤❡r✲t✐♣♣❡t ✭✶✾✷✽✮✱ ▲✐♠✐t✐♥❣ ❋♦r♠s ♦❢ ❚❤❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ▲♦✐ ♦❢ ❚❤❡ ▲❛r❣❡st ♦r ❙♠❛❧✲

❧❡st ▼❡♠❜❡r ♦❢ ❛ ❙❛♠♣❧❡✱ Pr♦❝❝❡❞✐♥❣s ♦❢ ❚❤❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✷✹✱ ♣

✶✽✵✲✶✾✵✳

❬✸❪ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✽✼✮✱ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❚❛✐❧ ♦❢ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣ ✶✶✼✹✲✶✷✵✼✳

❬✹❪ ❉❛✈✐s♦♥ ✫ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✾✵✮✱ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❊①❝❡❡❞❛♥❝❡s ❖✈❡r ❍✐❣❤ ❚❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❘♦②❧❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❙♦❝✐❡t② ❙❡r ❇✺✷✱ ♣ ✸✾✸✲✹✹✷✳

❬✺❪ ❘❡✐ss ✫ ❚❤♦♠❛s ✭✷✵✵✶✮✱ ❙t❛t✐st✐❝s ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊①tr❡♠❡ ❱❛❧✉❡ ❲✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦

❆ss✉r❛♥❝❡✱ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❍②❞r♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❋✐❡❧❞s✱ ❇❛s❡❧✱ ❇✐r❦❤❛✉s❡r✱ ❱❡r❧❛❣✳

❬✻❪ ❇♦❧❧❡rs❧❡✈ ✭✶✾✽✻✮✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❦❡❞❛st✐❝✐t②✱ ❏♦✉r✲

♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s ✸✶✱ ♣ ✸✵✼✲✸✷✼✳

❬✼❪ ❊♥❣❧❡ ✭✶✾✽✷✮✱ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✐t② ❲✐t❤ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❚❤❡

❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❯❑ ■♥✢❛t✐♦♥ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✺✵✱ ♣ ✾✽✼✲✶✵✵✽✳

❬✽❪ ❉r♦st ✫ ◆✐❥♠❛♥ ✭✶✾✾✸✮✱ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ●❆❘❈❍ Pr♦❝❡ss❡s ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛

✻✶✱ ♣ ✾✵✾✲✾✷✼✳

❬✾❪ ●♦✉r✐❡✉r♦✉① ✭✶✾✾✷✮✱ ▼♦❞è❧❡s ❆❘❈❍ ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❋✐♥❛♥❝✐èr❡s é❝♦♥♦♠✐❝❛ ✸✺✳

❬✶✵❪ ❏P ▼♦r❣❛♥ ✭✶✾✾✹✮✱ ❘✐s❦ ▼❡tr✐❝s ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❉♦❝✉♠❡♥t ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ▼♦r❣❛♥ ●✉❛r❛♥t②

❚r✉st ❈♦♠♣❛♥② ❖❝t♦❜❡r✳

❬✶✶❪ ▼❝ ◆❡✐❧✱ ❋r❡② ✫ ❊♠❜r❡❝❤ts ✭✷✵✵✺✮✱ ◗✉❛♥t✐t❛✈❡ ❘✐s❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ é❞✐t✐♦♥ ❙♣r✐♥❣❡r✳

✻✷



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬✶✷❪ ❆rt③♥❡r ✫ ❛❧ ✭✶✾✾✾✮✱ ❈♦❤❡r❡♥t ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❘✐s❦✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✳

❬✶✸❪ ❆❝❡r❜✐ ✫ ❚❛s❝❤ ✭✷✵✵✶✮✱ ❖♥ ❚❤❡ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❊①♣❡❝t❡❞ ❙❤♦rt❢❛❧❧✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇❛♥✲

❦✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡ ❱♦❧ ✷✻✱ ♣ ✶✹✽✼✲✶✺✵✸✳

❬✶✹❪ ❨❛♠❛✐ ✫ ❨♦s❤✐❜❛ ✭✷✵✵✷✮✱ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊①♣❡❝t❡❞ ❙❤♦rt❢❛❧❧ ❛♥❞ ❱❛❧✉❡

❛t ❘✐s❦ ❚❤❡✐r ❊st✐♠❛t❡✐♦♥ ❊rr♦r✱ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✱ ▼♦♥❡t❛r② ❛♥❞

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✷✵✱ ♣ ✺✼✲✽✻✳

❬✶✺❪ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛r ✫ ❯r②❛s❡✈ ✭✷✵✵✶✮✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ❢♦r ●❡♥❡r❛❧ ❧♦ss ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝❡ ✷✻✱ P ✶✹✹✸✕✶✹✼✶✳

❬✶✻❪ ▼❛♥❣❛♥❡❧❧✐ ✫ ❊♥❣❧❡ ✭✷✵✵✶✮✱ ❱❛❧✉❡✲❛t✲❘✐s❦ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥tr❛❧

❇❛♥❦ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ❙❡r✐❡s ✼✺✳

✻✸



❆♥♥❡①❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶ s✉♠♠❛r②✭s♣✺✵✵✮

▼✐♥ ✶st ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉ ▼❛①

✲✶✷✺✳✹✻✵ ✲✵✳✽✻✵ ✲✵✳✵✽✵ ✲✶✳✹✾✸ ✵✳✷✺✵ ✷✹✽✳✶✺✵

s❦❡✇♥❡ss✭s♣✺✵✵✮

✶✳✼✶✶✾✺✹

❛ttr✭✱♠❡t❤♦❞✮

♠♦♠❡♥t

❃ ❦✉rt♦s✐s✭s♣✺✵✵✮

✸✸✳✼✶✽✹✸

❛ttr✭✱♠❡t❤♦❞✮

❡①❝❡ss

❖♥❡ ❙❛♠♣❧❡ t✲t❡st

❞❛t❛ ✿ s♣✺✵✵

t ❂ ✷✶✳✶✸✷✱ ❞❢ ❂ ✶✼✻✼✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✿ tr✉❡ ♠❡❛♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵

✾✺ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✿

✷✸✹✳✸✾✹✷ ✷✽✷✳✸✺✹✾

s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ✿

♠❡❛♥ ♦❢ ①

✷✺✽✳✸✼✹✻

❇♦①✲▲❥✉♥❣ t❡st

❞❛t❛ ✿ s♣✺✵✵

❳✲sq✉❛r❡❞ ❂ ✷✵✽✳✼✹✱ ❞❢ ❂ ✶✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✵✱ ✵✱ ✸✮✮

✻✹



❆◆◆❊❳❊

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✵✱ ✵✱ ✸✮✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

♠❛✶ ♠❛✷ ♠❛✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✵✳✷✷✶✼ ✲✵✳✵✸✵✾ ✵✳✵✺✸✹ ✵✳✵✵✸✽

s✳❡✳ ✵✳✵✷✹✸ ✵✳✵✷✸✹ ✵✳✵✷✹✽ ✵✳✺✸✶✹

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✸✷✷✳✺ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✼✻✶✵✳✹✼✱ ❛✐❝ ❂ ✶✺✷✸✵✳✾✺

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✸✱ ✵✱ ✸✮✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

❛r✶ ❛r✷ ❛r✸ ♠❛✶ ♠❛✷ ♠❛✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✵✳✻✼✶✾ ✲✵✳✻✾✹✸ ✵✳✽✶✾✷ ✲✵✳✹✽✽✼ ✵✳✻✷✽✸ ✲✵✳✼✺✵✻ ✲✵✳✵✹✻✷

s✳❡✳ ✵✳✵✹✸✼ ✵✳✵✷✻✸ ✵✳✵✸✼✾ ✵✳✵✹✼✶ ✵✳✵✸✼✺ ✵✳✵✹✽✵ ✵✳✼✾✽✻

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✸✵✾ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✼✺✼✷✳✽✾✱ ❛✐❝ ❂ ✶✺✶✻✶✳✼✾

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❈❛❧❧ ✿

❣❛r❝❤❋✐t✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ s♣✺✵✵ ❛r♠❛✭✶✱ ✶✮ ✰ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮✱ ❞❛t❛ ❂ s♣✺✵✵✱ tr❛❝❡ ❂ ❋✮

▼❡❛♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✿

❞❛t❛ ❛r♠❛✭✶✱ ✶✮ ✰ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮

❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ✵①✵✵✵✵✵✵✵✵✵✽✺❞❡✽✾✽❃

[data = sp500]

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

♥♦r♠

✻✺



❆◆◆❊❳❊

❈♦❡✣❝✐❡♥t✭s✮ ✿

♠✉ ❛r✶ ♠❛✶ ♦♠❡❣❛ ❛❧♣❤❛✶ ❜❡t❛✶

✲✵✳✵✵✼✽✵✽✶✹ ✵✳✵✹✻✶✹✺✾✾ ✵✳✷✺✶✵✺✻✺✸ ✵✳✵✵✵✼✺✻✶✻ ✵✳✷✾✺✷✻✻✺✽ ✵✳✼✼✶✵✽✻✻✻

❙t❞✳ ❊rr♦rs ✿

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡ss✐❛♥

❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

♠✉ ✲✵✳✵✵✼✽✵✽✶ ✵✳✵✵✼✾✾✾✽ ✲✵✳✾✼✻ ✵✳✸✷✾✵✹

❛r✶ ✵✳✵✹✻✶✹✻✵ ✵✳✵✽✶✾✹✻✶ ✵✳✺✻✸ ✵✳✺✼✸✸✺

♠❛✶ ✵✳✷✺✶✵✺✻✺ ✵✳✵✽✶✾✷✸✻ ✸✳✵✻✺ ✵✳✵✵✷✶✽ ✯✯

♦♠❡❣❛ ✵✳✵✵✵✼✺✻✷ ◆❆ ◆❆ ◆❆

❛❧♣❤❛✶ ✵✳✷✾✺✷✻✻✻ ✵✳✵✵✾✻✸✶✸ ✸✵✳✻✺✼ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯

❜❡t❛✶ ✵✳✼✼✶✵✽✻✼ ✵✳✵✵✼✶✼✺✽ ✶✵✼✳✹✺✻ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯

✖

❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

✲✸✵✾✾✳✻✸ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✿ ✲✶✳✼✺✹✶✼✼

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

▼♦♥ ❙❡♣ ✷✵ ✶✶ ✿✶✻ ✿✸✻ ✷✵✷✶ ❜② ✉s❡r ✿ ❞❡❧❧

❙t❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s ❚❡sts ✿

❙t❛t✐st✐❝ ♣✲❱❛❧✉❡

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❚❡st ❘ Chi2 ✶✽✹✳✶✷✸✽ ✵

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❚❡st ❘ ❲ ✵✳✾✽✸✼✸✵✻ ✷✳✽✶✵✽✸✾❡✲✶✸

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✵✮ ✷✺✳✷✾✵✶✻ ✵✳✵✵✹✽✷✶✽✷✺

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✺✮ ✸✹✳✻✶✵✻✷ ✵✳✵✵✷✼✾✷✾✶✺

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✷✵✮ ✸✽✳✸✼✵✼✺ ✵✳✵✵✼✾✼✺✼✺✶

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✵✮ ✷✹✳✵✾✼✷✸ ✵✳✵✵✼✸✹✻✹✹✷

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✺✮ ✸✵✳✶✾✶✵✻ ✵✳✵✶✶✷✺✵✽✾

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✷✵✮ ✸✸✳✼✹✷✻✻ ✵✳✵✷✼✾✶✾✵✾

▲▼ ❆r❝❤ ❚❡st ❘ TR2 ✸✵✳✾✵✷✻✻ ✵✳✵✵✷✵✸✽✹✺✽

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✿

❆■❈ ❇■❈ ❙■❈ ❍◗■❈

✸✳✺✶✺✶✹✺ ✸✳✺✸✸✼✹✷ ✸✳✺✶✺✶✷✷ ✸✳✺✷✷✵✶✻

✻✻



❆◆◆❊❳❊

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❈❛❧❧ ✿

❣❛r❝❤❋✐t✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ s♣✺✵✵ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮✱ ❞❛t❛ ❂ s♣✺✵✵✱ tr❛❝❡ ❂ ❋✮

▼❡❛♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✿

❞❛t❛ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮

❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ✵①✵✵✵✵✵✵✵✵✶✹❢✹✺✸✻✵❃

[data = sp500]

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

♥♦r♠

❈♦❡✣❝✐❡♥t✭s✮ ✿

♠✉ ♦♠❡❣❛ ❛❧♣❤❛✶ ❜❡t❛✶

✲✵✳✵✶✶✶✷✼✻✻ ✵✳✵✵✵✽✹✽✻✼ ✵✳✷✾✹✾✸✻✺✻ ✵✳✼✻✽✽✻✹✼✸

❙t❞✳ ❊rr♦rs ✿

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡ss✐❛♥

❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

♠✉ ✲✵✳✵✶✶✶✷✼✼ ✵✳✵✵✻✾✾✺✹ ✲✶✳✺✾✶ ✵✳✶✶✷

♦♠❡❣❛ ✵✳✵✵✵✽✹✽✼ ◆❆ ◆❆ ◆❆

❛❧♣❤❛✶ ✵✳✷✾✹✾✸✻✻ ✵✳✵✵✵✼✺✼✵ ✸✽✾✳✺✾✸ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯

❜❡t❛✶ ✵✳✼✻✽✽✻✹✼ ✵✳✵✵✺✶✽✸✼ ✶✹✽✳✸✷✺ ❁✷❡✲✶✻ ✯✯✯

✖ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

✲✸✶✺✾✳✺✻✽ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✿ ✲✶✳✼✽✽✵✾✼

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

▼♦♥ ❙❡♣ ✷✵ ✶✶ ✿✶✾ ✿✷✼ ✷✵✷✶ ❜② ✉s❡r ✿ ❞❡❧❧

✻✼



❆◆◆❊❳❊

❙t❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s ❚❡sts ✿

❙t❛t✐st✐❝ ♣✲❱❛❧✉❡

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❚❡st ❘ Chi2 ✶✾✷✳✶✼✸ ✵

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❚❡st ❘ ❲ ✵✳✾✽✸✷✶✽✷ ✶✳✺✼✹✷✾❡✲✶✸

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✵✮ ✶✸✷✳✽✼✺✷ ✵

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✺✮ ✶✹✷✳✵✵✵✶ ✵

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✷✵✮ ✶✹✺✳✾✾✽✸ ✵

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✵✮ ✷✶✳✺✹✹✺ ✵✳✵✶✼✻✵✵✾

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✺✮ ✷✺✳✾✽✶✺✻ ✵✳✵✸✽✷✶✻✾✷

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✷✵✮ ✷✽✳✶✻✼✹✹ ✵✳✶✵✺✹✾✹✻

▲▼ ❆r❝❤ ❚❡st ❘ TR2 ✷✼✳✽✼✼✾✹ ✵✳✵✵✺✼✻✹✵✵✺

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✿

❆■❈ ❇■❈ ❙■❈ ❍◗■❈

✸✳✺✽✵✼✷✷ ✸✳✺✾✸✶✷✶ ✸✳✺✽✵✼✶✷ ✸✳✺✽✺✸✵✸

t❤r❡s❤♦❧❞

✼✳✵✾✶✶✷✽

♣✳❧❡ss✳t❤r❡s❤

✵

♥✳❡①❝❡❡❞

✶✵✵

♠❡t❤♦❞

♠❧

♣❛r✳❡sts

①✐ ❜❡t❛

✵✳✶✽✻✺✶✵✺ ✷✻✳✺✵✷✼✼✼✶

♣❛r✳s❡s

①✐ ❜❡t❛

✵✳✶✹✵✵✼✼✺ ✹✳✺✸✹✸✷✵✶

✈❛r❝♦✈

[, 1] [, 2]

[1, ] ✵✳✵✶✾✻✷✶✼✶ ✲✵✳✹✻✶✹✶✶✹

[2, ] ✲✵✳✹✻✶✹✶✶✹✶ ✷✵✳✺✻✵✵✺✽✽

✻✽



❆◆◆❊❳❊

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❜s❡r✈❡❞

❝♦♥✈❡r❣❡❞

✵

♥❧❧❤✳✜♥❛❧

✹✹✻✳✸✾✻✼

❛ttr✭✱❝❧❛ss✮ ❣♣❞

✈❛r✶ ✿✶✶✸✳✹✹✺✾

✈❛rt ✿ ✷✾✶✼✳✻✷

♠❛①✭✈❛rt✮ ✿ ✶✸✵✽✵✷

♠✐♥✭✈❛rt✮ ✿ ✸✳✸✵✸✺✶✺

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✷ ▼✐♥ ✶st ◗✉ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉ ▼❛①

✲✼✳✻✵✵✵✵ ✲✵✳✻✷✺✵✵ ✲✵✳✵✼✵✵✵ ✲✵✳✵✶✽✷✾ ✵✳✹✸✺✵✵ ✹✳✾✷✵✵✵

❃ s❦❡✇♥❡ss✭✐♥t❡❧✮

✲✵✳✵✺✵✶✵✼✽

❛ttr✭✱♠❡t❤♦❞✮

♠♦♠❡♥t

❃ ❦✉rt♦s✐s✭✐♥t❡❧✮

✶✵✳✸✺✸✽✹

❛ttr✭✱♠❡t❤♦❞✮

❡①❝❡ss

❖♥❡ ❙❛♠♣❧❡ t✲t❡st

❞❛t❛ ✿ ✐♥t❡❧

t ❂ ✶✺✽✳✶✽✱ ❞❢ ❂ ✷✺✶✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✿ tr✉❡ ♠❡❛♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵

✾✺ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✿

✺✹✳✸✺✸✼✵ ✺✺✳✼✷✹✷✹

s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ✿

♠❡❛♥ ♦❢ ①

✺✺✳✵✸✽✾✼

✻✾



❆◆◆❊❳❊

❇♦①✲▲❥✉♥❣ t❡st

❞❛t❛ ✿ ❛❜s✭❛t✮

❳✲sq✉❛r❡❞ ❂ ✶✻✷✸✱ ❞❢ ❂ ✶✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❁ ✷✳✷❡✲✶✻

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✵✱ ✵✱ ✸✮✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

♠❛✶ ♠❛✷ ♠❛✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✷✳✶✷✷✹ ✷✳✵✵✺✹ ✵✳✽✸✹✹ ✶✳✽✸✽✸

s✳❡✳ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✶✼✻ ✵✳✵✶✵✷ ✶✸✳✺✹✽✸

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✾✶✹✹ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✶✵✺✼✹✳✽✺✱ ❛✐❝ ❂ ✷✶✶✺✾✳✻✾

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✸✱ ✵✱ ✵✮✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

❛r✶ ❛r✷ ❛r✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✵✳✾✸✼✽ ✵✳✵✺✸✾ ✲✵✳✵✶✸✻ ✲✵✳✾✺✷✼

s✳❡✳ ✵✳✵✻✷✽ ✵✳✵✽✻✸ ✵✳✵✻✷✾ ✷✳✼✾✺✾

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✶✳✷✺✼ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✸✽✼✳✾✼✱ ❛✐❝ ❂ ✼✽✺✳✾✸

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❈❛❧❧ ✿

❣❛r❝❤❋✐t✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❛t ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❛t✱ ❝♦♥❞✳❞✐st ❂ st❞✱

tr❛❝❡ ❂ ❋✮

▼❡❛♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✿

❞❛t❛ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮

❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ✵①✵✵✵✵✵✵✵✵✶✸✼✻❞✵✶✽❃

[data = at]

✼✵



❆◆◆❊❳❊

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

st❞

❈♦❡✣❝✐❡♥t✭s✮ ✿

♠✉ ♦♠❡❣❛ ❛❧♣❤❛✶ ❜❡t❛✶ s❤❛♣❡

✲✶✳✵✸✾✼❡✲✶✻ ✶✳✷✽✵✶❡✲✵✻ ✷✳✹✾✶✻❡✲✵✷ ✾✳✻✽✸✹❡✲✵✶ ✸✳✾✷✺✶❡✰✵✵

❙t❞✳ ❊rr♦rs ✿

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡ss✐❛♥

❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

♠✉ ✲✶✳✵✹✵❡✲✶✻ ✺✳✶✽✵❡✲✵✷ ✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵

♦♠❡❣❛ ✶✳✷✽✵❡✲✵✻ ✶✳✾✼✵❡✲✵✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✾✾✾✾

❛❧♣❤❛✶ ✷✳✹✾✷❡✲✵✷ ✶✳✶✽✽❡✲✵✷ ✷✳✵✾✽ ✵✳✵✸✺✾ ✯

❜❡t❛✶ ✾✳✻✽✸❡✲✵✶ ✷✳✶✼✸❡✲✵✷ ✹✹✳✺✻✶ ❁ ✷❡✲✶✻ ✯✯✯

s❤❛♣❡ ✸✳✾✷✺❡✰✵✵ ✽✳✹✸✺❡✲✵✶ ✹✳✻✺✸ ✸✳✷✼❡✲✵✻ ✯✯✯

✖

❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

✲✸✹✷✳✽✺✵✶ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✿ ✲✶✳✸✻✺✾✸✼

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

▼♦♥ ❙❡♣ ✷✵ ✶✶ ✿✺✷ ✿✸✵ ✷✵✷✶ ❜② ✉s❡r ✿ ❞❡❧❧

❙t❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s ❚❡sts ✿

❙t❛t✐st✐❝ ♣✲❱❛❧✉❡

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❚❡st ❘ Chi2 ✶✼✼✾✳✸✼✸ ✵

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❚❡st ❘ ❲ ✵✳✽✹✸✼✸✻✻ ✸✳✸✸✺✼✼✷❡✲✶✺

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✵✮ ✺✳✵✽✻✾✷✻ ✵✳✽✽✺✷✾✻✶

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✺✮ ✶✶✳✼✽✼✺✶ ✵✳✻✾✺✵✸✻✷

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✷✵✮ ✶✷✳✽✹✺✺✽ ✵✳✽✽✸✾✶✵✼

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✵✮ ✶✳✵✽✸✽✼✾ ✵✳✾✾✾✼✺✶✸

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✺✮ ✶✽✳✺✹✻✽✼ ✵✳✷✸✺✵✵✻✻

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✷✵✮ ✶✾✳✵✸✹✹✺ ✵✳✺✶✾✺✽✼✺

▲▼ ❆r❝❤ ❚❡st ❘ TR2 ✶✳✵✸✸✺✸ ✵✳✾✾✾✾✽✸

✼✶



❆◆◆❊❳❊

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✿

❆■❈ ❇■❈ ❙■❈ ❍◗■❈

✷✳✼✼✶✼✶✹ ✷✳✽✹✶✾✹✷ ✷✳✼✼✵✾✹✶ ✷✳✼✾✾✾✼✻

t❤r❡s❤♦❧❞

✵✳✶✶✽✷✽✾✾

♣✳❧❡ss✳t❤r❡s❤♦❧❞

✵

♥✳❡①❝❡❡❞

✶✵✵

♠❡t❤♦❞

♠❧

♣❛r✳❡sts

①✐ ❜❡t❛

✵✳✶✵✼✶✶✷✹ ✵✳✼✸✷✽✽✽✸

♣❛r✳s❡s

①✐ ❜❡t❛

✵✳✶✵✸✽✾✹✺ ✵✳✶✵✺✹✵✵✹

✈❛r❝♦✈

[, 1] [, 2] [1, ] ✵✳✵✶✵✼✾✹✵✼✺ ✲✵✳✵✵✼✵✹✹✹✽✽

[2, ]✲✵✳✵✵✼✵✹✹✹✽✽ ✵✳✵✶✶✶✵✾✷✺✵

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❜s❡r✈❡❞

❝♦♥✈❡r❣❡❞

✵

♥❧❧❤✳✜♥❛❧

✼✾✳✻✺✷✻✷

✼✷



❆◆◆❊❳❊

❛ttr✭✱❝❧❛ss✮

❣♣❞

✈❛r✶ ✿ ✷✳✼✵✻✾✽✸

✈❛rt ✿ ✷✳✻✼✵✵✻✽

♠❛①✭✈❛rt✮ ✿ ✹✳✶✾✹✶✹

❃ ♠✐♥✭✈❛rt✮ ✿ ✷✳✻✻✸✼✽✾

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✸ s✉♠♠❛r②✭✐❜♠✮

▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳

✲✽✳✶✾✵✵✵ ✲✶✳✵✽✺✵✵ ✲✵✳✵✾✵✵✵ ✲✵✳✵✻✾✹✹ ✵✳✽✼✵✵✵ ✾✳✹✷✵✵✵

s❦❡✇♥❡ss✭✐❜♠✮ ✿✵✳✸✹✶✷✺

❦✉rt♦s✐s✭✐❜♠✮ ✿✹✳✻✸✺✾✵✺

❖♥❡ ❙❛♠♣❧❡ t✲t❡st

❞❛t❛ ✿ ✐❜♠

t ❂ ✲✵✳✺✽✷✸✹✱ ❞❢ ❂ ✷✺✵✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✺✻✵✾

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✿ tr✉❡ ♠❡❛♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵

✾✺ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✿

✲✵✳✸✵✹✷✾✼✸ ✵✳✶✻✺✹✶✷✽

s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ✿

♠❡❛♥ ♦❢ ①

✲✵✳✵✻✾✹✹✷✷✻

❇♦①✲▲❥✉♥❣ t❡st

❞❛t❛ ✿ ✐❜♠

❳✲sq✉❛r❡❞ ❂ ✷✵✳✹✷✷✱ ❞❢ ❂ ✶✷✱ ♣✲✈❛❧✉❡ ❂ ✵✳✵✺✾✺✶

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✵✱ ✵✱ ✸✮✮

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

♠❛✶ ♠❛✷ ♠❛✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✲✵✳✵✹✺✶ ✲✵✳✵✵✷✼ ✲✵✳✶✷✺✷ ✵✳✵✵✵✶

s✳❡✳ ✵✳✵✻✷✵ ✵✳✵✻✹✵ ✵✳✵✻✵✹ ✵✳✵✾✼✼

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✸✳✹✽✻ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✺✶✷✳✾✶✱ ❛✐❝ ❂ ✶✵✸✺✳✽✷

❈❛❧❧ ✿

❛r✐♠❛✭① ❂ ❛t✱ ♦r❞❡r ❂ ❝✭✸✱ ✵✱ ✸✮✮

✼✸



❆◆◆❊❳❊

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

❛r✶ ❛r✷ ❛r✸ ♠❛✶ ♠❛✷ ♠❛✸ ✐♥t❡r❝❡♣t

✵✳✹✺✺✺ ✲✵✳✺✸✹✵ ✲✵✳✷✾✻✵ ✲✵✳✺✶✵✾ ✵✳✺✹✽✺ ✵✳✶✺✸✹ ✵✳✵✵✶✵

s✳❡✳ ✵✳✹✸✵✻ ✵✳✹✻✻✻ ✵✳✸✼✽✹ ✵✳✹✸✾✻ ✵✳✹✾✸✷ ✵✳✸✺✾✾ ✵✳✶✵✶✷

sigma2 ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✸✳✹✶✻ ✿ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❂ ✲✺✶✵✳✹✷✱ ❛✐❝ ❂ ✶✵✸✻✳✽✹

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❈❛❧❧ ✿

❣❛r❝❤❋✐t✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ✐❜♠ ❛r♠❛✭✶✱ ✶✮ ✰ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮✱ ❞❛t❛ ❂ ✐❜♠✱ tr❛❝❡ ❂ ❋✮

▼❡❛♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✿

❞❛t❛ ❛r♠❛✭✶✱ ✶✮ ✰ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮

❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ✵①✵✵✵✵✵✵✵✵✵✽✵✹✻✹❡✵❃

[data = ibm]

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

♥♦r♠

❈♦❡✣❝✐❡♥t✭s✮ ✿

♠✉ ❛r✶ ♠❛✶ ♦♠❡❣❛ ❛❧♣❤❛✶ ❜❡t❛✶

✲✵✳✵✹✵✺✺✺ ✵✳✹✼✼✾✸✽ ✲✵✳✺✽✵✺✺✽ ✷✳✼✾✹✼✷✶ ✵✳✵✻✺✸✾✽ ✵✳✶✹✹✸✺✺

❙t❞✳ ❊rr♦rs ✿

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡ss✐❛♥

❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

♠✉ ✲✵✳✵✹✵✺✺ ✵✳✵✺✹✸✷ ✲✵✳✼✹✼ ✵✳✹✺✺✸

❛r✶ ✵✳✹✼✼✾✹ ✵✳✷✼✹✹✼ ✶✳✼✹✶ ✵✳✵✽✶✻ ✳

♠❛✶ ✲✵✳✺✽✵✺✻ ✵✳✷✺✶✾✸ ✲✷✳✸✵✹ ✵✳✵✷✶✷ ✯

♦♠❡❣❛ ✷✳✼✾✹✼✷ ✷✳✻✼✼✺✼ ✶✳✵✹✹ ✵✳✷✾✻✻

❛❧♣❤❛✶ ✵✳✵✻✺✹✵ ✵✳✵✻✵✾✸ ✶✳✵✼✸ ✵✳✷✽✸✶

❜❡t❛✶ ✵✳✶✹✹✸✻ ✵✳✼✼✻✸✼ ✵✳✶✽✻ ✵✳✽✺✷✺

✖ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

✲✺✶✸✳✹✷✼✽ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✿ ✲✷✳✵✹✺✺✷✾

✼✹



❆◆◆❊❳❊

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

▼♦♥ ❙❡♣ ✷✵ ✵✾ ✿✺✸ ✿✵✹ ✷✵✷✶ ❜② ✉s❡r ✿ ❞❡❧❧

❙t❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s ❚❡sts ✿

❙t❛t✐st✐❝ ♣✲❱❛❧✉❡

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❚❡st ❘ Chi2 ✷✽✽✳✶✷✻✾ ✵

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❚❡st ❘ ❲ ✵✳✾✸✷✵✾✷✽ ✷✳✹✹✵✺✷✽❡✲✵✾

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✵✮ ✶✼✳✷✷✻✾✷ ✵✳✵✻✾✹✾✶✶✹

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✺✮ ✷✵✳✹✸✹✽✺ ✵✳✶✺✺✽✼✽✶

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✷✵✮ ✷✹✳✸✷✷✸✼ ✵✳✷✷✽✺✾✸✽

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✵✮ ✻✳✼✵✺✹✻✺ ✵✳✼✺✷✾✷✼✺

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✺✮ ✻✳✾✶✾✸✼✾ ✵✳✾✺✾✽✹✽✹

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✷✵✮ ✽✳✵✼✶✺✹✸ ✵✳✾✾✶✸✽✸✽

▲▼ ❆r❝❤ ❚❡st ❘ TR2 ✻✳✷✺✾✼✾✻ ✵✳✾✵✷✹✷✸✺

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✿

❆■❈ ❇■❈ ❙■❈ ❍◗■❈

✹✳✶✸✽✽✻✼ ✹✳✷✷✸✶✹✶ ✹✳✶✸✼✼✺✾ ✹✳✶✼✷✼✽✶

❚✐t❧❡ ✿

●❆❘❈❍ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❈❛❧❧ ✿

❣❛r❝❤❋✐t✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ❛t ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮✱ ❞❛t❛ ❂ ❛t✱ ❝♦♥❞✳❞✐st ❂ st❞✱ tr❛❝❡ ❂ ❋✮

▼❡❛♥ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✿

❞❛t❛ ❣❛r❝❤✭✶✱ ✶✮

❁❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ ✵①✵✵✵✵✵✵✵✵✶✹✵✷❞✷✵✽❃

[data = at]

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

st❞

❈♦❡✣❝✐❡♥t✭s✮ ✿

♠✉ ♦♠❡❣❛ ❛❧♣❤❛✶ ❜❡t❛✶ s❤❛♣❡

✲✶✳✶✵✾✷❡✲✶✻ ✽✳✷✸✷✷❡✲✵✶ ✶✳✵✻✷✽❡✲✵✶ ✼✳✵✷✼✽❡✲✵✶ ✸✳✸✶✽✹❡✰✵✵

❙t❞✳ ❊rr♦rs ✿

❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❡ss✐❛♥

✼✺



❆◆◆❊❳❊

❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✿

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

♠✉ ✲✶✳✶✵✾❡✲✶✻ ✾✳✺✶✹❡✲✵✷ ✵✳✵✵✵ ✶✳✵✵✵

♦♠❡❣❛ ✽✳✷✸✷❡✲✵✶ ✷✳✸✸✸❡✰✵✵ ✵✳✸✺✸ ✵✳✼✷✹

❛❧♣❤❛✶ ✶✳✵✻✸❡✲✵✶ ✷✳✵✶✺❡✲✵✶ ✵✳✺✷✼ ✵✳✺✾✽

❜❡t❛✶ ✼✳✵✷✽❡✲✵✶ ✼✳✸✺✸❡✲✵✶ ✵✳✾✺✻ ✵✳✸✸✾

s❤❛♣❡ ✸✳✸✶✽❡✰✵✵ ✼✳✼✶✹❡✲✵✶ ✹✳✸✵✷ ✶✳✼❡✲✵✺ ✯✯✯

✖ ❙✐❣♥✐❢✳ ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ✵✳✶ ✬ ✬ ✶

▲♦❣ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✿

✲✹✽✾✳✵✶✼✻ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✿ ✲✶✳✾✹✽✷✼✼

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

▼♦♥ ❙❡♣ ✷✵ ✵✾ ✿✺✸ ✿✺✼ ✷✵✷✶ ❜② ✉s❡r ✿ ❞❡❧❧

❙t❛♥❞❛r❞✐s❡❞ ❘❡s✐❞✉❛❧s ❚❡sts ✿

❙t❛t✐st✐❝ ♣✲❱❛❧✉❡

❏❛rq✉❡✲❇❡r❛ ❚❡st ❘ Chi2 ✹✷✼✳✸✽✶✸ ✵

❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ❚❡st ❘ ❲ ✵✳✾✷✷✵✺✺✸ ✸✳✸✼✷✵✶✷❡✲✶✵

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✵✮ ✶✺✳✹✽✹✹✶ ✵✳✶✶✺✸✼✸✼

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✶✺✮ ✶✽✳✺✹✶✽ ✵✳✷✸✺✷✺✸

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st ❘ ◗✭✷✵✮ ✷✷✳✼✷✵✸✻ ✵✳✸✵✷✼✸✸✶

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✵✮ ✹✳✺✻✾✽✵✽ ✵✳✾✶✽✵✵✹✷

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✶✺✮ ✹✳✾✻✵✸✾✷ ✵✳✾✾✷✹✺✻✺

▲❥✉♥❣✲❇♦① ❚❡st R2 ◗✭✷✵✮ ✺✳✼✷✹✼✸✺ ✵✳✾✾✾✷✷✶✹

▲▼ ❆r❝❤ ❚❡st ❘ TR2 ✹✳✷✾✻✺✼✻ ✵✳✾✼✼✹✼✵✼

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✿

❆■❈ ❇■❈ ❙■❈ ❍◗■❈

✸✳✾✸✻✸✾✺ ✹✳✵✵✻✻✷✹ ✸✳✾✸✺✻✷✷ ✸✳✾✻✹✻✺✼

t❤r❡s❤♦❧❞

✵✳✷✽✸✽✾✶✼

♣✳❧❡ss✳t❤r❡s❤

✵

♥✳❡①❝❡❡❞

✶✵✵

✼✻



❆◆◆❊❳❊

♠❡t❤♦❞

♠❧

♣❛r✳❡sts

①✐ ❜❡t❛

✵✳✵✹✽✶✶✻✻✾ ✶✳✷✽✶✷✹✽✾✽

♣❛r✳s❡s

①✐ ❜❡t❛

✵✳✵✽✾✼✻✼✼✽ ✵✳✶✼✷✵✼✾✶✶

✈❛r❝♦✈

[, 1] [, 2]

[1, ] ✵✳✵✵✽✵✺✽✷✺✺ ✲✵✳✵✵✾✻✽✶✸✺✶

[2, ] ✲✵✳✵✵✾✻✽✶✸✺✶ ✵✳✵✷✾✻✶✶✷✶✾

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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