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Résumé

Pour n'importe quel investisseur, il est primordial d'évaluer le risque et la perte
potentielle qu'il pourrait encourir suite a une position d'investissement bien déterminée .
Plusieurs mesures s'offrent a lui. Chacune a ses avantages comme elle a ses inconvénients.
Il doit savoir alors laquelle est la plus faible, afin de réduire le risque de son placement.
Dans ce travail, nos études s'articulent autour des mesures de risque : la valeur a risque
(VaR) qui est estimé par deux méthodes : empiriques, GPD et GARCH pour la VaR
seulement. L'objectif de ce travail est d'étudier les techniques d'analyse et de
modélisation des séries chronologiques. On s'intéresse essentiellement aux modéles
GARCH. Ce modeéle permet de représenter une chronique avec comme finalité de prévoir
des valeurs futures de la VaR qu'est devenue un standard de la gestion du risque dans le
monde financier a partir de traitement d'une application sur des données réelles pour les
séries des rendements pour les trois indices boursiers (INTEL, IBM, SP500).

Mots clés: Théorie des valeurs extrémes (TVE), GEV, GPD, GARCH, VaR.

Abstract

For any invertor, it is essential to assess the risk and the potential loss that they could
incur as a result of a well-defined inverstment position. Several measures are available to
him. Each has its advantages as it has its disadavantages. He must then know which one is
the most reliable, in order to reduce the risk of his investment. In this work, our study
revolves around the risk measures: the Value at Risk (VaR) wich is estimated by two
methods: empirical, GPD and GARCH for the VaR only. The objective of this work is to
study the techniques of analysis and modeling of time series. We are mainly interested in
GARCH model. This model makes it possible to represent a chronicle with the aim of
forecasting future values of the VaR that has become a standard of risk management in
the financial world from the processing of an application on real data for the series of
returns for the three stock market indices (INTEL, IBM, SP500).

Keywords:Extreme value theory (EVT), GEV, GPD, GARCH, VaR.
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Introduction générale

La théorie des valeurs extrémes est une branche probabiliste fascinante qu’on rencontre
dans des nombreux domaines pratiques tels que I’assurance, la réassurance et la finance.
Ce domaine de recherche a d’abord attiré aussi bien 'intérét des probabilistes que celui des
ingénieurs des risques financiers et assuranciels. Il est basé sur la connaissance de la loi asymp-
totique des extrémes (maximum et minimum) d’un échantillon aléatoire. La distribution de
type-Pareto (ou loi limite est de Fréchet) est a priori la plus appropriée dans le contexte
financier et assuranciel car elle correspond a des observations individuelles dont la distribu-
tion posséde des queues épaisses, et elle est cohérente avec les modéles GARCH des séries

temporelles.

Le présent mémoire est alors une petite synthése des travaux de recherches concernant
la théorie des valeurs extrémes et la théorie du risque ainsi que les modéles GARCH. Ce
mémoire s’articule autour du plan du travail suivant :

Dans le chapitre 1, nous rappelons quelques éléments théoriques essentiels de la théorie des
valeurs extrémes (TVE). Il contient des rappels sur la statistique d’ordre, qui est trés utile en
théorie des valeurs extrémes et on fait une introduction sur I’étude du comportement asymp-
totique du maximum d’un échantillon. Cette étude faisant appel a la notion de fonctions
a variations réguliéres, on rappelle préalablement la définition de telles fonctions et on en
donne quelques propriétés.

Dans le chapitre 2, nous donnons une apercu sur quelques les modéles GARCH.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté la théorie du risque, par contre le chapitre 4 est consa-
cré pour 'estimation de la valeur a risque pour les valeurs extrémes et le modéles ARMA a
effet GARCH. Le dernier chapitre est réservé pour la simulation et I’applications aux données

financiéres. Nous allons cloturé ce travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Valeurs Extrémes

1.1 Introduction

La théorie des valeurs extrémes(TVE) est une branche de la statistique mathématiques
qui s’intéresse aux valeurs extrémes des distribution de probabilité.
La théorie des valeurs extrémes est appliquée en hydrologie pour prévoir les crues, en dé-
mographie pour prévoir la distribution de probabilité de I’age maximum que 1’étre humain
pourra atteindre, en assurance pour prévoir les grands sinistres, en finance pour prévoir les

crises financiéres ou encore en météorologie les pics de précipitations.

1.2 Définition de la théorie des valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes étudiée les événements rares ayant une faible probabilité
d’apparition, et a pour but d’é¢tudier la loi du maximum (ou du minimum) d’une suite des
variables aléatoires réelles dans le cas ou la loi du phénomeéne n’est pas connue.

On considére (Xi,...,X,) une suite de n variables aléatoires identiques indépendantes

distribuées (i.i.d) de fonction de répartition F définie par :
F(z)=P(X;<zx)pouri=1,..,n
Pour étudier le comportement extréme des événement, on considére la variable aléatoire :
M, = Max(Xy, ..., X,)

que représente le maximum d’un échantillon de taille n.



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

Comme les variables aléatoires sont (i.i.d) alors la fonction de répartition de M,, peut étre

écrite de la facon suivante :
Fuy, () =P(M, <)

=P(X; <z ..,X,<x)

(1.1)
=P(X; <z)x..xPX,<x)

et sa densité est f,(z) =nf(z)F"(x).

Remarque 1 On obtient la correspondance entre minimum et mazximum par la relation

sutvante :
Min(Xy, ..., X,) = —Max(—Xq, ..., — X,,)

Ainsi tous les résultats que nous allons présenter pour les mazximas pourront étre transposés

pour les minimas.

10



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

M,

Lemme 1 La suite (1—=,n > 1) converge en loi vers W de fonction de répartition définie
n

par : P(W <z)=ew , 2 >0,

La loi de W appartient a la famille des lois de Fréchet.

M,
Démonstration, On note F,, la fonction de répartition de 7—= on a
n

Fo(x) =B(M, < =)

nx
=P < —\"
(21 < —) (1.2)
1
=(1— [ dy)™
Pour x >0, on a
~+o00 1 +o00 1 +o00 1 1 1 —
nx d - ne d ne - d - — O 3
On a alors pour x >0 ,
F.(z) = (1 - — 4+ O(nz)®*)n

On déduit que
lim F,(x)= e, x>0

T—r+00

Ainsi la suite (T—=,n > 1) converge en loi vers W de fonction de répartition
n

-1

PW<z)=e=,z>0

1.3 Types des Valeurs Extrémes (GEV et GPD)

Historiquement, la premiére approche développée dans I’analyse des valeurs extrémes pour
une population donnée est celle des blocs maximas connus par la distribution des Valeurs
Extrémes Généralisées (GEV)(Generalized Extreme Value). Cette approche est apportée aux
données qui consistent en un ensemble maximums : annuels journaliers, semestriels journa-
liers, trimestriels journaliers... etc, et qui regroupent trois lois des valeurs extrémes a savoir
la loi Gumbel, loi de Weibull et loi de Fréchet.

Cependant, cette approche a été critiquée dans les autres grandes valeurs de 1’échantillon.
Pour pallier ce probléme, Pickands (1975)(|1]) a introduit une nouvelle approche dans I’ana-
lyse des valeurs extrémes connue par la Distribution de Parto Généralisée(GPD)(Peaks Over

Threshold), qui est apportée aux données qui dépassent un certain seuil élevé bien déterminé

11



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

1.3.1 Théoréme de Fisher-Tippett

L’estimation de la loi des extremums a partir de la fonction parente F pose une diffi-
culté majeure car cette derniére n’est pas connue. Méme si la loi de variable parent X est
connue avec exactitude la loi du terme maximum n’est pas toujours facilement calculable.
Pour contourner cette limite, les chercheurs Fisher-Tippett(1928)(|2]) se sont intéressés au
comportement asymptotique des variables aléatoires M,,. Il s’agit de déterminer la loi vers
laquelle M,, converge, quand n tend vers 'infini afin de remplacer F par cette derniére pour
les plus grandes valeurs de n.

Le théoréme de Fisher-Tippett (1928)(|2]) a permis de caractériser la loi de la distribution

des valeurs extrémes sans que celle-ci soit conditionnée par la loi de la variable parente.

Définition 1 (Loi de méme type)

On dit que deux variables aléatoires réelles X et Y sont de méme type s’il existe des constantes
réelles a > 0 et b € R tels que Y =aX + b

i.e si F et H sont des lois respectives des variables X et Y alors on a F(ax +b) = H(x).
Autrement dit, les variables de méme type ont la méme loi a un facteur de localisation et

d’échelle prés.

De facon analogique au théoréme central limite, peut-on trouver des constantes de normali-

sation : a, et b, , avec a, > 0 et b, € R et une loi non-dégénérée de loi H telle que :

— Yy = lim (F(apz + by))" — H(x) (1.3)

ap, n—-+o0o

Fisher et Tippett trouvent en 1928 une solution a ce probléme au moyen d’un théoréme

qui port leur nom et qui est 'un des fondement de la théorie des valeurs extrémes.

12



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

Théoréme 1 (Théoréme de Fisher-Tippett)
S’il existe deux suites des constantes de normalisation (a,) et (b,) et une loi non-dégénérée

de loi H telle que :

M, —b ;
(———) 1% H, alors H est l'une des trois lois limites :

Qn
A(z) = exp{—exp[—z|},x € R(distribution de Gumbel) (1.4)
B, (z) = exp{—z~*} ,siz >0 (dz’st.ributz'on de Fréchet) (15)
0 S <0
W, (z) = { exp{—(—x)*} ;512 <0 (distﬁbution de Weibull) (1.6)
1 Stx > 0

Ce théoreme donne un résultat intéressent : quelle que soit la loi limite de la variable
parente, la loi limite des extrémes a toujours la méme forme. Bien que le comportement de
ces lois soit completement différent, elles peuvent étre combinées en un seule parametrisation
contenant un unique parameétre £ qui controle lourdeur de la queue de loi appelé indice des

valeurs extrémes(ou indice de queue) :

He() :{exp<(—1—|—§x)s> E#0 1+Ex >0 )

exp(—exp(—z)) ,£=0 ,—o0 <z <400

Ou H est une fonction de répartition non-dégénérée. Cette loi est appelée loi des valeurs
extrémes généralisées (Generalized Extreme Value), que [’on notera GEV.

Le théoreme de Fisher-Tippett fournit en quelque sorte la contrepartie du Théoréeme Cen-
tral Limite(TCL) dans le cas d’événements extrémes. Cependant, contrairement au TCL, ou
la loi limite est le seul loi limite possible dans le cas des extrémes, trois types de loi limite

sont possibles.

1
Frechet : a = E,§>O
, -1
Weibull : o = ?,f <0

Gumbel : £ =0

Le choix de l'une des trois distribution du domaine d’attraction de la théorie des valeurs

extrémes dépend de la valeur de "indice de queue &.

13



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

1. Si € >0, la GEV devient la distribution de Fréchet caractérisée par des queues de
distribution épaisses et décroissantes a l'image d’une fonction puissance ( loi de Student ou
loi de Pareto ).

2.8 =0, la GEV suit la loi de Gumbel avec des queues qui décroissent de maniére

exponentielle comme des lois normale et log-normale.

3. 81 & <0, nous avons la distribution de Weibull dont les queues de distribution sont
bornées comme celles de la distribution uniforme et densité des lois des valeurs extrémes,
avec & = 1 pour la loi de Fréchet & = 0 , pour la loi de Gumbel et & = —1 pour la loi de
Weibull.

=
II
o | ——  Weibull H{-1,0,1) I|'I
= B Wi Fréchet H{1,0,1) |
——="  Gumbel H(0,0,1) |
/
/
s |
P |
)
=
=1
=
o
=
= L | i, :
= g i i
T T T T T
-4 -2 0 2 4

FIGURE 1.1 — Densités des lois des valeurs extrémes

L’approche basée sur la GEV a été critiquée dans la mesure ou [’utilisation d’un seul
mazxima conduit a une perte d’information contenue dans les autres grandes valeurs de
l’échantillon. Pour pallier ce probléme, la méthode POT (Peaks-over-Threshold) ou méthode
des exces au-dela d’un seuil élevé a été introduite par Pickands[1975](]1]).

14



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

1.3.2 La loi des excés

[’approche basée sur les distributions GEV peut étre réductrice du fait que 'utilisation
d’un seul maxima conduit a une perte d’information continue dans les autres grandes va-
leurs de I’échantillon. La solution est de considérer plusieurs grandes valeurs au lieu de la
plus grand. La nouvelle approche de la théorie des valeurs extrémes appelée POT(ou Peak
Over Threshold ) consiste a utiliser les observation qui dépassent un certain seuil, plus par-
ticuliérement les différences entre ces observation et le seuil appelées excés. Il est clair que
cette méthode nécessite la détermination d’un seuil ni trop faible pour ne pas prendre en
considération des valeurs non extrémes, ni trop élevé pour avoir suffisamment d’observation.
Notons le seuil par u. Cette méthode initialement développée par Pickands (1975)([1]) et
abondamment étudiée par divers auteurs tels que de Smith (1987)([3]), Davison et Smith
(1990)([4]), ou Reiss et Thomas (2001)([5]).

Définition 2 Soit X une v.a de fonction de répartition F et de point terminal xp tel que
rp =supx € R, F(x) < 1. On cherche a partir de la loi F de X a définie une loi condi-
tionnelle F,, par rapport au seuil u pour les variables aléatoires dépassant ce seuil. On définit

alors la loi conditionnelle des excés F,, par :

Fu(y) =PX —u<y/X >u] (1.8)

Fu(y) = F(u;r_y;(_j(u) Y >0 (1.9)

Notons Y = X — u pour X > u et pour n v.a observées Xy, ..., X,, nous pouvons écrire :
Y, =X;—u>0pourl <j<N,ouN, =cardli:i=1,..,n,X; > u] est nombre des

dépassement du seuil u par les excés correspondants.

? XN

X Yy
Y Yy
Y1 v | 3
um—-4+= —. . —. —_————— e Rt ke bty

FIGURE 1.2 — Méthode des excés

Le théoréeme de Pickands-balkema de Haan ci-aprés donne la forme de la loi limite pour
les valeurs extrémes : sous certaines conditions de convergence, la loi limite est une loi de

Pareto généralisée que ’on notera GPD.
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CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

Théoréme 2 (de Pickands-Balkema-de Haan)
Une fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction mazimal de Ge,g, si et

seulement si, il existe une fonction positive f(u) telle que :

lim  sup |Fu(y) — Gepuy(y)| =0 (1.10)

UDTF 0<y<zp—u
Ou F,(y) est la fonction de répartition conditionnelle des excés pour u élevé , xp est le point

terminal de F, et Ge,g est la GPD pour un seuil assez élevé donnée par :

- (1-€)F €40
Geply) = | emp<Y) =0 (1.11)

g
Ouy >0 pour &£ >0 etOSyS—%pour§<O.
Ce théoreme montre [’existence d’une relation étroite entre la GPD et la GEV :
Pickande 1975 a montré que nimporte quelle loi F, l'approrimation GPD définie par [’équa-
tion(1.11) n’est vérifiée que s’il existe des constantes de normalisation et une loi non-dégénérée
telle que le résultat donné par I’équation(1.5) est vérifie.
Dans ce cas, si H est écrite sous la forme d’une GEV de l’équation(1.9) alors Uindice de
queue & est le méme que celui de la GPD donnée dans l'équation(1.12).
De méme, la loi GPD regroupe les trois distribution suivantes :
- Lorsque £ > 0, on obtient la loi de Pareto usuelle.
- Lorsque £ < 0, on obtient la loi de Pareto du type II.

- Lorsque € =0, on obtient la loi exponentielle de parameétre (.

(=1
Pareto g(0.5,1)
......... Exponentielle g(0,1)
o B Pareto Il g(-0.5,1)
=
o
b=
=
-3
-t}
=
o
b=
(=]
g rrpre
T T I I I

FIGURE 1.3 — Densités des lois des valeurs extrémes
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CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

La dérivée de la distribution cumulative de GPD donne la fonction de densité de probabi-

lité suivante :

T IHER T 60
Geply) = oY) e (1.12)
/8 Y

- Densité des lois des valeurs extrémes, avec & = 0,5 pour la loi de Pareto & = 0 pour la loi

exponentielle et & = —0,5 pour la lov de Pareto 1I. La GPD a les propriétés suivantes :

E<Y>=%,<§<1>
et

V(Y)= ik !

T—gra-29 <2

1.4 Domaines d’attraction

Aprés avoir caractérisé les lois limites, il reste & déterminer les lois L pour lesquelles la loi
du maximum renormalisé converge vers une loi maxstable donnée L,. On dit alors que la loi
L (ou sa fonction de répartition F) appartient au bassin d’attraction de L, (ou de sa fonction
de répartition Fy) pour la convergence du maximum renormalisé. On le notera L € D(L/)
(ou F' € D(Fyp)).

1.4.1 Caratérisation générales

On définit la fonction U par :
1 1
U(t)=F (1—;),t>1

Ou F! est l'inverse généralisé de F . On sait que si F' € D(H(€)), alors on a un changement
d’échelle prés.
lim U(sw) —U(s) _ wt — 1
5—+00 a(s)
En particulier, si z,y > 0 et y # 0

26 —1
lim —U(S:E) — Uls) = lim Ulsz) = U(s) als) —{ - 17§ - (1.13)
s—+oo U(sy) —Us s—+400 a(s) U(sy) — U(s) log z £ = '
logy’

Ou a(z) = alx] pour > 1, z[x] désignant la partie entiére de x

17



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

1.5 Statistique d’ordre

Soient X, ..., X, i.i.d de fonction de répartition F.

Définition 3 La statistique d’ordre de ’échantillon (X, ..., X,,) est le rearangement croissant
de cette échantillon. On la note (X ), ..., X(nm)). On a

Xian) <o < X

Et il existe une permutation aléatoire o, € S, l'ensemble des permutations tel que :

(Xtms s Xoum) = Koy s X))

En particulier, on a :
X(l,n) = MZTL(Xz)

1<i<n
et

X(n’n) = Max(Xl)

1<i<n

on note F~1 inverse généralisé de F.

Lemme 2 Soit Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et la fonction de répartition
F.

Soit Uy, ..., U, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], Alors :
(FL(U(L,n),..., 5 (U(1,n)) meme loi que (X n), -, X(nn))-

1.6 Estimation des Paramétres de la loi des Valeurs Ex-

trémes

La vraisemblance d’un modéle aléatoire est la densité de sa loi de probabilité.
- Soit(X,,,n > 1) une suite des variables aléatoires indépendantes la vraisemblance du modéle

généralisé des extrémes s’écrit :

i) = (" Tt~

e R C =)

18



CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

N

log (1, 0,&) = —mlog(o) — (% +1) > log(1 +§($i;/i)) -2 +§(xi0_u)7 )

on pose
1
p=—
o
et on introduit A tel que :
1
log(\) = =
g8(A) =~
alors la vraisemblance se présente comme suit avec £ = 0

L(p,0,8) = —=mlog(Ap) — p > ;i — A exp(—px;)
=1 =1

1.6.1 Estimateur de Pickand

Théoréme 3 Soit (X,,,n > 1) une suite des variables aléatoires indépendantes de méme
fonction de répartition F' € D(H(E)), ou § € R. Si
lim k(n) = oo

n—-+o00

et

lim —= =0
n—+oco N

alors ’estimateur de Pickand

& _ 1 log( Xn—k(n)+1,n) — X(n—2k(n)+1,n)
(k(n)n) 1Og 2 X(n—2k(n)+1,n) - X(n—4k(n)+1,n)

converge en probabilité vers &.

1.6.2 Estimateur de Hill

Lemme 3 soit L une fonction a variation lente. Alors on a pour tout
p>0, L(x)=o(zP) en 400

1
et [Tt P L(t) ~ —a 7P L(x) en 400

P
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CHAPITRE 1. VALEURS EXTREMES

Théoréme 4 Soit (X,,,n > 1) une suite des variables aléatoires indépendantes de méme
fonction de répartition F' € D(H(E)), ou £ > 0. Si

lim k(n) = oo

n——+o0o
et

k
lim ﬂ =0
n—-4o0o n

alors l'estimateur de Hill définit par :

1
R >

n

g{l{;(n),n) = i—(n—k(n)+1) 108 X (i;n) — 108 X(n_(n)+1,n)

converge en probabilité vers & .

20



Chapitre 2

Modéle GARCH

2.1 Introduction

Pour des nombreuses applications, 'introduction d’un grand nombre de retards p dans
I'équation de la variance conditionnelle du modéle ARCH(p) est nécessaire pour tenir compte
de la longue mémoire de la volatilité qui caractérise certaines séries monétaires et financiéres.
Ce nombre important des paramétres peut conduire a la violation de la contrainte de non-
négativité de la variance et poser des problémes d’estimations. Dans cette perspective une
extension importante, le modéle autorégressif conditionnellement hétéroscédastique généralisé
(GARCH) est suggérée par Bollerslev (1986)(|6]). Cette approche exige moins des paramétres
a estimer que la formulation ARCH(p) pour modéliser les phénomeénes de persistance des
chocs. La variance conditionnelle de la variable étudiée est déterminée par le carré des p

termes d’erreur passés et des q variances conditionnelles retardées.

2.2 Modele ARCH

Dans le but de palliers aux insuffisances des représentations Autorgressive Moyen Mobile
(ARMA(p,q)) pour les problémes monétaires et financiers, Engle (1982)([7]) propose une nou-
velle classe des modéles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques(ARCH) apte a
capter le comportement de la volatilité dans le temps. Le modéle est formé de deux équa-
tions : La premiére met en relation le rendement et certaines variables qui 'expliquent et
la seconde modélise la variance conditionnelle des résidus. Le principe proposé par Engle
consiste a introduire une dynamique dans la détermination de la volatilité en supposant que
la variance est conditionnelle aux informations dont nous disposons. Il avance une spécifi-
cation ARCH(p) ou le carré des innovations. c’est-a-dire, la variance du terme d’erreur au

temps t dépend de I'importance des termes d’erreur au carré des p périodes passées.
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

Le modéle ARCH(p) permet de générer des épisodes de volatilité importante suivis d’épi-

sodes de volatilité plus faibles.
Y, = BX: + &

ou

et/Ii—1 ~ N(0, hy)

ou le terme y; correspond aux variables expliquant les rendements, il peut étre un modéle
ARMA(p,q). L’expression I; = o(X;_s)s<: désigne la tribu engendrée par les X, ¢ dans la

modélisation ARCH, le processus ¢; peut s’écrire sous la forme :

e = nchy

p
_ 2
hy =, | o + E Q&
i=1

Ty ~ N(O7 1)
g; un bruit blanc indépendant.
a; les coeflicients d’autorégressif.
Exemple 1 Un precessus ¢, satisfait une représentation ARCH(1) si

e = nihy

— ./ 2
ht = oo + Q1€ 4

o m est un bruit blanc faible , tel que E(n) =0 et V() =1, a9 >0 et 0 < oy <1,
la composante h; désigne une variable qui conditionnellement a [’ensemble d’information des
valeurs passées de e, i.e. 4 I,_1 = o{e1_1,€1—2, .....61_j, ...}, est déterministe et positive.

Dans ce cas, le processus €, est caractérisé par des autocorrélations nulles E(eies) = 0 pour

avec

t # s ce qui signifie que les sont non corrélés dans le temps. en effet, €, reste un bruit blanc

mais dit faible.

2.3 Présentation du processus GARCH

Le processus GARCH (Generalized Auto Regressive Conditional Hetermskedasticity) a
été introduit en 1986 par Bollerslev. Le processus GARCH est une extension du processus
ARCH, il présente les mémes propriétés et les mémes fondements que le processus ARCH.

Le modéle GARCH a deux dimensions(p,q) alors que le modéle ARCH en a une dimension.
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

2.4 Les modéles ARCH généralisées : GARCH

2.4.1 Modéle GARCH(p,q)

Définition 4 On considére un modeéle autorégressif exprimé sous la forme :

Y, = 8Xi + e avee B> 0 et Vi € Ry | 4 est un bruit blanc faible qui satisfaisant la
propriété Ele,/I;1] =0

et = Nihy

I’équation de la variance conditionnelle d’un processus GARCH s’écrit :

P q
hy =, | ao + Z e + Z 5jht2—j (2.1)
i=1 j=1

oty ~ N(0,02), n; est bruit blanc faible tel que g > 0, a; > 0 pour i = 1, 2,..., p et §; >0
pour j = 1, 2,..., q satisfaisantes pour garantir la positivité de
g + Ef:l O‘igt{i + Z?’:l thffj

2.4.2 GARCH faible

Drost & Nijman (1993)(|8]) ont convenu d’appeler GARCH faible "weak GARCH" tout
bruit blanc faible g, = n;h; tel que :
- Ele;/1,1] = 0, Vt € Z, c’est la propriété différence de martingale.
-1l existe des constantes o, i = 0,2,...,pet 3;, j = 1,2,...,q tel que

hi =Vier/Ii1) = a0+ 0 qugiy + 30 Bihi_; , Yt € Z

2.4.3 GARCH semi-fort

Lorsque le processus d’innovation v; et £ est lui méme supposé étre un bruit blanc faible,
alors ils appellent GARCH semi-fort "semi-strong" GARCH le méme processus ¢; lorsqu’il
s’agit d’une différence de martingale avec un processus d’innovation v; qui est lui méme une
différence de martingale. Les processus GARCH semi-forts ainsi définis coincident bien avec
I'idée initiale de Engle et Bollerslev puisqu’il est clair réciproquement que si ’on suppose que

v; est une différence de martingale, on en déduit que :
Uy = 8? — h?

ot h? est bien la variance de ; conditionnelle a I'information passée.
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

2.4.4 GARCH fort

On dit que le processus est GARCH(p,q) fort dans le cas d’'un GARCH semi-fort tel que
I'innovation standardisée v; soit un bruit blanc fort (suite des variables indépendantes et de
méme loi) et n, ~ N(0,1).

Pour motiver 'introduction des processus GARCH, on peut réécrire 1'équation (2.1) a I’aide

des opérateurs a(.) et 3(.). Dans ce nouveau contexte ces opérateurs sont définis par :
a(L) = a1 L+ apl* + ... + a,L,

Et
B(L) = BiL+ Bol? + ....... + ByLy

On peut donc écrire

£ = 77t\/040 +a(L)e? + B(L)h?

ou L est 'opérateur de retard.

On a donc :
h? = ag + a(L)e? + B(L)h?
Si toutes les racines de 1 — B(L) sont en dehors du cercle unité, on a :
hi = (1—B(L)) oo + (1 = B(L))'e(L)e}

Tout comme pour le modéle ARCH, on peut par inversion exprimer le processus &7 sous la

forme d’un processus ARMA définie dans une innovation
vy = g2 — h?
En introduisant cette notation dans I’équation (2.1) il vient :
& —ur =g+ )0 gl + 23:1 6j<5?fj )
D’ou I'on tire que :
ef =ap+ i (ai+ Bi)ef, — D0 Burj o, t €L

n = max(p, q).

avec la convention a; =0 Vi >p, 3; =0Vj > ¢
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

2.5 Propriétés des processus GARCH

Les propriétés théoriques des processus GARCH se déduisent de la méme facon que nous

avons développé les propriétés des processus ARCH.

Proposition 1 Le processus €; est un bruit blanc. si E(e?) < oc.
on a
Ele] = ElE(e/1i-1)]

et
Cov(eg, e1-r) = E(eer—k)

(2.2)
= E[é‘t_kE(ﬁt/]t_l)] = O,Vk >0

Proposition 2 Une condition nécessaire de l’existence de la variance d’un processus GARCH(p,q)

est
i1 0t 23‘:1 B <1

Remarque 2 Si cette condition est vérifiée avec les contraintes de non négativité donnée ci-
dessus, elle est également suffisante. Donc le processus GARCH est faiblement stationnaire

ou stationnaire au second ordre.

Dans le cas ou l'inégalité précédente est saturée, c’est a dire que

i Qi 23:1 B =1
on dira alors que le processus GARCH est intégré, et on parlera de processus IGARCH.

Proposition 3 Le processus €2 d’une représentation GARCH (p,q) peut étre représenté sous

la forme d’un processus ARMA (maz(p,q),q) définie dans une innovation
vy =2 — h? tel que :
el = a0+ 2y (o + Bi)ei; + 225, Bjve—; + v
n=maz(p,q)

avec la conversion o; =0, sii>p et B; =0 517 > q.
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

2.5.1 Modéle GARCH(1,1)

Les données empiriques des marchés financiers sont souvent modélisées par le modéle avec
erreur GARCH (1,1). Il est donné par 1'équation

Y, =B8Xi 4+ &

avec g; = nihy

2 2
et ht = \/Oéo + Q1EF 4 + Blht—l
avec ag > 0, a; > 0 et 5 > 0. Dans ce modéle, les carrés des résidus suivent un processus

ARMA(L,1)

83 =ag+ (ag + 51)65_1 + Brve—1 + vy

Il est stationnaire pour g > 0, a1 > 0, et 8; > 0ot v; = e2—h? est un processus d’innovation
pour €2. Sous la condition de stationnarité de second ordre, la variance inconditionnelle du

processus £; existe et est constante au cours du temps.

Variance conditionnelle et Rendements estimes
Exemple du GARCH(1, 1)

d
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FIGURE 2.1 — variance conditionelle et rendements estimes
exemple GARCH (1,1)
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Sachant que V(g;) = E(e?), il suffit & partir de la forme ARMA(1,1) sur &7 définir la

variance du processus :

V(er) = m=rsm

Selon bollerslev T. (1986)([6]), la kurtosis existe si
30&% + 20181 + B% <1

et est donnée par :

_ Elg]
K — 2
(2.3)

1—(o1+p61)>
17(a1+,81)272a%

Elle est toujours supérieur a trois. Ainsi, si «; tend vers zéro, I’hétéroscédasticité disparait
et la valeur de la kurtosis tend vers trois. Enfin, on peut montrer que pour un processus

GARCH la kurtosis est directement liée a 'hétéroscédasticité conditionnelle.

Considérons le cas de la kurtosis associée a la loi non conditionnelle dans un processus

GARCH conditionnellement gaussien tel que 7; ~ N (0, 1).

Dans ce cas, les moments conditionnels d’ordre 2 et 4 du processus ¢; sont liés :
Ele}/Ti-1] = 3[E(e} /L1))?

En effet, on rappelle que si une variable centrée x suit une loi normale centrée, alors

Si on applique 'espérance sur les deux cotés de I’équation précédent, il devient

E(e}) = E(E[e}/1i-1])
=3E([E(e?/1;-1)]?)
(2.4)
> 3E([E(e2/1;-1)])?

— 3E%(2)
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On peut calculer la kurtosis comme suit :

4

_ Elei]
K, = E?[e7]

_ 3B([B(e}/Li-1)]?)
B E2[e7]

= 3554 + i (BB I1)]?) — E?[ed)) (2.5)

E2[e7]

=3+ g (B(B(}/ L) — BX[E(e}/T,1)])

[e7

2
=3+ 3050 > 3

La kurtosis est donc liée & une mesure de I’hétéroscédasticité conditionnelle.

2.6 Inférence statistique sur le Modéle GARCH

2.6.1 La méthode de maximum de vraisemblance

Pour comprendre cette approche, nous allons tout d’abord considérer le cas le plus simple
d’un processus ARCH pour Y; Nous étudierons ensuite le cas des processus GARCH, et enfin

des modéles de régression avec erreur GARCH.

L’estimateur des paramétres de modéle ARCH se base trés souvent sur la maximisation
de la fonction de vraisemblance. Nous supposons que le processus Y; est conditionnellement

gaussien. La vraisemblance associée a Y; conditionnellement au passé [;_; est donc

—my(0))2
L(Y;/11-1,0) = hﬂl/ﬂ exp(—%)

et dépend du vecteur 6 = (ay, ........ ,a,) € RP

La fonction de vraisemblance de (y1,y2, ...... ,yr) conditionnelle est par conséquent

L(ylvaa """ 73~/T79) = Hf:l L(yt/It—lae)

L’estimateur est alors définie comme le vecteur 67 = (ay, ...... , @) qui maximise le logarithme

de cette fonction vraisemblance :

0; = arg max log L(y1, Y2, .- ,yr, 0)
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2.6.2 Estimation des paramétres du modéle GARCH

La vraisemblance associée a Y; conditionnellement au passé [;_; s’écrit :

—m¢(0))?
Ly /1-1,0) = hﬂl/g eXp(—%)

mais cette fois, la variance h? suit un processus ARMA et dépend donc des valeurs passée
de la variance conditionnelle b2, ....... ,h?. Ces valeurs n’étant pas observées en pratique, la
maximisation en direct de la vraisemblance est rendue impossible. En pratique, on estime
successivement les valeurs de h?, ....... ,h? avant de calculer la vraisemblance. Ainsi, pour un

vecteur 0y = (A, ....., ap, B0, -....., B7) fixé des paramétres, on calcul récursivement

2 P 1 2
7 0 } : 0v2 2 : 0y
hs = Oy + Q; YS—i + /BJ hs—j

i=1 j=1

avec la condition Y; =0 , et h? = 0 si 4 < 0. On remplace donc la fonction de vraisemblance

par :

L(ye/11-1.0) = E\iﬁexp(_%)

et la fonction de vraisemblance total est :

T
L(yhyQ: """ 7?Jt79) = HL<yt/1t—1a9)

t=1
Cette fonction de vraisemblance peut étre calculée pour différentes valeurs du vecteur 6, et

sa maximisation livre ’estimateur de maximum de vraisemblance.

Définition 5 Sous certaines conditions de régularité, l’estimateur du PMYV est asymptoti-

quement convergent et normal.
VT —6) =% N, J ' IJ)

Ou la matrice de variance covariance asymptotique de ’estimateur du PMV est calculée a

partir de :
o?log L(0)
~olog L(#) dlog L(0)
I=El—5 o

Ou FEy désigne I'espérance prise par rapport a la varie loi.
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Naturellement dans la pratique les matrices I et J sont directement estimées en rempla-

cant l'espérance Ej par la moyenne empirique et le paramétre inconnu 6 par son estimateur

convergent, #. Ainsi, on utilise :

f_l a 8logL(9)| 8logL(9)’ R
T — 90 0=0"pg  10=0

et la variance estimée de vérifie alors
Var[VT(0 —0)] = J T

Exemple 2 Appliquons cette formule au cas d’un modéle de régression linéaire avec erreur

ARCH(p) :

Y1::5Xt/+5t

et = nehy(0)
avec n ~ N(0,1) i.i.d et
E(e/1,1) =0

p
V(e/I;—1) = ap + Z aief_l
i=1

Dans ce cas, on a donc la représentation de Gourieurouz (1992)(/9])

/

E(Y/I,1, X,) = m,(0) = X,

V(Ye/Iir, Xo) = hi(0) = a0 + 0, @i (Vi — X )

car g, =Y, — cX,_; par Uezemple Ot 0 = (¢, g, vy, ..., ap) € R

La log-vraisemblance s’écrit :

T
log L(0) = —§log(27r - —Zlog ao—l—Zal (Yii — X, )%

=1

Y
a0+21 lal(Y; ’L_CXt z)
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CHAPITRE 2. MODELE GARCH

Les estimateurs du MV sous ’hypothése de normalité ou du PMV |, notés 5; , des para-

metres 0 € RP | satisfont un systéme non linéaire a p équations :

Olog L1(0)
T|9:§:O
avec
Olog Lr(0), A__fi L_Ohi(6), A+i<m—mt<9»28ht<9>| _
00 =t n(0) 00 =t hi(0) 00 0=0r

T
+; 20) o0 -
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Chapitre 3

Théorie du Risque

3.1 Introduction

Dans nos sociétés il y a beaucoup de risques, par ce que ce dernier occupe désormais la
place centrale dans les politiques publique. On ne compte plus les activités traitées de risque
pour la santé ou 'environnement. Aussi, compte tenu de I’évolution et changement dans le
domaine financier.

La gestion de risque est une préoccupation majeure pour les gouvernements et les entre-
prises donnant lieu a des tentatives de mesure a tout niveau.

Cependant, les mesures de risque financier se manifestent explicitement dans beaucoup de
différents types des problémes d’assurances et de finance, elles se manifestent implicitement
dans les problémes impliquant le déficit et les probabilités de ruine. Dont le role important
que peut jouer dans la prévision du comportement des marchés financiers. La mesure de
risque est un probléme actuariel important dans la politique de remboursement des sinistres.

Il existe plusieurs facons de mesurer le risque , la mesure la plus répandue est la Valeur-
a-Risque (VaR) établie par JP Morgan. (1994)([10]) VaR comme mesure de risque est pro-

fondément.

3.2 Définition de la VaR

La VaR est un outil trés répandu dans les marchés financiers di a sa promesse implicite

d’améliorer la gestion des risques en offrant une mesure compléte des risques.
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La Valeur-a-Risque a comme fonction de donner une information synthése sur le risque
d’un titre financier ou d’un portefeuille des titres financiers.

Elle se définit comme la perte maximale espérée a l'intérieur d’un horizon temporelle
étant donné un niveau de confiance. L’horizon temporelle peut étre journalier, hebdoma-
daire, semestriel, annuel... etc, et le niveau de confiance peut étre 90%, 95%, 99%... etc. La
dimension temporelle et le degré de confiance de la VaR sont généralement déterminés par
le gestionnaire de portefeuille ou I'entreprise. Afin de donner un bon estimé de la VaR d’un
point de vue méthodologique, on fait appel a des notions avancées de probabilité statistique

et stochastique.

3.3 Exemple de valeur a risque (VaR)

La Valeur-a-Risque d’une position se calcule en estimant le montant de la perte potentielle,
la probabilité de cette perte et la période a laquelle elle pourrait se produire.

Elle est généralement exprimée en pourcentage pour une période donnée. Par exemple,
on pourrait dire qu’'un actif a une valeur a risque de 1% & un horizon d’une semaine avec un
intervalle de confiance de 2%. Cela signifie qu’il y a 2% de chances que l'actif perdra 1% de
sa valeur au cours d’une semaine.

La Valeur-a-Risque peut également s’exprimer en valeur numérique. Par exemple, si la
Valeur-a-Risque d’un portefeuille & un horizon d’un jour est de 1000 euro avec un intervalle
de confiance de 5%, cela signifie qu’il y a 5% de chances que le portefeuille perde 1 000 euro
de valeur en une journée.

Figwe 1. Exemple de Value-at-Risk sous Distribution Normale
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FIGURE 3.1 — VaR sous distrubution normal
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3.4 Apercu général sur les mesures du risque

Il n’existe pas une définition bien précise du risque, bien que Mc Neil, Frey et Embrechts
(2005)([11]) le définit comme « chaque événement ou action qui pourrait affecter la capacité
d’une organisation & atteindre ses objectifs et exécuter ses stratégies ». Le risque reste un
concept difficile & comprendre.

3.5 Mesure du risque Cohérente

Le risque d’un portefeuille mesure par VaR peut étre supérieur a la somme des VaR de

ses composantes.

Proposition 4 (Caractérisations des mesures du risque cohérentes)
St p est une mesure du risque cohérente, alors il existe un ensemble des mesures de probabilité
Q tel que :

p(X) = sup {Eg(X)}
Qe

Selon Artzner et al. (1999)([12]) une mesure du risque est cohérente si elle adhére aux

axiomes que nous énumérons maintenant .

Définition 6 (Mesure Cohérente)

Une mesure du risque p : F' — R est cohérente si elle vérifice (X,Y € F) :
1-La sous additivité :

p(X +Y) < p(X) +p(Y)

plus généralement :

pnX)=p(X 4+ ..+ X)<np(X),n=1,2,..

La fusion de deux centres de profit ne crée pas de risque supplémentaire. Au contraire, la
diversification tend a réduire le risque global. Cette propriété permet ainsi une gestion dé-
centralisée du besoin en capital dans les différents centres de profit sans courir le risque d’un
besoin global supérieur a la somme des besoin individuels de chacun des certains niveaus re-
quis de capital pourrait étre incitée a se scinder artificiellement en deux entités afin de réduire

son besoin en capital.
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2.L’homogénéité positive :

p(AX) < Ap(X)pourtouth € R,.

plus généralement :

p(nX) =np(X),n=1,2,..

De méme qu’une fusion ne crée pas risque supplémentaire (p(AX) < Ap(X)), une fusion sans

diversification ne réduit pas le besoin global en capital.
3. La monotonie :

(X 2Y) = p(X) = p(Y).

Si les pertes encourues avec le risque X sont toujours supérieures a celles obtenues avec Y,

le besoin en capital pour X doit étre supérieur a celui pour Y.
4. Limvariance par translation :

p(X +0) < p(X) —c
pour tout ¢ € R. Spécialement, nous avons
p(X + p(X)) = p(X) = p(X) =0
c’est-a-dire, en ajoutant p(X) a la position initiale X, nous obtenons une position "neutre”.

On notera en particulier que p(X) = —a avec la convention que p(0) = 0.

5. Convezxe :
La convexité implique que la diversification n’augmente pas le risque, car la valeur de risque
de la portefeuille diversifiée
AX +(1=-)N)Y

est inférieure ou égale a la moyenne pondérer des différentes valeurs de risque. p est dite

conveze si pour tout X € [0, 1]
pAX + (1 = A)Y) < Ap(X) + (1 = A)p(Y)

Une mesure de risque p conveze et positivement homogéne est dite cohérente.
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3.5.1 Types du risque

Il existe plusieurs types du risque. Le type du risque qui nous intéresse présentement
est le risque financier. Ce dernier est lié & quatre notion essentiels : événements, décisions,

conséquences et incertitude.

1. Risque de baisse : Le risque de baisse de la valeur d’un titre se décompose en deux
parties I'une dite systématique qui correspond au risque global du marché et 'autre spécifique
au titre particulier dite non systématique. Nous verrons plus loin que le risque systématique
est loin d’étre négligeable puisqu’il est résponsable de 73% a 90% du rendement moyen [a
reformuler of p.105 de "Principes de Finance Moderne"|.

La diversification au sein d’un portefeuille, si elle est bien menée permet d’éliminer le risque

non systématique.

2. Risque de liquidité : Si un titre est peu liquide, il est fort probable qu'un déca-
lage de cours important aura lieu au premier probléme. Il faut toujours garder a l'esprit que
pour qu’un échange ait lieu, il faut qu’il y accord entre deux parties. Autrement dit, si vous
souhaitez vendre & un prix donné, il faut qu'une autre partie accepte d’acheter a ce prix. Si
personne ne souhait acheter, vous ne pouvez pas vendre ou vous devez accepter de vendre
moins cher. Donc si des nombreux personnes souhaitent vendre alors qu’aucun acheteur ne

se présente ... le cours s’effondre. Le risque lié a liquidité est donc loin d’étre négligeable.

3. Risque de change : Le risque de change est lié aux accusations des marnais entre elles,
donc aux investissement réalisés en monnaies étrangéres. Ainsi, si vous achetez des valeurs
sur le NYSE par exemple lorsque le dollar est en hausse, donc cher par rapport a ’euro, vous
risquez de voir vos éventuelles plus values partir en fumée, lorsque vous reconvertirez le fruit

de votre vente de dollars en euro si dollar venait de baisser.

3.5.2 Nature des risques :

1. Risques de crédit : Incapacité d'un débiteur (entreprise, institution financiére, par-
ticulier...) & respecter ses engagements financiéres vis-a-vis de sa banque.

2. Risques Pays : Défaillance d’un pays émergent ou incapacité d’une autre partie loca-
lisée dans un pays émergent de faire face a ses engagements en raison de facteurs (politique,
économique, ...) échappant a son controle.

3. Risques de marché : Risque de perte suite & une évolution défavorable des para-
métres de marché pouvant causer des impacts négatifs sur la position de la banque.

4. Risques opérationnels : Pertes résultant d’une inadéquation ou d’un échec au ni-
veau des processus, des personnes, des systémes (erreurs humaines, pannes systémes, laudes,

litiges...) ou perte résultant d’événements externes (catastrophes naturelles, incendies, ...)
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5. Risque de modéle : Risque de perte liée a P'utilisation d’un modéle inapproprié ou

erroné pour la valorisation de positions ou le calcul d’indicateurs de risques.

3.5.3 Limites de la VaR

VaR en dépit de son universalité, plusieurs auteurs ont précise ses déficiences.

VaR comme mesure de risque est fortement critiquée :

1. VaR est difficile a optimiser. En outre, il est inadéquat d’employer la VaR dans la
pratique en raison de sa non convexité elle posséde beaucoup de minimum locaux. Ce qui

peut avoir beaucoup d’extrémités locales, qui ménent au rang instable de risque.

2. VaR est un modéle de mesure de risque dépendante, parce que par définition elle
dépend de la référence de probabilité initiale.

3. VaR n’est pas une mesure de risque cohérente, car elle n’obéit pas I'axiome de sous
additivité proposée par Artzner et al (1999)(|12]) et Acerbi et Tasche (2002)(|13]) ce qui
cause des contradictions, par conséquent il peut avoir un plus gros risque surgissant de la
diversification. Ce résultat implique que I'agrégation des portefeuilles peut mener & une aug-

mentation de risque.

4. La VaR ne mesure pas les pertes excédant le seuil de confiance, elle ignore toutes les
informations concernant la queue de la distribution, et les propriétés statistiques de la perte
significative au dela du seuil, par exemple elle ne s’inquiéte de pas au risque de queue, ne
nous indique rien au sujet de la taille potentielle de la perte qui I’excéde, ne tient pas compte

de la sévérité d’un événement encouru de dommages.

5. Pour les portefeuilles des titres, les modéles de VaR utilisés sont habituellement basés
sur ’hypothése (souvent implicite) que les rentabilités suivent une distribution normale.
Or, la normalité ne peut pas capturer ’épaisseur de la queue de distribution.
Sous des fluctuations extrémes des prix des actifs ou une structure extréme de la dépendance
des actifs, la VaR peut sous-estimer de maniére significative le risque.
Yamai et Yoshiba (2002)(|14]) prouvent que la VaR n’a pas de risque de queue quand les
distributions sont de type elliptique.
La VaR est sous additive seulement si la distribution de la variable financiére est normale
(ou de maniére générale elliptique), ce qui n’est pas souvent le cas méme pour les rentabilités

des actifs sur le marché.
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3.5.4 Mesures Alternatives a la VaR

Comme alternatives a la VaR, il existe dans le littérature financiére différentes mesures
qui définissent le risque comme la moyenne de la queue de distribution des profits/pertes
(TCE, ES, CVaR, ...). Ces différentes mesures fournissent le méme niveau de risque dans le

cas d’une distribution sous-jacente continue.

TCE

Artzner et al. (1999)([12]) ont proposé une mesure de risque appelée la Tail Conditional

Expectation(CTE) qui est a la fois cohérent et mesurant la perte au-dela de la VaR :
TCE(X) = —E[X/X < —VaR(X)]

Dans le cas d’'un saut en x = —VaR(X), i.e P(X = —VaR(X)) positive, l'intervalle
oo, =VaR(X)] a une probabilité de 4+ qui est supérieure a la probabilité (1—«) sélectionnée
pour la mesure de risque.

Cette mesure de la perte moyenne de la queue de distribution est parfois appelée Expected
Shortfall(ES) ou Conditional VaR(CVaR). Cette multitude des noms donnés a cette mesure
traduit le probléme de la discontinuité de la distribution empirique. Dans ce cas, ces mesures

aboutissent & des résultats différents.

ES

Acerbi et Tasch (2001)([13]) montrent que la CTE ne satisfait pas généralement la pro-
priété de sous-additivité dans le cas d’une distribution discontinuité. Ils proposent 'ES (Ex-

pected Shortfall) comme mesure cohérente définie par :
ES(X)=-FE[X/X < —VaR(X)]

Toutefois, cette mesure est définie sur I'intervalle Joo, —VaR(X)] qui a une probabilité égale

a y~et qui est inférieure a (1 — «).

CVaR

Conditional VaR proposée par Rockafellar et Uryasev (2001)([15]) est définie en terme
de la VaR et de I'ES pour donner une mesure définie exactement sur U'intervalle (1 — «) et

qui satisfait ’ensemble des propriétés de cohérence définies par Artzner et al (1999)(|12]) :
CVaR(X) = AMz)VaR(x) + (1 — Xz))ES(x)

et
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TVaR

[’inconvénient de la VaR est qu’elle n’est pas une mesure cohérente du risque au sens de
Artzner et al. (1999)([12]). En effet, elle n’est pas une mesure sous additive du risque. c’est

a dire, si on considére deux risques X et Y alors pour tout « €]0,1[ on peut avoir :
VaRy(X +Y) > VaRa(X) + VaRa(Y)

La TVaR a l’avantage de prendre en compte les valeurs d'une variable aléatoire au-dela de

la VaR. La Tail Valeur-a-Risque de niveau « associée au risque X est donnée par :
1
TVaR, = = [, F Y (n)dp
ou encore
TVaR.(X) = VaRa(z) + 7= E[(X — VaR,(z))"]

La quantité E[(X — VaR,(X))"] est I'excpected shortfall de niveau de probabilité « est la
perte moyenne au-dela de la VaR au niveau a. Si X représente la charge brute de réassurance

alors E[(X — VaR,(X)") correspond & la prime Stop-Loss pour un niveau de rétention égal
aVaR,(X).

3.6 Avantages et inconvénients de la valeur a risque (VaR)

3.6.1 — Avantages de la Value-at-Risk :

1. Elle tend a devenir un indicateur de risque largement utilisée par les établissements
financiers car elle résume par une seule valeur tous les risques d’un portefeuille, quelle que
soit leur nature (taux de change, actions, ...). Elle présente I'avantage d’étre plus facile a
comprendre par des investisseurs qui ne sont pas spécialistes en techniques de gestion de
portefeuille ou de gestion de risque.

2. Les mesures traditionnelles du risque comme la déviation standard et le degré de
sensibilité ne donnent pas une perception de I’ampleur des pertes possibles mais simplement
une information sur le pourcentage de la déviation du prix ou du rendement de l'actif par
rapport a sa moyenne. Par contre la VaR permet d’évaluer de maniére quantitative la perte
potentielle maximale qu’une entité financiére peut subir a un niveau de probabilité donné et
dans un temps donné.

3. Elle est probabiliste et fournit a un gestionnaire des risques I'information utile sur les

probabilités associées avec montants spécifiques de perte.
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3.6.2 — Inconvénients de la Value-at-Risk :

1. La VaR correspond a un quantile donné, elle ne prend pas en compte les risques au-dela
de ce quantile.

2. Artzner et al. (|12]) ont montré que la VaR n’est pas une mesure de risque cohérente
parceque elle ne satisfait pas la condition de sous-additivité : Si un portefeuille est composé
de sous-portefeuilles A et B , alors la VaR du portefeuille total est inferieure & la somme des
VaR des portefeuilles qui le composent.

Cette inégalité est notamment expliquée par la prise en compte de la diversification.
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Chapitre 4

Estimation des Valeurs a Risque

4.1 Introduction

Le risque extréme de marché correspond a un risque de perte des portefeuilles des inves-
tisseurs dii aux variations des marchés financiers : marchés des instruments de base (actions,
obligations, devises , matiéres premiéres), mais aussi marchés des produits dérivés (contrats
a terme, options). Pour gérer le risque de marché, il faut donc mesurer de maniére précise ce

risque extréme. La mesure qui répond a cela est la Valeur-a-Risque (Value at Risk).

Mathématiquement, la notion de la Valeur-a-Risque se traduit ainsi :
Pr(AV <VaR)=1-«
Avec : AV = la variation de la valeur V du portefeuille sur la période de détention.

a = l'erreur

Plusieurs modéles ont été présentés pour l'estimation de la Valeur-a-Risque Manganelli
& Engle (2001)([16]). L’élément clé qui distingue ces modéles est l'existence ou non d’une
hypothése de paramétrisation de la distribution des pertes et des profits. Ainsi on classera ces
méthodes en trois classes : les méthodes non paramétriques, les méthodes semi paramétriques

et les méthodes paramétriques.
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4.2 Définition de la VaR

Soit 0 < a < 1, F est la distribution de la perte X d’un investissement dans une période
de temps donnée. Les valeurs typiques pour 1 —a sont 1 —a = 0,95 et 1 —a = 0,99. La
VaR est le quantile d’ordre 1 — « définie par :

VaR, = F7'(1 - a)
ot F~! est la fonction inverse de F (dans le cas ou F n’est pas inversible, on utilise I'inverse

généralisé). Notons :

To=VaR,=F'(1—a)=inf{r €¢R: F(z) >1-a}

4.3 Estimation de la VaR par la théorie des valeurs ex-

trémes

Parmi les méthodes semi-paramétriques figurent tout d’abord I’ensemble des méthodes
et approches qui relévent de la théorie des valeurs extrémes (EVT) qui est différent de la
théorie statistique habituelle fondée pour I'essentiel sur des raisonnements de type “tendance

centrale”. La théorie des valeurs extrémes est utilisé pour estimer la valeur-a-risque.

4.3.1 VaR par la méthodes des blocs GEV

Supposons que I’échantillon des maximas suit exactement une loi GEV, Le quantile ex-
tréme x, est la VaR.

En remplacant le paramétre par son estimateur :

1. Approche par ’estimateur de Hill

L’estimation de la Valeur-a-Risque est donnée par la formule suivante :

n

— 7£H
21 = VaRa = X+ Xos [ ( LIT ) _1]

O €7 est I'estimateur de Hill, k nombre des points qui dépsses le seuil.
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2. Approche par l’estimateur de Pickands

k ¢
— ) -1
Vo — 2P — < n(l—a))

o [— P (Xn—tt1,0) — X(n26+1,n)) + X(n—kt1,n)

O £F est Iestimateur de Pickands, k nombre des points qui dépsses le seuil.

4.3.2 VaR par la méthode POT

La VaR n’est rien d’autre qu’'un quantile extréme calculé a partir de la loi asymptotique
des extrémes (Distribution de Pareto Généralisée GPD), obtenue en modélisant les pertes
(ou profits) extrémes par la méthode des excés. Ainsi, la VaR, correspondant au modéle
GPD inconditionnel, pour un horizon donné T et une certaine probabilité p, ou de facon

équivalente & un niveau de confiance typiquement 1 —a =0,95et 1 —a = 0,99 est :

— 8 -£

Ou Z et B\ représentent les estimateurs des paramétres de la loi GPD, k nombre des points

qui dépassent le seuil, n taille d’échantillon .

4.4 Estimation de VaR par le modéele GARCH

En vue de se rapprocher d’avantage de la réalité des marchés, i.e. la notion de persistance
des marchés, on affine les modélisations par des approches de VaR dynamique, i.e. en faisant
I’hypothése que les rentabilités sont dynamiques, non pas constantes. Les modéles GARCH
a volatilité conditionnelle fait partie de la classe des méthodes paramétriques de calcul de la
VaR. Cette famille des modéles suppose que les variances conditionnelles des rendements sont
auto-corrélées, ce qui permet de tenir compte du phénoméne de persistance (ou clustering)

des volatilités déja mentionnées.
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Dans ce qui suit, on finance il est suffisant de modéliser les volatilités par un modéle
GARCH(1,1), 'espérance conditionnelle du rendement L, et sa variance conditionnelle sont

modélisés comme :

Ly=p+pLig+e

avec
g =m X VI
6? = Qg + Oél.é‘?,l + ﬁl.ht_l + Nt .......... (**)
et donc :

ht = E(S?‘[tfl) = Qg + 051-5,52_1 -+ ﬁl-htfl -+ Nt

N, est réputé étre un pur bruit (généralement gaussien), 7, est supposé étre distribué
selon N(0,1), &; est alors un variable aléatoire d’espérance nulle, de variance non condition-
nelle stable mais de variance conditionnelle instable (équation (**)) et L, représente l'actif

alinstant t. On peut écrire que conditionnellement a I'information I;_; disponible jusqua t-1 :

5t|]t—1 ~ N(O, ]’Lt)

L’estimation de la VaRy,_; a partir d'un modéle GARCH(1,1) passe par I'estimation des pa-
ramétres du modéle sur la fenétre [t-T-+1, t]. Sur la base des valeurs estimées des coefficients,
il est possible de construire a la date t, une prévision sur ce que devrait étre la variance du
rendement en ¢t — 1. C’est cette prévision sur la variance future du rendement qui intervient

dans le calcul de la VaR, ;, Celle-ci est calculée comme :

o~

ma,t = Et\t—l + F 7 a,) x o\ Ty

Ou F~!(.) représente la fonction de répartition inverse de la loi choisie pour Z; et des
paramétres estimés 7, « est 'ordre du quantile choisi (par exemple 1 — a = 0.99) et Et|t—1

est la prévision en t sur le rendement en ¢ — 1, tel que :

Lt|t—1 - ZZ + ﬁLt
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Chapitre 5

Simulations et Applications

5.1 Introduction

La VaR (Value-at-Risk) est trés utilisée dans les milieux financiers. Elle permet de me-
surer la perte maximale liée & une position de marché, sur une fenétre de temps particuliére
et pour un niveau de confiance (1-a) donné en supposant que nous connaissons la loi du
rendement du portefeuille. Dans le cadre d'une probabilité égale a (1-a)=95%, cela signifie

simplement que dans 95% des cas, la perte ne devrait pas dépasser cette mesure de risque.

De plus la VaR repose sur 'idée de coupler le montant des pertes (quantification brute)

et la fréquence des pertes (prise en compte du risque).

5.2 Simulation

Nous utilisons dans ce chapitre le logiciel R et les packages evir, f{GARCH, actuar et

grmdata.

5.2.1 La VaR avec Lois Extrémes (TVE)

La théorie des valeurs extrémes donne deux méthodes principales, la premiére est la
méthode Blocs Maximas (BM) et la deuxiéme est la méthode de Peaks Over Threshold
(POT).
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1-Estimation des paramétres de la loi GEV et GPD

Nous avons utilisé les packages evir et actuar pour estimer les parameétres de la loi GEV

et la loi GPD par la méthode du maximum de vraisemblance.

Les résultats sont résumés dans les tableaux suivants :

Tableau 4.1 Tableau des paramétres estimés de la loi GEV.

Paramétre

p=0

£=0.4

B=1

Paramétre estimés

-0.03643969

0.35977865

0.98948516

Tableau 4.2 Tableau des paramétres estimés de la loi GEV.

Paramétre

p=0

£€=0.5

B=1

Paramétre estimé

0.01364849

0.51515408

1.00651427

Tableau 4.3 Tableau des paramétres estimés de la loi GEV.

Paramétre =0 £=0.7 =1
Paramétre estimé | 0.06002841 | 0.69565317 | 1.04786965
i e @l@gﬁoo
I I I I
0 5 10 15 20 25
Threshold

FIGURE 5.1 — La distribution moyenne des exceés.
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Tableau 4.4 Tableau des paramétres estimés de la loi GPD.
parameétre £=0.4 f=1
Paramétre estimé | 0.4027475 | 0.9719541

Tableau 4.5 Tableau des paramétres estimés de la loi GPD.
parameétre £=0.5 £=1
parameétre estimé | 0.5289681 | 0.9959586

Tableau 4.6 Tableau des paramétres estimés de la loi GPD.
paramétre £=0.7 f=1
Parameétre estimé | 0.6941242 | 0.9894211

o
= _|
™ o0
80
% &7 ° o g o o
bt L = P
= £ o
L
T 2 -
m -
=
LD —]
I I I
20 30 40

Threshold

FIGURE 5.2 — La distribution moyenne des exceés.
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CHAPITRE 5. SIMULATIONS ET APPLICATIONS

2-Estimation du paramétre ¢ par la méthode de Hill

Nous avons étudié la performance de la méthode de Hill pour I'estimation du paramétre
de forme de la queue des distribution. nous avons simulé des échantillons des lois GEV, GPD
et loi de Pareto. Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous. Nous remarquons que

la méthode Hill estime bien le parameétre &.

Tableau 4.7 Tableau Estimation du parameétre ¢ par la méthode de Hill.
Parameétre & Distribution 0.4 0.5 0.7

GEV 0.4174648 0.46 0.9020835
Parameétre estimé GPD 0.4277611 | 0.4460523 0.821
Pareto 0.4930951 | 0.4699288 | 0.9277265

3-Estimation de la VaR des échantillons simulés

Nous avons simulé des échantillons des lois GEV, GPD pour différentes valeurs des para-
métres u, & et § pour des échantillon de taille 1000 répétés 100 fois.

Nous avons utilisé ’expression de la VaR par la loi GPD pour 'estimer.

(fn-0) 1]

Les résultats obtenu sont résumé dans les tableaux ci-dessous.

~

ma:mg

Nous remarquons que les valeurs de la VaR pour les différents lois sont trés proches pour les

mémes valeurs du paramétre de I'indice du queue de loi &.

Tableau 4.8 Valeur de la VaR pour £ = 0.4.
VaR | =0 =3 =7

GEV | -2.395803 | 0.4805403 | 4.501695
GPD | -2.509887 | 0.4798388 | 4.521018

Tableau 4.9 Valeur de la VaR pour ¢ = 0.5.
VaR | =0 H=3 u=7
GEV | -2.072345 | 1.06026 4.991657
GPD | -2.096483 | 0.9741262 | 5.00613

Tableau 4.10 Valeur de la VaR pour £ = 0.7.
VaR | p =0 =3 =7

GEV | -1.433524 | 1.558484 | 5.594281
GPD | -1.438656 | 1.541656 | 5.561875
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CHAPITRE 5. SIMULATIONS ET APPLICATIONS

4-Estimation de la VaR des modéles GARCH

Nous avons simulé un modéle ARCH(2) (GARCH(2,0)), un modéle GARCH(1,1), GARCH(1,2),
et ARMA (1,1)+GARCH(1,1). Ensuite, nous avons calculé la VaR dans les différents modéles
cités ci-dessus au niveau significatif de 95%. Nous avons simulé des échantillons de taille 10000
avec 100 réplications. La méthode du maximum de vraisemblance est utilisée pour estimer
les paramétres des modéles. Nous avons pris 500 plus grandes valeurs maximales des données

(5%). Les résultats obtenues sont résumé dans les tableaux suivants :

Tableau 4.11 Estimation de la VaR dans le cas d'un modéle ARCH(2) de paramétre
(=02, 8=04).

Parameétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs | Pour 500 valeurs
o 1.96e — 6 1.96e — 6

13 - 3.92 -29

o] 0.05 0.04

Bo 1.03e — 6 1.03e — 6

aq 0.214 -0.214

Qo 0.417 0.417

VaR Résidu 122.44 —1.96e — 6

VaR (GARCH) 436.03 —8.97¢ — 6

(=02, 8=0.7).

Tableau 4.12 Estimation de la VaR dans le cas d’un modéle GARCH(1,1) de paramétre

Paramétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs | Pour 500 valeurs
Ju —4.46e — 5 —4.46e — 5

& -89 - 5.18

16 0.16 0.09

Bo 1.28¢ — 6 1.28¢ — 6

q 0.214 - 0.216

51 0.58 0.58

VaR Résidu 14958659 —433.46e — 5
VaR (GARCH) 54829734 0.000019
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Tableau 4.13 Estimation de la VaR dans le cas d’'un modéle GARCH(1,2) de paramétre
(Oé = 02, Bl = 02, 52 = 07)

Paramétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs | Pour 500 valeurs
i 4.46e — 6 4.46e — 6

13 -89 - 5.18

16 0.16 0.097

Bo 1.28¢ — 6 1.28¢ — 6

aq 0.218 - 0.218

o1t 0.58 0.58

Ba 0.08 0.08

VaR Résidu 14958659 —4.46e — 5

VaR (GARCH) 49379470 0.00019

Tableau 4.14 Estimation de la VaR dans le cas d’'un modéle ARMA(1,1) de paramétre

(ar; = 0.5, ma; = 0.3) + GARCH(1,1) de paramétre (v = 0.1, 8 = 0.7).

Paramétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs | Pour 500 valeurs
7 —8.73e — 6 —8.73e — 6
ary 0.502 0.502

may 0.286 0.286

Bo 1.15e — 6 1.15%6

q 0.11 0.11

B 0.77 0.77

seuil 0.0052 0.005

& -0.05 -0.039

B 0.0019 0.001

VaR Résidu 0.00045 0.005

VaR (GARCH) INF INF
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CHAPITRE 5. SIMULATIONS ET APPLICATIONS

Tableau 4.15 Estimation de la VaR dans le cas d’'un modele AR(1) + GARCH(1,1) de
paramétre (o = 0.1, 8 = 0.7).

Paramétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs | Pour 500 valeurs
i 2.13¢ — 6 2.13e — 6
ary 0.66 0.66

Bo 1.15¢ — 6 1.15%76
Qq 0.0105 0.0105
5 0.782 0.782
seuil 0.008 0.0052

& -0.005 -0.25

6] 0.0019 0.0024
VaR Résidu 0.00045 0.0052
VaR (GARCH) INF INF

Tableau 4.16 Estimation de la VaR dans le cas d’'un modéle de GARCH(1,1) de paramétre
(@=0.1,8=0.7).

Parameétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs
W 1.15e — 4

Bo 8.78¢ — 6

o 0.484

51 0.03

seuil 0.0068

19 -0.42

6] 0.002

VaR Résidu 0.00068

VaR (GARCH) 0.015
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5.3 Données réelles :

5.3.1 SP500 :

SP500 est un indice boursier basé sur 500 grandes sociétés cotées sur les bourses aux
Etats-Unis. L’indice est possédé et géré par Standard & Poor’s, 'une des trois principales
sociétés de notation financiére. Il couvre environ 80% du marché boursier américain par sa

capitalisation. C’est un indice sans dividendes.

L’indice SP500 a été créé le 4 mars 1957. Il a détroné le Dow Jones Industrial Average
comme indice le plus représentatif du marché boursier américain parce qu’il est composé d’un
plus grand nombre de compagnies et que sa valeur tient compte de la capitalisation boursiére
des compagnies contenues dans l'indice. De son coté, le Dow Jones Industrial Average est
basé sur seulement 30 compagnies. La pondération des valeurs au sein du Dow ne s’effectue
ni en fonction des capitalisations boursiéres, ni du flottant (comme pour les indices francais),
mais en fonction des cours de bourse. Une variation d’un dollar dans la valeur de la plus
petite compagnie de l'indice a le méme impact sur l'indice qu’'une variation d’un dollar dans

la valeur de la plus grosse compagnie.

En 1976, les entreprises industrielles représentaient 86% de la capitalisation boursiére
totale du S&P 500. En 2016 aprés quatre décennies de ralentissement de 'activité manufac-
turiére et la montée de la finance comme secteur économique majeur, elles ne représentent

que 10%.

Le calcul du S&P 500 se fait en pondérant la valeur de la société sur le marché sur la

valeur totale de toutes les sociétés du marché.

Tableau 4.17 Tableau descriptive de la série de rendement du SP500.

Min

1st Qu

Median

Mean

3rd Qu

Max

kurtosis

skewness

-125.460

-0.860

-0.080

-1.493

0.250

248.150

33.71843

1.711954
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FIGURE 5.4 — Autocorrélation et Autocorrélation partielle de la série de rendement du SP500

Nous remarquons des graphes de la série n’est pas stationnaire et elle est confirmée par

I’analyse des autocorrélation et autocorrélation partielle.

Le p-value du test Box-Ljung < 0.05, on accepte que les résidus sont autocorrélés(Voir Annexe

1).
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F1GURE 5.5 — La VaR de rendement du SP500

Tableau 4.18 Estimation d’indice SP500 par modéles GARCH (1.1).

Parameétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs
1 2.25e — 13
w 8.27

aq 1

B 10°®

seuil -156.27

& -0.2947

6] 988.80
VaR residu 113.4459
VaR (GARCH) 2917.62
Max(Var) 130802
Min(VaR) 3.303515

Tableau 4.19 Tableau des différent AIC pour différent modéles.
AIC | ma(3) ar(3) GARCH(1,1) | ARMA(3,3)
15230.95 | 26237.92 | 3.580722 15161.79

Les résultats obtenus montrent que le modéle GARCH(1,1) est meilleur que les deux
autres modeéles car son AIC est le plus faible.
Nous remarquons que le VaR de modéle GARCH est plus grand que le VaR calculé par le
GPD.
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5.3.2 INTEL :

INTEL corporation est une entreprise américaine fondée le 18 juillet 1968 par Gor-
don Moore, Robert Noyce et Andrew Grove. Elle est le second fabricant mondial de semi-
conducteurs aprés Samsung si on se fonde sur le chiffre d’affaires. Elle fabrique des micro-
processeurs, c¢’est d’ailleurs elle qui a créé le premier microprocesseur X86, des cartes meéres,
des mémoires flash et des processeurs graphiques notamment.

Intel est cotée au Nasdaq sous le sigle INTC. Sa capitalisation boursiére s’éléve a 254,88

milliards de dollars (en date d’octobre 2018) avec pour principal concurrent Advanced Micro
Devices (AMD).

A compter de février 2021, Ientreprise est dirigée par Pat Gelsinger, jusqu’alors PDG de
VMWare.

Tableau 4.20 Tableau descriptive de la série de rendement du INTEL.
Min 1st Qu | Median | Mean 3rd Qu | Max kurtosis | skewness
-7.60000 | -0.62500 | -0.07000 | -0.01829 | 0.43500 | 4.92000 | 10.35384 | -0.0501078

|
0
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30 50
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I T I O N |
I Y I T |

00
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(a) La série de rendement du (b) Le carré de rendement du (c) La racine de rendement du
INTEL INTEL INTEL
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FIGURE 5.7 — Autocorrélation et Autocorrélation partielle de la série de rendement INTEL

vart
4.0

30
I

okl

1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

Index

FIGURE 5.8 — La VaR de rendement du INTEL

Nous remarquons des graphes de la série n’est pas stationnaire et elle est confirmée par
I’analyse des autocorrélation et autocorrélation partielle.

Le p-value du test Box-Ljung < 0.05, on accepte que les résidus sont autocorrélés(Voir Annexe
2).
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Tableau 4.21 Estimation d’'INTEL par modéle GARCH(1,1).

Parameétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs
I 55.03

Bo 0.68

o 1

B 107°
seuil 1.36

1S -0.489

15 6.13
VaR residu 2.706983
VaR (GARCH) 2.670068
Max (VaR) 4.19414
Min (GARCH) 2.663789

Tableau 4.22 Tableau des différent AIC pour différent modéles.
AIC | ma(3) ar(3) | GARCH(1,1) | ARMA(3,3)
21159.69 | 785.93 | 2.771714 789.39

Les résultats obtenus montrent que le modéle GARCH(1,1) est meuilleur que les deux
autres modeéles car son AIC est le plus faible.
Nous remarquons que le VaR de modéle GARCH est plus grand que le VaR calculé par le
GPD.

5.3.3 IBM:

IBM international Business Machines Corporation, connue sous le sigle IBM, est une
société multinationale américaine présente dans les domaines du matériel informatique, du

logiciel et des services informatiques.

La société est née le 16 juin 1911 de la fusion de la Computing Scale Company et de la
Tabulating Machine Company sous le nom de Computing Tabulating Recording Company
(CTR). Celle-ci a changé de nom pour devenir International Business Machines Corporation
le 14 février 1924. On lui préte le surnom de Big Blue en référence au bleu sombre, couleur
longtemps associée a l'entreprise. Dans les années 1970 et les années 1980, IBM était la

premiére capitalisation boursiére au monde.

Tableau 4.23 Tableau descriptive de la série de rendement du IBM.

Min

1st Qu

Median

Mean

3rd Qu

Max

kurtosis

skewness

-8.19000

-1.08500

-0.09000

-0.06944

0.87000

9.42000

4.635905

0.34125
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FIGURE 5.10 — Autocorrélation et Autocorrélation partielle de la série de rendement du IBM

Nous remarquons des graphes de la série n’est pas stationnaire et elle est confirmée par

I’analyse des autocorrélation et autocorrélation partielle.

Le p-value du test Box-Ljung < 0.05, on accepte que les résidus sont autocorrélés(Voir Annexe

3).
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Tableau 4.24 Estimation d’'IBM par modéle GARCH(1,1).

Parameétre de la loi GPD des résidus | Pour 50 valeurs
1 1.109¢ — 16
Bo 1.062e — 1
aq 1

B 10°®

seuil 0.283

19 0.04

15 1.28

VaR residu 4.412589
VaR (GARCH) 5.642781
Max (VaR) 14.69751
Min (GARCH) 4.26218

Tableau 4.25 Tableau des différent AIC pour différent modéles.
AIC | ma(3) | ar(3) GARCH(1,1) | ARMA(3,3)
1035.82 | 4.138867 | 3.936395 1036.84

Les résultats obtenus montrent que le modéle GARCH(1,1) est meuilleur que les deux
autres modeéles car son AIC est le plus faible.
Nous remarquons que le VaR de modéle GARCH est plus grand que le VaR calculé par le
GPD.
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Conclusion générale

Les sociétés financiéres, les banques et les compagnies d’assurances s’exposent a des risques

importants de diverses natures. La gestion de risque est une préoccupation majeure pour les
gouvernements et les entreprises donnant lieu a des tentatives de mesure du risque a tout
niveau.
Le risque du marché extréme est un type important de risque financier, qui est généralement
causé par des mouvements de prix extrémes sur le marché financier. Bien que ce risque se
produise avec des faibles probabilités, il peut entrainer des conséquences désastreuses sur le
marché en engendrant des pertes financiéres importantes. Les catastrophes financiéres graves
qui se sont produites dans le passé sont des preuves criantes : Les graves catastrophes finan-
ciéres qui se sont produites dans le passé, comme le fameux krach boursier, communément
appelé lundi noir, qui a eu lieu aux Etats-Unis en octobre 1987, la crise asiatique de 1997-1998
et la crise des sous primes de 2007-2009.

Il existe plusieurs facons de mesurer le risque, la mesure la plus répandue est la Valeur a-
Risque (VaR) établie par JP Morgan (1994)([10]). Elle permet de mesurer la perte maximale
liée & une position de marché, sur une fenétre de temps particuliére et pour un niveau de
confiance (1—a) donné en supposant que nous connaissons la loi du rendement du portefeuille.

De plus la VaR repose sur I'idée de coupler le montant des pertes (quantification brute)

et la fréquence des pertes (prise en compte du risque).

Par ailleurs, la modélisation ARMA se révéle insuffisante pour les séries & cause de non
normalité des résidus, cette série risque d’étre caractériser par une dynamique non linéaire et
une volatilité variable au cours du temps. Ce conditionnement nous a amené a entamer une
modélisation non linéaire (les modéles Autorégressif Conditionnellement Hétéroscidastique)
qui nous a donné un modéle ARMA (p,q) avec erreur GARCH(1,1).

Enfin, une approche innovante est utilisée, dans laquelle GARCH est combiné & EVT-POT

en utilisant la procédure en deux étapes de McNeil (1998).
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CONCLUSION GENERALE

Des méthodes statistiques sont utilisées pour évaluer la performance de prévision de la
Var des modeéles a effet GARCH. Dans cette étude, il s’avére que les modéles GARCH sont
assez performants avec toutes les résidus. Les techniques EVT (tant conditionnelles ou in-
conditionnelles) sont plus performantes que les approches GARCH. 'EVT inconditionnelle
est la plus performante. Les applications faites sur les données financiéres (SP500, INTEL
et IBM), ont montré que le modéle a effet GARCH(1,1) ajuste mieux ces derniéres et que la
prévision de la Var est plus efficace que la Var estimée par la loi GPD des résidus car elle
prend en considération les données historiques des séries financiéres. Parmi les perspectives

de ce travail sont la prédiction de la Var par 'approche bayésienne et dans le cas multivarié.
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Annexe

Application 1 summary(sp500)
Min 1st Qu Median Mean 3rd Qu Max
-125.460 -0.860 -0.080 -1.493 0.250 248.150

skewness(sp500)
1.71195)
attr(,method)
moment
> kurtosis(sp500)
33.71843
attr(,method)
ercess

One Sample t-test

data : sp500
= 21.132, df = 1767, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis : true mean is not equal to 0
95 percent confidence interval :
234.3942 282.3549
sample estimates :

mean of x

258.3746
Boz-Ljung test

data : sp500
X-squared = 208.74, df = 12, p-value < 2.2e-16

arima(z = at, order = ¢(0, 0, 3))
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ANNEXE

Call :
arima(z = at, order = ¢(0, 0, 3))

Coefficients :
mal ma2 mad intercept

0.2217 -0.0309 0.0534 0.0038
s.e. 0.0243 0.0234 0.0248 0.531
sigma?® estimated as 322.5 : log likelihood = -7610.47, aic = 152530.95

Call :
arima(x = at, order = ¢(3, 0, 3))

Coefficients :
arl ar2 ar8d mal ma2 mad intercept

0.6719 -0.6943 0.8192 -0.4887 0.6283 -0.7506 -0.0462
s.e. 0.0437 0.0268 0.0379 0.0471 0.0375 0.0480 0.7986

sigma? estimated as 309 : log likelihood = -7572.89, aic = 15161.79
Title :
GARCH Modelling

Title :
GARCH Modelling

Call :
garchFit(formula — sp500 arma(1, 1) + garch(1, 1), data — sp500, trace — F)

Mean and Variance Equation :
data arma(1, 1) + garch(1, 1)
<environment : 0x00000000085de898 >
[data = sp500]

Conditional Distribution :

norm
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Coefficient(s) :
mu arl mal omega alphal betal
-0.00780814 0.04614599 0.25105653 0.00075616 0.29526658 0.77108666

Std. Errors :

based on Hessian

Error Analysis :
FEstimate Std. Error t value Pr(>[t])
mu -0.0078081 0.0079998 -0.976 0.32904
arl 0.0461460 0.0819461 0.563 0.57335
mal 0.2510565 0.0819236 3.065 0.00218 **
omega 0.0007562 NA NA NA
alphal 0.2952666 0.0096313 30.657 < 2e-16 ***
betal 0.7710867 0.0071758 107.456 < 2e-16 ***

Signif. codes : 0 "***0.001 ** 0.01 "*’ 0.05 °." 0.1 "’ 1

Log Likelihood :
-3099.63 normalized : -1.754177

Description :
Mon Sep 20 11 :16 :36 2021 by user : dell

Standardised Residuals Tests :
Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi® 184.1238 0
Shapiro-Wilk Test R W 0.9837306 2.810839¢-13
Ljung-Boz Test R Q(10) 25.29016 0.004821825
Ljung-Boz Test R Q(15) 34.61062 0.002792915
Ljung-Box Test R Q(20) 38.37075 0.007975751
Ljung-Boz Test R* Q(10) 24.09723 0.007346442
Ljung-Boz Test R* Q(15) 30.19106 0.01125089
Ljung-Box Test R Q(20) 33.74266 0.02791909
LM Arch Test R TR? 30.90266 0.002038458

Information Criterion Statistics :
AIC BIC SIC HQIC
3.515145 3.533742 3.515122 3.522016
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Title :
GARCH Modelling

Call :
garchFit(formula = sp500 garch(1, 1), data = sp500, trace = F)

Mean and Variance Equation :
data garch(1, 1)
<environment : 0x0000000014f45360>
[data = sp500]

Conditional Distribution :

norm

Coefficient(s) :
mu omega alphal betal
-0.01112766 0.00084867 0.29493656 0.76886473

Std. Errors :

based on Hessian

Error Analysis :
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
mu -0.0111277 0.0069954 -1.591 0.112
omega 0.0008487 NA NA NA
alphal 0.2949366 0.0007570 389.593 <2e-16 ***
betal 0.7688647 0.0051837 148.325 <2e-16 ***
— Signif. codes : 0 "***70.001 "** 0.01 "* 0.05 .7 0.1 " 1

Log Likelihood :
-3159.568 normalized : -1.788097

Description :
Mon Sep 20 11 :19 :27 2021 by user : dell
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Standardised Residuals Tests :
Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi® 192.173 0
Shapiro-Wilk Test R W 0.9832182 1.57429¢-13
Ljung-Box Test R Q(10) 132.8752 0
Ljung-Boz Test R Q(15) 142.0001 0
Ljung-Boz Test R Q(20) 145.9983 0
Ljung-Boz Test R* Q(10) 21.5445 0.0176009
Ljung-Box Test R* Q(15) 25.98156 0.03821692
Ljung-Boz Test R* Q(20) 28.16744 0.105/946
LM Arch Test R TR? 27.87794 0.005764005

Information Criterion Statistics :
AIC BIC SIC HQIC
3.580722 3.593121 3.580712 3.585303
threshold
7.091128

p.less.thresh

n.exceed
100

method

ml

par.ests
xi beta
0.1865105 26.5027771

par.ses
z1 beta
0.1400775 4.5343201

varcov
1] ;2]
[1,] 0.01962171 -0.461411}
[2,] -0.46141141 20.5600588
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information

observed

converged

nllh.final
446.3967

attr(,class) gpd

varl :113.4459
vart : 2917.62
maz(vart) : 130802
min(vart) : 3.303515

Application 2 Min 1st Qu Median Mean 3rd Qu Max
-7.60000 -0.62500 -0.07000 -0.01829 0.43500 4.92000
> skewness(intel)

-0.0501078

attr(,method)

moment

> kurtosis(intel)

10.85384

attr(,method)

ercess

One Sample t-test

data : intel

= 158.18, df = 251, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis : true mean is not equal to 0
95 percent confidence interval :
54.35370 55.72424
sample estimates :
mean of x
55.03897
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Boz-Ljung test

data : abs(at)
X-squared = 1623, df = 12, p-value < 2.2e-16

Call :

arima(x = at, order = ¢(0, 0, 3))

Coefficients :
mal ma2 mad intercept
2.1224 2.0054 0.8344 1.8383
s.e. 0.0139 0.0176 0.0102 13.5483

sigma?® estimated as 9144 : log likelihood = -10574.85, aic = 21159.69

Call :
arima(z = at, order = ¢(3, 0, 0))

Coefficients :
arl ar?2 ar8 intercept
0.9378 0.0539 -0.0136 -0.9527
s.e. 0.0628 0.0863 0.0629 2.7959

sigma? estimated as 1.257 : log likelihood = -387.97, aic — 785.93

Title :
GARCH Modelling

Call :
garchFit(formula = at  garch(1, 1), data = at, cond.dist = std,
trace = F)

Mean and Variance Equation :
data garch(1, 1)
<environment : 0x000000001376d018 >
[data = at]
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Conditional Distribution :
std

Coefficient(s) :
mu omega alphal betal shape
-1.0397e-16 1.2801e-06 2.4916e-02 9.6834e-01 3.9251e+00

Std. Errors :

based on Hessian

Error Analysis :
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
mu -1.040e-16 5.180e-02 0.000 1.0000
omega 1.280e-06 1.970e-02 0.000 0.9999
alphal 2.492e-02 1.188¢-02 2.098 0.0359 *
betal 9.683e-01 2.173e-02 44.561 < 2e-16 ***
shape 3.925e+00 8.435e-01 4.653 3.27e-06 ***

Signif. codes : 0 ***0.001 **** 0.01 *** 0.05 °.” 0.1 ° ’ 1

Log Likelihood :
-342.8501 normalized : -1.365937

Description :
Mon Sep 20 11 :52 :30 2021 by user : dell

Standardised Residuals Tests :
Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi® 1779.373 0
Shapiro-Wilk Test R W 0.8437366 3.335772e-15
Ljung-Box Test R Q(10) 5.086926 0.8852961
Ljung-Boz Test R Q(15) 11.78751 0.6950362
Ljung-Boz Test R Q(20) 12.84558 0.8839107
Ljung-Box Test R* Q(10) 1.083879 0.9997513
Ljung-Box Test R* Q(15) 18.54687 0.2350066
Ljung-Box Test R* Q(20) 19.03445 0.5195875
LM Arch Test R TR? 1.03353 0.999983
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Information Criterion Statistics :
AIC BIC SIC HQIC
2771714 2.841942 2.770941 2.799976
threshold
0.1182899

p.less.threshold

n.exceed
100
method

ml

par.ests
xi beta
0.1071124 0.7328883

par.ses
z1 beta
0.1038945 0.1054004

varcov
1] [,2] [1,] 0.010794075 -0.007044488
[2,1-0.007044488 0.011109250

information

observed

converged

nllh.final
79.65262
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attr(,class)
gpd
varl : 2.706983
vart : 2.670068
mazx(vart) : 4.1941}
> min(vart) : 2.663789

Application 3 summary(ibm)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Mazx.

-8.19000 -1.08500 -0.09000 -0.06944 0.87000 9.42000
skewness(ibm) :0.34125

kurtosis(ibm) :4.635905

One Sample t-test

data : ibm
t = -0.58234, df — 250, p-value — 0.5609
alternative hypothesis : true mean is not equal to 0
95 percent confidence interval :
-0.3042973 0.1654128
sample estimates :
mean of x
-0.06944226
Boz-Ljung test

data : ibm
X-squared = 20.422, df = 12, p-value = 0.05951
Call :

arima(z = at, order = ¢(0, 0, 3))

Coefficients :
mal ma2 mad intercept
-0.0451 -0.0027 -0.1252 0.0001
s.e. 0.0620 0.0640 0.0604 0.0977

sigma® estimated as 3.486 : log likelihood — -512.91, aic — 1035.82
Call :
arima(z = at, order = ¢(3, 0, 3))
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Coefficients :
arl ar2 ar8 mal ma2 mad intercept
0.4555 -0.5340 -0.2960 -0.5109 0.5485 0.1534 0.0010
s.e. 0.4306 0.4666 0.3784 0.4396 0.4932 0.3599 0.1012

sigma?® estimated as 3.416 : log likelihood = -510.42, aic = 1036.8/
Title :
GARCH Modelling

Call :
garchFit(formula = ibm arma(1, 1) + garch(1, 1), data = ibm, trace = F)

Mean and Variance Equation :
data arma(1, 1) + garch(1, 1)
<environment : 0x00000000080464e0>
[data = ibm)]

Conditional Distribution :

norm

Coefficient(s) :
mu arl mal omega alphal betal

-0.040555 0.477938 -0.580558 2.794721 0.065398 0.144355

Std. Errors :

based on Hessian

Error Analysis :
FEstimate Std. Error t value Pr(>[t/)
mu -0.04055 0.05432 -0.747 0.4553
arl 0.47794 0.27447 1.741 0.0816 .
mal -0.58056 0.25193 -2.304 0.0212 *
omega 2.79472 2.67757 1.044 0.2966
alphal 0.06540 0.06095 1.073 0.2831
betal 0.14436 0.77637 0.186 0.8525
— Signif. codes : 0 ***70.001 "**’ 0.01 "** 0.05 "." 0.1 ° 1

Log Likelihood :
-518.4278 normalized : -2.045529
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Description :
Mon Sep 20 09 :53 :04 2021 by user : dell

Standardised Residuals Tests :
Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi® 288.1269 0
Shapiro-Wilk Test R W 0.9320928 2.440528e-09
Ljung-Box Test R Q(10) 17.22692 0.0694911
Ljung-Boz Test R Q(15) 20.43485 0.1558781
Ljung-Boz Test R Q(20) 24.32237 0.2285958
Ljung-Box Test R?* Q(10) 6.705465 0.7529275
Ljung-Box Test R* Q(15) 6.919379 0.959848/
Ljung-Box Test R* Q(20) 8.071548 0.9913838
LM Arch Test R TR? 6.259796 0.9024235

Information Criterion Statistics :
AIC BIC SIC HQIC
4.138867 4.223141 4.137759 4.172781
Title :
GARCH Modelling

Call :
garchFit(formula = at garch(1, 1), data = at, cond.dist = std, trace = F)

Mean and Variance Equation :
data garch(1, 1)
<environment : 0x000000001402d208 >
[data = at]

Conditional Distribution :
std

Coefficient(s) :
mu omega alphal betal shape
-1.1092e-16 8.2322e-01 1.0628e-01 7.0278e-01 3.3184e+00

Std. Errors :

based on Hessian
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Error Analysis :
FEstimate Std. Error t value Pr(>[t])
mu -1.109e-16 9.514e-02 0.000 1.000
omega 8.232e-01 2.333e+00 0.353 0.724
alphal 1.063e-01 2.015e-01 0.527 0.598
betal 7.028e-01 7.353e-01 0.956 0.339
shape 8.318¢+00 7.714e-01 4.302 1.7e-05 ***
— Signif. codes : 0 7***7 0.001 ** 0.01 "*’ 0.05 " 0.1 "’ 1

Log Likelihood :
-489.0176 normalized : -1.948277

Description :
Mon Sep 20 09 :53 :57 2021 by user : dell

Standardised Residuals Tests :
Statistic p-Value
Jarque-Bera Test R Chi® 427.3813 0
Shapiro-Wilk Test R W 0.9220553 3.372012e-10
Ljung-Box Test R Q(10) 15.48441 0.1153737
Ljung-Boz Test R Q(15) 18.5418 0.235253
Ljung-Boz Test R Q(20) 22.72036 0.3027351
Ljung-Boz Test R* Q(10) 4.569808 0.9180042
Ljung-Box Test R* Q(15) 4.960392 0.9924565
Ljung-Box Test R* Q(20) 5.724735 0.999221/
LM Arch Test R TR? 4.296576 0.9774707

Information Criterion Statistics :
AIC BIC SIC HQIC
3.936395 4.006624 3.935622 3.964657
threshold
0.2838917

p.less.thresh

n.exceed
100
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method

ml

par.ests
xi beta
0.04811669 1.28124898

par.ses
z1 beta
0.089767778 0.17207911

varcov
L1 2]
[1,] 0.008058255 -0.009681351
[2,] -0.009681351 0.029611219

information

observed

converged

nllh.final
129.6024

attr(,class)
gpd
varl - §.412589
vart :5.642781
maz(vart)= 14.69751
min(vart)= 4.26218




