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INTRODUCTION GENERALE

0.0.1 Introduction

I’étude des séries chronologiques'a connu un accroissement important tant du poinﬁ de vue
théorique que pratique. Dans presque tous les domaines, les données peuvent étre amenées, ou
présentées sous forme de séries temporelles. Bien que 'analyse des séries chronologiques soit
basée sur ’hypothése de stationnarité faible, au point de vue pratique, cette propriété n’est pas
toujours vérifiée; on procéde alors a une transformation adéquate appliquée au processus non
stationnaire pour assurer la condition de stationnarité (différence ordinaire, différence mixte,
ou par le biais d’'une transformation de la famille exponenticlle de Box-Cox (1964) ou celle de
Manly (1976)).

I’analyse des séries chronologiques, utilise traditionnellement, les modeles ARIM Aou SARIM A
(Box et Jenkins (1970)), leur application a conmu pour un moment un grand essor dans plusieurs
domaines. Ainsi, I'introduction de la classe des modéles linéaires autorégressifs moyennes mo-
biles & coefficients et ordres périodiques a été une alternative attrayante a la modélisation
saismmalé habituelle; de tels modeéles sont notés PARM A4(f;, ¢;) et sont une généralisation
des modeles SARIM A((p, d, q); (P, D,Q)) classiques. La justification théorique de 'utilisation
des modéles linéaires périodiques revient a la décomposition linéaire de Cramér (1961), établie
pour les processus non stationnaires et qui est une généralisation de la décomposition linéaire
de Wold (1938) spécifique du cas faiblement stationnaire. ‘

Les modeéles linéaires périodiques ont, prouvés leur utilité daus plusieurs domaines, tels que
I’économétrie ( Akmel et Istem (2001), Cadren (1998), Franses (1996), Ghysels et Hall (1992),
Hansen et Sargent (1990), Osbon et Smith (1989) et Osbon (1988)), hydrologie, la météorologie
et les études d’environnements ( Mcleod (1991), Cleveland et Tiao (1979)), etc ...

I’outil fondamental pour étudier les propriétés théoriques d‘un modéle autorégressif moyenne
mobile & coefficients et ordres périodiques du temps de période d noté PARM A4 (p¢, q,) (ou
bien PARM A) est basé sur le théoréme de Gladyshev (1961). Gladyshev a introduit le con-
cept. de processus périodiquement corrélés; de plus, il a mis en relief la dualité exastant entre
les processus univariés périodiques, et les processus multivariés faiblement stationnaires corre-
spondants.

L’analyse de ce type de modéles était Pobjectif de plusieurs chercheurs qui se sont in-



téressés aux différents problémes ( I'identification, 'estimation et la prévision ); le probléme de
Jidentification a été traité par Cleveland et Tiao (1979). Bentarzi (2001) a généralis¢ le critére
PDC (predictive density criterion) aux cas des modéles PAR.

Une condition suffisante pour I'inversibilité¢ des modél@ univariés périodiques a été traitée
par Ghysels et Hall (1992) et Cipra (1984); de plus “Bentarzi et Hallin (1994) ont donné une
condition nécessaire et suffisante pour I'inversibilité des modéles M A (¢*) multivariés d- péri-
f)diqueﬁ et la condition de causalité pour des processus autorégressifs périodiques a été donnée
par Smadi et Ula (1997), Vecchia (1985) et Troutman (1979).

Le probléme de la factorisation spectrale d’un modéle périodique, c’est A dire la construc-
tion de tous les modéles correspondant a une fonction d’autocovariance donnée a &té traité
par Bentarzi ((1995), (1998)) et Bentarzi et Hallin ((1994), (1998)). La propri¢té de normalité
asymptotique locale (LAN) vérifiée par la majorité des modéles a ét& montrée pour les modéles
PAR, par Bentarzi (1995), Bentarzi et Hallin (1996) dans le but d’établir un test localement
asymptotiquement optimal (Most stringent) pour tester la périodicité d'un modele AR; Guer-
byenne et Bentarzi (2000) ont exploit¢ cette propriété au cas des modéles 2 AR, pour construire
des estimateurs LAM-adaptatifs.

Le probléme de Vestimation des paramétres d’un modele PARM Aq4 (py, q:) a ét€ étudié par
Lund et Basawa (2000), Adams et Goodwin (1995), Boshnakov (1995), Andel ((1983), (1989)),
Li et Hui (1988), Cipra (1985), Salas et al (1982), Tiao et Grupe (1980), Parzen et Pagano
(1979), Troutman (1979), Pagano (1978) et Jones et Brelsford (1967)). De plus, ce type de
modeles permet d’¢tudier plusieurs phénomenes, par exemple les phénomeénes saisonniers qui
peuvent &tre exploités dans 'analyse des séries chronologiques multidimensionnelles; ces proces-
sus, c’est-a-dire les processus autorégressifs moyennes mobiles multivariés notés VARM A ont
trouvé une application dans plusieurs domaines tels que la géophysique et surtout en économie.
Certains travaux récents ont montré que la relation entre les variables dans un systéme dy-
ramique peut étre décrite par un systéme multivarié; par exemple, le modele autorégressif
multivarié noté VAR est couramment utilisé pour effectuer des prévisions des systémes de
séries chronologiques inter-reliés, et pour analyser impact dynamique des perturbations aléa-
toires sur le systéme des variables. Sims (1980) a propos¢ d’utiliser le modele VAR comme une
alternative aux modéles & équations simultanées. Cadren (1998) a utilisé ces processus pour
analyser la demande de produits pétroliers en France, Akmal et Stem (2001) les ont utilisé pour
analyser la structure de la demande d’énergie résidenticlle en Australie.

L’estimation des paramétres d’un modéle VARMA a été étudié par plusieurs chercheurs,

Lund et Basawa (2000) ont évalu¢ la vraisemblance d’un modéle VARM A a partir d’un modele

)



PARM Aq (pt, q) correspondant. Ansley et Khon (1983) ont montré que le filtre de Kalman
i)eut étre utilis¢ pour calculer la fonction de vraisemblance exacte d’un modéle VARMA. Ainsi,
les différentes étapes pour calculer le logarithme de la fonction de vraisemblance par l‘algoﬁthme
de Chandrasekhar est présent¢ par Sheat (1988). Hilmer et Tiao (1979) ont développé les
procedures d’estimation exacte par la méthode du fr;a.xxmum de vraisemblance d’un modéle
V M A pur. IIs ont obtenu une approximation pour estimer les paramétres d’un modéle VARM A
mixte. Ainsi, Pestimation des parameétres d’'un modéle VARM A a été Pobjectif de plusieurs
chercheurs, Arnold et Tapio (2001), Lund et Basawa (2001), Schneider et Neumaier (2000),
Melard (1984), Sheat (1984), Khon et Ausley (1983), Newton (1982), Tiao et Box (1981),
Hilmer et Tiao (1979), Pagano (1978) et d’autres...

Dans notre travail, nous nous intéressons, principalement, au probléme de ’estimation des
paramétres d‘un modéle autorégressif d-vari¢ stationnaire et a celle des paramétres d‘un modéle
autorégressif d-périodique d’ordre p car Pestimation joue un réle crucial dans la procédure de
modélisation; elle permet de déterminer les valeurs des paramétres inconnus du modéle com-
patible avec les données, et par conséquent, d’utiliser la formule théorique de la prévision. En
effet, les techniques d’estimation des paramétres d‘un modele ARM A peuvent étre subdivisées
en deux catégories. La premiére contient les méthodes d’estimation qui utilisent directement
les données. Parmi les méthodes les plus utilisées dans cette catégorie, nous pouvons citer la
méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moifidres carrés. Dans la deuxiéme,
nous utilisons les méthodes d’approche commune qui se basent sur la transformation des don-
nées, en un ensemble fini de résumés statistiques [moyenne empirique, variance et covariance
empirique etc...], puis nous estimons les parameétres du modéle.

Dans notre travail nous intéressons, d'une part, au probléme de 'estimation des parameétres
d‘un modele autorégressif d-périodique d’ordre p, et d’autre part, a celui des paramétres d‘un
modele autorégressif d-varié stationnaire. Ainsi, le grand nombre de paramétres qui figure dans
les modéles autorégressifs multivariés, rend ’estimation des parameétres un peu difficile. Notre
but consiste donc, a réduire ce nombre des paramétres.

On dispose d’observations (mesures expérimentales) et nous voullons estimer les paramétres
mtervenant dans les modeéles VARM A. Mais, avant de résoudre de mani¢re numérique I'identification
de ces parametres, se pose le probléme de 'unicité des parameétres correspondant aux obser-
vations : c’est ce que nous appellons identifiabilité du systéme. Donc avant d’estimer les
parametres intervenant dans les systémes dynamiques, il faut vérifier si le modéle est identifi-

able.



0.0.2 Apports et présentation de la thése :

Newton (1982) a utilisé les équations de Yule-Walker pour réduire le nombre de paramétres d’'un
modéle autorégressif d-varié stationnaire dans le but de proposer une méthode d’estimation
de la densité spectrale d'une série temporelle multiple, Lund et Basawa (2000) ont evalu¢ la
vraisemblance du modéle VARM A a partir du modéle PARM A qui lui est correspondant et
ils ont explicité les calculs pour un modéle PARM A(1,1).

Ce travail est consacré d'une part, au probléme de Pestimation des parameétres d‘un mod-
¢le autorégressif dont les coefficients et la variance sont périodiques et d’autre part, & celul de
Vestimation des paramétres d‘un modéle autorégressif d-varié stationnaire.

I’estimation des parameétres d‘un modéele autorégressif d-vari¢ stationnaire est difficile a
cause de nombre des paramétres qui figure dans ces modéles; il est possible de faire diminuer
ce nombre de paramétre. Nous considerons son modéle autorégressif périodique qui lui est
correspondant. Notre but consiste donc a réduire le nombre des paramétres d‘un modele VAR
stationnaire.

L’analyse des séries temporelles multiples est fondée classiquement sur Papplication des
méthodes non paramétriques et des méthodes paramétriques existant. Les résultats de’utilisation
des méthodes traditionnelles d’estimation montrent que les méthodes paramétriques fournissent
généralement de meilleurs résultats. Nous supposons que ’on dispose d’une série chronologique
multivariée 7, ..., 7 avec Xy = (Zi¢, --- a:dt)’ généré par un pr(:c&us V AR stationnaire, donc,
Ja méthode est connue par la méthode autorégressive classique. Bien que la méthode autorégres-
sive (Akaike (1974), Parzen (1977), Newton et Pagano (1981)) posséde 'avantage qu’il existe un
rationnel pour le choix objectif d'un ordre P qui posséde plusieurs propriétés d’optimalité, les
analystes montrent qu’il existe plus d'un ordre qui peut étre considré pour retrouver les estima-
teurs; donc une méthode d’estimation des séries temporelles multiples est propoééc par Newton
(1982). Cette méthode est basée sur Panalyse des processus autorégressifs périodiques; elle per-
met d’éliminer plusieurs difficultés qui figurent dans les méthodes traditionnelles d’estimation,
en particulier, dans la méthode autorégressive classique. Ainsi, les informations sur la struc-
ture d'une série temporelle multiple, peuvent étre obtenues par I'utilisation d’un processus
autorégressif univari¢ périodique Newton (1982), Pagano (1978), Jones ct Brelsford (1967) et
Gladyshev (1961).

Pour évaluer le gain en efficacité de la méthode autorégressive périodique, une étude de
simulation intensive est réalisée en, utilisant la méthode des moindres carrés et sous la condition

de normalité des innovations.



Cette theése, dont le théme porte :
<< SUR L’ESTIMATION DES MODELES PERIODIQUES UNIVARIES ET
MODELES MULTIVARIES CLASSIQUES >~
est composée de quatre chapitres. Nous présenterons bri¢vement le probleme étudié dans
chaque chapitre. Enfin, nous donnerons une conclusion généralez les rélérences et quelques

outils de base sous formes d’annexes.

Chapitre 1 :

Ce chapitre est consacré a 'étude des modeles univariés autorégressifs moyennes mobiles péri-
odiques et a celle des modéles multivariés classiques; il est composé de sept sections. La premiére
présente quelques définitions de base concernant les modeles PARM A4 (py, g1); 1a deuxiéme est
une introduction aux processus VARM A, au cours de laquelle nous montrerons qu'une classe
particulicre de ces modéles est celle ou les processus multivariés sont stationnaires. Ainsi, le
modele VARM A est une extension du modele VAR, alors la définition des processus VAR
et ces différentes propriétés seront présentés et deux outils de base pour déterminer la rela-
tion dynamique entre les canaux seront aussi donnés. Enfin, nous donnerons les propriétés
théoriques du modeéle multivarié, puis nous établirons le lien existant entre les deux types de

classes au sens de Gladyshev (1961); nous étudierons quelques propriétés essentielles du modele
PARM Aq (pt, qv)-

Chapitre 2 :

Le présent chapitre est consacré a 'étude des méthodes d’estimation des paramétres d’un mod-
ele PARM Aq4 (pe, qt); nous y étudierons en détail trois techniques parmi les plus utilisées pour
estimer les parameétres de ces modéles. Ces méthodes sont les suivantes : la méthode des
moments ( les équations de Yule-Walker périodiques ), 'approche du maximum de vraisem-
blance, la méthode des moindres carrés. 1l est composé de quatre sections. Dans la premiére,
la deuxiéme et la troisiéme, nous présenterons 'estimation des paramétres par la méthode des
moments puis, par celle du maximum de vraisemblance et enfin, par la méthode des moindres
carrés. Nous simulerons dans la derniére section plusicurs modéles PAR, (p¢); nous présen-
terons et interpréterons les résultats obtenus a 'aide de la méthode des moindres carrés et sous

I’hypothése de normalité des erreurs.



Chapitre 3 :

Ce chapitre est consacré A Pétude des méthodes d’estimation des parametres d’un modéele
VARM A. Tl est composé de cinq sections. La premiére est une introduction aux modéles VAR,;
dans la deuxiéme, la troisi¢me et la quatri¢me, nous évaluerons I'estimation des paramétres par
la méthode du maximum de vraisemblance, par la méthode des moindres carrés multivariés et,
enfin, par la méthodes des moments puis, nous présenterons et interpréterons les résultats de
simulation des modéles VAR en utilisant la méthode des moindres carrés multivariés, et sous
’hypothése de normalité des erreurs. '

Chapitre 4 :

Ce chapitre est consacré a I'étude des méthodes d’estimation des séries temporelles multi-
ples. 11 est composé de quatre sections. Dans la premiére, nous passerons en revue les méthodes
traditionnelles d’estimation d’une série temporelle multivariée stationnaire, puis nous passerons
a Pétude d’une méthode proposée par Newton (1982) et fondée sur le concept des processus au-
torégressifs périodiques; clie peut éliminer plusieurs difficultées qui existent dans les méthodes
traditionnelles, en particulier, dans la méthode d’estimation autorégressive classique. Les infor-
mations sur la structure d’une série temporelle multiple, peuvent étre obtenues par I'utilisation
d’un processus autorégressif univarié périodique Newton (1982), Pagano (1978), Jones et Brels-
ford (1967) et Gladyshev(1961). Le principe de la méthode et des exemples illustratifs seront
donnés pour mieux comprendre sa méthodologie. Enfin, nous‘présenterons et interpréterons
Jes résultats de simulation de la méthode autorégressive périodique par rapport a la méthode

autorégressive classique.

ANNEXE : :

Dans I'annexe nous présenterons le principe de la factorisation des matrices symétriques
et sa représentation mathématique. Un cas particulier qui est a la base des analyses mul-
tidimensionnelles sera traité, enfin, nous donnerons Valgorithme de la méthode de Cholesky

modifiée.
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Chapitre 1

Modeéles Périodiques Univariés et

Modeéles Multivariés Classiques

1.1 Introduction

Une classe particuliére de modéles ARM A évolutifs est celle ou les parametres ¢y, O, ] =
1,2,...pe, ¥ = 1,2,...,q, Vordre (p;, ), et la variance du bruit blanc o? sont des fonctions
périodiques du temps t et de période d (d > 2). Cette classe dgnt la fonction d’autocovariance
est périodique, est noté par PARM A4 (p, ,q). Ce type de processus permet de représenter
plusieurs phénoménes, par exemple les phénomenes saisonniers, qui peuvent, &tre exploités dans
Panalyse des séries chronologiques multidimensionnelles autorégressives moyennes mobiles sta-
tionnaires. .

Ce chapitre est composé de sept sections. La premiére présente quelques définitions de base
concernant, les modéles PARM Aq4 (p; ,q.); la deuxiéme est une introduction aux processus d-
variés, ol nous montrerons qu’une classe particuliére de ces modeles est celle ol les processus
multivariés sont stationnaires; ainsi, comme le modéle VARM A est une extension du modéle
V AR, alors la définition des processus VAR et ses propri¢tés et deux outils pour determiner
la relation dynamique entre les canaux seront donnés; nous donnerons ensuite, les propriétés
théoriques du modéle multivarié et nous présenterons le théoréme de Gladyshev (1961) qui
précise le lien existant entre les processus umnivariés périodiques et les processus multivariés
classiques. Dans la derniére section nous établierons le lien existant entre les deux types de

classes; nous étudierons, enfin, quelques propriétés des modeles 1 >ARM A4 (pe ,q¢) -
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1.2 Processus périodiquement corrélés

Soit {1, t € Z} un processus du second ordre de moyenne et de fonction d’autocovariance

données respectivement par :

’Y(t,S) = cov (yhys) “E E{(yt s Tn’t) (y-" i m-‘?)} ) Vt1s & Z

Remarques

- Si nous ne s’intéressons pas a la non stationnarité de la moyenne on peut supposer 1m; = 0;

dans ce cas y est dit centré.

- Une classe particuliére de processus non stationnaires est celle ot les fonctions d’autocovariance

sont des fonctions périodiques du temps.

- Une autre classe particuliére de ces processus est celle ot la moyenne, la fonction d’autocovariance

sont, homogenes (invariants avec le temps).

Définition 1.2.1

Un processus du second ordre y; est périodiquement corrélé ou bien faiblement périodique s’il

existe un entier positif d tel que pour t, set 7 € Zon a:

Meyrd = My (1.2.1)
y(t+7d,s+7d) =7(t,s) (1.2.2)

Ientier positif d qui satisfait les conditions (1.2.1) et (1.2.2) est appelé la période du processus
périodiquement corrélé.

Définition 1.2.2
Un processus {&;,t € Z} est un processus bruit blanc périodique s'il vérifie les propriétés
suivantes :
i) Le processus {g,,t € Z} est centré, c’est-a-dire que E(g;) = 0 pour tout t € Z.
i1) Sa variance est d-périodique, Cest-a-dire que 07,4, = o? pour tout i =1, ...,d, t € Z.

iii) Le processus {&,1 € Z} est non corré¢lé, Cest-a-dire E(ge,) = 0, pour tout t et s tel

que t # s.
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Nous remarquons que les processus bruits blancs d-périodiques sont tout simplement des

processus bruits blancs de variance d-périodique dans le temps.

1.2.1 Processus autorégressifs moyennes mobiles périodiques
Définition 1.2.3

Un processus périodiquement corrélé, de période d admet une représentation autorégressive
moyenne mobile d’ordre (py, q;), périodique de période d noté PARM Ay(py, q;) 8’1l est solution

de ’équation aux différences stochastique suivante :
Pt i
Yo — 2 PulYt—i = € — thjet—j , VIeZ (1.2.3)
i=1 .
=1

ou encore

(I)l (L)yt = @L( L)Et

ou {&4, 1 € Z} est un bruit blanc périodique de variance 0?, les paramétres G 3=1,...,1,045,
= 1,...,q;, pe et g, sont des fonctions d-périodiques, en t et les polyndmes
P(B)=1— 3 ¢ L et O(B) =1— 3", 0, I ne possédent pas de zéros communs.

-

P : p=mad t g = al 1.2.3) peut s’écn it
osons : p 112?5‘{«1 peet g fg?s)_fz q. alors, ( ) peut s’écrire comme sui

Yt — Z’;:l ¢’t,jyt—j = 23:1 ot,jet—j
Définition 1.2.4

Le modele particulier du modéle d-périodique général (1.2.3) correspondant au cas ou 6y; =0
pour tout j = 1.2,...,¢ (1 € Z) est dit modele autorégressif d-périodique d’ordre p, noté ARy

(pe) et est donné par Péquation aux différences stochastique suivante :

Pt
Yo — ) PuYe—i =€, VLEL (1.2.4)
i=1 v

ou encore

(I)t( L)yt = E¢

ott {£;,1 € Z} est un bruit blanc périodique de variance 07, les paramétres ¢, ;, j = 1,...,p.et

¢ sont des fonctions d-périodiques, en t et les polynémes (B) =1 -3 ¢, . .

12



Définition 1.2.5

Un modéle particulier du modele d- périodique général (1.2.3) correspondant au cas ot ¢y; =0
pour tout i =1.2,...,Pe (Vt € Z) est dit modéle moyenne mobile d-périodique d’ordre g; noté
PM A4 (ge) et est donné par I"égquation aux dlﬂmmum s stochastique suivante :

a .

Ye = Ex — E'ﬂtjﬁt-j} Viel {1‘25}

i=1
ou encore
h = B;{L}E:

o {&,,t € Z} est un bruit blanc périodique de variance o?, les parametres 05, j=1,....q el ¢
sont. des fonctions d-périodiques, en t et le polynéme O,(L) est égal 21— 31, 04, L.
1.2.2 TInversibilité et causalité des processus ARMA d-périodiques

Définition (1.2.6)

Le modéle (1.2.3) est dit causal s'll admet une solution de la forme

= Eju_u 11-'3,;-'51—;' I:LZﬁ)

ot la série infinie est convergente en moyenne quadratique.

Deéfinition (1.2.7)

Le modéle (1.2.3) est dit inversible &'il existe des fonctions 7, telles que

D IPLIR S (1.2.7)

oii la série infinie est convergente, en moyenne quadratique.

Pour étudier ces deux propriétés dans le cas des modéles PARM Aa(pe, ) , nous pouvons
utiliser deux approches. La premidre est baste sur le théoréme de Gladyshev (1961). Elle
consiste A ramener un modéle périodique univané a un modéle multivané st.at.imm.aim el &
étudier les propriétés de ce dernier. La dewaéme, celle de Bentarzi et Hallin (1994), raméne
le modéle moyenne mobile périodique (autorégressit périodique) & un modéle moyenne mobile

périodique (antorégressil périodique) d’ordre 1.
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1.3 Processus d-variés

Soit {X;, t € Z} un processus multivarié (d-varié¢) défini par X; = (Xy,, Xy, -, Xy,) de vecteur
moyen 1, et de matrice de covariances I, (.,.) donnés respectivement par :

-F

i, = EXqy = (F-*tn F‘:,t---*ﬂf:d) , VEEZ ; [1'3-1}
R (t+hyt) = B [(Xesn — tregn) (Xe— p)] ,VE,hEZ (1.3.2)

si les composantes de la série {X,, { € Z} 4 des valeurs complexes, I (.,.) est définie par :

Re(t + h,t) = E [(Xesn — tteyn) (Xe — 12)']

Notations
b est la transposée de b.
b* est la conjuguée complexe transposée de b.
- Une classe particuliére du modéle d- varié est celle o le vecteur moyen et la matrice de

covariance donnés par (1.3.1) et (1.3.2) respectivement sont homogénes.

Définition 1.3.1

Le processus { X, { € Z} de moyenne et de covariances données par (1.3.1) et (1.3.2) respec-
tivement est dit faiblement stationnaire si j1, (.) et R (t 4+ h,t) pour tout t et h =03 1,... sont
indépendants de .

1.3.1 Processus VARM A stationnaires

Le modéle VAJ‘_{M A est une extension du modéle VAR . 11 est défini par :

Xi—v— i AiXi_i = € en permettant aux termes de l'erreur, ici d'étre aulocorrélées.
La structure l-tlf_l‘iﬂxuta::ul.':nrru‘:la.i,i|:||n est. supposée élre d'un type relativement simple et ¢; pos-
sécle une représentation moyenne mobile (M A), ¢, = u, + By + ... + Bgu g o, comme
d’habitude, u; est un bruit blanc de moyenne nulle et de matrice de covariance 1, non sin-
guliére et v un vecteur de (d x 1) de termes constants. Le processus ainsi, défini prend le
nom de processus VARM A(p*, q*) (vector autoregressive moving average). Nous introduisons
dans la section suivante la définition d’un processus VARM A(p*, ¢*), d'un processus VAR(p*)
el celle d'un VA A(g*). Enfin, quelques propri¢iés importantes du modéle VAR seront dis-

culdes,
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Définition 1.3.2

Un processus {X;, t € Z} est un processus d- varié autorégressif moyenne mobile d’orde (p*, ¢*)
7'l est solution de I'équation aux différences stochastique suivante :

r q"
X: == ZA;X;..,‘ = U; + E Hj'llg_j . ’ {133)
i=1 j=1

les parameétres A;, i = 1,2,...,p" et B, j = 1,2, ..., ¢° sont des matrices d’ordre d et u, st le pro-
cessus bruit blanc vectoriel centré de matrice de covariances ¥, et v un vecteur de (d x 1) de ter-

mes constantis.

Définition 1.3.3

Un modéle particulier du meodéle multivarié stationnaire général (1.3.3) correspondant au cas
ol Bj = O4uq pour j = 1,2, ..., ¢" est dit modele autorégressif d- varié d'ordre p* noté VAR (p*)

ot est donné par Péquation aux diflérences Htxx:thiquﬂ suivante :

v
X‘l. — Z .A.EXI:....; = Uy [].3‘1}
i=1

les paramétres A; i = 1,2, ..., p* sont des matrices d’ordre d gt u,; est le processus bruit blanc
multivarié centré de matrice de covariance £, que I'on suppose non singuliére et v un vecteur

de [d % 1) de termes constants.

Définition 1.3.4

%

Un meodéle particulier du modéle multivarié stationnaire général (1.3.3) corespond au cas ou
Ai = Ogua 011 1 = 1,2,..., 7" est dit modéle moyenne mobile d- varié d’ordre g* noté VM A (g*)
et est donné par I'équation aux différences stochastique suivante :

-
X: — UV =th — E B:ut_:
=1
les paramétres B;, 7 = 1,2,...,¢" sont des matrices d'ordre d , uy = (U, Uae, ..., wae) d’ordre
(d % 1) est le processus bruit blanc multivarié centré de matrice de covariance ¥, ( qu'on

suppose non singuliére ) et v un vecteur de (d % 1) de termes constants.



1.3.2 Hypothése de base et propriétés des processus VAR
Processus VAR(p*) stables

Soit un modéle V AR (p*) donné par (1.3.4) et considérons le modéle VAR (1)

-

Xp_ =y ij,g_] + k {135}
i le mécanisme de génération commence A par exemple, ¢ = 1, nous obtenons

Xi=v+ A4, Xo+w
Xeg=v+ Ai_Xgl Jup =1+ A1{1J+A1Xu+1l-j} + s
= (Ig + Ay) v + A} Xo + Ayuy + s (1.3.6)

-1
-l At A7)0 Aot At

=0

les vecteurs Xy, ..., X, sont uniquement déterminés par Xg, uy, ..., tg et, par conséquent,, la distr
bution conjointe de X, ..., X, est déterminée & partir de la distribution conjointe de Xo, u1, ...,
de (1.3.6), nous obienons
Xe=v4+ A Xea+uw=(Ta+ A+ ...+ A])v+ A’“Xt_,_l + E Al
Si toutes les valeurs propres de A, s-unt de module mf-&ncure al [a. suite Af,1 =10,1,.
absolument sommable et donc la série ZiAlut_l converge en moyenne quadratique. De plus,

(1" + A4 +...+ A‘” v — (Ig+ Al:l_l v. Et A':H converge vers zéro quand j — oo el done,
J—=oo

nous pouvons négliger le terme A" 'z, ; ;. De I4, si toutes les valeurs propres de A, sont de

module inférieure i 1, le processus X; s’écrit
Xy —;L+):Atq.avec ;1—[.’:;—1—.'1]}_ v, t =0,%1,x2,. (1.3.7)
La loi de X, est déterminée de fagon unique par celle du processus u,. En particulier, les premier

et second moments de X, sont

I {Xl) T .quvt’

et
]._‘1 {h-} = E{Xl_ H‘}{xt—h ;L] —] hm Z z A"- (111. :“':, s J) (AJ] o 1“:“ Eﬂh-llﬂud;
o2 =0 =0 —00 ;o
done T ( E AT A car E (mu )=0pour s#tetk (um ) Y. pour tout t.

Puisque la mmhtmn sur les valeurs propres de la matrice A; est importante, nous disons
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- qu'un processus VAR(1) est un proocessus stable si toutes les valeurs propres de A, sont de
module inféricure 4 1. Cette condition est équivalente &

det (I; — A;2z) # 0 pour |z| <1

La discussion précédente peut étre aisément étendu & un processus ir"ﬂﬂ[p'] avec p* > 1
Plus précisément: si X, est un VAR(p*) comme dans (1.3.4) le processus V AR(1)
d % p*dimensionnel correspond est un processus VAR(1)

X; = ‘J+AX¢_1 = U:[ [1.38}
ol
ot TR N el \ .
i B . 0 0
A ¥ 0
X, = _ iyl ol A=} 0 L . & o V=
&5 0 A et ) e
\...._z.:L e \ 0 iy 0 ) v, i’
(dp*=1) {dp*x1) ;- e o {edp* 1)
(dp* xdp*)
Le processus X; est stable si
det (145 — Ayz) # 0 pour |z| < 1 (1.3.9)
son vecteur moyen est o =F (X,) = (Lgp- — )';'11}"1 v, et les autocovariances sont
Ix (k) = Y. AME, (AY) , k€ Z (1.3.10)

-
=0

En utilisant la matrice J = [I; 0 ... 0] d’ordre (d x dp*), le processus X, s’obtient par

X, = JX,. Puisque X, est un processus stochastique bien défini, il en est de méme pour
X, dont la moyenne I2 (X,) = Jp est constante pour tout t el dont la fonction d'autocovariance
'y (h) = JTx (h) J'est invariante par rapport au temps. Il est facile de voir que det (I, — Az) =
det (I — A1z — ... — A;-2""). nous appelons ce polynéme le polynbme caractéristique inverse
du processus VAR(p*). 'ou, le processus (1.3.4) est stable si son polynéme caractéristique

inverse n'a pas de racines dans et sur le cercle unité. Formellement X, est stable si

det (Ig— Ayz— ... — Ap2”) #£0 pour |2 <1 (1.3.11)



- Cette condition est appelée la condition de stabilité. Pour résumer, nous disons que X est un
processus VAR(p*) stable si (1.3.11) est vérifiée et

o
Xo=JX, =Jpt ¥ AUpi (1.3.12)
i=0

Un exemple important. est lorsque nous supposons que u; est un bruit blanc gaussien, c'est-
a-dire , uy ~ N (0, %,) pour tout t, u, et u, sont alors indépendants lorsque # 5. Dans ce
eas nous pouvons montrer que X, est un processus gaussien, c’est -i- dire que toute sous- suite

Xitu ooy X4 suit une loi de gauss multivariée pour tout i et h.

1.3.3 Représentation moyenne mobile d’un processus VAR

Soit, X; = v+AX,_; + Up. La représentation VAR(1) du processus VAR(p*) (1.3.4), sous

I'hypothése de stabilité le processus X, & une représentation
o) -
Xi=p+ Y AU, (1.3.13)
i=0

Cetle forme est appelée la représentation moyenne mobile (M A). X, est exprimé en fonc-
tion du passé et du présent du vecteur des erreurs de l’i.rmgvatinn U, et de la moyenne p.
Cette représentation peut étre utilisée pour déterminer la fonction d’autocovariance de X,. La
moyenne et les autocovariances de X, peuvent étre obtenues comme dans la section, précédante.
De plus, une représentation M A de X, peut éire trouvée en multipliant (1.3.13) par la matrice
J=[l 0..0]

Xo=JX, = Jut 3,

& ' m .
JAT T =p+ 3 (1.3.14)
1=01 i=0

ol p=Ju, ¢ = JA T et JU, = u,. Puisque les A* sont absolument sommables il en est de
méme pour 1. La représentation (1.3.14) fournit une possibilit¢ pour déterminer la moyenne

et la fonction d’autocovariance de X, done

F(Xe) = p

Fxih) = B{X:— )X, 4 —g) = 2 Bty (1.3.15)
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i I, désigne Popérateur de décalage défini par LX, = Xi, alors (1.3.4) s’écrit encore

Xe=v+ (AlL""---'I‘Ag‘LP‘] Xe+uy

A(L) X¢=v+u avec A(L)=1Ils— AL — ... = Ap ' (1.3.16)

Soit Vopérateur ¢ (L) = }% i, LE. Tel que
i=0 :
P(L)A(L) =14 (1.3.17)

En prémultipliant (1.3.16) par ¢ (L), il vient X, = PY(L)v+y (L) u (E ¥, ) v+ E Yoy ;.

I'opérateur 1 (1) et Iinverse de A (L) et est noté par conséquent A~ (L). a5
Généralement, nous disons que Popérateur A (L) est invers ible si |[A(z)| # 0 pour [2] < 1.

Si cette condition est satisfaite les coeflicients de ¢ (L) = A=Y (L) sont absolument sommables

et le processus ¢ (L) uy = A(L) " u; est bien défim ( c'est-d-dire, lim )E |W;| existe et est

e e

finic). Les coefficients v, peuvent étre obtenus a partir de (1.3.17), oi A; = 0 pour j > p".
D’ont les 1; peuvent étre calculées de fagon récursive 4 Paide des &quations
"lr‘!l)u =l . -
W; = Lwt_, g E=1,2,..
la mq}"?nnc p de X, peul &étre obtenue comme suit

p=y(L)v= A[L]'1v= (La—A; — ... — A M

1.3.4 Autocovariances et autocorrélations d'un processus VAR sta-

ble

Bien que les autocovariances d’'un processus VA R(p*) stationnaire puissent étre données en
fonclion des matrices des coefficients d'un processus M A comme en (1.3.15) cette formule est
pent attrayante en pratique parce qu’clle considére une somme infinie. Dans la pratique il est
plus facile de calculer les autocovariances a partir des matrices des coefficients d’un VAR. Dans
cette section nous développons les formules adéquates.
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1.3.5 Autocovariance d’un processus VAR(1)

Afin d’illustrer le calcul des autocovariances, supposons X, le processus VAR(1) stationnaire,

a coefficients connus. X; = v+ A; X;_; + 1, dont le bruit blanc u, a pour matrice de covariance

E (u.;u;) = B, De fagons alternative, le processus prénd la forme X, —p = A; (Xe—y — p) +uy,

ot p = E (X;). En multipliant & droite par (X, — jt) en prenant Vespérance nous obtenons
B [(Xe— ) Xeon— 1) | = AsE [(xt_l ~ 1) (KXo — )| + B fue (Xen— )] =T ()

pour h =0, T'x (0) = AiT'x (~1) + B = ATx (1)’ + 2, (13.18)
pour h=>0 3 I'x I:h‘] = AIPX {—1} [1.319}

Ces équations sont. connues sous le nom d'équation de Yule Walker. Si A; et la matrice de
covariance I'y (0) = Ex de X; sonl connues, les matrices I'x (k) peuvent &tre calculées de

fagons récursive en utilisant (1.3.19).

1.3.6 Autocovariance d’un processus stable VAR(p*)

Considérons maintenant un processus VAR(p*)

Xi=p+ Ay (Xews = ) + oo+ A (Xiepr — p2) + (1.3.20)

Les équations de YuleWalker sont obtenues en multipliant 4 droite par (X,_, — ) et prenant
Iespérance. Pour h = 0, et en utilisant la relation I'x (—1) = I'x {i)r, nous obtenons :
Tx (0) = Al'x (~1) + ... + ApTx () + Bu = AiTx (1) + .. + ApTx (p*) + B
el pour h >l ona
I'x(h)=ATx(h—1)+ ... 4+ A.T'x (h—p")

Ces équations peuvent &tre utilisées pour caleuler de fagon récursive I'y (h) pour h > p'
si Ay,..., Ay et Tx (p* —1),...,I'x (0) sont connus. Les matrices initiales d’autocovariance
|h| < p* peuvent étre déterminées en utilisant le processus VAR(1) qui correspond a (1.3.20),
X, — p=A(Xig —p)+ Upavee Ty (0) = ATx (0) A’ + Zpr et By = E (UU,) oa Xy, Aet U
sont donnés par (1.3.8) et pp = l:;ﬁ',...,,u') = E(X,)

Autocorrélation d’un processus stable VAR(p*)

Puisque les autocovariances dépendent de 1"umnité de mesure utilisée pour les variables du

systéme clles sont quelquefois difficiles & interpréter. Clest pourquoi les autocorrélations

px (h) = D'I'x (h) D™}
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sont habituellement plus commodes & manipuler puisqu’elles sont invariantes. Ici D est une
matricediagunaledmthdiagonﬂemtimtkﬂécaﬂatypmdm composantes de X, ou encore
les racines carrées des ééments diagonaux de I'x (0). En notant «;; (k) la covariance entre Xie
et X1 les éléments diagonawx ¥y (0) 5 ..o Vaa (0) de ['x (0) son les variances Xie, oy Xas- Alnsi,

1
]
;"I'u'm}
D = a2
1

. '\_.n' Taa(D) -

et la corrélation entre X, et X, » est

pii () = ——1"—, Cest la ij-eme &léments de py (h)

V04 /755(0)

1.3.7 L’autocovriance de ’échantillon et la densité spectrale

La relation dynamique entre les canaux &, Zy, ..., g dune réalisation d™un processus X, d-
varié stationnaire, est donné nous utilisons deux outils de base, premié¢rement la fonction

d’autocovriance i définie par :

R(v) =cov(X(t),X(t+v)), veEL
deuxiémement la fonction de la densité spectrale [ définie par :

m .
fwy=% ¥ R{)e™, wel-7 7 (1.3.21)
quand i = v/~ 1 nous notons que R (v) est une matrice d’ordre d on les ééments (4, k) sont

donnés par :

Ry (v) = cov (X; (1) , X (t+v)), dk=12,...detvEZ

{R;, (v),v € Z} est la fonction d’autocovriance de la série temporelle X; et {Ry(v),vel}
st 1a fonction eross- covariance entre la série temporelle X; et Xj, dans ce cas nous {jiaons que
la covariance entre X (t) et X (t + v) est la méme pour tout ¢. Alors nous supposons que X
est de covariance stationnaire et que la covariance entre X ; (t) et X, (t + v) devienne dans la

plus part des cas, nulle pour toute valeur de j et quand k et v deviennent grand. Alors S ()
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* est une matrice d’ordre d ol les éléments (j, k) sont donnés par :

faw)=2 3 Rp@)e™, wel-x ] et jk=1,2,...d
y==—00

-

Proposition

La matrice de la densité spectrale est hermitienne positive fx (w) = fx (w) et
o fx (w)a > 0,Ya € C*, ceci entraine en particulier que les termes diagonaur de [fx
reprisentant les densités spectrales des composantes de X sont reelles positives.

Remarques

[ ji(.) est appelée la densité spectrale de puissance ou bien tout simplement la densité
d’autospectrale de X ;.

Quand [ (.) est le terme diagonal de la densité spectrale du canal X; avec le canal Xy

nous notons que f;;(.) a des valeurs réelles et [ (.) & des valeurs complexes et [ (w) = Eiﬂ

1.4 Approche de “period-span-lumping”

1.4.1 Modéle VARM A associé & un modéle >ARM A univarié
Théoréme Gladychev [’1961)

Soit {y,t € Z} un processus ceniré périodiquement corrélé de période d. Pour toul | € r A
Uentier i € {1,...,d} el U'entier 7 tel que t =i + d7 on définit le processus d-varié
X;= {X'r,l: Xr,‘i:'“:l > & 1#}‘ ol

Xei = Yivdr- (1.4.1)

Alors, {y,,t € Z} est périodiquement corrélé si et seulement si le processus multivarié corre-

spondant est stationnaire.

Soit {7, t € Z} un processus univarié périodiquement corrélé qui admet une représentation
aulorégressive moyenne mobile d-périodique d’ordre(py, ¢:), de la forme suivante :

Pe PR Ay
Yo — 2 i1 Pe¥e—i = € 21 OrgEej
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. Soient A(0), B(0), A(k), B(r) des matrices carrées d’ordre d définies par :

1 Hi=4§ 1 sii=j
Ai;(0)=4 0 sii<ij,Bii0)=4 0 sii<j
';bi—_f,i m!}j . ﬂi_j.i Sii:"j

et

A; (k) = Bpgyiji€tBig(r) = Oayijipour 1<k <p*1<r<g eti,j=12,..d

Proposition 1.4.1 Tiae et Grupe (1980)
Le modéle d-varié autorégressif moyenne mobile stalionnaire associé au medéle univarié
autorégressif moyenne mobile d’ordre(p,,q,) d-périodique ci-dessus, est donné par U'équation

aux différences stochastique suivante :

ot 1, = (M ysTr9002Tra) GVEC N ; = Eiygr, 1= 1,...,d est un processus bruit blanc d-varié
dont la matrice de covariance est diagonale d’éléments o7, = 1,...,d. Le processus d-varié
{X,,7 € Z} est défini par :

X: = (Xr1,Xr2,y ey Xrg) avee Xpi = Yiydr, t = 1,...,d et Vordre (p*,q*) est donné par :

p' =max (B7) + 1, ¢" =max (*57) + 1.

Les mairices A(k), B(r),k=1,...,p" et r =1,...,¢" sont comme ci-dessus.

Démonstration  Voir Bentarzi (1995) p.26-28.

De la proposition (1.4.1) mnous établions que de chaque modéle univarié autorégressif
moyenne mobile d’ordre (py, ;) d-périodique nous pouvons lui est associé son modéle d-varié
autorégressil moyenne mobile stationnaire d’ordre (p*, ¢*) el inversement pour un processus d—
varié stationnaire admettant une représentation autorégressif moyenne mobile stationnaire on
peut lui est associer son modéle univarié d-périodique autorégressif moyenne mobile d'ordre
(p,a) i=1,2,...,dtelsquep; <dp*+i—letqg <dg°+i—let pp2d(p'—1)+1et
qQ=d(g"—1)+1
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Alors la modélisation du processus univarié d- périodique y;, construit & partir du processus
d-varié¢ X (7) nécessite Z (pi + i + i) paramétres & prendre en considération ol les ordres
petq i=12. dvﬁnﬁm&tlﬂamntrmnbcs (2.1.2) et (2.1.3). Ce nombre de paramétres
est souvent, considérablement inférieur an nombre de paramétres intervenant dans le modéle
VARM A(p*, q") qui est dPailleurs d’ordre d? (p° + ¢*) +d (d+1) /2.

1.4.2 Modéle autorégressif multivarié associé & un modéle autoré-
gressif univarié périodique

Soit {y, ¢ € Z} un processus autorégressif d- périodique d’ordre p; noté PAR4(p.) et est donné
par 'équation aux différences stochastique suivante :

Fe
Yie) — Zd’u?}r—j = E{1) (1.4.3)
=1
les parameétres ¢y;, j = 1,2,..., e el o} sont des fonctions périodiques en  de période d. Alors
pour le rendre un processus V AR stationnaire nous utilisons le théoréme de Gladyshev (1961).
Alors (1.4.3) prend la forme

"
Pisdr
Y(ivar) — z Plivdr)iVitdr—i = E(itdr) < Y(irdr) — Etﬁ",yp;mf = E(i+dr)
J=1 §=1

i=1 Y(r4dr) = [¢11H1—1+df + Pra¥1-24dr + .ot ¢‘1plyl-p:+dr] = E(14dr)
i=2 Watdr) — [‘f}?lyﬁ—l-l dr + Poa¥1—24ar +-.. + %’y‘z—ﬁ idf} = E(24dr)

1=d Yaidr) — [Gf’dj?.id- 1dr + @gold-24ar + ... + d}d'pd-ylf—ﬂd‘dT] = E(d+dr)

donc (1.4.3) s’écrit

AOX (1) =U (1) — AQ) X (r — 1) 4,y +A @) X (1 = 77) (1.4.4)

Pour obtenir la forme standard du modéle VAR(p*) il suffit de multiplier a gauche I'éxpression
(1.4.4) par AY(0) on a

X (1) = AOU (1) = A @A) X (7 — 1) + .. + AOAF) X (7 - 1)
Si on note ¥y = A~ 0)A(i),i=1,2,...,p%, on obtient :
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X@)=U@E-X[F-1)+.+¥X([T—p)

-

Exemple

Soit. {;, t € Z} un processus périodique univarié admettant un modéle antorégressif 6-périodique
dont les ordres auntorégressifs p; sont donnés par :

1 i $=13
Pt Siatas s=1LN .6
3 t=5

Le modéle (1.4.3) s'écrit sous la forme :

Yisdr + @-14dr = El4dr

Yordr + Opalio_14dr + Poals_24ar = Eayds

Yssdr + Prala—14dr = Edsdr

Yapdr + Prali-14ar + Pola-24dr = Eadr

Ysiar + Drsls—14dr + PosVs—24dr + PasYs-34dr = Esidr
[ Yorar + Prg¥o-rar + Paelo—24dr = E64dr

Ol encore

r

Xi{r) +¢, (1) Xe(7—1) =Ui(7)

Xa (1) +¢5(1) Xa(7) + 2 (2) Xg (7 —1) =Ua(7)

X3(7) +¢3(1) Xa(r) =Us(7)

Xa(1) +da(1) Xa () + ¢ (2) X2 (1) =Ual7)

Xe (1) 465 (1) Xa (1) + ¢5(2) Xa (7) + 5 (3) Xz (1) =Us(7)
Xe(1) + ¢6(1) X5 (7) + ¢ (2) X4 (1) = Us(7)

Ol CN00TE

%

" D SN S | u\ [ X, () )
(1) 1 0 0 0 0 Xy (7)
0 4(1) 1 0 0 0 X3 (7) "
0 $(2) (1) 1 -5 Xa(7)
0 ¢:(3) ¢5(2) ¢5(2) 1 0O Xs (7)
\ 0 0 0 4@ 4 1)\ X))



(00000 60 ) [ Xxe-n) [6m)
o000 a1l LF=1) A (1)
00000 0 Xs(r=1) | | Gs(r)
00000 O Xor—-1) | | .U
00000 O Xs(r—1) Us ()

\0 o000 0 ) \ Xe(m—1) / \ Ua(7) )

= A(0)X (1) + A(1) X (r — 1) = U (1), comme A (0) est inversible donc
X(n)=A'0U(r)— AN(0)AQQ) (X7 -1 )

Condition de causalité d'un modéle ARMA multivarié
Le modéle multivarié & coeflicients constants VARM A(p*,¢") de représentation (1.3.3) est

causal si et seulement si les racines de ['équation caractéristique
det (70 A7) =0,z €C (1.4.5)
sont A I'intérieur du cercle unité. .

Condition d’inversibilité d’un modéle ARMA multivarié
Le modéle multivarié 4 coeflicients constants VARM A(p*,¢") de représentation (1.3.3) est

inversible si et seulement si les racines de I'équation caractéristique

det (T4 B;277) =0,z €C (1.4.6)
sont A Pintérieur du cercle umté.

Condition de causalité d’un modéle AR périodique
Le modéle univarié PAR(p;) d-périodique

Ye — Z?-.j By, Ui = Et
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~est causal si et seulement si le modéle d-vari¢ autorégressif 4 coefficients constants qui lui
correspond '
Z:ﬂﬂb}x —f = Ty

est causal c‘-t -i~dire, si seulement si les racines de 1'équation caractéristicque
det ( _o A(F) z"-’_’) =0,z€Csont a Pintérieur du cercle unité.

Condition d*inversibilité d’un modéle MA périodique
Le modéle univarié PM A(g,) d-périodique

s U
Ye =6~ ) 5 O 60

est inversible si et seulement si le modéle d-vané moyenne maobile A coeflicients constants associé
est inversible c’est-a-dire, les racines de I'égquation caractéristique det (Ej‘ o B(3) 21 ) =0,z€C

sont. a I'intérieur du cercle umbé.

1.5  Approche de “order-span lumping”

Nous présentons maintenant une approche, dite order-span lumping , introduite par Bentarzi
et Hallin (1994), pour étudier les propriétés des modéles péfiodiques. Cette technique con-
siste a représenté le modéle univarié (m-varié) moyenne mobile d-périodique d’ordre g par un
modele ¢ (mg) varié moyenne mobile S-périodique d’ordre 1, on § est en fonction de d et g.
Ainsi, le modéle obtenu est exploité pour étudier les propriétés d'un processus moyenne mobile
périodique en particulier les conditions d'inversibilité. Ula et Smadi (1997) ont utilisé cette
approche pour établir une condition nécessaire et suffisante pour qu'un modéle AR périodique

soit causal.

Modeéle multivarié moyenne mobile périodique d’ordre 1 associé 4 un modéle mul-

tivaric moyenne mobile périodique d’ordre g

Soit. {y,t € Z} un processus m-varié moyenne mobile d'ordre g et d-périodique

Y=t o0rs€0; (1.5.1)



- ont {&,t € Z} est un bruit blane périodique de variance o7 les paramétres 0, ;, j = 1,...,q sont
des matrices m X m.

Bentarzi et Hallin (1994) ont défini le processus mg-varié suivant :

Yr= {-!i’fq?'r-!fqr?"—l";rifﬂ“—#l}::

e = (S Sy S gia) -
Nous remarquons que le modéle (1.5.1), peul &tre représenté sous la forme suivante :
Yy = Brofy + Branr_, (1.5.2)

ot les matrices (mg x mq) By, By, sont données en fonction des coeflicients 03, 7=20,...,q

du (1.5.1) comme

( Oz Oy -+ Opes - Bmer
ﬂm Eq“.l"-l,ﬂ quﬂ"’—],] F s gq'?'-—l,q—'}
. 0 -
Bro = "‘ ;
nm i .. Eq’l‘—i-lnl.ﬂ S B#T‘_.__Fqu_i
- : _ . :
\ um LU - LR LI Bq’l‘—q-{-].q )
( Bq’]l",q | . A ; I 0,, \‘
G'fr—lﬂi—l H’Iﬂ'—l.q ﬂm : san {].m
WS - B e (1.5.3)
Eﬂdi*i.ﬁ"ii'] : " qu—’“']ﬂ' iaw u‘l’ﬂ.
\ qu‘nj,n gﬂ,_q”ﬂ )

Le modéle (1.5.2) est un modéle mg-varié moyenne mobile S-périodique d’ordre 1, 01t S (5§ > 1)
est le plus petit entier tel que ¢S est le plus petit multiple commun de g et d.
Bentarzi et Hallin (1994) ont montré que :

Proposition (1.5.1) (Bentarzi et Hallin (1994))
_Lc modéle m-varié moyenne mobile d-périodigue d’ordre g est inversible si el seulement si

les racines de Uéquation caracléristique |¥ — Iz| = 0 sont & Uintérieur du cercle unité, ot ¥
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‘est une matrice carrée de dimension (mq x mq) donnée par :

¥ = BgyBsiBsl; 0Bs-1,0--Byg B Big By,
oil les matrices Bjg et By, j=1,...,S sont données par (1.5.3).
Démonstration Voir Bentarzi et Hallin (1994).

Proposition (1.5.2) (Bentarzi (1995))
Le modéle univarié moyenne mobile d-périodique d’ordre I
th = 005 + 5'*,151-1

#303.1.. 049
) of'z.0.-Ba 0

esf inversible si ef seulement si l < 1.

Démonstration  Voir Bentarzi (1995) p.108-110

(1.5.4)

Par analogie, Ula et Smadi (1997) ont exploité la technique introduite par Bentarzi et Hallin
(1994) pour obtenir une condition suffisante pour la stationnarité des modéles autorégressifs

moyennes mobiles. #

Maodéle AR multivarié périodique d’ordre 1 associé & un modéle AR multivarié

périodique d’ordre p

Soit {4y, € Z} un processus périodiquement corrélé de période d satisfaisant le modéle m-

varié autorégressif périodique de période d et d’ordre p et

Ye — D gy Pejlhi—j = €t

Ula et Smadi (1997) ont défini le processus suivant :

Yr= (ﬁr:l’ir—r“=3¢r?—p+l)’=

]
Ty = (E."Pr‘r-, E;ﬂ'_] saey ’E’pT-—rﬁ 1} 2

Le modéle (1.5.5) s’écrira done sous la forme suivante :

AT,{:VF = A]“,JYT- 1 =1y

{Lﬁ.ﬁ}



ol les matrices Brg et Bry de dimension (mp x mp) sont données en fonction des coeflicients
périodiques ¢, ;, 7= 1,...,p comme suit :

[ I -¢pr,1 e _¢p'l:lt'—1 tt Py \
sy S T v Puro1p-2
Arg = ﬁm _. : (1.5.7)
Oy : -3 L. v P ip1p1
R s e SPEE i )
e R B g )
4‘;‘#]"-1,]:—1 ¢p‘l‘—],,:p ﬂ'ﬂ"l- :' o I'Il}'m.
Ar : ) )
'i’rﬂ'—i’r Ip—iil : T l:J'*:’,,-.'n'.i'—il 1p °°° O
K TR T R PR e )

Proposition (1.5.3) (Ula et Smadi (1997))

Le modéle m-varié autoregressif d-périodique d’ordre q est stationnaire si el seulement si les
racines du polyndme |1z — Q| = 0 sont & Uintérieur du cercle :nif.é, ot 11 est la mafrice carvée
de dimension (mp x mp) donnée par:

1= -f"l;j;/ls_u‘i_;.] ;1.;.1’13—1,rr-4‘1£éf1!,1 ArpAs (1.5.8)
ot les matrices Ajp et Ajy, §=1,...,5 sont données par (1.5.7).

Démonstration  Voir Ula et Smadi (1997).

1.6 Fonction d’autocovariance et la fonction d’autocorrélatio

dans le cas périodiques

Définition (1.6.1) Soit {y;,t € Z} un processus périodiquement. corrélé de période d, de
moyenne nulle et de fonction d'autocovariance Y(.,.). Pour toul entier t € Z,i = 1,...,d et

7 € Z tel que £ = i + dr, alors la fonction d’autocovariance pour 'horizon h et relative 4 la
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. i 2 période, notée 47 i =1,....d est définie par :

D = q(t,t —h)=(i,i—h), i=1,..d, heNettecZ

i

11 est facile de vérifier que

T:E.,H-ﬂr] - 'T:::} o T[_:L = T{Hh}‘

Définition (1.6.2) Nous appelons matrice d’autocovariances d’ordre k et relative 4 la i*™
période d’un processus périodiquement corrélé d-périodique toute matrice (k x k) définie par:

(i-1) (i-2 (i-k)
g Y "]"_M,}] RN e
(i—1) -3 - (i—k)
. T i e o e T :
Tk, h) = " e "' . ":"‘ ], eni=1,..4d hkehl
{i-1) {i—2) (i—k)

Tonxy1 Tonp4z " i S

Définition (1.6.3) Nous appelons matrice d’autocorrélation d’ordre k, relative & la 7"
période d'un processus périodiguement corrélé d-périodique toute matrice (k x k) définie par :

(i-1) (i-2) (i—k)

. P_n Ponil 770 Popak

(i-1) (i-2) - (i~k) »

i - T R
Meafe) St S SR and AkeEN.
i-1 (i-12) i~k
.ﬂt_h-}k-l 1 Ph-p4az " FE.h .
- " (L}] %
ol pf:" ) = p}:} s -E:{'}.; est la fonction d’autocorrélation pour I'horizon & et relative a la i ="

période du processus y,

1.6.1 Relations entre les autocovariances d’un processus multivarié
stationnaire et les autocovariances d’un processus périodique-

ment corrélé

D’aprés le théoréme de Gladychev (1961) le processus d-varié { X, ,7 € Z} défini par :

X‘r A {XT,I:I X'n?.: b | Xf.dr

= (yi pdry Y2tdry o Yk td'r}:
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est stationnaire si et seulement si le processus {y;,t € Z} est périodiquement corrélé de période
d.
Soit I'(71, T2) la matrice de variance-covariance de X, et X, définie par :

F{Tl,Tg) = (’T.-J-{T:, Tz});_,-,,,.___# yT1,T2 € Z -
ol

TfJ[T]:rTQ) = cou (XT],t':X‘r;J) = cov {yi+d'r: 1yj +II1'9} 1] 1‘!j - 1- “'1-"1' Nﬂuﬂ- avons ﬂl{)rﬂ

‘Ti.f{'rlt T.‘Z} - T:;ij-l-d{']r‘ ~Ta)? 'l.?j == 1,,._, d.
Le processus d-varié X, élant stationnaire, sa matrice d’autocovariance & 'horizon h est

donnée par :
" =\
I'(h)=T(r,7 - k)= (T‘—f*‘*")uﬂf--«d '
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Chapitre 2

Méthodes d’Estimation des Parameétres
d’un Modéle ARM Ag (pt, q¢)

2.1  Introduction

Les méthodes d’estimation sont généralement classées en deux classes; les méthodes hors-ligne
el les méthodes en-ligne. Dans la premiére classe, il s'agit d'une série de taille fixe, alors que
dans la deuxiéme les données sont progressivement disponibles. Les méthodes d'estimation
hors-ligne peuvent étre classées en deux groupes les méthoded utilisant directement les don-
nées et les méthodes utilisant des transformations des données. Nous commencerons, par la
premiére classe en exposant les principaux résultats concernant estimation, par la méthode
des moments, des paramétires d’'un processus autorégressifl pur d-périodique d’ordre constant
p, puis nous passerons a l‘4tude d‘un modéle ARMA mixte d-périodique. A la fin de cette
section nous présenterons P'algorithme de Boshnakov (1996). La deuxi¢éme section est con-
sacrée A Pestimation par la méthode du maximum de vraisemblance. Nous présenterons 4 ce
sujet I'algorithme de Vecchia (1985a). Nous terminerons par la présentation d'une deuxiéme
méthode basée sur 'utilisation directe des données qui est la méthode des moindres carrés.
Parmi les méthodes d'estimation en-ligne, nous présenterons deux algoritlunes. Le premier est
I'algorithme des moindres carrés récursifs périodique (PRLS), relatif aux modéles antorégressils
purs. Le second qui n’est autre qu'une généralisation du premier aux cas des modéles autoré-
gressifs moyennes mobiles, c’est Ialgorithme Periodic Recursive Mazimum Likelihood (PRML).
Nous presenterons et interpréterons dans la dernitre section les résultats de simulation, oi nous
simulerons des modéles autorégressifs d-périodiques d'ordre p, les paramétres sont estimés par

la méthode des moindres earrés et sous les conditions de normalité.
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2.2 Meéthode des moments

2.2.1 Estimation des paramétres d’un modéle AR d-périodiques

Equations de Yule-walker périodiques -
Soit {1y, t € Z} un processus autorégressif d-périodique d’ordre p, et de représentation (1.2.4),

qui peut s’écrire aussi sous la forme suivante :

Yrydr — E?__.l Ot dr jYktdr—i = Ektdrs k=1,..,d (2.2.1)

Multiplions les membres de Péquation (2.2.1) par ye. (ou également par Yeidr—v, k = 1,...,d).
Pour v positif et £, supposée non corrélée avec ye_,, en prenant I'espérance des deux nembre

de I"équation, nous obtenons :

AWk, k—v) =3 o, ijylk— 5.k —v)= b0y, v=>0 (2.2.2)

§=1

ol 7(.,.) est la fonction d’autocovariance du processus et dyg désigne le symbole de Kronecker.

I'estimation des paramétres d'un modéle ARM A d-périodique par la méthode des moments,
est semblable & Pestimation des modéles ARM A stationnaire, hasée sur les équations de Yule-
Walker périodiques. Le principe de ces méthodes consiste a remplacer, dans les équations de
Yule-Walker périodiques, les autocovariances théoriques par leurs estimations empiriques.

Supposons qu’on dispose d'une série de taille dT’ considérée comime réalisation d'un modéle
PARM A gaussien.

Soit

T=1
t"'l. = i’l-' ZT-—'ﬂ yi-l-ﬁ'r
un estmateur sans biais de la moyenne relative & la i période.
Dans ce cas Uestimateur, par la méthode des moments, de la fonction d’autocovariance 'r&f],

pour la i*™¢ période et I'horizon h, est la fonction d’autocovariance empirigque notée par ﬁﬁ:] et

définie par :
i) _ 1 T=1g % - 4
T =1 575 (erar — 1) (Verar—a — thia)

oil Y 141 = 0 pour i + d7 — I < 1 ou pour i +d7 —1=dT.
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Estimateurs de Yule-Walker dans le cas périodique
Considérons le processus {Y;ydr,i = 1, ..,d, T € Z} supposé &tre représenté par le modéle :

Yitrdr — gy PifVitdr—j = Eirdri = 1,..., ;T €L (2.2.3)

Notons par &;,i = 1,...,d le pi-vecteur des paramétres, relatif a la 1" période, définmit par
: (eﬁi_l,rﬁu,.,-,qﬁm}:. Fn multipliant (2.2.3) par ¥iigr—n, i = 1,...,p, et en prenant 'espérance
mathématique des deux membres, alors nous obtenons pour chaque i, I'ensemble des p + 1

&quations suivantes :

O - ST h ) =Bty $= 1

on encore, sous la forme matricielle

L (2.2.4)
oi=7 — ¥

ik i) _( gy
avec {Pi}k,j,—h.__,p i 'TEi_ Vet T = (7[1}1"!'5}1“-:755}) -
~ A=

Les estimateurs @; et 0; par la méthode des moments de @; et o? sont obtenus & partir
de (2.2.4) en remplagant les autocovariances théoriques par Jeurs estimateurs empiriques et en
résolvant le systéme d’équations suivant :

Fi'_i’ —5 h-‘
....; :,i‘] L {2'25}
a; =70 — ¥

Les propriétés de ces estimateurs seront discutées dans le chapitre 4.

Estimation des paramétres d'un modéle PARM A

L’estimation par la méthode des moments d'un modéle PARM A devienne plus délicate. En
effet, pour les paraméires moyennes mobiles périodiques, nous aurons besoin de résoudre des
systémes non linéaires trés comphiqués. Cependant, les estimateurs obtenus par la méthode des
moments seront, considérés seulement. comme valeurs initiales pour les méthodes itératives telles
que la méthode du maximum de vraisemblence on des moindres carrés. En effet, cette classe de
méthodes, comme nous verrons par la suite, requiert une routine d'optimisation mumérique et

par conséquent un ensemble d'itérations nécessaire jusqu’a Pobtention de la convergence voulue.
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Il y’a done un grand intérét & utiliser des valeurs initiales convenables pour ne pas altérer la
sengibilité de la méthode.
D’aprés Vecchia (1985a), la valeur &; obtenue par la résolution du systéme

I-“"q-‘l)‘- = ;}I"'l:,ﬂ'.'

T i—k—q)
ol (r"")k; 1,eeesP _;?E "_: »

Vig = ﬁ'ﬂ] ﬁ:‘;‘f i ﬂ'_‘;'p) gsemble étre une valeur initiale convenable.

2.2.2 Estimation des moments par des méthodes récursives

Prédiction des processus périodiquement corrélés

Soit L2(0), A, P) V'espace de Hilbert des variables aléatoires de carrés intégrables, mum du
produit. scalaire (z,y) = E(zy). Soit {1,,1 € Z} un processus du second ordre. Nous notons
My, 1t € Z, r € N, le sous-espace de Hilbert engendré par ¥, Ye—rits--:be—1- Alors, le
prédicteur linéaire (ou le meilleur prédicteur linéaire au sens des moindres carrés) §; de ¥
sachant Y, Yi—riy1, - Ye—1 st défini, comme la projection orthogonale (au sens de L*) de w,
sur le sous-espace M., ¢'est-d-dire

fl;c . '{JMI_f yﬂ L

Equation de prédiction prospective
Puisque §; € M, il existe donc des coeflicients cf:}f},j = 1....,r tel que

Ue = E d’ir}!&—j

oir les coeflicients ¢r‘ i =1 satisfont les é&quations de prédiction, c’est-a-dire

{y¢ — Ui, Ye—j) = 0 pour tout f=1,.,7"

ol encore
H s Vet Ye—j) = (e, Vi), J=1,007
d’on
Yt —kt—)=att—i) =Ly

oit 4(.,.) est la fonetion d’autocovariance du processus y;.
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La derniére équation peut se mettre sous la forme matricielle suivante :
Cer®rr = Ter

on 8y, = (60,65 b2 7 = 0L =1, (0 E =2, 21— 1)

et I'y, = (rt.f{j1k]}j.t=1+,“.r , Tee(ds k) = 'TI(t —k,t - j) ‘

De plus si la matrice I'y, est réguliére, alors les coefficients du meilleur prédicteur linéaire
de y; peuvent étre définis par 1'équation suivante :

1
(I't.f = t,r Tt,r

Equation de prédiction rétrospective

Nous notons par ﬁ ) 1a meilleure projection de y; sur le sous espace My 41, qui est engendré

PAT Y i1, Ve 2s s Yoir. Comme §, € Myyry1,r, il existe done des coeflicients ,I'i_.a j=1,..r td

que
Ve = E;=:| ﬁ‘;;}ytﬁ

ol les coefficients ﬂi‘;?, j =1,...,r satisfont les équations de prédiction, c’est-i-dire

{ye — Y1, Yu45) = 0 pour tout j = lﬁ.., r

ou encore
El:—! ut (Yeiks Yeai) = (Voo Ye45), F=1,..,7
d'ot
Yo Bt vkt +g) =t +5), i=1.r
oit (., .) est la fonction d’autocovariance du processus ;.
Remarque

- Si le processus {1y, t € Z} est périodiquement corrélé de période d, alors la fonction d’autocovarianc
est d-périodique. Done on aura pour tout 1,7 € Zel 1 =1, yd telquet =1i+4dr: :

Fi-}d’r,f = Pi.'rﬁtnﬂ-id'r,r‘ = Yirs 1= 1: "'1d;T € Z.

- Si en plus la matrice T, est réguliére, alors les coefficients de prédictions seront d-
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périodiques et ils sont donnés par :
ST R =), =1 ri=1d

Estimation des moments par des méthodes réeursives
Nous présentons maintenant une méthode récursive, pour Pestimation des paramétres d'un
modéle autorégressif moyenne mobile d-périodique. L'idée de cette méthode est de détermmer
progressivement les coefficients du meilleur prédicteur de y, sachant ye—1,- -y Yt—p: Et-15" " "2 Etg-
Soit, alors,

H{P.q} =E [ytr!y!—lf o e B2, E.l.-—q-) - p Eq}yt__f + Eq_ HET}Eg_j

ILP e --JLSﬂh-J'i'1 2 - Hy — q}“ . ( [MI})

JFF 9 — [ (a thyuh * L Yeips Et4p—gils "'.t'r.+-p}
= ¥ B s + a8 e r-an
Z
P gy IO, IO \\yt*g,?ﬂ?“ - E (a?’"’) -

Boshnakov (1996) a présenté un algorithme pour caleuler récursivement les paramétres d'un
modéle antorégressif moyenne mobile périodique. (Vest une gépéra-lisation de ’algorithme de
Levinson-Durbin (1960) pour un modéle autorégressif stationnaire, Ialgorithme de Sakai (1982)

pour un modéle autorégressif périodique et Palgorithme de Franke (1985) pour un modéle
ARM A stationnaire.

Considérons le moddle autorégressif moyenne mobile d-périodique suivant :
Vitdr = E?__l @i jYitdr—j + Eivdr — E}_lﬂi,j‘gi-l-df—j: =Lk tE
Nous supposons que le modéle est causal, c’est-a-dire
Yiydr = Eitdr + ET; s jYivar—j
oil la série infinie est convergente, en moyenne quadratique. Alors le schéma rbmn-nf pour

calculer ¢;; et O;x & partir de 79§ = 1,04, § = 1,.,P, k = 1,..,Q est donné par
I'algorithme suivant :
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Algorithme de Boshnakov (1996)
1 ZF étape : Pour p=q=10

menﬂj 1[“-0} "T{ ],t =1,..,d

2™ &tape : Pour p=10, g =1

059 = hx, k=19

00 = 0D _ (1 el

800 = higw, k=19

208) 20D _

T 2
»rlj Oy g+

3“2 ¢tape : Pourp>1, ¢=10

) (5 _ X 14), (i) o 1,0)
‘;’i,p ( Zﬁu'pj ’Tp- ) / i—-p
J=1

é‘h’-ﬂ} sl d],(r—lﬂl ¢|{Fm —1,0)

i,p i—pp—3j! J o 1: eany 0 — 1

2
S0 2010 _ (ngpm) JAe-10)

i-p
g0 (i} 1,0} (i ~1,0)
i.:-} 73 (7—P"Z¢Eﬁm T.Ejr)/”ﬁz:
§=1
o) _ 1,0) 0) (p-10) . _ s
ﬁ(ifj ﬁ(l’ ﬁ{:’ ¢l}w—ji }_11'"}? 1
200 (1_ ¢[pni [Fﬂl) f{p-m}

42 étape : Pourp>1, ¢21

(i) —1 glr=14) {‘ (r—1.9)
(TIF" f_. ﬂ-l—tuﬁ 1"1‘51 pgq E—i ql-ijh‘q"l'l'-.'l)

a
bp = a{p—uﬂ
Yip

—1, ¥ __1I|
qb?;:’q] = QI]E; M g ¢{P q} i—Pq:E.j:l j = 11'“:? =l

il _]1 £l 1,
EETJ i ﬂ.gﬁk a) ¢[F¢]6£PM1]I o k=19
2P 2 1 B 2{?"11
ﬂ,ithi} e ﬂ_f.P— A _ (¢i v]) o 1)
(£+ -1 {p—], —1} (i ﬂ,i -1 1.9-1)
£ ( - -2 $ini p - i 2= 1'5?:” fnp—jhﬁ—p)

]
Hip Si—-1.0-1)
(ﬂii’;ﬁ g _ﬂf-i-p)

ﬁ?‘;ﬂi o ﬁ(f—" ]rq_]'] ﬂ[p ) {P;.p_lp'q_l?l}, J = 11 -.-:p = 1
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§e = gt _ geagh il k=1,..,q-1

i, tp Titpag
E{Prﬂ o g
1.9 F ip
2
2(p.q) Lg-1) ) 2{p—1.q9-1)
1"'im\I L8 u‘:(p_ 5 —( ip ) Titp afﬂr)

5= étape : Pour p> 1, ql‘?lctuﬁ’;—l“ it f_H,?é[]

Y pa-1) 2Hp-14-1) 2(p—1.g-1 9
ﬁ&:ﬂ = (‘i’u-p,p} ;(p “ )/ (ﬂup X }_ail-p)

Les équations ci-dessus seront appligées pour p = l,...P,g=1,...Qei=1,..4d Les
paramétres seront obtenus A partir de

— 479 0, = 08 Deto? = 2" Dpourtouti = 1,.

' ---a.i.nb'“-.

2.3 Méthode du maximum de vrmsemblanc@ /

Supposons maintenant. que nous voullons estimer les paraméires d'un modéle PARM [A,ense '
basant sur une réalisation donmée. Alors, ces estimatenrs sont choisis de fagon & minimiser une
fonction critére fixée.

Nous considérons le modéle (1.2.3) avec une hypothése tr&s précise sur la distribution du
bruit blanc. Soit {&,t € Z} une suite de variables aléatoires i.i.d, de loi N(0,¢}). Pour une
dT-réalisation yy, ..., Yar , le modéle (1.2.3) peut se mettre sous la forme suivante :

AYr=Beg +CL : (2.3.1)
od Yo = (1, tar), & = (E1,-mlar), L = ( B0 ey Yl—p:EQ, -y E1—g) - €4 A et B sont des

matrices triangulaires inférieures de taille (dT' x dI') & diagonale unité. La matrice C est de
taille (d7' % (p 4 q)) . L’expression exacte de ces matrices est donnée par :

i n i ; o 1 a . o o
—dg. 1 [ ] =831 1 a - 1]
A . B=
_*I-F—i " o " a : —bg g=1
o —#pp-1 gl ~#p1 1 0 Fga—1 LR
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Pour plus de clarté considérons la série yy, ..., Yar supposée issue d’un modéle MA2(1) suivant :

y =E — 0,2,
Yiyz 1427 1E2 [2.3.2}

Yoy2r = Eas2r — Dag140r

ot 0 = (0,,0;)" est le vecteur des paramétres i estimer.

2.3.1 Méthode du maximum de vraisenblance conditionnelle

Dans cette section nous exposons la méthode du maximum de vraisenblance conditionnelle

pour les modéles PARM A

Soit. £.(0,,0;) la fonction de vraisemblance conditionnelle &9 = 0. La densité conjointe du
E = {ElrEZ: ‘“IE?T} est é‘g’dﬂ i

0= (%) (o) e (325 4),
ou encore
70 = ()" o705  exp{ -4 (20 e + 03 ) } (2339

Supposons que ¥ = (Y1, Yz, ---, Yor) est une 2T-réalisation du modele. La matrice Jacobienne de
la transformation de R?" qui applique y sur € a Vaide de (2.2.6) est triangulaire inférieure et
les éléments diagonaux sont égaux 4 1. La fonction de densité de y sachant o = 0 est done
donnée par (2.3.3). On aura donc

log £.(01, 02,03, 03) = T x log (2n)

< ig Z T 2 1 T'—l E|. dr {2-3'4]
. 'zlﬂggi—ilﬂg"-’z—i( J ‘*Er_ )
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cette dérniére on donne

Bog L. (0102 T 41 (373 e
— + 4
@ :lﬂ ) __:;'] + : ET-"-i € lm-
i | I 2
d'ot
1 .
2 g;&: 2} =0 s "EEIF E‘T.—-DE;-‘rﬂr (23.5)
3_1351:.5& W T-1 il
mzlﬂpﬂ 03 =7 0 €242
en remplacant ce résultat dans [2.3.4}, on obtient & une constante prés
T— T
T1og (X7 iz ) 5108 (70 i) (2.3.6)

Ce qui montre que I'estimateur du maximura de vraisemblance (ﬁj : E-;) de (0, 0;) sera choisi de
fagon & minimiser (2.3.6). Sachant (31 : 3‘;) on peut déterminer I'estimateur (a3,53) de (o1, 93)
par (2.3.9).

1l est facile de prouver pour un modéle ARM Ag(p,q) que

~3 1 T-1 3 =
gl- - T( T=ﬂ‘Ei+dT) 1 1= 1,..1-’,'5!

Ainsi, en remplacant dans la vraisemblance on trouve que estirnateur du maximum de vraisermn-

blance sera choisi de fagon & minimiser
tog (141 570 e2iar)

2.3.2 Meéthode du maximum de vraisenblance non conditionnelle

Dans cette section nous donnons la méthode du maximum de vraisenblance non conditionnelle

pour les modéles PARMA.

Nous savons (ue

AYy=Ber+CL

qui implique

Yr= A1 B ET-;I—ﬂ_i . I,
d'on

cou (Yy) = A~ B cov(er) B' (A7) + A7 Ceov(L) O (A7) (2.3.7)
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Or cov(e) = Diag(03, .., 0 %) lar = D} grlar, 00 lar est 1a matrice identité dordre dT" et Df;
est 1a matrice diagonale d’8léments 0%, 0%, 4, ...,0%. Pour plus de commodité, on nole par T'la
matrice de covariance du vecteur Diag(o7?, ..., o) Yr, alors on obtient la matrice de covariance
de Yr qui est égale & Dy arT Dy ar-

L’estimation de la fonction de vraisemblance a;:mhle étre compliquée, en effet, on peut
Iécrire sous la forme générale :

-

1/2
exp {—3 (Y#Drarl ' Digr¥r) } (2.3.8)

C(¢,0,Yr) = (20)"F (1]:'3 o2 det r‘)_

7on

log L(¢, 0, Yr) = — (%) log (2) — 3 log (detT)

T 2 1fwrn-1 r=-1p-1 (23.9)
] 2 oelogo; —3 {YTDJ,JFF DI,d‘TYT)

Fn explicitant. 'éguation normale par rapport a o? et en remplagant dans I'équation (2.3.9)

coci Tournit Vestimateur du maximum de vraisemblance.

Algorithme de Vecchia (1985)

Fonction de vraisemblance lorsque p = 0

Lorsque p = 0, nous aurons :

Yigdr = Eivdr — E;_--] H:',jEil-:lf—jr i=1, “'!d‘; TEL {231(])

Solent

r

Y = [ym_'hym_m?...,yﬂ'}i avec0<m<dl'—1

Em = {E'Ii‘l.-l- 1; Em42y -+ EdT}

De la représentation (2.3.10),nous aurons :

Y = I-"ﬂ,mEm = Mﬂ,rn'E:}
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ol £, = (Em+1-q'1£m+'!—q-|“-m£ﬂ'IJr 3 L@,ﬂ'l- est une matrice (‘fr ™ 'ITI-} x (ﬂ.' > m] tﬁmﬁulﬂim
inférieure définie par :
1 sii=7j
{Ls,m},'_;' 2 0 j“ 1<j

_Hm+i,t'—j 511> ]

et My, est une matrice (dT' —m) X ¢ définie par :

ﬂm-l-i,q-!—i—j sti<q
(Mom),; = 0 5ii>q

Vechia (1985a) a donné P'expression de la fonction de vraisemblance du vecteur ¥m par :

(dT —wn]) =
ﬁ{ﬂ,ﬂfym] = (\713"“) i inmn--q,d'l'[-% iAG.mI *

L] ¥
1 A — A .l"'- —3 A
X exp {—;! [E, Dia—qm Ee + Em D1 ar Em

' } | (2.3.11)

D;; = diag {0, 0%,3, s

T | o —1
ﬂﬂ,m = Lmtl—g,m 2 'P#.nt‘Dm-in 1.d'rFF1mr

-

(2.3.12)
i"-v'ﬂ,,m = _LE:-,MH,mI

£. = E(Es/tm) et Em = E(em/Ym)
Approximation de la fonction de vraisemblance pour p > 0

Pour p > 0 nous ne pouvous pas caleuler la fonction de vraisemblance exacte en utilisant

la méthode précédente. Cependant, une transformation adéquate permet d’obtenir une bonne
aproximation de celle-ci.

Uoit la transformation suivante :

Wepys; = Upsj — 5:2_ 1 3p+_i,kyp+_j—k, ji= 1,2,.“,dT —=P {2-3-13}

et
Wy = [:w.lﬂ-hw,l*-f-ﬂv"rﬂw'} ¥

Cette transformation permet de passer 4 une série chronologique {w,t € Z} d’un modéle

MA4(g) en considérant yy, ¥, ..., Up fixes. La transformation de y, & w, a un Jacobien égal
Al
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Comme la série {we, t € Z} est d’un modéle MA4(g), nous avons donc

—2log (£(4,0 Uprﬂ - .[ﬂ"lﬂg(ﬂ'ﬂ] +log | Dps1-qar +1°E|A0m1

+E, D_ll-mﬁ-r +8,0541 areps
(2.3.14)

ot D, j, Agp et Fyy sont données par (2.3.12)

e - =1 _ A-1F p-1 -t
Ee = (Ept1-g:Epr2—qr - Bp) = AgplopDpii Loyt

et

EP“"J" =UWpy; + Ei—_-] ﬂﬁjﬁgﬁij-h 7=17%, wey L — Py
Estimation du maximum de vraisemblance par Palgorithme de Vecchia

Algorithme de Vecchia (1985)

1 = étape :Nous commencons par des estimations initiales au el ﬁu obtenues par la méthode
des moments.
2 "2 étape :Nous posons €; = 0, pour p+1—¢ < j < p et nous calculons €;, p+1 < 37 <dT

par la formule

. = L
Eptj = Wpej + EL: Op+5xEpti-k;

E'rﬂ-&

étape :Nous calculons les estimateurs des vanances

1 ~T-K
= [T - Ks) " 3 5 15¢K,+.'+¢{n_.11=1

oué;=0pourdK; <j<p—gq, Kjestle plus grand entier satisfaisant dK; < p+1—get K
est le plus grand entier satisfaisant dKy < p+1+d.

4 = étape : Nous utilisons une routine d’optimisation non linéaire pour déterminer E} et 0

minimisant —2log [€(¢,0,5 /w,)], ot & = (83,32,...,62) -

-

5 I ¢tape :Nous caleulons &5, pour p+ 1 — g < j < dT" comme suit :

-~ - -~ - -1 - -:
Ee = {f-‘pu—-w Ep+n—qr-u,-’5p] e Aﬁu‘p -U 1La
el
— n -~ .
Epti = Wpij + 3 he1 IprinEpriks 3=12,..,dT —p,

avec o =3, ¢ =g et 0 =0.



6 “=° étape : nous répétons les étapes 3-5 jusqu’a l'obtention de précision voulue.

2.4 Meéthode des moin-dres carrés

241 Méthode des moindres carrés conditionnelle

La méthode des moindres carrés conditionnelle dans le cas périodique consiste & choisir un
estimateur des paramétres du modéle minimisant la somme des carrés. Contrairement au cas
d'un ARM A stationnaire les membres de la somme seront. pondérés par la variance de Perreur.
Nous supposons que I, = £ est fixé, soit par exemple égal & 0. De (5.3.7),nous avons

Ey = W
g2 = th+0a

£a = s+ Oy + 0160,

et ainsi de suite

2r
+1)/2] oli/2
El4dr = ZQIEH ol IEEH rHH-'LT-j

3=0 5
T
/9] gl(d+1)/2
Extdr = Zggﬂ' I‘?-iz[H . l!fzmr—;'
i=0

ot [z] désigne la parlie entidre de z.
Nous pouvons expliciter la valeur de £ en fonction de (01,62, c;f, 03) et de y seulement. Par
la suite, sachant que I, = 0, la somme des carrés s'écrit comme suit :

dT 1 2 T-1 E 1] 0-2
s o t Idf{ 11- E:ral} 2}
S.(0y,04,07,03) = E:_n_zz :
t=1 o =] =l "HT
T-1 o o 9 T=1 9 3 2
e s E]-*dr[ﬂ-!"ﬂ?'a]:f?_‘] + Emé,.{ﬂnﬂh g]!‘c‘r_'il
= i Z ag
e 1 1 2
qui est égale a
2
o £L:r !]‘I[J"‘”'ﬂlﬁ‘b'“]y”:r—;} {} ~ 2T ﬂllfllalb‘i-ihfﬂ S j) (241]
L e A= z

Nous pouvons remarquer que la fonction S, n’est pas une fonction quadratique en (0,05, 07, 0%).
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I'équation normale permettant d’estimer (01,04, 0%,03) n'est donc pas linéaire.

Notons qu'en pratique on ne peut pas toujours évaluer la fonction S, explicitement en
fonction des paramétres et des observations. Mais la valeur de 'erreur £, sera déduite & partir
d'un schéma récursif. g

2.4.2 Meéthode des moindres carrés non conditiu-nnelle

La méthode des moindres carrés non conditionnelle dans le cas périodique se différe de la
premiére par le fait que nous devons déterminer une valeur de I, = eg meilleur que 0. Si le
modéle (1.2.3) est correct, on peut écrire également

Yi42r = Ejyar — 0169 3¢ (2.4.2)

— I
Yoar = E’z+zr — 026540y

oi les £ sont les innovations en temps inversé. En supposant que Ekyar = 0 pour k > 1, nous
déterminons successivement. 5. = Yo puis ey = Yor—y + Giyar.

De facon similaire au (2.4.1) nous obtenons

Er_g = Yar—2 + OgYar—1 + 6102007

-

&, 522‘1 ﬂbfilﬂ[b 1]'!'?!

g=1

ce qui fournit finalement la prédiction rétrospéctive
fo=—0¢, =&, = — 7 64/AglTH VA,

[En prenant maintenant, £ = Jjo nous pouvons obtenir les £, par (2.5.20).Nous déduisons alors
la somme des carrés non conditionnelle cormme suit
3 T=1 3r (4 114"'1] /2
£ 0 0y "Y1 i2r—j
1‘1(&1,{?1,“"],0’2 gfl ZZ 'i—r £

¢ =0 j=0

= 1 2 alif2) olE+1)/2)
;" "0, Va2
+ ! E cr% E ﬂ[.rﬂfﬂﬂﬁlh'ﬂlJ (2.4.3}

=0 j=0 t=1

Nous présentons (sans détail), dans ce qui suit, deux algorithmes d'estimation en-ligne. Le
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premier c'est I'algorithme des moindres carrés récursifs périodique (PRLS) relatif aux mod-
éles autorégressifs purs. Le second qui n’est autre qu’une généralisation du premier, aux cas
des modéles autorégressifs moyennes mobiles, est V'algorithme Periodic Recursive Mazimum
Likelihood (PRML).

e

2.4.3 Estimation en-ligne des modéles PARMA

Algorithme des moindres carrés récursif périodique (PRLS) Bentarzi et Aknouche
(2002)

Cet algorithme est dérivé, par Bentarzi et Aknouche (2002), de la méthode usuelle des moindres

carrés, mais sous une forme recursive.

Considérons le modéle causal autorégressil d-périodique d’ordre constant p suivant :
Yigdr = Er ]q[?id'_l.l'u.—;r-j + Ejrdrs i=1, ...?d.l red [Q-"fd]

ot {&¢,t € Z} est un bruit blanc périodique de variance o}. Soit f = (&a;,tﬁ;, ...,:i);) le vecteur

de dimension pd % 1 des paramétres auntorégressifs, ot ¢; = (tili‘htﬁf_-)_,,..,qﬁ'i‘py ,i=12,..,4d
Nous définissons le vecteur ¢, ;. de dimemsion pd x 1 comme suit :

-

: Yitdr—(i-(i-1)p) 81 = {(i—1)p+1,...,ip
‘Pi-:»dcr{ﬂ .
0 &1 THOTL

Les équations récursives de Ialgorithme PRLS pour estimer les paramétres d'un modéle AR
d- périodique sont données par Bentarzi et Aknouche comme suit, :
Algorithme de Bentarzi et Aknouche (2002)

Eipdr = Widr — IHHd'I‘—l[PiIdT:

~F . - P
a60) _ g; o 1=3%4

J - ~
0 st j=>1i

T ~2(i7-1) r =2 - = .
~2i,7) w1173 e 0 1S S
=
3 T—122(i,7— -2

—1= 1}, 1 - . .

T 7j + 7Ejrd(r-1) S° j=t
0 i

Liver = (Pirar-10i1ar) /(% +tpi~1d‘r'r“i+47-“ipi+d'r] 3

ﬁi-ﬁdf =ﬁi+dr—l { jrf::J.-d'r*‘:1i+mln

J Lo [
Pirir = Pirar—1 — Livarsp gr Porar—
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Algorithme Periodic Recursive Maximum Likelihood (PRML)

.Cet algorithme n’est qu'une généralisation de algorithme PRLS, aux cas des modéles autoré-
gressifs moyennes mobiles.

Considérons le modéle causal autorégressif moyenpe mobile d-périodique d’ordre constant
(p,q) suivant :

P 3 q
Virdr = 3 biVirdr—i + Eirar — 3 _OigEirar—js i=1,0,diT€Z (2.4.5)

=1 =1

ot {&;,f € Z} est un bruit blanc péri::tdiqug de variance o7} .
Soit f = (q&},ﬁr;,¢;,ﬂ;, ...,¢;,ﬂ;) le vecteur de dimension d(p + q) x 1 des paramétres, ot

!f-'i - (fﬁ""-', gﬁi,i" sy fﬁ"m)' 1 l'?,- - {Fﬂ],ﬁ.‘_.ﬂ, ey ﬁilq]r ¥ t- = 1-, 2, ,.,,i.NM& déﬁllimm lﬂ mm {Pi-l.—d'l'
de dimemsion d(p + g) x 1 comme suit :

Yirdr—Gi-Gi-p+q)) ¥ J=[—-1)p+g)+ 1, i(p+g)—g
Civarld) § —Eirdr—G-li-Dpraizy 51 i=(i—1)(p+g)+1+p,...,i(p+q)

0 51 momn

Les equations récursives de Ualgonthme PRML pour estimer les paramétres d’'un modéle
ARMA d-périodique sont données par Bentarzi et Aknouche (2003) comme suit :
Algorithme de Bentarzi et Aknouche (2003)

a-"\.'

Eirdr = Yivdr — ﬁi-l dr—1Fitdrs
] . - -
- < g =
~2(i,0) o P l<jsi

iy -
] st 21
r 2 r—
i) _ ) THI
o, =

1) r =3 - - ;
+ Tafisdr S 1<73<1

_1 ~2(i;r-1 ~2 . : i
T ey B f24

LH'dT = (ﬂHr—lwﬁ.ld‘r) /(ﬁf +w:‘ldeiidT—11£J|.-ldf) i
.ﬁi!dr - Bi{-df-—] + LiydrEisar,
~idr—1)

Ty
Tf’ﬂdﬂl = ,:k:lﬂi,k Virdr—k+1 + Pigar

[
Pivar = Piygr—1 — LivarVip e Fivar—

49



-~ ~{i-tdr) ~(idT) ={itdr) ~{i4dT) fiddr) {itdr) ~(it+d7) ~{itdT)
.6-;+dr:(¢1,1 :-'-r'#’l,p 1.1 :'"rﬂl,q 1"'1¢df1 'l""]¢d1p :34_1 1'"Iﬂd.q }

2.5 FEstimation de la fonction d’autocorrélation d’un pro-

cessus périodiquement corrélé

Soit {y,t € Z} un processus périodiquement corrélé de période d , de moyenne 1, et de fonction
d’autocovariance 7(.,.) d-périodique. Pour tout entier ¢ € Z,
i=1,..,det7 €Ztel quel =i+ dr, soit "yf:' sa fonetion d’autocovariance pour horizon h et

eme

relative & lai = période.

L’estimation de p,, {fyg*:',i =], ..,d } et de fonction d’autocorrelations relative a la i

période { p}f]Ti = ], ....fd'} A partir des observations ¥y, ..., Yaw, joue donc un role trés important
dans les problémes de l'inférence et en particulier dans le probléme de identification du modéle .
Dans cette section, nous étudierons I'estimation de la moyenne, de la fonction d’autocovaniance
-':r:::]' et la fonction d’autocorrélation p}.,i}. Puis nous examinerons les propriéiés asymptotiques
des estimateurs obtenus.

2.5.1 Estimation de la moyenne

Soit 4y, ..., Yar une d1-réalisation d'un processus {y:,t € Z} périodiquement corrélé d-périodique.
L'estimateur le plus simple et le plus naturel de la moyenne p, de y; est la moyenne de
'échantillon

y= q,]-'—r E‘,L Ye = dJ_T daml myﬂ-dn (2.5.1)

qui est un estimateur sans biais. On remarque que la moyenne de la i période pi; est estimé
par

Y= % l_; Yitdr, (2.5.2)

Proposition (2.5.1)
St {m,t € Z} est un processus périodiquemnent corrélé d-périodique de moyenne 1, et de
fonction d'autocovariances relative & la ™ période {T}:):i =1, ._.,d} , alors,

El@ -] — 0 siff — 0,i=1,...d

Tty
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Tx Bl — )] o, Tt iR o 1] <00ri=1,.d,

Proposition (2.5.2)

i

On suppose que le processus {y,,t € Z} est causal. Alors §; est asymptotiquement normale-

ment distribuée avec une moyenne g, et de variance L3707 *'yi'}.

2.5.2 Estimation de la fonction d’autocorrélation

Soit ¥y, ..., ygr une d-réalisation d’un processus périodiquement corrélé, d-périodique. Pour
plus de simplicité, nous supposons dans tout le reste que d = 2. L'estimateur naturel de la
fonction d’autocovariance (ﬂ =FE [{y var — 1) (Wivar—n — pi_p)] est

~[i) __ 1 s~T—-1 {

T =T Yirdr — V) Wirar—n — 7), (2.5.3)

Ol Yijar— = O pour i +d7 — 1 <1 ou pour i +d7 — [ > dT".

nous rémarquons que

oUW rar, Yitdr—a) = cov(Yi s drs Yid dr-—{i-—j+ﬁ]} =i ‘.FE,-.H.

Cette fonction d’autocovariance peut étre estimer par :

Aﬂ.ﬂ h T E-l:__l ( Yirdr —Y) {yjid-r—h o ‘ﬂ} . (2.54)

Al
Sii=j (2.5.4) cﬁ-tl‘éd‘llltd"}'h

Nous estimons également la fonction d’autocorrélation entre vy 4, et yj4r—n par :
Bin =T [ he2 (2.5.5)

Nous montrons d’abord la consistance faible de I'estimateur 7, ;9 (et par conséquent, FE‘:}] pour des
moyennes mobiles périodique d’ordre infini. Puis nous caleulons la distribution asymptotique
de ﬁﬁ:j et de ',Erf} dans quelques cas spéciaux.



Théoréme (2.5.1)

Soit {y.,t € Z} un processus 2-périodique causal, c’est-d-dire yp = i, + Y e Yiabe—x O
{e,t € I} est un bruit blanc périodigue de variance o} et {¥yu,t € Z; k> 0} est une suite
telle que 3o |te] < +o0,Vt € Z. o

Alors, pour fout h fize h >0 et 1=1,2 .

?'ff.:} I, 'ﬂ:] lorsque T — 00 et P LN pf} lorsque T' — oo.
En général, la dérivation de la distribution asymptotique de la fonction d’autocorrélation de
I’échantillon dans le cas d-périodique est tout & fait compliquée méme pour des moyennes
mobiles d-périodique. Un cas spécial important se présente lorsque le processus y est un
processus causal autorégressif gaussien d-périodique. La distribution asymptotique de ﬁf::' pour

un tel processus est donnée dans le chapitre 4.

2.6 Applications numériques

2.6.1 Introduction

Des simulations intensives ont été réalisées, pour étudier l’ca&imai,im: des paramétres, d’un
modéle autorégressil périodique par la méthode des moindres carrés sous les conditions
de normalité.

Pour évaluer le comportement et le gain en efficacité des résultats, obtenus nous avons cal-
culer la moyenne de 'estimateur de moindre carré (EMC) et le critére d'efficacité RMSE (Root
Mean Square Error) qui est défini par :

RMSE = \/(Biais)? + Variance (2.6.1)

qui spécifie la précision et la stabilité d'un estimateur.

Ainsi la valeur de la moyenne et le RMSE sont calculés & partir de la simulation de 1000
échantillons pour les diverses valeurs de la taille d’échantillon et pour différentes valeurs des
paramétres. Nous utiliserons ces résultats dans le chapitre suivant pour évaluer le gain en
eflicacité de la méthode destimation d'un processus multivarié stationnaire proposée par New-
ton(1982).

n2



-2.6.2 Reésultats numériques

Nous générons successivement 7" observations & partir des modéles suivants :

Modéle 1 .
Modéle autorégressif 2- périodique d’ordre 1 c’est-a-dire, PAR, (1) simulé d’aprés I’équation

—— + €
Yar41 .¢1,1y21 27+1 stmN(O,af)

Yori2 = Pra¥eri1 T E2ri2

Valeurs de parametres

¢1,1 = 0.9, ¢1,2 =0.7

oi=1 ~a3=12 ,

Modele 2

Modéle autorégressif 4- périodique d’ordre 1, c’est-a-dire, PAR, (1) simulé d’aprés I'équation :

Yar+1 = P11 Yar + Earpa
Yar+2 = P12¥art1 + Eary2 & 2
ee ~ N (0,07)
Yar43 = O13Yari2 + Earas

Yar+a = P14Yar43 + Earia
Valeurs de parameétres ;

¢11 = 0_4, ¢12 - _0.6, ¢‘3 = 0‘5) ¢14 o 0'7

02=1, o02=12 03=08, 0;=09

Modéele 3
Modéle autorégressif 2- périodique d’ordre 2, c’est-a-dire, PAR, (2) simulé d’aprés I'équation

Yor41 = ¢1,1y2f + ¢2,1y27—1 + Ear e N (0, g 3)

Yorsa = D1 9¥ars1 + Py o¥or + E2ry2

Valeurs de paramétres



¢;,1 =0.5, ¢2,1 =0.7, ¢1,z =04, ¢2,2 =03

0?=08, 03=09

Modéle 4 ' &
Modéle autorégressif 2- périodique d’ordre p; = j 5 1;2 — 2, PAR, (2) simulé d’aprés I'équation

= + &
Yor41 ¢11y2‘r 2741 £ N (0’0_3)

Yori2 = PoY2ri1 + PaoYor + E2ri2

Valeurs de paramctres
¢11 = 0-7, ¢21 = '_0.6, ¢22 = 0.4

o2=1, o03=12

Modéele 5
Modéle autorégressif 4- périodique d’ordre py = 2, p; = 1,p3 = 3,ps = 2, PAR,4(3) simulé
d’apres ’équation :
( Yar41 = P11¥ar + PraYar—1 + Eartr
T = T y
ﬁ Yari2 = PnYari1 + Eart2 . o N (0,50)
Yars3 = OnYars2 + P2oYari1 + Paslar + Earss
L Yar1a = Par¥ars3 + Paa¥ari2 + Earsa

Valeurs de parametres
¢y = 0.3, ¢y =0.7,¢5; =0.8,¢5, = 14,¢39 = 04,33 = 0.6,¢, = —0.6,¢4 =04

o2=1 o03=12, 02 =0.8,02=09

Modeéele 6
Modéle autorégressif 5 - périodique d’ordre py = 1, p2 = 3, p3=2,ps=1,
ps = 2, PAR,(3) simulé d’aprés Péquation :

( Ysr41 = Pr1¥sr + E5r41
Ysri2 = Dor¥Usri1 + Pag¥sr + Poas¥sr—1 + Es742
4 Ysri3 = P31Ysri2 + P3oYsr+1 + Esr43 ee~ N (07 03)

Ysria = Py Yar+3 + Esria

L Ysr4s = P51 Ysria + PsoUsr43 + Esras



Valeurs de parameétres
¢11 = 0.3, ¢2l = 0.5,-¢22 = 0.2, ¢23 = 0-3, ¢3l = 0.4, ¢32 = 0.5, ¢u = 0.7, ¢51 = 0.3, ¢52 = 0-4
02=1, 03=120%2=09,0;=0805=1

&

-

Représentation des résultats

Les estimations des moindres carrés de chaque modé¢le sont données pour les diverses valeurs
de paramétres et les diverses tailles de P’échantillon, les résultats sont présentés comme suit :

Les tableaux (2.1),..., (2.6) représentent les résultats de simulation du modele 1, modéle
2, modéle 3, modele 4, modele 5 et modéle 6 respectivement & partir de 1000 réalisations de
diverses tailles de I’échantillon et diverses valeurs de parameétres.

Les valeurs de RMSE calculées de tous les paramétres de chaque modéle sont représentées
graphiquement de la maniére suivante :

La figure (2,4) : représente le graphe des valeurs de RM SE calculées pour le modéle 1,

modéle 2, modele 3, modéle 4, modele 5 et modele 6 oz =1, 2,3,.-6

on
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Parametres b b1a o A

e Moyenne 0.8497 0.7001 1.0045 1.1949
RMSE 0.1411 | 0.1423 | 03206 | 0.3926
rgp MovEnne 0.8777 | 0.6795 | 1.0069 | 0.1718
RMSE 0.1079 | 0.1040 | 0.2345 | 0.2571
_ygp Moyenne 0.8992 || 0.6950 | 0.9887 | 1.2073
RMSE | 0.0833 | 0.0755 | 0.1724 | 0.2569
160 Movenne 0.8924 | 06914 | 1.0070 | 1.2095
RMSE || 00693 | 0.0647 | 0.1604 | 0.1792
o Movenne 0.8911 | 0.6997 | 1.0240 | 1.2013
RMSE 0.0627 | 00642 | 0.1558 | 0.1682
rosg Movernne 08943 | 0.6882 | 0.9920 | 1.2256
RMSE 0.0623 { 0.0604 | 0.1319 | 0.1652

_ggp Movenme | 0.9020 | 06990 10108 | 12173 |
RMSE 0.0515 | 0.0500 | 0.1240 | 0.1477
s Moyenne | 0.8979 | 06963 | 09830 | 1.2013
- RMSE 0.0464 | 0.0486 | 0.1011 | 0.1315
T—360 Moyenne 0.8986 0.6945 1.0200 1.1820
RMSE || 00415 { 0.0466 { 0.1001 | 0.1132
T—400 Moyenne 0.8954 0.6999 1.0115 1.2011
RMSE | 00413 | 00445 | 0.0953 | 0.1087.

Tableau 2-1
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Figure (2-1) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 1
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Paramétres [T P12 P P
g Moyenne | 04261 | 06226 | 05147 | 06487
RMSE | 03167 | 03823 | 02630 | 0.3298
T—80 Moyenne 0.3998 =0.5939 0.5053 0.6940
RMSE | 02012 | 02254 | 0.1392 | 0.2063
Toyg0 Mevenne | 03964 | —0.579 | 04388 0.6777
! 01604 | 0.1627 | 01250 | 0.1806
T=160 Moyenne 0.3921 —0.5856 04925 | 07137
RMSE 0.1355 | 0.1489 | 0.1106 | 0.1342
1 900 Movenne | 04017 | 05802 | 05135 | 06970
RMSE | 01215 | 01226 | 0.0970 | 0.1202
1o 940 Moyenne | 04220 | -0.6098 0.5068 | 06831
i! RMSE | 01090 | 01173 | 00909 | 0.1149
— o= —r
[ ogo Moyenne | 03913 | 05942 0.5196 | 0.7067
‘ 00986 | 01123 | 00853 | 0.1058
T 390 Moyenne | 03954 | —0.6167 0.5089 | 0.7033
RMSE | 00970 | 0.0985 | 0.0826 | 0.0931
[ 360 Movenne | 03854 | ~0.6001 0.4893 | 0.6905
RMSE | 00880 | 00785 | 00779 | 0.0889
T 400 Moyenne | 0.4141 | -0.5803 | 0.5032 | 0.6982
: RMSE 0.0815 | 00686 | 0.0733 | 0.0781
Tableau 2-2 a
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Figure (2-1) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 1
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Paramétres 3;1 $12 ?13 614

T—40 Moyenne 0.4261 —-0.6226 0.5147 | 0.6487

RMSE 0.3167 0.3823 0.2630 0.3298

T=80 Moyenne 0.3998 —0.5939 0.5053 0.6940

RMSE 0.2012 0.2254 0.1392 0.2063

T=120 Moyenne 0.3964 —0.5796 0.4888 0.6777

0.1604 0.1627 0.1250 0.1806

T=160 Moyenne 0.3921 —0.5856 0.4925 0.7137

RMSE 0.1355 0.1489 0.1106 0.1342

T= 200 Moyenne 0.4017 —0.5802 0.5135 0.6970

! RMSE 0.1215 0.1226 0.0970 0.1202
! T 240 Moyenne 0.4220 —0.6098 0.5068 | 0.6831 |
RMSE 0.1090 0.1173 0.0909 | 0.1149 |

e :

T= 280 Moyenne 0.3913 —0.5942 0.5196 0.7067

REMSE 0.0986 0.1123 0.0853 0.1058

T= 320 Moyenne 0.3954 -0.6167 0.5089 0.7033

RMSE 0.0970 0.0985 0.0826 0.0931

T= 360 Moyenne 0.3854 —0.6001 0.4893 0.6905

RMSE 0.0889 0.0785 0.0779 0.0889

T= 400 Moyenne 0.4141 —0.5803 0.5032 0.6982

RMSE 0.0815 0.0686 0.0733 0.0781

Tableau 2-2 a
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. A2 A2 P | 2
Parameétres o o, o3 O,
T_qo Movenne | 09753 | 11804 | 08319 | 0.9264

RMSE 0.4767 | 05512 | 03807 | 0.3721
T_go Moyenne | 10327 | 12149 | 08107 | 09501
RMSE 03002 | 03658 | 02652 | 0.2917
Togo Moyenne | 09991 | L1771 | 08273 | 0.8829
RMSE 02505 | 02897 | 02223 | 0.2381
o160 Moyenne | 09997 | 1.1819 | 08324 | 09135
RMSE 02308 | 02551 | 01926 | 02124
T 200 Moyenne | 1.0263 | 1.1906 | 08346 | 08957
RMSE 02012 | 02317 | 01704 | 0.2052
i ¥ g i\l
4o Movenne | 0.9892 | 1.1956 | 08015 | 0.9220 {3
i RMSE | 01897 | 02121 | 0.1428 | 0.1914
T_ogo Movenne | 09886 | 1.1916 | 0.7823 | 0.8972
0.1575 | 0.1161 | 0.1338 | 0.1660
T=320 Moyenne 0.9954 1.2042 0.8171 0.9045
RMSE 0.1432 | 0.1143 | 01229 | 0.1432
T_3go Movenne | 09957 | 12004 | 08113 | 0.8962
RMSE 0.1304 | 0.1070 | 0.1145 | 0.1300

Moyenne | 1.0021 | 1.1857 | 08108 | 0.9200

T=400
RMSE 0.1212 | 0.0922 | 01001 | 0.1215

Tableau 2-2 b
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Figure (2-2) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 2

60



05274 0.6366 | 04588 0.1450 | 0.8040
0.2366 01850 | 01739 02848 | 02700 | 03254
g Movenne | 05115 0.6676 | 04547 01921 0.7978 | 0.9109
“ RMSE B 01490 0.1085 | 01354 02135 | 01894 | 0.2230
190 Moverne “;uiaum 0.6763 | 04181 0.2285 | 0.8121 || 0.9023
RMSE | 01426 00877 | 00938 01589 | 01438 | 0.1486
T=lﬁ{;!}oyenrw 1&49&9 06004 | 0.4164 0.2540 J} 0.8072 n n.sgﬂ
I RMSE | 00021 00576 | 0.0830 01406 | 01150 | 0.1363
s Moyenne || 05042 0.6881 | 04077 0.2696 | 0.7965 0.9167 |
| rMSE | oo7se 00526 || 00727 01192 || 01144 || 01229 |
-'rzzem Moyenne ‘ 0.4800 06930 | 0.4204 ﬂ_zsan\ﬂ 0.7955 \ 0.8952
ey RMSE | 00780 00487 | 00628 0.1000 | 0.1006 | 0.1121
!IT=280 Moyenne | 05079 0.6886 “ 04213 0.2573 | 0.8084 | 0.9085
RMSE | 00736 00456 | 00585 00095 | 01005 | 0.1005
szn Moyenne ﬂ 0.5008 0.6904 | 04172 0.2613 ﬁma 0.9149
RMSE | 00733 00433 | 00563 0.0955 | 0.0814 | 00941
Rk ﬁfayenneJ 0.5123 0.6857 }Lu.zﬁﬁn 0.2681 “ 0.7871 | 0.8947 ﬁ
RMSE | 00652 00411 | 00521 0.0870 | 0.0797 | 0.0838
R MMMJ 0.5073 06889 | 04069 0.2781 | 08038 | 0.9072
rMSE | 00517 00364 | 00517 00846 | 00779 | 0.0796
Tablean 2-3
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Figure (2-3 ) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 3



1 pnmmétr;n $ll ‘i’uj_ j 3%
“ S MaymneWﬂTﬂlﬂ _0.5625 | 0.4035 | 1.0264 u 1.1660
" rmse | o6z | 02635 | o762 | 02667 | 02986 |
“_;Sﬂ'moy:—nne a_ﬁﬁﬂ 05963 || 0.4056 | 1.0514 | 1.1897 “
RMSE || 01343 | 0183 | 01688 | 0.2154 | 0.2634
‘rr_ g Movenne ‘l omi37 | 05674 | 03796 | 10053 “ 11821 n
RMSE | om2s | 01465 | 01554 | 01915 | 0.2137
- Muycﬂn‘u 07050 | —0.6136 || 0.4001 | 1.0152 " 1.2220 ‘l
RMSE | 0098t | 01207 | 01309 | 01615 || 0.2080
[ Moyenne | 07066 | —05821 | 03834 | 09927 || 1.2135
U rMse | ooste | o227 | 01220 G.ngs‘l} 0.1952
_r:_:fgd[rMﬂyemuf T o701 | —o0s3 | 04017 | 10002 | 12108 |
RMSE | 00836 || 0.0958 || 0.0958 | 0.1138 “ 0.1597
= Mogenne | 07113 | —05919 | 03946 | 10115 | 12188
rMSE | 00830 | oo0seo | 00892 | 01015 | 0.1361
. Moyenne | 07092 | —05869 | 03027 | 09952 | 1.2043
7 rMsE | 00718 | 0.0869 0.0889 || 1004 | 0.1333
W Moyenne 0.6991 —0.5989 0.3964 0.9786 1.2246
RMSE .] 0.0657 | 0.0710 J 0.0801 “ 0.0996 | 0.1306 |
[ Moyenne | 07002 | 05998 || 03803 | 09939 | 1.2001
RMSE n 0.0645 | 0.0617 u 0.0784 ]l 0.0908 [ 0.1135 ‘
tablean (2-4)
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Figure (2-4) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modele 4
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1} = T . n_? . n . "

15 ; 1361 1163 192 | .24 | .09 1753

S 2887 8047 1.3088 | 3052 | .59133 | —.6023 l‘ 3046
R Q216 . 1342 1125 126 L0938 0975 1728

& M 3002 J\ 6071 g132 | L4042 | am2 | 5965 | —.6038 || .4158
R a3 f e | azaz 11 0.0067 | o005 | o775 | .0908 1652
S 3100 | 7003 | 8006 il 14120 | 3846 || 5081 | —5oss || 4018
R 1080 || 023 || 160 | oo || oso1 || o720 | 0853 1485

oo M N 2882 || 6956 7922 H 13904 || .3986 "'u 5943 || 5983 || o024
R R 0960 .103-!_ 0780 JJBS_E-_ Q715 0787 L1300




paramdtres - § & 5
]l S Moymﬂ.e—ﬂ 090088 | 12495 | 08105 | 0.8013
RMSE 0.2BLT 0.2943 0.2733 0.Z887
HT=N Aoyons “ 1.0201 u L1812 “ 0.8335 | 0.0050
RMSE 02688 | 02453 || 02503 || 0.2813
“sz Moyenne ” 0.9996 ll 1.2050 H 0.8068 I‘
" RMSE 0.2510 0237 0.2056 ’ 0.2571
HT=IBU Mnym::r:]i 0.9989 “ 1.2485 H 0.8050 | 0.9175
RMSE 02322 || 02197 | 0ase0 | 01905
“sz Moyenne “ 0.9748 J 11992 | o707 “ 0.8989 "
R.IHISE 0. 1904 0.2063 0.1574 0.1I787
oy Mevenne “ 0.9854 " 12150 || 0.8381 I 0.9229
RMSE 01664 | 01956 || oas21 | 0615
g Movenne H 1.0097 ‘1 12117 | o285 | o.0076
RMSE 1587 01817 I! 0.1426 0.1510
[{T::ﬂﬂ Moyenne “ 10042 | 12001 “ 0.7621 | ﬂ.ﬂ
RMSE 0.1530 J 0.1787 0.1210 0.1442
e Movenne [ 0.9819 '1 1.2270 ﬂ 0.8024 | 0.8944
RMSE 0.1245 | 0.158¢ { 0.1193 | 0.1403 “
Tapp Movenne || 09790 || 12378 | 0.7846 u 0,8915
RMSE H 01150 || 01300 || o10f1 | 0.1209 l
~ tableau (2-5b)
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Figure (2-5) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modele 5
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.

paramétres P11 .‘;‘n P22 b3 3:1 3:: $.u
[ o 06152 | 01420 | oaira | oaesz | oswe | oesss |
| 02061 | 02990 | 02637 | 02905 | 02784
Moyenne | 0.3445 || 0.4410 || 01988 | 03003 03770 | 05177 | 0.7320
RMSE 09552 | 02500 || 023 | o2rme || o24s1 || o2vee || 02262
Mayenne | 03165 | 0.5075 ” 01873 | 03233 | 04097 | o046 | 07033
RMSE ﬂ 0.21?2__ 0.2404 0.2543 || u.zzm_u.mag 9 | 02417 0.2119 ‘
o Moyenne M 03128 | 0.4855 ][ 02032 || 03250 | 03708 || 0.5066 | 0.6830
RMSE 01819 | 01848 | 02174 | oass7 | oree2 || oamz2 || oavor
Mogerme | 03114 | 05004 | 0.839 | 03089 || 04064 | 05062 | 0.6908
RMSE 01659 || 0.1646 | 0752 [ 01809 (| 01365 || 0696 | 0.371
yqo Movenne || 02891 | 0.5108 0.1870 || 02073 | 04059 F 0.4835 | 0.7080 H
|~ RrMsE 01609 || 0.472 | 0707 | 01495 | oa2e7 | 0a578 | 01295
o Movenne | 0zisL || 05010 T_u,lma 03223 | 03986 | 05088 | 0.7003 l
RMSE []"HHZ 0. 1444 0.1513 01482 | ﬂ.l_fﬁ 0.1467 ﬂ.l_]_EEl
pg Movenne 03114 | 0.5006 ]‘n.mﬁ? ” 02963 | 0.4030 | 0.4866 | 0.7183 |
ll . RMSE 0.1263 “ 0.1429 0.1410 0.1461 0.1145 Lﬁ.lEﬁﬂ 01170
" Moye-rme 0.3097 =081 | 01927 | 05004 || 03951 | 05003 || 0.7008 |
04208 | 01313 || oxsso | o8 || 00092 | 01336 | 0.1108
0.3030 | 04831 || 02107 || 03057 || 0.3935
RMSE | oo | o.1128 ﬂ 01279 | 01097 || Olsse

tableau (2-6a)
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'l % Moyenne !]Ema 0.4084 | 10044 | 1.2204 “ 08647 | 08808 || 09364 |
=
RMSE 02073 | 02857 { 02882 | odksz || o27e7 | 02495 || 02768
Moyenne {0.2673 (4154 10063 1.2730 0.8269 - 0.8540 10572
RMSE i[u.mﬁu 02754 || 02615 | 02730 ﬂ 02319 | 02215 i 0.2657
q: Muyenﬂe_ﬁ 03128 | 02639 || 1.0202 || 11759 | 0.9426 ﬂ.‘i’ﬁEl‘][ 1.0301
RMSE 02623 | 02225 | 02528 | 02388 | o220 || 02165 || 02511
i Moyenne || 02986 | 04077 | 1.0245 Il:msa | o0se35 | osi7a | rous
RMSE 01809 || 02081 | o2467 || 02233 || 02180 || 02026 || 02300
'mﬂ Moyenme || 03212 || 03881 | 09878 || 12332 | osooo | o786z | 10081 H
RMSE 01749 || oass1 | ozs60 || 02160 | 02140 | 0aver | 02122
'IM] Moyenme | 02810 | 03083 | o9e18 | 12000 | osser | o8040 [ 1.0087 “
RMSE 01450 || 01735 | oziar | o208 | 01993 | o.608 | 0.2011
i_wj Mogenne | 02823 || 04070 | 10267 | 12084 | 08926 | 08036 | 09942 l
| * RMSE 01379 | 01573 | 0as7a || 02006 | 01672 || 0452 | 0.2007
nam Moyenne | 03013 t.ma [ 10008 || 12033 || 09349 | 07954 | o028 |
RMSE 01282 | 01465 | 0as26 | 02000 | 01596 | 01316 || 0.1862
ﬂgﬁu Moyenne | 0.2994 ﬁ 0.3099 “ 09942 | 11904 | osoo0 [ o758 | 00085 |
RMSE 0.1233 0.1374 || 01625 | 0.189%4 #1540 || 0.1222 0.1797
E’" Moyenne || 03001 | 0.4000 ﬂ'mm I 11077 | ooooa | o7eee | o950
RMSE H 0.1171 ﬂ 0.1148 || 01235 | oarst || oa4r0 | o020 || 0as36

tableau (2-6b)

69



meEw

I — o e W 3 O N 3 N 4
[ Tp——

L.
i il i e - Tl b L? T e———

o T TS W W S C——
.'-llm-mﬂ‘ﬂ“dﬁ
Tl

Figure (2-6) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 6
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2.6.3 Interprétation des résultats

Les résultats de simulation dans les tableaux (2,1) oui = 1,2, ..., 6 montrent que les paramétres
estimés du modéle autorégressif périodique pur sont biaisés quand la taille de 'échantillon est
petite. Le biais des estimateurs des moindres carrésdans les différentes simulations réalisées
décroit. progressivement. comme la fonction 1 /T lorsque la taille de I'échantillon T augmente.
Les figures (2,i),001=1,2,...,6 reflotent cela. Ainsi plus la taille de Péchantillon augmente,
plus la valeur de RM S E diminue pour estimateur des moindres carrés (2 MC), nous déduisons
que les estimateurs des paramétres du modéle autorégressif périodique sont trés bien estimés
quand la taille de 'échantillon est importante.

Le nombre d'itérations effectuées nous a permis de conclure que les estimateurs convergent
en probabilité vers les vrais valeurs des paramétres quand la taille de I‘échantillon est importante

- Les résultats de simulation présentés dans ce chapitre seront utilisés dans le chapitre
suivant pour réduire le nombre de paramétres du modéle autorégressifl multivarié stationnaire

ce qui est le but principal de notre étude.



Chapitre 3

Méthodes d’Estimation des Parameétres

d’un Modéle VARMA

3.1 Introduction

1’estimation des paramétres d'un modéle autorégressif moyenne mobile multivarié noté VARM A
était 'objectif de plusieurs chercheurs. Lund et Basawa (2000) ont évalué la vraisemblance d’un

modéle autorégressif moyenne mobile rmltivarié a partir d’un modéle ARMA4 (pe, qi) correspon-

dant. et ils ont explicité les calculs pour un modéle PARMA (4,1). Hilmer et Tiao (1979) ont

dévioppé les procedures Jestimation exacte par la méthode du maximum de vraisemblance

d'un modéle moyenne mobile multivarié pur. Ils ont obtenus une approximation pour estimer

les paramétres d’'un modéle VARM A mixte. Dans la méme situation, Melard (1984), Sheat

(1984), Khon et Ausley (1983) ont estimé les paramétres d'un modéle VARM A par la méthode

de maximum du vraisemblance comme d’autres...

I'estimation des paramétres d'un modéle VARM A est basée sur les méme démarches de
I'étude d'un modéle VAR qui est plus simple & traiter. Nous supposons que l'on dispose d’une
série chronologigue multivariée Ty, ..., Ty avec X = (T, .,..,Ed't]' généré par un processus VAR
stable stationnaire

-
Xy=v+ E AXei +Up [311}

i=1
v est un vecteur d X 1 de termes constants, les paramétres A; (i =1, ...,p") sont des matrices

d’ordre d, Uy est un bruit blanc vectoriel de matrice de covariance Yy non simguliére.

T2



3.2 Meéthode du maximum de vraisemblance

3.2.1 La fonction de vraisemblance d’un modéle VAR (p*)

Soit un modéle VAR (p*), (X; —p)=v + E:A{[X::f— p)+ Ut

Nous considérons Iestimation du mm;;m de vraisemblance sous la supposition que ces
processus X, du modéle VAR (p*) sont gaussiens plus précisément,

(U1, Uz] ~ N (0,Ir ® Bry), et 1a densité de probabilité de U est

1 e i
Ju {U]=W1h~®zu| ; exp[—EU [IT@IEU}U] (3.2.1)
5 A AR TRSE T S u\ SRS SER UG T
T e Y e AT S
T PR i -] 5 Xo— it
R I, 0 e 0 o it
\ 0 "EE Sy S A \ 0 5o Aaing
(3.2.2)

oi X = vec(X), p* = (_u*,...,;;')'c::-:t. un vecteur (d7"' x 1),«Xp = [X;,,..,X'_p._,_l} et p =

(Ju.,...,,u.'}r est un vecteur (dp* x 1)

X = (Xy — fty s X7 — 1) (dxT)

X=(X—p .. Xegn—p) (@' x1)

A= (A Ay) (d x dp*) (3.2.3)
¥ ing . 38,) (dp* x T)

X° = vec (X°) (dT" % 1)

a = Vec(A) (d’p" x 1)

par conséquent U/OX est une matrice triangulaire inférieure 4 diagonale d’unité d’oil on a
U=X-pg - (Yol

£ (X) = 52| £u (©)

= 1‘\2*:1']1_'“'Frz \Ir ® Eurm exp [—15 {K.— i — (Yr ® Id) c:)' (Ir @E;}‘] (}L —p* - {}" @ 1a) &)]
' (3.2.4)
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puursimpliﬁcrmﬁxehtmlem‘iniﬁale}(q

dT T

Ini (4,0, By) = — In2w— 3 In{To|
- (v o1)a) Grosz) (x- - (' o1)a)]
- aglnﬂ?r—%lnlﬂul | '
—% :1 {{x.—m-ijm (XH—;:}] D ['ZX: "F)—iﬂe{xt—f—u}]
= _gmﬂ-%mmm

Ini (p, @, Zy) = _ﬁ; In 2#—% In pjﬂg-%zr (X° - AY) 55* (X° - AY) (3.2.5)

3.2.2 Estimateurs du maximum de vraisemblance

Fn dérivant les membres de (3.2.4) par rapport & u, o et ¥, on obtient :

"’;f = - AGe L) 55 Z;(X=-n—ﬂﬂ_.}] (3:26)
j est un vecteur (p* x 1) del

% - (Yo (X-u)-(YY' @) (32.7)

Pnl Ty ogt (0 - a7) (0 - v 53 a8

En égalant & zéro, nous obtenons le systéme des équations normales dont la résolution conduit

respectivernent aux estimateurs du masimum de vraisemblance pour p,a et Yy suivants :

5= %, [Id = jﬂ] 3 ' 5 [xl = zixl..i] (3.2.9)



Rl
Il

((““") Yo 1.,) (X - 7") (3.2.10)
% = T ~ (X0 AY) (X0 A7) (3.2.11)

e

X%t ¥ sont obtenus & partir de X%t Y lorsqu’on remplace p par It respectivement.

3.3 Cas général VARMA((p*,q")

Supposons que Ty, ..., T sont généré a partir d'un processus gaussien stable, inversible VARM A (p*, ¢°

d-dimensionnel

p*
(xt = P'-} =v+ E Ai{xt.—i ~p)+ U + MU +... + Mq" Up_g {3-3-1]
i=l

de vecteur moyen p et de matrice de covariance du bruit blanc £ non singuliére .
Habituellement quelques €éléments des matrices des coefficients seront nuls ou obéiront 4
d’autre types des restrictions par conséquent, nous définissons, B = vee [Ay, ..., Ape, My, ..., Mg.|.
[it nous supposons que ces coefficients sont linéairement reliés & un vecteur de paramétre 7y de
dimension (N x 1), c’est -a-dire, § = Ry+r. Pour une matrice d'ordre (@®(p*+4q"+1) x N),
R conmue est un vecteur de dimension (d? (p* + ¢* + 1) x N}, ¢ connu. La forme exacte de la
vraisemblance sachant les valeurs initiales X_ps41,..., Xo peut étre déduite de fagon analogue
aux cas particuliers suivants. Ici nous donnons uniquement I’approximation de la vraisemblance

obtenue en supposant

X pn—-p=..=Xo—p=Ugpn=..= Up = 0, 4 une constante prés nous obtenons,

3
lo (1,7, Sw) = |27 ﬂp{—;zm (11,7) T Ue (p.'ﬂ} (3.3.2)

=1

o Uy {12, 7) = (X — p) — E TL () (Xe—i — g ) et ot les TI; (7) sont des matrices des coefficients
de la représentation VAR pur de X;.

Le probléme de l'identification est reflété dans la fonction de vraisemblance. Si le modéle
est paramétré de fagon unique, la fonction de vraisemblance 4 un maximum local unique.
Cette propriété est évidemment importante car elle garantit unicité des estimateurs M L.
Cependant nous notons en général que la fonction de vraisemblance posséde plus d'un maximum
local.

Dans ce qui suit, nous s'intéressons sur la maximisation de la fonction de vraisemblance



approximative (3.3:2) ou, sur la maximisation de son logarithme

T
indo (1, Y, Bv) = — 2| Bul - 3 EU: (n,7) 2 U (1, 7) (3.3.3)
3.3.1 Calcul des estimateurs du ma:djflum de vrassemblance

Daiis la représentation V AR pur, nous avons obtenn les estimateurs du maximum de vraisem-
blance (M L) en résolvant les &quations normales. Dans Je cas VARMA (p*,¢") nous pouvons
uatiliser le méme principe. En d’autres termes, nous déterminons les dérivées du logarithme
de 1a fonction de vraisemblance ou son approximation donnée en (3.3.3) et les égaler & zéro.
Nous obtiendrons les équations normales dans le suivant. Il s'avére que ce sont des fonctions
non linéaires en les paramétres el nous présenterons I'alogarithme pour résoudre le probléme

d’optimisation dans la section (3.4).

Les equations normales

Oy x~qpytOUe _ S — .
T o Pl e Fant, e
Alnl T o YA “

2 = - Tl 3.3.5
2 2559 e
dnly _ T 51, lps ZT o
ey - 2 1Zo] +EEU [L—-I U‘U:] A i

En égalant la derniére expression (3.3.6) & zéro, nous obtenons

. T ,
To (m7) =7 EI U (2, 7) U (11,7) (3.3.7)
—
Fn la substituant & Ly dans (3.3.4) et (3.3.5) et on égalant & zéro, nous obtenons des équations

pormales non linéaires qui peuvent étre résolues par des méthodes numériques.

Pour bien comprendre nous allons traiter les eas suivants

76



3.3.2 La fonction de vraisemblance d’un processus MA (1)

Soit X, ..., X7 un échantillon généré par un processus M A(1) inversible d-dimensionnel, c’est
s di .
X, =Us + MU, (3.3.8)

ot U, est un bruit blanc vectoriel gaussien de matrice de covariance Y. Dong,

T SR S T T
Uy 0 M I .. 0 0
X
= e 0 0 M,
X: - =M1 ’l:)ﬁ 1: 3

% :

T UT ; e fd
\ o0 M )

(dTxd(T41))
Utilisant U, un bruit blane gaussien, alors (U, ... ,UT}J ~ N (0, Iy4, @ Ey) done

X ~N (0,My(lrn @ Su)M; )
et la fonction de vraisemblance est. donnée par

(s, B\X) o [V (Frys @ 5)G | exp {—;x' [ﬁt(fru @ To)MG| K}

ot o signifie que (est proportionnel & ).
Une forme plus simple est obtenue si Uy est égal & zéro dans ce cas X =M,;U ot

Lol
Uy
M I, 0 O
Ml — — + ’ 1 U — =
ms e Uy
M1 jd
(dTxdT)

La fonction de vraisemblance est alors proportionnelle &

—-1/2

“' m{-%};' [Mltli—-@EU}M;]_l}(}

lo(M,E\X) = ]Ml{IT@:-EU}M'I

= 1 P ¥ P
= |Bul™exp {_EK M, '(Ir ® E;‘}M,—‘x}

T
= 1 :
= |Zu] T’“mp{—EZmzﬁUx} (3.3.9)
=1
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puisque [M,| =1 et

DLk 0 ANt |
K ) T 0 0
EkE T 0
=1 - e "ﬂl fd
Mi =] (M) T PR R T £ o k
= TSN : I S PR
\ M) MY My I ) g

ot les II; = = (— M,)" sont les coefficients de la représentation V AR pur du processus. De
plus, le processus MA(1) en (3.3.7) peut &tre rééerit & Laide des substitutions successives

1 )
Xe+ ), {"Ml}‘xt-i + (—'Mi)tul} =U,

=1

done si Ug = 0 alors, Uy = X¢+t‘§ (- Ml}i X, _; et la derniére expression dans (3.3.9) est obtenue.
L équation préobdente montre .»;:r.rm que pour T grand la supposition concernant Uy devienne
sans importance parce que Pour un processus inversible M! tend vers zéro lorsque t tend vers
oo V'impact de Up disparait plus rapidement pour un processus pour le quel M} tend vers zéro
plus rapidement, lorsque T" devienne grand. Autrement dit si toutes les valeurs propres de M}
sont proches de zéros o bien toutes les racines de det (Ia + M, Z) sont hors du cercle unité
Vimpact de Up sera faible. Donc I'approximation de la vraisamblance dans (3.3.9) s’améliore
lorsque la taille de I'échantillon devienne grande et deviendra exacte lorsque T' — oo.

3.3.3 Le cas MA(q")

Un raisonnement. semblable comme pour les processus MA(1) peut aussi étre employé pour
des processus M A d’ordre Elevé. Alors si le processus X, possixe une représentation MA(q")
de moyenne nulle

X, = Us + MiUps + - + Mp-Ugr (3.3.10)

I

X:’—'Mq- ( U_q-.+1 i Uu U_[ UT‘ )
Une approximation commode de la vraisemblance est obtenue en posant

Ugpsn=-=Us=0, dans ce cas la vraisemblance est

lo (Moo Mgy SAX) = S| 7 exp {~1X' [M' (2 ® 5 M| X}

ol



Y 0
TR T 0 0
Me={ : s -
M, Mg
0

ﬂ ﬂ Mq-& ren — M] J‘d‘ )
Une expression alternative est la suivante :

lo(My, ... Mg, B\ X) = [Zo| ™" e"P{‘%EU;Ea‘U'}

=1

onlly=X; - E TL X, ;.

Encore l‘azl?mﬁrmtian de la vraisemblance sera assez précise si 1’ est raisonnablement
grand et les racines de det (La+ MyZ+...+ Mq-z"") ne sont. pas proche du cercle umité.

Le cas le plus simple mrrmpnﬁd au modéle VARMA est pour p* = ¢* =1

3.3.4 Le cas VARMA(L.1)

Soit un processus gaussien stable et inversible de moyenne nufle

xl‘- e Al-xt—l o= U: + M;U;_] [3311)
oy 0 0 o)
- A, 0
3 g 4
Tp - —;‘11); —Apn_l
B = 0 0
0 0 B DRSSy T

Pour g = 0 fixées nous obtenons

r1(Xs, . X7) =M (Us,---,Ur) , d'on,
X=(X;,---, XT}' — N (IJ, T]_IMl(ITWEU]M;T‘]'I) nous obtenons alors

lo (A, My, Tu\X) = {E-U[_T‘uexp{—% [(M;'T.x)'(fT@}JQJJM;‘TIX]}

9



- 1BU|'Tﬂexp{-—%ZU;E§1U;} (3.3.12)
f=]

t—1
ou Uy = Xe — 3 HiXei, et les T1; sont des matrices des coefficients de la représentation VAR

i=1

pur et pour un modéle VARMA(1,1) sont dnnné%”;ar L = (D)7 (MM 4 A,
ieEN g ;

3.4 Méthode des moindres carrés multivariés

Dans cette section nous présentons la méthode des moindres carrés multivariées
(M L S) les estimateurs obtenus pour un processus V AR sont considérés dans la suite les
propriétés des estimateurs puis Nous Passons au cas général VARM A.

2.4.1 L’estimation

Soit-xy, ..., 1,1 observations d'un processus généré par un VAR (p*) de dimension d. Posons
X = {1, ..., %7) (dxT)
B =_(t.r, Ay, Ape) (d x (dp* + 1))

7 ='=r= ((dp" +1) x1)

il

Z = (2o, - 2r-1) ((dp* + X} =P}
i R T)

X = vec(X) (dxT x1) (34.1)
B = vec(B) ((d?p* +d) % 1)

b = vec (B) ((d%p" +d) x 1)

U = vec(U) (dT x 1)

En utilisant cette notation pour ¢t = 1,....T Je modéle VAR (p*) donné par (3.1.1) peut élre

écrit d'une manmiére compacte comme sut, :

X=BZ+U (3.4.2)



. ol bien vec (X) = vec(BZ) + vec (U) = (Z' ® 1) vee(B) + vee (U)
ol encore
X=(Z@L)B+U (3.4.3)

Notons que la matrice de covariance de U = vee (U} est Sy = Iy @ 5
Donc Pestimation £.5 multivariée de § consiste & choisir Uestimateur qui minimise

SB) = U(lre%) ' U=U (Les;) U
- (x-(ze ) ,6)' (r037') (X~ (7 o L) 8)
vec(X — BZ) (Ir ® £3") vee (X — BZ)
= X (rer)X+8(zel)(lrexs) (2 ® )8
28 (Zo L) (lr @ 5;") X
= X (r®Z3')X+8 (zz' ® E;,‘) B-20 (Zex;')X (3.4.4)

Il

D'od,
L =2(zZ o3z A-2(Zo ) X

En égalant 4 zéro, nous obtenons les équations normales &

(27 @ £5") B = (Z ® £5') X, et par conséquent,, Vestimateur LS est

B=((zz)" o) (zo35") X = ((zz)"ze L) X

La matrice hessienne de S (f) est définie positive ce qui confirme que B minimise S(8) les
estimateurs .S peuvent étre écrits de facons différentes X

B = ((EZJ}_l Z @ Iq ) vee(X) = vec (XEJ (ZE*}A) , done

B=X2'(22)" =(Bz+U)Z (22)" =B+UZ (22) (3.4.5)

3.4.2 Propriétés asymptotiques des estimateurs des moindres carrés

Puisque les propriétés de I'estimateur LS sont difficiles 4 déduire analytiquement pour de
petits échantillons nous nous concentrons sur les propriétés asymptotiques. La consistance et
la normalité asymptotique de I'estimateur .S sont facilement établies si

I'=plimZZ' /T (3.4.6)
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1 (Zel)U - N(OT®y) | (3.4.7)

on L désigne la convergence en loi. ¢ finie on a E (UaUjUgtUpre) = € pour i, 3,k,m = 1,...,d et
tout { o

-

" Définition du bruit blanc standard

Un processus bruit blanc Uy = {un?...,uﬂ} est appelé bruit blane standard si les Uy sont
des vecteurs aléatoire ssatisfaisant a E (Up) = 0,2y = E (UU,) est non singulid¢re on U; et

U, sont indépendants pour s # t et pour constante ¢ finie on a E(UaUjlUUmp) = ¢ pour
i,7,k,m=1,...,d et tout {

La derniére condition signifie que tous les moments d'ordre 4 existent et sont bornés. Fv-
idemment si les 1/, sont distribues normalement ils satisfont les exigences sur les moment avec
cette définition il est facile d’établir les conditions pour la consistance et la normalité asymp-
totique des estimateurs LS

Proposition 3.4.1 (propriété asymptotique des estimateurs LS)

Soit X, un processus VAH (p*) d— dimensionnel défini par (3 1.1) avec un bruit blanc slan-
dard B = X2 (ZZ] est lestimateur LS du coefficient VAR Alors plimB = B el
VT (B - 8) = VTvec(B-B) 4 N(0,I @)

Si U, est un bruit blanc gaussien il satisfait la condition de proposition (3.4.1) ainsi la
consistance et la normalité asymptotique de l'estimateur LS sont assurées pour un processus
VAR (p*) X, stable gaussien. La normalité de U, implique la normalité de X, pour les processus
stables.

De (3.4.6) un estimatenr consistant de I est IF'=2Z/necar Xy =E (U;U:} un estimateur
de celte matrice est

m=%f}ﬁf’"§=%(){—ﬁz) (X—ﬁz)l
ix (-2 (22) 2 (:T—z‘ 4 z)'x‘
=4X (- 2'(22) " 2)X

Done un estimateur sans biais

A, o (3.4.8)
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.3.4.3 L’estimation des moindres carrés et Pestimation de Yule-Walker

Estimation lorsque lIa moyenne du processus est connue

(e — ) = Ay (T — p) + ... "‘-;1':3‘ (Te—pr — 1) + 1 (3.4.9)

L’estimation par la méthode des moments du moddle (3.49) si la moyenne est connue sera
donnée. Alors posons les méme notations que (3.2.3), done peut écrire (3.4.9) pour t = 1,.... T
d'une maniére compacte comme suit, :

X = AY4U (3.4.10)
oubien x* = (Y®I)a+U (34.11)
a = ﬁYYT*Y@ﬁ)ﬂ (3.4.12)
oilbien A = Xy’ (YY) (34.13)

ce sont les estimateurs par la méthode des moments.
- Remarque
Si z; est stable et u, est un bruit blane standaire on peut montrer que :
VT (@~ ) — N(0,%5) od ¥g =I5 (0) ® By et T (0).~ E (X¢X?)

3.4.4 Estimation de la moyenne du processus

Si la moyenne n’est pas connue nous pouvons la estimer par le vecteur moyen de 1'échantillon

T
= % g
i=1
D’aprés (3.4.9) T peut étre éerite comme suit -
& RS
T = p+ A, ‘:$+ ¥{${|—If_}—;‘.ﬂ g
1 1
+.r'1.p- [E+ ? {I-'_Pl.|.] + .- Tg — ET—psgl = -en — I"]"} oz H] = - T ;u‘,
done
(la= Ay~ —A)E-p) =2z +L T u (3.4.14)
t
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P i-1
2= A [E (Zo-; — IT—.fJ]
i=1 =0

et nous avons

=

E (z.:_f"'-.-'fi'_") = :%.-,E{Zg} = 0 et var (z;lf\ff) = ﬁ-,fﬂar{zt]

Au d’autre terme si T, est stable z;/ JT converge vers zéro en moyenne quadratique, et
VT (Ig— Ay — ... — Ay.) (T — p) posséde la méme distribution asymptotique que Y u VT
t
ceci par le theoréme central limite

F Z7 w— N(OZ)

3.4.5 Estimation lorsque la moyenne du processus est connue

Si le vecteur moyen j est peut étre remplacé par T dans les vecteurs et les matrices dans (3.2.3)
qui donne ¥, X°. Alors Pestimateur des moments est donné par :

5 S SO

a= ((YY“) Y@Iy | X° qui est asymptotiquement équivalent a '@

3.4.6 .Estimateur de Yule-Walker g

Lestimateur LS peut étre obtenu & partir des équations de Yule-Walker sont données dans le
chapitre 1 par (1.3.18) et (1.3.19). Ceci donne

I (h—1)
Tz (B)=[Ay, ..., Ap:] : , h>0
I's(h—p°)
ot bien
I': (0) - -1
[Tz (1), .. T2 (*)]=]As, ..., Ape] : Ea - =AT, (0)
L+ - T.i0)

et A= [Tz (1), T (p)IT5' (0)

T
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Nous estimons T, (0) par YY'/T et [[2(1),....Ts (#*)] par X°Y*/T . Alors nou aons

A =Xy (ﬁ') = (3.4.15)

alternativement les moments des mattices I'; (k) peivent étre estimés par :

= r , - . i
Fa (k) = ﬁ:—_k Y (#m—-) e —F) 0T = %F_ > = - (3.4.16)

t=—p"++1 =p+l

On utilisant ees estimateurs dans [3-4,15], nous obtenons l'estimateur de Yule Walker de A.

3.5 Estimation préliminaire dans le cadre d’un modéle
VARMA (p*, q*)

3.5.1 Calcul des estimateurs par la méthode des moindres carrés

multivariées

Les coefficients d’'un modéle VARM A (p*, ¢*) dans la forme standard
X: = AlXi.—l + _— ApX:_p- + Ug + M'lUg_] i— I MQ*UI:---;'

pourraient étre estimés par la méthode des moindres carrés multivariés (LS) si les U,
sont donnés. Pour déduire des estimateurs préliminaires pour les autres paramétres, Iidée
est d’ajuster d’abord un processus autorégressif pur d'ordre assez grand ensuite d’utiliser les
résidus estimées au lien des vrais résidus. D’oill nous ajustons un ;:nodélc VAR (n)

Xe= 3T (m) X + Ui )

n est un peu plus grand que p* et ¢°. De cette estimation, nous ealeulons les résidus
-~ Ll -
Ug(n) = X, = 3 1L (n) X, , les I1;(n) sont des estimateurs des moindres carrés.
=1
En suite nous ;:mms

X =[A M]Y,+U (3.5.1)

ol

X =IX;,‘..X;I-]1 .."1. — [A], .,.,Apt] 1 M= IM],..,, Mqt]? Y — ]Xn, seey X’I‘.ht]



Ti—p*+1

ﬁ; ('ﬂ-} -

(el )
U est une matrice (d x T") des rémd'wa habituellement des restrictions seront mpmées sur

les paramétres A et M du modéle, par exemple vec[A M] = Ry, en appliquant Popérateur vec
4 (3.5.1) et en substituant Ry a vec[A M| nous obtenons vec (X)) = (V, ® Is) Ry + vee(U) et
I'estimateur des moindres carrés de 7y est 7 (n) = [R (Yﬂ‘:’,: ® Iy) K] gl ¢ (Yo @ Ig) vee (X)

En utilisant cet estimateur, un nouvel ensemble de résidus est obtenu

vec(U) = vee(X) — (Y, ® I;) Ry (n) et on l'utilise pour obtenir une estimation de la
covariance ¢u bruit blanc

Py (n) = 00T

3.5.2 Résultats numériques

Nous générons successivement T' observations 4 partir des modéles suivants :
Modéle T -
Modéle autorégressif 2-dimensionnel d’ordrel simulé d’aprés 'équation :
X+ AMX(E-1)=U(t), U~ N(0,Zy).
Valeurs de paramétres '

04 03 0.7 04
A1) = Ty =
0.6 0.5 04 0.5
Modele 8

Modéle autorégressif 2- dimensionnel d’ordre 2 simulé d’aprés I'équation :
X+ AQX(E-1)+A@QX(t-2)=U@), U ~ N(0,Ey).
Valeurs de paramétres

0.2 05 03 0.2 0.6 0.3
{A{1]=( ) A(E}f( )1Eu=( )
01 —0.3 0.7 —0.4 0.3 0.4




Modéle 9
Modéle autorégressif 4-dimensionnel d’ordre 1 simulé d’aprés Iéquation :
X +AQX(t—1)=U(t), U, ~AN(0,Ey).

-

-

Valeurs de paramétres
03 01 -01 02 2020
04 02 -03 01 10
03 =05 01 07 21 51
01 05 06 03 SR

“

Modéle 10

Modéle autorégressif 2-dimensionnel d'ordre 4 simulé d’aprés 'équation :

XO+AMX(E-1)+ARQX(E-2)+A@)X(L-3) 4+ A@X{U-4)=U@1), U ~
N(0,%y) .

Valeurs de paramétres

( 03 0.1 —04 0.2
e ( 0.1 0.2 ) e b (n.3 u,s)

1 :

A@) = (ﬂ.? 0.4 ) T ( —0.4 0.4 ) B (n.'r ﬂ.-t)
—0.3 0.1 —0.3 0.3 . 05
Modgle 11 .
Modéle autorégressil 2-dimensionnel d’ordre 7 simulé d’aprés Péquation :
X +AMX(E-1)+AQ)X(t-2)+A@)X(t-3)+ A X -+ AB)X(t—5)+
AB)X(t—6)+ A(T) X (t—T7)=U(t), Ui~ N(0,5y).

Valeurs de paramétres

( 0.3 —0.1 01 0.1 0.2 —0.9
AQl)= A(2)= , A ==
@ ( 01 07 ) AR ( —0.1 0.5 ) 0.1 0.4
Foos (m —0.2 ) vy (—0.3 0.9 ),A[E‘-): (D.ﬁ u.s)
09 —0.7 03 —01 0.6 0.2
A{‘?]:(_G'E 0.5)! 5 - ({L? u::m)_
| ~0.5 0.6 0.4 0.5
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Représentation des résultats
Iﬁmtimaﬁmsdﬁsmhﬂrﬁcanésmﬂﬁwﬁésdeqummudélemdmn&apumlm

diverses valeurs des paramétres et les diverses tailles d’échantillons; les résultats sont présentés
comme suib : : -~
Les tableaux (3-1), (3-2), ...,(3-5) représentent les résultats des simulations du moddle 7,
modéle 8, modéle 9, le modeéle 10 et le modéle 11 respectivement et ceci & partir de 1000 réalisa-
tions de diverses tailles de I’&-Imntillgn et pour les diverses valeurs de paramétres.

Les valeurs de RMSE calculées de tous les paramétres de chaque modéle de modéles
sont représentées graphiquement de la maniére suivante :

La figure (3,1) : représente le graphe des valeurs de RMSE calculées pour le modéle 7,
modéle 8, modéle 9, modéle 10 et le modéle 11, oi (i = 1,2,3,4,5).
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Figure (3-1) : Les valeurs de RMSE calculées pour le modéle 7
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paramétres | A(1) | Ty _
092985 0.1372 -0.1082 0.2111 T 1.9795 0.0131 19788 0.0051
40 M 04008 0.1796 -0.2022 ﬂ.ﬂ% : 1.0125 1.0092 0.0034
0.3063 -0.4977 0.0789 0. . g 49444 0.9851
0.1071 05093 0.0789 9.2075 i . 1.0039
= | - :
0.3083 0.1040 -0.0985 0.1974 19??0 0.0009 1.9551 0.0128
80 M 0.3970 0.1951 -0.2930 0.0944 | 1.0017 1.0186 0.0250
0.2860 -0.5001 0.1022 0.6805 ol . 49721 01494
0.0931 0.4963 0.6014 0.2966 h . 00006
|
r 02952 0.1231 0.1092 02119 1.9?33 0.0128 1.9747 0.0008
120 M -0.3974 0.1923 -0.2977 00970 1.0132 1.0261 0.0016
0.3133 04877 0.0954 0.6936 ] 49605 0.9961
0.1036 05001 0.6031 0.2044 . . 09943
0.2998 0.1077 -0.1014 0.2016 1.9659 0.0016 1.9676 0.0023
160 M 03922 0.2015 -0.2099 0.1016 . 0.9938 0.987T4 0.0012
. 0.3064 -0.4922 0.0956 0.7000 i 49451 0.9946
0.1087 0.5005 0.5955 0.30b3 . . 0.9983
02968 0.1131 -0.1010 0.2027 2001 0.0050 2.0167 0.0004
200 M -0.4053 0.1964 -0.2965 0.0953 " 0.9994 09963 0.0013
0.2060 -0.4923 ﬂ.ﬁﬂﬁﬂ 0.6950 3 50051 1.0029
: 01021 05037 0.5954 0.3038 ! 2 1.0034
RS SR s RAAL S N |

Tableau 3-3 a
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Paramétres | 40 . 80 120
%t 3129 .1329 2855 2939 .1154
) ..0910 2335 - mz? 2048 - 1048 2147
3{2) -4176 2290 -3806 .1987 -3856 .1998
2675 5464 | 3147 5021 3150 .5014
26) 7232 4284 6864 3786 6961 3882
-3261 .0674 .2967 0868 -2987 0831
o -3397 3419 _ 3706 .3914 - 3841 .3828
-3605 3370 -2850 .2807 -2873 2810
£ 7256 4407 7078 .4109 7169 4194
. . 5332 5104 . 5149
e R T200 =, e
9 2912 .1118 2904 .1097
1003 2026 -.1041 2035
s -3892 2008 -3988 .1994 s
3088 4986 3035 .5008
& 6933 3880 _ 404
o 6981 8
-2993 0899 -2964 0997
- - 3854 3977 : 3
N 54 39 3864 3884
-2941 2950 -2923 2877
6995 4025 6995 4043
0
5059 5063
Tableau 34 a
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. Fa oy
paramétres A(1) A2) A3)
1189 1572 1331 1625 (1255 .1509
40 RMSE .
1074 1295 1083 1307 ) | \_.1028 1277
0823 1045 0536 0744 (0741 0824
80 RMSE
0838 .0862 0428 0582 ) |\ .0629 .0639
0751 0960 . o421 0585 Y| [ .0650 .
120 RMSE
0598 0752 0352 0492 ) |\ 0518 .
0695 0751 0397 .0506 (" 0s65 |
160 RMSE |
0589 0677 0330 0417 ) |\ 0508 .
0564 0720 0349 0484 (0505 .
200 RMSE
0509 0618 0288 0383 0455 .
paramétres 2{4} )3
1218 1422 0960 0804
40 RMSE
1075 1374 . 07T
0874 0821 0721 0893
80 RMSE
0818 0654 . .0531
0812 0610 0631 0486
120 RMSE
0609 0546 0486
0628 0574 0418 0347
160 RMSE
0599 0465 0393
0500 0513 0402 .
fee 051 0402 0297
- 0545 0445 0284
Tableau 34 b
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3.5.3 Interprétation des résultats

Les résultats de simulation dans les tableawx (3,i), 08 i = 1,2,---,5 montrent que les
paramétres estimés du modéle autorégressif multivarié stationnaire, sont biaisés quand la taille
de Iéchantillon est petite, consistants avec les résultate théoriques asymptotiques, dans le biais
do parametres estimés du modele autorégressif multivarié. Le biais des estimateurs des moin-
dres carrés multivariés dans les différentes simulations réalisées décroit réguliérement comme la
fonction 1/T, quand la taille de 'échantillon T augmente. Les figures (3,1), ot = e N
montrent ceci ainsi, plus la taille de Il’échanﬁ]lun augmente plus la valeur de RMSE diminue
pour l'estimateur de moindre carré multivarié, nous nous déduisons que les estimateurs des
paramétres du modéle autorégressif multivarié stationnaire sont consistants quand la taille de
I"échantillon est importante; ainsi, chaque modéle de ces modéles autorégressifs multivariés sta-
tionnaires contient un grand nombre de paramétres, ceci rend l'estimation des paramétres un
peu difficile de plus ca demande un temps J’execution assez long. Notre but est de réduire ce
nombre de paramétres du modéle autorégressif multivarié stationnaire.

_ Les résultas de simulation présentés dans ce chapitre seront utilisés dans le chapitre suivant
pour réduire le nombre de paramétres du modéle vectoriel autorégressif stationnaire qui est le
but principal de notre étude.
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Chapitre 4

Méthodes d’Estimation des Séries

Temporelles Multiples

4.1 Introduction

Les différentes quantités EX, EXX" sont impossibles & connaitre de fagon précise; puisque
nous disposons d’une suite discréte et finie de T points Xy, Xy, ..., X1 , nous calculons les
valeurs estimées de ces grandeurs; en supposant que le processus est stationnaire et ergodique,
nous remi‘:la.ue alors les moyennes théoriques par leurs mrrmpc?ndauts empiriques.

L'analyse des séries temporelles multiples est fondée classiquement sur Papplication des
méthodes non paramétriques et des méthodes paramétriques existant. L'outil fondamental
pour les méthodes non paramétriques est le périodogramme, le probléme de cet estimateur
est sa non consistance. La solution alternative est le périodogramme modifié. Les méthodes
paramétriques sont basées généralement sur la méthode antorégressive classique.

Nous supposons que 1'on dispose d’une série chronologique multivariée y, ..., oy avec X =
(a:u,...jzd,,}‘ généré par un processus VAR stationnaire, donc, la méthode est connue par
la méthode autorégressive classique. Ainsi, les résultats de Putilisation des méthodes tradi-
tionnelles d’estimation montrent que les méthodes paramétriques fournissent généralement de
meilleurs résultats que les méthodes non paramétriques.

Bien que la méthode autorégressive classique posséde l'avantage qu'il existe un rationnel
pour le choix objectil d’un ordre P qui posside plusieurs propriétés d'optimalité, les analystes
montrent qu'il existe plus d’un ordre qui peut étre considéré pour retrouver les estimateurs,
done une méthode d'estimation modifiée pour les séries temporelles multiples est proposée

par Newton(1982). Cette méthode est basée sur Panalyse des processus autorégressifs péri-
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odiques; elle peut éliminer plusieurs difficultées qui figurent dans les méthodes traditionnelles
J’estimation, en particulier dans la méthode autorégressive classique. Ainsi les informations
sur la structure d'une série temporelle multiple, peuvent &tre obtenues par utilisation d'un
processus autorégressif univarié périodique Newton (1232], Pagano (1978), Jones et Brelsford
(1967) et Gladyshev(1961).

(e chapitre est consacré 4 'étude des méthod{s d’estimation des séries temporelles multiples.
Il est composé de quatre sections. Dans la premitre et la deuxi¢éme nous passons €n revie
les méthodes traditionnelles d’estimation d'une série temporelle multivariée stationnaire, puis
nous passons a I’étude d’une méthode proposée par Newton (1982) et fondée sur le concept des
processus autorégressifs périodiques. Le principe de la méthode et des exemples illustratifs sont
donnés dans la derniére section pour mieux comprendre sa méthodologie, puis nous présentons
Jes résultats de simulation qui précisent son efficacité.
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4.2 Méthodes non paramétriques

Un outil naturel pour I'analyse spectrale d’une série temporelle stationnaire au second ordre
est le peniodogramme.

4.2.1 Méthode du périodogramme

Etant donné un échantillon de réalisation X (1),X(2),..., X (T) & partir d"une série t-:-mpmﬁllc
X, nous supposons que E (X (t)) est nulle; un estimateur naturel de R (v) = cov (X (1), X (t +v)) =
E{X (t) X" (t +v)} est la moyenne de (T’ — v) produits croisés de retards v est donné par -

T—|n|

Ry (v) = ,%- Z XWX+, W<T-1 (4.2.1)

On a divisé¢ par T' au lieu de (1" — v) pour avoir un estimateur de R qui est défini positif,
une propriélé importante qui nous assure que estimateur de la densité spectrale donné est
toujours défini positif . Alors le périodogramme ( qui est un estimateur de la fonetion densité
spectrale ) est donné par (1.4.20) au point v = + (7 — 1) et on estime i (v) par fiy (v), on

obtient
T—1

fq-[w}=ﬁ Y Rr(v)exp(—ivw), %€, =] (4.2.9)

v=—r(T-1)

Jr (w) est approximativement un estimateur sans biais de f (w) pour T' assez grand . On peut
remarquer que [r(wy) et fp(wy) , pour wy et wy dans [—7, 7], sont non correlés mais les
variances et les covariances de ces éléments ne tendent pas vers zéro lorsque T tend vers infini;
done le péniodogramme est une fonction de w trés oscillatoire et qui peut contenir plusieurs
faux pics'; l'inconvénient de cette méthode est que le périodogrammme fr (w) est un estimateur
non consistant de la fonction densité spectrale [ (w) alors on peut estimer [ (w) au point wy
par la valeur moyenne de fi (w) an voisinage wy. Ceci donne un estimateur consistant non pas
de f (wg) mais de la moyenne spectrale au voisinage wy.

Une méthode similaire pour oblenir un estimateur consistant de la densité spectrale est, celle

de Bartlett (1975) qui a proposé une forme modifite du périodogramme?®.
!

! Pour ;}I-Ll-s-;.:-]:-d{ﬂnillm voir Hanan (1970), P 249
*Pour plus de détailles voir Parzen (1957)
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4.2.2 Meéthode du périodogramme de lissage

Des méthodes, pour le périodogramme lissé, pour éliminer les faux pics sont propesées. La
forme, inspirée de la précédente est
Y | v £ .
Fraa @) =5 > K (37) Br @) exp (~ivw) (4.2.3)
v=—M

oit M est un entier appelé point de troncation, K (.) est une fonction de poids appelé covariance
de noyau; si i (.) est une fonction positive, alors fr,u (w) est définie positive par le choix a
priori de M et de K (.). Pour une série temporelle particuliére on peut obtenir un estimateur qui
posséde de meilleures propriétés statistiques; cependant ces choix sont extraimement difficiles &
réaliser au point de vue pratique et plusieurs analyses sont [aites avec 'utilisation de la méme
fonction K (.) et en faisant varier M dans le but de déterminer la vraie nature de la densité

sp ectrale.

4.3 Méthodes paramétriques : la méthode autorégres-
sive
O suppose que 1'on dispose d'une série chrrmalng;iqucmlﬂLivarigczl, .., Ty avec X; = (Ty, -.-, :rd;};
gépéré par un processus VAL stationnaire, donc, la méthode est connue par la méthode au-
torégressive classique.
Dans notre étude on génére les modéles autorégressifs mullivariés stationnaires qui sont les
plus utilisés en pratique.

Dans le cas d’un modéle autorégressif, nous supposons que X (1) est solution de I'équation
aux différences stochastique suivante :

X))+ AW X(t=1)+ ..+ A(P)X({t—-p)=U(t) (4.3.1)

les coefficients A (i), i =1, ..., p" sont des matrices carrés d'ordre d, {U (t), t € Z} est le bruit

blane veetoriel d - dimensionnel de moyenne nulle et de matrice de covariance donnée par :
2w Ht=27

0 si L#s

T est une matrice carré d’ordre d ( symétrique définie positive). L'entier p* est appelé

cov (U (1) ,U (s)) =

I"ordre du processus autorégressif X.
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Le modéle (4.3.1) peut étre éerit d’une fagons spécifique

(%)) [au() az() - aw@®) ) { X(t-1) )
Xa(t) ag (1) ax(l) -+ au(1) Xa(t—1)

-

X_f[f.] ﬂ‘jl{]-} ﬂjz{l} L] ﬂjd“-) Xj[t-—].}

\ Xa() /] \aa() an(1) - au() J \ Xa(t-1) )

((an() an@) - al) ) [ Xut-1)) [(GO)
an (p*) an(p’) --- aulp’) Xa(t—1p) Ua (1)

aj1 (") en(p’) .-+ aju(p’) X;(t—r") U; (t)

\ agi (p*) aa2(p’) --- aw(p®) ) \ Xa(t—p") / l\ Us (t) /

Ou de fagon équivalente

[ Xy (@) +au) X (@ —1)++aa)Xat=1)+ - +ou @) X (¢t —p) ++
+ay (p*) X (t —p*) = Ui (2)

Xa@) +an (DXt -1+ +aa (D) Xalt =)+ ¥an(pP)Xat—p)+---
+agq (p*) Xa (t — p*) = Ua (1)

(] X; (t) + ajn (WX (t—1)+ "'+a.5¢{1} Xa(t—1)+---4ay (p‘]Xl (t — p*)+---
+aje (p*) Xa(l — p*) = U; (t)

Xe(@@+aan (D) Xa(t— 1)+ - +ag@u(1)Xe (= 1) +--Fan (P ) Xi(t —p") +---
L +agq (p*) Xa (t —p*) = Uy (1)

Hemarqgue

Chaque X; (t) dumodele (4.3.1) est exprimé comme une combinaison linéaire de X (t — k), -, Xa (¢

k=1,...,p" et ils sont toujours de la forme
¢ (¥
X0 =U;(0)- ) (Z aj (c)) Xt-1, ji=13,....d (4.3.2)
k=1 =1
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Exemple

Etude d'un modéle autorégressif 2- dimensionnel d'ordre 1.
Le modéle (4.3.1) prend la forme suivante

A

X()+AMX(E-1)=U(t), teZ (4.3.3)

A(1) est une matrice carré d'ordre 2. {U(t), t € Z} est le bruit blane 2-dimensionnel de
moyenne nulle et de matrice de covariance Ly carré d’ordre 2. :
Le modéle (4.3.3) peut s'écrire sous la forme :

X (t) =35 a; (1) ap2(1) X (t-1) . U, (t)
X (t) a1 (1) azz(1) Xa(t—1) Uz (t)
e { X '[I) =1 [i} - .1 (1] .t {f. - 1] —a;,ﬂ[l})&’g{t - 1)

X:{i} o Ug (t} — @3 {1};{1 {1 i 1] =432 {1}}:2 “, = 1}

Dans ce qui suit, nous donnons les différentes étapes pour estimer la densité spectrale en
utilisant la méthode autorégressive classique.

Etapes a suivre %

1- Déterminer un ordre 7* ( s'il n’est pas connu & priori ) qui est optimal pour X (1), X (2), ... X (T).
9. Estimer les paramétres A (1), A(2),..., A(p") et Ty.
3- A partir d’'un estimateur [ ; de f, remplacer les paramétres estimés dans 'expression de

la densité spectrale d’un processus autorégressif d’ordre P
I’estimateur autorégressif spectrale f = (w) de J (w) est donné par :

fir (0) = G5 (@) BG5 (6) savee Gz () = 3, A5 ()

1 m v=10

il_: e L = o
,E = (7) By (7 — v) = 8,25, avec ve=0,..p"8 = { y
j=0 0 s1non

¢* est choisi comme une valeur de m, on minimise
d 3~ (T=jdy| ©-1 _ T-md§i—1
w Lr al = L3 _-— - iy _-— m_ —_—
CAT (m)=1r | & }:1{ = :IEJ; = et
§=

Notations
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- A* (A™*) est la transposée du conjugué complexe (I'inverse de la transposée du conjugué
complexe) d'une matrice A, et tr(A) est la trace de A.

La méthode autorégressive classique fournit généralement de meilleurs résultats que les
méthodes précédentes. L'entier p* joue le réle du paramétre de lissage pour la méthode au-
torégressive par analogie au réle joué par M dans la méthode du périodogramme lissé; done si
7* prend une grande valeur, alors f ; est la plus petite valeurs lisﬂée. Son inconvénient réside
dans le fait qu’elle exige souvent 'estimation d'un grand nombres de paramétres; par exemple
sid= 4 et p* est choisi égal 4 6, alors il y a 106 paramétres i estimer, c'est-a-dire, 96 = 16 X 6
&lements de A (1), ..., A(6) et 10 = 4 x 5/2 éléments distincts de la matrice symétrique Ty .
Pour cette raison on propose d'utuliser la méthode proposée par Newton (1982) et fondée sur
le concept des processus autorégressifs périodiques; elle peut éliminer plusieurs difficultés qui
existent dans les méthodes traditionnelles d’estimation.

4.4 Meéthode autorégressive périodique

Principe de la méthode

Tout processus autorégressif multivarié d- dimensionnel peut étre décomposé en d processus
périodiques univariés stationnaires qui peuvent &tre analysés sgparament.
Soit {X;, t € Z} un processus VAR (p*) de moyenne nulle et de covariance stationnaire et

est donnd: par :

X (1) +§2A{j]xu~j)=U{:}, teZ (4.4.1)

=
ol [/ (t) est un bruit blanc d- dimensionnel de matrice de covariance Yy et les parnmétres
A(i),i=1,2,...,p" et Ly sont des matrices carrés d'ordre d.

Théoréme 4.4.1 (Pagano (1978))

Si X(.) et y(.) sont associés par (1.4.1). Alors X(.) est un processus autorégressif d’ordre
p* de matrice de variance covariance Ly ( définie positive) si seulement si y(.) est un proces-
sus périodique autorégressif de période d et d’ordre (py,pa,.-Pa) €t 03,03, ..,05 posilives el

o =max [ﬂfél +let[zl=jpour j<z<j+1L
<5
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preuve

Eyestmmmatrimdéﬁnicpmiﬁm(dsplmdlafﬂtﬁjmétﬁmm)dnmdlnadmﬂm
décomposition unique sous la forme LDLT (La décomposition de Cholesky modifie, ou L est
matrice triangulaire inférieure ces éléments diagonaux valent 1. [ est une matrice diagonale et
LTest la transposée de la matrice L.). ;

Les processus X(.) et y(.) sont reliés par (1.4.1). y(.) est un pmmaﬁusp&mmquu autorégres-
sif de période d et d’ordre (p1, Pa, -.., Pa) peut etre s'écrit sous la forme LX (t)+ L A () Xe—j =
v :

A(G) =LA (G) j=1,.,FeU@)=L"U(), teLet /' (.) sont non correlés avec
la matrice de covariance diagonale; E (U’ (.), U (.)) = D = diag (03,03, ..., 03)-

U (.) sont non correlés avec la matrice de covariance Bo = I2DLY.

Inveressement on suppose X (1) 4 E A() X =U (1), (tEZ)

=
U/ (t) est un processus non correlés de bruit blanc de matrice de covariance Ly qui ad-
met une décomposition unique sous la forme LDLY. Oi L est une matrice triangulaire in-

férieure ces @lement diagonaux valent 1, done elle est inversible et I est aussi et X (.)
g i
satisfie L1X (t) + 1. A () Xe-j = U'(t),t €Z, avec A(j) = LT'A(G) =17 ¢t

i=1

U'(t) = LU (t), (t € Z) sont non correlés de matrice de coyariance qui est définie positive
d’oi la preuve du théoréme.

¥, est une matrice carré d’ordre d, elle admet une décompasition unique sous la forme
LDLT b

/ 1 0 0 0)
(Tmfﬂ’]j 1 0 0
L = :

\ o1a/on rn T2 1/

d—2
ry = (a2 — 020a1/on1) fom — 03 fon et 12 = (‘Ud{d—]} = 2: Larlia—1yedix .I"rdd-l.d—_l)
=
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[ﬂ'_" 1] 0 --- 0 \1

0 o9— F?gfﬂn 0
Tes 0 0
: d—‘.ld.
k 0 0 T — E lidu
=1

La matrice L est inversible et elle est donnée par

( 1 o G

—ﬂ'lzfﬂ'u 1 0 ves )
1= = T » " -
- 0

RN & 1 ‘)J

ot |, k sont des constantes déterminables.
Revenons 4 notre modéle (4.4.1) on le multipliant par !

L X{!]+_'pz.lﬂ(j}xt_j=U{tj 4=¢»L“1X{t}+}p'::lfl'{j}.¥¢_j=U'{t}, teZ
i= i=

AG)=L7'A3G), j=1,..petU () =LU(), teZ
.E: ({_f’ l:;) ' UrT (}) = diﬂg {.D]], Dﬂj,uu Ddd’) — dmg (ﬂ'f ay -,.,D’EJ
(4.4.2)
Aprés certaines opérations algébriques, on obtient -

Xy (t) 4+ ay (1) X, (t—1)+az (1) X2(t—1)+--- +ayq (1) Xa(t—1) +
= 4ay (p) X, (1—13‘]+ﬂ1-1{P']X3(t—P'}+""Fﬂld{P'JXd(f“P*}=U; (t)
(091 — orafonrayy (1)) X; (t — 1) + (age (1) — O12/011812 (1)) Xa (t —1) + - --
+{a2a (1) = 012/011012 (1)) Xa (8 = 1) + -+ + (021 — 042 /o110 ) Xi(t—p)
+ (022 (p*) — opafoni010 (p)) Ya (t — p')+
-+ (94 (p°) — 019/ 011014 (0*)) Xa (t—p*) = U, (1)
Xa (8) = Xao1 (&) + ... + kX, () + [0ar (1) + 2ag_apy (1) + . . . + kay,y W] Xx:(t-1) +
[aﬂ[l}+1aﬁ_”2(1)+...+kau[1)]xg(r—1} o
[@aq (1) + lagg_13q_1 (1) + ... + kayq (D] Xa(t—1)+... +
[aar (") +Laga—ayy (p*) + ... + kany (5)] Xu (t — %) +
[aa2 (7°) + lagg_1)2 (B*) +...+ kayy ()] Xz (t —p*) +
U (00 (7)) +lagonyany (07) +...+ kaw (77)] Xa(t— %) = U, (1)
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: SiX{_}egt,unmmmﬁd-miémﬁmﬂmd’mdmp',demﬁ(lj*..,,A(p"':
Ty. Alors y = {..._,l:‘(..l],){‘(ﬂ],X‘(l},---} est un processus autorégressif périodique de
période d et les ordres (py, py, ..., pg) sont donnés par :

E

m=pd
pp=pd+1

pa=pd+(d—1)

eLlﬂsmmmt‘:t.rmag[j},cE,lEjgpt,k-——l,n-,dsnntdnnnfﬂpm:

or=Dyp o k=1,---,d et
mm={ ks | e
Bid—moarra) ([I35] +1) i>k=1,....m
(4.4.3)
oit mod (Lm) = L — m(Lm], ¥ = L 'DL™T, avec L est une matrice triangulaire inférieure,
ces éléments diagonaux valent 1, I est la matrice diagonale oi I} = diag (D1, Daa, ..., Daa)
et B(v) = LA(v) avec v = 1,2,...,p". Alors, si y est un processus autorégressil périodique
univarié stationnaire de période d et d'ordre py, ..., pg de para?nélrca oy (j), 0t ol <j<p
k=1,---,d. Alors la série temporelle multivariée d dimensionnelle est obtenue comme suit :

X (1) =(y(1),-y(d)"
X(2) =(y(d+1),...,y(2d)" :
X(3)=(y(@2d+1),...,y(3d)" (4.4.4)

X@)=@@p-1)+1),..v(@)"

est un processus autorégressif d'ordre p* = [max (p; — 7) /d] + 1, de paramétres I{}, 3 qui

sont donnés par :

EEFL"BU}, ) . of & B= LD,
D = Diag (03,03, ...,.03) &t Lyj=a(k—3j), i< k=1,---.4
Byj(v)=ax(dv—j+k), v=1,...p 4§, k= 1,--+,d
ax(dv—j+k)=0sidv—j+k>peetap(0)=1

(4.4.5)
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la méthode a ive périodique.

Etapes a suivre

-

Pour estimer la densité spectrale d’un processus autorégressil multivarié par la méthode au-
torégressive périodique, il suflit de suivre les étapes suivantes :

1- Déterminer les ordres fy, ..., pg de la série temporelle autorégressive périodique y avec
Pordre de la restriction déplacte. '

2 Trouvez les estimateurs a (§) ,62 (j =1,...,p5, k= 1,-+-,d) les coefficients et les vari-
ances des erreurs du modéle de d individuelles.

3- A partir de ces estimateurs reconstruire des estimateurs p*, A(1),..., A(p*) et & de
la correspondance du processus autorégressil d- dimensionnel correspondant 4 ce modéle, on
obtient un estimateur de la densité spectrale.

Exemple
Etude d’un modéle autorégressif 3- dimensionnel d’ordre 1.

Soit {X (t), t e Z} un processus antorégressif 3- dimensionnel d'ordre 1.

Alors notre modéle (4.4.1) prend la forme suivante : y
XO+A)X(t—-1)=U(t), tek (4.4.6)

les paramétres A (1), ¥ sont des matrices d'ordre 3 et {U (t), ¢t € Z} est un bruit blanc 3

dimensionnel, de moyenne nulle et de matrice de covariance Ly qui admet une décomposition

sous la forme LDL!, ot

1 0 0
L= onfon 1 0

"-'-r}a,"rf-rn {U:i:t = UI‘IG'I:'.,-"IUII) ,fﬂ?z = ”‘fz)}ail 1

a1 0 0
D=| 0 on-o}/on 0
0 0 Taz — {{Tfﬂfﬂ“ +(ﬂ'23—ﬂliﬂ13fﬂu}2.r’rﬂiz = ‘-'Tl‘z.l"rﬂu]
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L-l o —Gufﬂru 1 0
k1 kz 1

ol k = —Unﬁru +O’13,r"t-‘-’11 I{Crm‘—glzﬂtafﬂ'll] fﬂﬁ—ginfﬂ'n] 3

ky = [o1201s/on — o32) / iﬂ%r.-’f’u — o)

Revenons 4 notre modéle (4.4.6) on le multipliant par L™, on obtient :

LX (1) + FAX (t—1)= LU () =£(), teZ

Aprés certaines opérations algébriques on obtient. :

f X, () +an ()X (¢ —1) +a (1) X2 (8- 1) +axs (1) Xs(t—1) =& ()
X3 (1) — o12fo11 X (£) + (821 (1) — oa2/oman (1)) Xo (L - 1)+

(agz (1) — 012/ a1 (1)) Xz (t — 1) + (azs (1) — 012/ nas (1)) Xs (t=1)=¢& ()
Xa (8) -+ kaXa (8) + ke X (8) + (a1 (1) + a0z (1) + Fran (1) X (= 1) +

(a2 (1) + ka9 (1) + kyaze (1)) X2 (t — 1) + azs (1) + kaaza (1) +
\ ; . kl“l:{ {1)

-

X3(t—1)=&(1)

Si on suppose que

ay (1) = a1 (3), ara (1) = a1 (2), a3 (1) =, (1)

az (1) = —o12/on1 , 62(2) = a5 (1) — o12012 (1) Joua

g [3] = ag (1) — 012813 (1) flﬂ’n  Oa (4} = 471 {1} = 12011 (1] fan
as(1) = ky, a3(2) =ka, 0a(3) = aza (1) + ka0 (1) + Frar3 (1)

ag (4) = ag (1) + kaaz (1) + kiay (1)

ag (5) = ag (1) + kaaae (1) + krarz (1)

donc on a

i

Xi(t) +ar(3) X1 (t — 1) +a1 (2) X2 (¢ — 1) + a1 (1) Xs (¢ — 1) =&, (t)
Xo (8) +as (1) Xa(t) + a2 (4) X (t — 1) +az(2) Xa(t — 1) +az (3) Xs(t—1) = £, (1)
X (t) + ag (1) X (£) + a5 (2) Xa (1) + a3 (4) X1 (¢ — 1) + a5 () Xo (E — 1) +
| ag (3) Xa(t —1) =& ()

Alors on définit la série temporelle univariée y par :




y(0) = X1 (0)
y(1) = X2 (0)
{ ¥(2) = X3 (0]
y(3)=Xi(1)
y(4)=X(1)

.

On remarque que notre modéle autorégressif de dimension 3 conduit trois modéles de di-
mension un, I'un exprimant les éléments du premier canal de X en fonetion des trois éléments
précédents du processus y, le deuxiéme modéle exprimant les éléments du deuxiéme canal de X
en fonction des quatre éléments précédents du processus y et le dernier exprimant le troisiéme
canal comme une fonction des cing éléments précédents du processus y; sachant que y est une
réalisation d™un processus antorégressif univarié périodiquement stationnaire d’ ordre trois qua-
tre et cing. Nous déduisons que tout processus d- varié stationnaire peut étre décomposé en d-

processus périodiques univaridés.

Discussion

Le plus graand avantage de la méthode autorégressive périodigue est lorsque la méthode au-
torégressive donne f; = dp*, s =-:E;;"+ 1,...,Pq =dﬁ7'+[d— 1) des paraméires, la méthode
autorégressive périodique est indépendante de la variation des indices, ce qui réduit le grand
nombre de paramétres nécessaire a I'ajustement du modéle X. Dans la pratique, le plns sou-
vent il existe un P plus grand que les autres et la méthode autorégressive ordinaire prend
obligatoirement la plus grande valeur de p‘; afin de pouvoir contrélée le phénoméne. Ainsi, nous
contrdlons le nombre total des paramétres de sorte qu'il sera p*d® +d (d + 1) /2). Cependant,
la méthode autorégressive périodique, ne dépend pas de la restriction des paramétres ce qui
donne un nombre total i+ Fs + ... + Py + d des paramétres.

4.5 Estimation des paramétres

Pagano (1978) a montré les propriétés des estimateurs qui sont asymptotiquement efficaces sous

les conditions de normalité pour les canals précédents.

Etant donné un échantillon Gaussien y (1),...,5(7T") de moyenne nulle et de covariance

stationnaire d’un modéle autorégressif périodique d'ordre (py, - . ., pg) et de période d.
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_ On définie :

B, 0) = m™ (k4 i)y (ot i), 9 = [m— =]

k=1,...,detv=01,.. T—k-1

-

(45.1)

Lemme 4.5.1 (Pagano 1978)

Si y(.) est processus Gaussien périodiquement corrélé, alors, avec R, (k,v) définie par (§.5.1),
quand T' — oo, on a Ry, (k,v) converge toujours en moyenne quadratique vers R (k,v), et
m cov {Rm (k1,0) , B (K2, 12)} —
BN CR O o o ) B G e ) S R (e i it s )

A== =

Cependant, m"? (R, (k,v) — R (k,v)) sont asympiotiquement Gaussien, de moyenne nulle
el de fonclion de covariance précédente, pour k=1,...,d,v=0,1,...,q, (g fixé&).

Théoréme (4.5.1) (Pagano 1978)

S5ty est un processus causal auforégressif gaussien d-périodique. fes variables aléafoires
Vi (Rm(k,v) — R(k,v)), 1<k <d, 0<uv<gq oii gestun entier positif fize, sont
asymplotiqguement normalement distribuées avec des moyenneg nulles ef de covariance donnde
dans le lemme (4.5.1).

Démonstration  Voir Lund et Basawa (1999).

Théoréme 4.5.2 (Pagano 1978)

Si y(.) est un processus autorégressif périodique de covariance stationnaire d'ordre (p,...,p4),

pour k=1,...,d, ona
P
R(kk—v)+ Y ¢, (§) R(k — 4,k - v) = b0}, v > 0. (4.5.3)
=1
preuve

Rappelons que ¥ (1) est un processus périodiquement corrélé de période d et d’ordre (py, ..., pa)

011 &

y(t)+ Y b (ylt—35)=e(t), teZ (4.5.4)
=1
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- et rappelons que y (t) = -Eﬁh(.?}y[f— }+E[t}*f[ﬂ+§:ﬂu(h}fit-k} Ce résultat
mtlmmécllatcmmtvnlablcﬁ[whrdu théoréme (4.4.1). Domcpmtrvpumt][ ¥ (t — v) est non

corrélé avec € (t) . On multipliant (4.5.4) par ¥ (t — v) et on prend la valeur moyenne on obtient
le théoréme. il

Dans (4.5.3) on remplace R par R,, et on résoud les équations obtenus les équations linéaires
nous précise de retrouver les propriétés de ces estimateurs.

Si y(.) est un processus périodiquement corréé on note par [ la matrice d'information de
Fisher, et par £ (¢,0) les éléments dans cette matrice correspondant. aux paramétres ¢, 0.

Théoréme 4.5.3 (Pagano 1978)

Si y(.) est processus Gaussien autorégressif périodique de covariance stationnaire d’ordre (m,---.pd),
alors la matrice d'information est de Block diagonale,

F ¢y (3), dm (1)) = bR (k —j,k —1) i"":rh
F{‘f’k(.?} 2) =
r(ak: } = Ekmf"z‘g::
i

pour = 1,...,phE=I,,..,pm,k,m=1,.,,,d

L]

preuve
X () et y(.) sont reliés par (1.4.1), alors LX () + EEAU]X{t—j} = Uft), ob Iy; =

qﬁk(k—_‘r), j{kﬂtAkJ{U}=¢k(dU+k—j} 1}‘_12 I}"
On définit. ) = diag (03,...,0%) et G (2) = L-I—EA{J]E’ z ="

La matrice de la densité spectrale du processus X { ) est

I = G7E)DC (3) o,

F6.0) = 1/n j (% ) w)a @) (45.5)

Soit. Fj la matrice carré d dimensionnel les composantes (j,k) égales & 1 et zéros dans les

autres cas. Alors

a1
Ej {'u}f

= EpG 27"+ G*DEyf2" (4.5.6)
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ar

aﬁ‘f = EpG™ +G'DEyf, j<k (45.7)
af1 -
807 [ = —G'EuG*fo} (4.5.8)
Nous ulilisons la formule : :
Gl(2) =L+ 0(k)2, ' (4.5.9)
=1 .

On 0(.) décroit exponentiellement vers zéros, et nous avons tr } By jG ™! Epe v tevdy, —
0,pour tout k,j,m,nsiu+u%ﬂ,etp:mrk}j,etpourk}juuifimm:&nsiu+u=ﬂ
D’aprés (4.5.0), (4.5.7), et (4.5.8), et (4.5.5) et aprés certaines opérations algébriques, nous
obtenons la démonstration suivante
Si, M, qui est définie par (4.5.1), nous définissons 3 et @ comme des solutions des é&quations
normals,

’J_tﬁ - - En
B (K, % — v) + ) b (7) Bon (K — 5,k — v) = 6,057,

j=1 (4.5.10)
v=0,....netk=1,...,d,

o = - T
et le vecteur ¢, = (¢k(1},...1¢k{pk}) , alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.4 (Pagano 1978) "

Si 41, Y2, -y Yirn une dm (m € N*)-réalisation d’un modéle autorégressif d-périodique de covari-
ance stationnaire et d’ordre constant p. Alors, les estimateurs ¢ et 6° définis par ({.5.10) sont
convergent presque strement ( T — oo). De plus m'/? ($k - qb,‘.) s k=1,...,d est asymplo-
tiquement normalement distribuée de moyenne nulle ef de matrice de covariance F oi [ est
le bloc approprié de la matrice d'information donnée par le théoréme (4.5.3). Dans ce sens les
estimaleurs sont asymploliqguement efficaces.

Preuve

A partir de (4.5.3) et (4.5.10), pour k = 1,...,d et

i

P
D B (k= 5 k=) {3 G) = 64 )} = 3 6 () {Fon (k — G,k —0) — R(k— 5k — v))

-0 F=0

(4.5.11)
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. nous définissons ¢, (0) = 3,,(1‘::} = 1. A partir du lemme (4.5.1) les variables aleatoires dans
(4.5.11) sont asymptotiquement Gaussien de moyenne nulle. Pour trouver la matrice de covari-
ance, on considére pour v, et vy positifs
Pr; Pig _r*
m 3y E lf’;q {jl)d’j: (42) cov { Ry (-kl = 3Ny ﬂl) ¥4 fkﬂ — Ja, ks — ‘!‘2}}
71=07,-0 :
= UE:"S#I,MR (k1 — v, by —vg),
A partir du lemme (4.5.1) et & partir de 'application de (4.5.3), A partir de lemme (4.5.1)
et le théoréme de Cramer, les variables aléatoires dans (4.5.11) possédent la méme distribution
asymptlotique conjointe comme

P ~
> B (kb= Gk =) {& () — b ()} o =1, preth =1,....d
=0

et le théoréme est démontré.

4.5.1 Reésultats numériques

Nous générons successivemnent T observations & partir du modéle 10 et le modéle 11 présentés
dans le chapitre 3 qui sont des modéles antorégressifs 2-dimensionnel d’ordre 4 et 2- dimen-
sionnel d'ordre 7 respectivement, et ceci par la méthode autg:r{:grtﬂiim périodique, pour les
différentes valeurs de paramétres et diverses tailles de I'échantillon.

Modéle 10

Medéle autorégressil 2-dimensionnel d'ordre 4, c'est-a-dire, d = 2 et p* = 4, simulé d’aprés
Péquation : :

XO+AMX(t-D+AR)X(t-2)+AB)X(t-3)+AQ)X(t—-4)=U(t), U ~
N (0,%)

i

03 0.1 ~0.4 0.2
AQ1) = , A(2) =
-0.1 0.2 0.3 05
4
0.7 04 -04 04 0.7 04
A(3) = L A() = 5 T
—03 0.1 -0.3 0.3 04 0.5

Modale autorigressif univarié périodique correspond an modéle 10
EU = LI}LT
i 0 0.7 0 1 0

. L’ — M U - 4 L_! =
0.57 1 0 027 —0.57 1
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5i X(.) est un processus autorégressif 2-dimensionnel d’ordre 4, de paramétres A(1), A(2),..., A(4)
et la matrice symétrique I, alors y(.) est un processus autorégressif univarié périodique de péri-
ode 2 et les ordres sont :

1 = 10, p, = 3 et les parametrs ¢, (7), oF 1 <J < pr, k = 1,2 sont donnés par (4.4.3).
Le moddle multivarié correspondant & ce modéle univarié périodiquecst donné par (4.4.4); et
Pordre du processus et les paramétres sont donués par (4.4.5); donc p* =5

Modéle 11

Modéle autorégressif 2-dimensionnel d’ordre 7, C'est-a-dire, d = 2 et p* = 7 simulé d’aprés
I'équation :

XO+AMX(L-1)+A(2)X(-2)+A@B)X(t-3)+AM) X (t—4)+A(5) X (t —5)+

AB)X(t—6)+ AT X(t—T)=U (1), U~ N(0,Zy)

et pour les diverses valeurs de paramétres

( L e
AQ) = 03 -0.1 L A@2) = 01 0.1 A@) = 0.2 0.9
0.1 07 —0.1 0.5 0.1 0.4
l A(d) = 0.1 -0.2 L A(5) = -0.3 09 A(6) = 0.6 05
—0.9 -0.7 0.3 =01 0.6 0.2

-
—0.5 0.5 0.7 04
A7) = y kT = -
| —0.5 06 04 05
Modéle antorégressif univarié périodique correspond au modéle 11
Y = LDIF ;

1 0 : 1
e o o 0
0.57 1 0 027 057 1

5i X(.) est un processus autorégressif 2-dimensionnel d’ordre 7, de paramétres A(1), A(2), ..., A(7)
el la matrice symétrique T, alors y(.) est un processus autorégressif univarié périodique de péri-
ode 2 et les ordres sont :

71 =16, p2 = 3 et les paramétrs ¢ (7), 63 1 < 7 < pi, k = 1,2 sont donnés par (4.4.3).
Le modéle multivarié correspondant & ce modéle univarié périodiqueest donné par (4.4.4); et

l'ordre du processus et les paramétres sont donnés par (4.4.5); done p* = 8.
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4.5.2 Représentation des résultats

Les résultats de I'estimation des paramétres du modéle 10 et du modéle 11 par la méthode
autorégressive périodique d’estimation sont représentés comme suit, -

La table (4,i) : représente les résultats de simukation du modéle 10 et du modéle 11 re-
spectivement, & partir de 1000 realisations pour les diverses tailles de 'échantillon et pour les
différentes valeurs de paramétres on i=1,2,..4.

Les valeurs de RMSE calculées de tous les paramétres du modéle 10 et du modéle 11 sont
représentées graphiquement de la maniére suivante

La figure (4,4) : représente le graphe des valeurs de RMSFE calculées pour le modéle 10 et
le modéle 11 oni (i = 1,2).
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Tailles 40 80 120 h
- 2124 1478 2287 1289 \ |/ 2998 1124
A(1) Moyenne
M ( —1478 2784 ) ( —1289 2778 ) | 1124 2122 )
- 3
& —3441 2241 —3749 ~2445 _4143 2174
4(2) Moyenne -
@ ( 3324 _m34) ( 3138 umz) _ 3145 0 )
i (0061 2249 0 3609 (0 3904
4(3) Moyenne
\ 0061 2314 0 2104 L 0 .1098
= ( _3792 3682 ~3899 3877 \ | [ -4109 4114
4(4) Moyenne : 3 : : ‘
@ | 0021 0042 0 0 ) e 0 )
4 s ;
= 2223 1598 2298 1387 3014 .
A(5) Moyenne 1133
1598 2777 1387 2679 ) |\ 1135 2134
€ Movenne | [ 6166 4142 6444 4201 6977 4145
i " . 5532 . 5113
Tailles o 200 B
- 3101 1118 3014 1041
A(1) Moyenne
@) ~1118 3114 ) —1041 2141 )

—-4122 2144
5 0

4077
3107

__ian.a_
2231
0

0 .4011
0 1109

P ¥ o N Fopoae ¥ P P

RN -.4;::9 ,4:53 ) .4:31 ._4214 )

| G0 | 5D

s (32 ) | (7 )
Tableau 4-1 a
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Tailles

A(1) RMSE

0877

.0684

0674
0821

A(2) RMSE

1014 .
8871 .0421

0683

L0995
0091

7A(3) RMSE

1043

4(4) RMSE

1081 .
0021

0998

0014

20101
20021

A(5) RMSE

0868
0991 .

0682
0699

0673
0811

¥, RMSE ( :

0945

(
I
e
(
(
(

Tailles

SR | S A

160

(
(
&
(
(
(

0697
0699

M___./L\-___J\.__—f\-..__./\-.._..-’\-..__..-’

A(1) RMSE

Z

0572 0599
L0543

A(2) RMSE

) Ll

0648 .
0392

103538
J0459

==

7A(3) RMSE

0054 .

0502
0439

A(4) RMSE

L0887
0010

0002

=

A(5) RMSE

0569 .
0521

0379
0492

= L

£ RMS

a3

0591 .

0441
0421

Tableau 4-1 b
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( :100f :
A(5) Moyenne | ( 357 1} 7 ) | (=hs & ) ( :"f% A
A (6) Moyenne ( A .412. ( mén] AD1] ) ( W
[ A) Moyenne -mﬁ ?{E‘]‘ ( éﬁﬁ%ﬁi
T 2001

M
| A(1) Moyenne |

( —.2135 —mg_l' —.2055 —.1158
%34 254 7158
A(2) Moyenne || (1131 1677 ) RUATER1T
7wy | (30 ) | (8 18]
A(4) Moyeane |H 18 35 ~1{I12 0000
A(5) Hﬂ.’n’“"'“‘ B (0] -‘1101-5 |[ ( Z:7004 1004 )
A(6) Moyenne || (355 ."ﬁ'l) “(5% iﬁ. ) .
A Moyenne | (=518 $1B) [ (=38 9%) |
A (8) Moyenne | ( i :ﬁﬁ“_j ( il 10 FH
B worne | (P01 380) | (O 008
Tableau 4-2 a
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RMSE

Eé_m%%

rwse | (3181

[ 7@ nuse | (4381 hﬁﬂ?

518

By RMSE 726
Par & 160 200
T 061 0307 0450
A(1l) RMSE 0513 0521 .ﬁ'ﬁgs 0497
0401 .42 0374
[ ﬂli} RM‘“"“ ( 0321 (401 { 0301 030]

A(1) RMSE

A(l) RMSE 0502 0521 0492
A(1) RMSE 0 Saes ) || (0847 0321 l “
[Zo mass [ (7 @0 [ (" 851)

Tablean 42 b
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. 4.5.3 Interprétation des résultats

Les résultats de simulations dans les tableaux (4, 1a), (4, 1b), (4, 2a), (4, 2b) montrent que I'utilisation
de la méthode autorégressive périodique fournit de mcﬂlcum résultats, et plus que la taille de
I"échantillon augmente plus la valeur du RM S dnnmun, et elle est presque mulle quand la
taille de I'échantillon est importante, de plus, il y’a des paramétres qui sont négligeable dans
la taille; et le temps d’execution est trés petit.

Le nombre d'itérations effectuées nous a permit de conclure que les estimateurs de chaque
modéle converge en probabilités vers les vraie valeurs de paramétres, quand la taille de échantillon
est imoptante.

4.5.4 Comparaison des résulatats de la méthode autorégressive péri-

odique et la méthode autorégressive classique

Revenons i notre modéle 11 par exemple qui est un modéle 2-dimensiopnnel d’ordre 7, ¢’est-a-
dire, d = 2 et p* = 7, il y'a 31 paramétres i estimer dans ce modéle | Cest-a-dire, 28= (2)% x 7,
éléments de A(1), A(2), ..., A(7) et 3 = 2 x 3/2 éléments de la matrice symétrique 3.

D’une part les résultats de simulation du modéle 11 par la méthode autorégressive classique,
présenté dans la section 5 du chapitre 3, montrent que les paramétres estimés convergent en
probabilités vers la vraie valeurs du paramétre quand la taille de 'échantillon est importante, et
plus la taille de 'échantillon angmente plus la valeurs de RMSE diminue. Ainsi, le grand nombre
de parameétres qui figure dans ce modele rend l'estimation un peu difficile; ce qui demande un
temps d’éxecution assey long, alors cette méthode est cofiteuse. 1)’autre part, il est possible
de faire diminuer ce nombre de paramétres, en utilisant la méthode autorégressive périodique
proposée par Newton ( 1982), elle est basée sur la construction du modéle autorégressif univarié
périodique correspondant an modéle autorégressif multivarié stationnaire.

Le modéle autorégressif univarié périodique correspondant, au modéle 11 contient 21 paramétres
a estimer ot p; = 16, p; = 3. On remarque que ce nombre de paramétres est inférieur o cel cqui
figure dans le modéle multivarié done , le nombre de paramétres est réduit par Putilisation de
la méthode autorégresive périodique. Enfin, reconstruisant le modéle multivarié correspondant
au modéle périodique ot 'ordre p* = 8.
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Conclusion
Nous nous déduisons que la méthode autorégressive périodique fournit de meilleurs résultat
que la méthode autorégressive classique; avec un nombre de paramétres réduit ol les autres
paramétrs sont négligeables dans la taille, et les estimateurs convergent en probabilité vers la
vraie valeur de paraméires, avec un temps d’éxecution petit, donc, e]lc moin cofitense que la
- méthode autorégressive classique.



CONCLUSION GENERALE :

Dans notre travail, nous nous sommes intélwéﬂ;u probléme de 'estimation; plus précisé-
ment, & Pestimation des paramétres d’un modéle autorégressif d-périodique d’ordre p et & celle
des paramétres d’un modéle autorégressif d-varié stationnaire.

Nous avons considéré, d‘une part, six types de modéles sont les modéles autorégressifs
2- périodiques d‘ordre 1, 4 périodiques d'ordre 1, 2- périodiques d‘ordre 2 et les modéles
autorégressifs 2- périodiques d'ordres P, = 1, P, = 2, 4— périodiques d‘ordres P, =2, P, =1,
Py =3 et Py = 2 et le modéle 5— périodiquesdordre P, =1, I, =3, =2, Fi=lelps =12
et qui ont fait I'objet du dewxiéme chapitre.

Nous avons effectué une étude de simulation intensive en langage Matlab de ces modéles, qui
nous a montré que les paramétres sont. bien estimés par la méthode des moindres carrés. Nous
avons remarqué que, plus la taille de Péchantillon est importante, plus la valeur de RMSE
diminue. Le nombre d'itérations effectuées nous a permis de conclure que les estimateurs
convergent en probabilité vers les vraies valeurs des paraméires.

Dfautre part, nous avons considéré, cing types de modéles multivariés stationnaires sont les
modéles autorégressifs 2-dimensionnels d‘ordre 1, 2-dimensiofinels d‘ordre 2, 4- dimensionnels
d‘ordre 1, 2- dimensionnels d‘ordre 4 et 2-dimensionnels d‘ordre 7. Nous avons effectué une
&tude de simulation intensive en langage Matlab de ces modéles, par la méthode des moindres
carré multivarié. LA aussi, nous avons remarqué que, 'plufs la taille d*échantillon est impor-
tante, plus la valeur du RM SFE diminue. Le nombre d‘itérations effectuées nous a permis de
conclure que les estimateurs convergent en probabilité vers les vraies valeurs des paramétres.
Nous avons remarqué que le temps dexécution de chaque modile de ces moddles multivariés
stationnaires est trés long; 4 cause du grand nombre de paramétres; qui figure dans ces mod-
¢les et ce qui rend estimation des paramétres plus difficile. Notre but été done de réduire
ce nombre de paramétres; la réduction est basée essentiellement sur I'utilisation d'une méth-
ode paramétrique modifié d'estjmation; elle est conmue comme &tant. la méthode autorégressive
périodique proposte par Newton (1982); cette méthode est basée sur I'analyse des processus au-
torégressils périodiques; elle peut éiminer plusieurs difficultées qui figurent dans les méthodes
traditionnelles d’estimation, en particulier dans la méthode autorégressive classique.  Ainsi
les informations sur la structure d’une série temporelle multiple, peuvent étre obtenues par

Iutilisation d*un processus autorégressif univarié périodique Newton (1982), Pagano (1978),
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Jones et Brelsford (1967) et Gladyshev (1961). Une &étude, par simulation intensive, pour dif-
fﬁmbmvﬂﬂmdﬂmmmé&mﬁlﬁdimtﬁﬂmchl‘édmuﬁmmaétémx&mlmgage
Matlab pour le modéle 10 et le modéle 11 présentés dans le chapitre 3. Enfin, un exemple illus-
tratif a été donné ( mod@le 11) qui est un modéle autofégressif 2- dimensionnel d'ordre 7 dans
le but d‘évaluer le gain en efficacité de I’ estimation par la méthode autorégressive périodique
par rapport a la méthode autorégressive classique et ont fait I'objet du quatriéme chapitre.

Nous avons remarqué que dans le modéle 11 il y'a 31 paramétres A estimer tel que 28 =
4% 7 dlements de A(1),..., A(7) et 3 = 2 x 3/2 éments distincts de la matrice symétrique
¥,. 1 est possible de faire diminuer ee nombre de paramétre nous considérons son modéle
autorégressif périodique correspondant. Le modéle périodique correspondant au modéle 11
contient 21 paramétres a estimer avec p; = 16 et p, = 3. Enfin, reconstruisant le modéle
multivarié correspondant a notre modeéle périodique avec p* = 8. Le nombre d’ intérations
effectuées mous a permis d‘avoir une idée sur la convergence des paramétres et plus la taille
de 1‘échantillon augmente plus la valeur du RMSE diminue. Nous nous déduisons que ; la
méthode autorégressive périodique fournit généralement de meilleurs résultats avee un nombre
de paramétres réduit ol les autres parameétrs sont négligeables dans la taille. Ainsi, le plus grand
avantage de la méthode autorégressive périodique qu‘elle ne demande pas un temps d‘exéeution
assez long, donc, elle est jmoins cofiteuse que la méthode autogégressive classique.

En effet si X est un processus autorégressil multivarié d‘ordre p*, alors les estimateurs
sont asymptotiquement normals et efficaces et s1 X peut &tre reéerit comme un ordre fini d'un
processus autorégresssif périodique, alors sous certains conditions quand la taille de I'échantillon
tend vers 1 infini (BERK 1974) les estimateurs sont toujours asymplotiquement normals et
efficaces Pagano (1978) a montré les propriétés des estimateurs pour les modéles autorégressifs
périodiques.

Ce travail peut étre étendu aux cas particulier suivant :

1) Modele moyenne mobile vectoriel stationnaire.

2) Modéle autorégresssif moyenne mobile vectoriel stationnaire.
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ANNEXE 1 :

o

Dans cette annexe, on présente la factorisation ::les matrices symétriques et leur représenta-
tion mathématiques ol un cas particulier est traité qui est a la ba.i;c des analyses multidimen-
sionnelles, puis on donne 'algorithme de la méthode de Cholesky modifiée.

Factorisation des matrices symétriques.

Theoréme

Si une matrice réguliére A d'ordre N posséde une factorisation A = LU ot
L est triangulaire inférieure A diagonale unité et U triangulaire supérieure, alors la [actori-

salion est unique.

Hemarque

On peut écrire U sous forme DR ot D est diagonale et R triangulaire supérieure 4 diagonale
unité¢ La décomposition A = LDR si elle existe elle est unique.

Nous avons vu, & la remarque que I'on pouvait écrire la factorisation d’ une matrice réguliére
A sous la forme LDR. Alors dans le cas oii A est syméh’iqueiuu a la simplification suivante

Theoréme

Soit A une matrice symétrique réguliére possédant une factorisation LD R ou L et K sont des
matrices triangulaires respectivement inférieures et supérieures i diagonale unité et D est une
matrice diagonale. Alors K = Lf done :

A=LDT.

Preuve

Puisque A = A* = R'DL!, 'unicité de la décomposition = R = L.

La représentation mathématique de la factorisation A = LD

La factorisation A = LD L' peut se faire selon la récurrence suivante.

Soit A; = A une matrice symétrique decomposée en blocs de dimension 1 et (N —1) en :
N—-1)en:
(



—1——(N—-1)

dy | Bt

y o5 b | By
s

-

Définissons la matrice élémentaire Jd’élimination décomposée en-blocs de méme dimension

que ceux de A, par :
1—e—(N-1)—>|

110
L1

Ll avec ll = 1/d1b1

caleulons A, telle que A; = L AL, (/_lg est encore symétﬁque) ;
- o 110 {dy{8 1{ dy | 0
On'a Ap = Ly A L% = 8 o D=
l1 Vi b1 B1 071 0 B2
avec Bs = B; — dililt = By — 1/d1bib}

Au bout de (k — 1) étapes, la matrice symétrique Ay, décomposée en blocs de dimensions

(k—1),1et (N — k) & la structure suivante :
n——(k—l)—-u——-l—-—n—-(N—k)

D110 |0
di | B
zk = 0 by | Bx *

Soit Ly la k¥™ matrice élémentaire d’élimination, définie par :
r—(k—l)——w——l——u—(N——k)

1lo|o
ol1lo \
Lo Ojhi! s L= Ll
Alors
Apyy = L;lsz;” est encore symétrique et 'on a :
110 ]o)| Dia |0 o ||z]o]o Dea|0 |0
Awa=|o|1]ollo lals |lojr|-#|q0 |d]O
olulrllo o |BefofolI 0 |0 |Bgn

avec —B—k+1 = Bk e dklkl;’: = Bk == 1/dkbkbi
A la fin des (N — 1) étapes, la matrice Ay est diagonale. Posons D = Av et L =
Ly Lo, ..., Ly_1qui est triangulaire inférieure a diagonale unité. Alors

A= L]KgL‘,=L1L223L.‘2L‘1=...=Lle...Lk?&_HlLi...L;L“
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= L‘lL‘l*--LN—IENLir_..]_- . L;Li = L.DL‘

Cas des matrices définies positives : (factorisation de Cholesky)

Qi une matrice symétrique A posséde une factorisationsA = LD L* done toutes les sous- matrices
brincipales de A sont réguliéres, en particulier si A est définie positive toutes les sous- matrices
principales de lemme sont aussi définies positives. Dans ce cas on peut montrer que les coeffi-
cients des matrices successives ne peuvent pas devenir trés grands au cours de la factonisation
on a le lemme suivant -

Lemme

Si A; est définie positive Alors
max (max 4 )| ) [ . )l i )

Théoréme

Si une matrice symétrique A posséde une factorisation A = LDL* ot L est triangulaire inférieure
A diagonale unité et D esl une matrice diagonale avec tous ses coefficients diagonaux strictement
positifs si el senlement A est symétrique définie positive. Une telle factorisation est unique.

Théoréme A posséde une factorisation de Cholesky si et seulemnent si est définie positive.

Dans ce cas elle posside une factorisation positive unique.

Algorithme de la Factorisation de Cholesky modifie.
Le caleul de la factorisation A = LD L' peut se faire par identification des coeflicients situés
dans la partie triangulaire inféricure des matrices soit
N i _
A j= 3 lipdilip = 3 Liadaljp pour j <1
k=1 k=1

Supposons qu’il ne soit pas utile d'effectuer des permutations (par exemple si A est définie
positive). En faisant par exemple, le calenl ligne par ligne, on obtient I'algorithme suivant
- ayant calculé les (i — 1) premitres lignes
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j’_
a5, §- 'Ezli.kdh*f.a )
i 4= pour1 <j<i-1

.
di = 0; i — E!ﬁkdt

=

-

A premiére vue, le nombre :i‘orpémtinnsuécmaiﬁﬂaumlmﬂdclai"“ ligne est de
(6 — 1)divisions, 3 (j — 1) = i (i — 1) /2 additions ot i ( — 1) multiplications, puisqu’l faut
doue aimbtiplicotions pour e additin. '
Néanmoins, certaines multiplications peuvent &tre effectuées avant: la sommation sur k et

n'auront pas a étre réexteutées a chaque fois que j varie. On peut en effet rééerire les formules
précédente sous la forme

=1
Ei‘ _,'.l".-‘rj = iy, j- E {fﬂdk] fj.;: pour 1 _“"'_: j f i—1
k=1

i—1
d; = 04,4 “.E ':Ep;dx

Bien sr, il existe 6 fagons différentes de programmer ]a décomposition LD L', en pratique on
aura intérét & écrire programmes.

138



ANNEXE 2 :

-
la notation Utilis¢ dans ce travail est clair en soi. La liste suivante rappelle des directives
générales.

Les symboles généraux

n” &gal

~ suit la loi

_— converge vers

lim limite

plim limite en probabilité

max IMAXITNNm

min minimurm

|z] valeur absolue ou module de z

[=] partic entid¢re de x

L opérateur de décalage

E espérance

M moyenne ¥
VAR variance

cov covariance, matrice de covariance

RMSE ou R root Mean Square Error

EMC Estimateur de moindre carré

Pr probabilité

L(.) fonction de vraisemblance

Ini logarithme de la fonction de vraisemblance
lo(.) approximation de la fonction de vraisemblance
Inly approximation du logarithme de la fonction de vraisemblance
T taille de 1'*échantillon ou longueur de la série chronologique
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- Distributions et processus stochastiques

N (p, E) loi normal multivariée de moyenne i et de matrice de covariace
AR processus autorégressii

AR(p) processus autorégressif d‘ordre p

ARMA(p,q)  processus autorégressif um}.rcm;e mobile d‘ordre (p, q)

MA processus moyenne mobile :

MA(q) processus moyehne mobile d'ordre g

VAR(p) processus vectoriel autorégressif d*ordre p*

ARMA(p*,q") processus vectoriel autorégressil moyenne mobiled‘ordre (p*, ¢")

Vecteur et opération de la matrice

M* transposte de M

1 inverse de M

& produit. de Kronecker
det (M)
det M déterminant de M
|M|

tr(M), trM trace de M

vec opérateur qui emplie les colonnes d‘une mafrice

Les vecteurs et les matrices ont un rapport direct avec les processus stochas-
tiques et les séries chronologiques multivariés
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u; processus bruit blanc d-dimensionnel
ug  d"™™élément de u,
g
- ...-""'—
ut =
g
U =[u,...,ur]
u =uwvec(U)
5o
0
wu, i
0 0
Ug = on
g
| 0| 0
[0 |
x, le processus sthochastique d-dimensionnel
T
¥ 3. x/T la moyenne empirique de l'echantillon
=1 w
Py == [I], .“,IT]
x =vec(X)
1 F
Ly
I
g
R — ou it
g
Te—p41 :
| Yt—g*+1
=g
z
Zg —_— X
| Tt—p*+1 | P
Les moments matriciels e v\
KG/{:}I | ']
T/ ’ ,r!"
rﬂ/{ J :
(>
\ . -
R
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COV (Z¢, Te—p) POUr UN Processus stationnaire T
matrice de correlation qui correspond a I'; (i)
E(u:u{) — Cov (), la matrice de covariance du bruit blanc

= E(z, — p) (2 — ,ua]'F = Cov (z:), la mattice de covariance du processus stationnaire .
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