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Résumeé

La fonction W de Lambert permet de résoudre explicitement plusieurs modeles la ou
cela n’est pas possible avec des fonctions élémentaires.

Dans ce mémoire nous avons étudiée la fonction W de Lambert ainsi que ses
propriétés et quelques applications de la fonction W de Lambert, en particulier dans
la physique et la biologie. On a citée également quelques approximations pour les
différentes branches de cette fonction.

Dans notre travail, On a considéré une application de la fonction W de Lambert issue
de la biologie et plus particulierement le modele de croissance de la population avec
retard de maturation. Ce modele est considéré comme étant une eéquation
différentielle a temps retardé. Nous avons montré qu’elle fournit des solutions
compactes a cette équation.

A la fin une étude comparative de la solution du modeéle a été réalisée et montre que

les résultats obtenus sont satisfaisants.



Abstract

Lambert's W function makes it possible to explicitly solve several models where this

is not possible with elementary functions.

In this thesis we have studied Lambert's W function as well as its properties and
some applications of Lambert's W function, in particular in physics and biology. Some

approximations have also been given for the different branches of this function.

In our work, we considered an application of the Lambert W function from biology
and more particularly the population growth model with delayed maturation. This
model is considered to be a time-delayed differential equation. We have shown that it

provides compact solutions to this equation.

At the end a comparative study of the model solution was carried out and shows that

the results obtained are satisfactory.
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Introduction général

L'origine de la fonction W de Lambert [28] remonte a 250 ans, mais ce n'est qu'au
cours des dernieres décennies qu'une partie de I'utilité réelle de la fonction a été
portée a l'attention de la communauté scientifique. Elle fait partie des « initially known

mathematical functions » de Maple.

La fonction W de Lambert [13,23] apparait dans les fonctions qui surviennent le plus
frequemment dans de nombreuse applications (physique, la biologie, I'écologie,..
etc). On peut introduire la fonction dans I'étude du modéle prédateurs-proies de
Lotka-Volterra, elle est aussi utile en combinatoire, dans les dénombrements

d’arbres, et dans la résolution d’équation différentielles a temps retardé [24].

Une équation différentielle a temps retardé est un type d'équation différentielle ou
les dérivées temporelles a linstant présent dépendent de la solution et de ses

dérivées a un instant précédent, elle est de la forme :

y(@©) =ay(t—-1),
L’étude de telle équation fait I'objet de notre travail.

La fonction W de Lambert permet de résoudre explicitement plusieurs modeles la ou
cela n'est pas possible avec des fonctions élémentaires. Jussi Lehtonen [15]
présente des exemples de tels modéles issus de la littérature existante, ainsi que de
nouveaux modeles. Corless et al. ont montré que la fonction W de Lambert peut
fournir des solutions analytiques compactes pour plusieurs équations qui n’étaient

auparavant résolues que numériquement [31].

La résolution explicite de modeles avec la fonction W de Lambert [15] peut fournir
un apercu plus approfondi et un nouveau point de vue sur plusieurs problémes
biologiques. Les solutions explicites avec la fonction W de Lambert se prétent
facilement a d'autres opérations mathématiques, telles que la différenciation et

l'intégration.

Dans la littérature il existe plusieurs approximations [28, 31, 5] pour les valeurs

réelles de la fonction W de Lambert.

12



Dans notre travail, on développe quelques applications de la fonction W de Lambert
en biologie et plus particulierement le modele de croissance de la population avec
retard de maturation. On présente d’abord I'équation différentielle a temps retardé
pertinente a l'application de cette fonction et ensuite nous montrons qu’elle fournit

des solutions compactes a cette équation.
Le mémoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre un, on présente les concepts mathématiques liés a la fonction W
de Lambert et ses propriétés principales. On donne quelques applications de cette
fonction a la résolution de certaines équations choisies comme exemple typiques.

Le chapitre deux est consacré a la présentation de quelques approximations de la

fonction W de Lambert.

On présente dans le chapitre trois une application de la fonction W de Lambert a la

résolution de I'équation différentielle a temps retardé.

Le quatriéme chapitre présente les solutions obtenues par I'application de la fonction
W de Lambert a I'équation différentielle a temps retardé. Elles sont satisfaisantes et

compactes a cette équation.

On termine notre étude par une conclusion qui regroupe l'essentiel des idées

abordées dans ce travail.

13



Chapitre 1

Définition de la fonction w de Lambert, ses
propriétées et son calcul

14



Chapitrel USDB1

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner la définition de la fonction W de Lambert, ses

propriétés (dérivés, primitives,...) ainsi que quelques exemples d’application.

1.2 Historique

La fonction W de Lambert [28], du nom de Johann Heinrich Lambert, est une fonction
standard en mathématique, ou elle s'appelle produit log(x), L’histoire de la fonction
W de Lambert [4] remonte & la fin du 18°™ siécle avec les publications de Lambert
et d’Euler .L’histoire de la fonction et ses caractéristiques mathématiques ont été
largement étudiées. La fonction W apparait dans de nombreuses applications
mathématiques et physiques. Dans Maple vous pouvez utiliser a la fois Lambert
W(x) ou Lambert W(0,x). Le zéro dans cette derniere expression désigne la
branche principale de l'inverse de e*. L’'usage réel de la lettre W a une origine assez
vague. Une source l'attribue a certains articles antérieurs sur le sujet qui ont écrit
'équation standard comme we" =x en utilisant un petit w. Protocole de
programmation avec Maple a forgait la lettire a étre en majuscule. Une autre source
attribue le W pour honorer le mathématicien britannique monsieur Edward M. droit
(célébre co-auteur avec G. H. Hardy d’une introduction a la théorie des nombres) qui
a fait beaucoup de travail de pionnier avec la fonction. Enfin, Robert Corless et David
Jeffrey de [l'université de Western Ontario ont écrit, au cours des derniéres
décennies, un certain nombre d’articles de revues sur la fonction. Leur article en
1996 en collaboration avec Gaston Gonnet, David Hare, et Donald Knuth, était
'endroit ou le nom de Lambert a été attaché a la fonction. |l aurait pu étre inventé la
fonction W d’Euler, puisque Euler avait étudié I'équation xe* = a (bien que Euler
attribue a Lambert le fait d’avoir étudié I'équation en premier), mais ils ont décidé que

Euler avait suffisamment d’articles attachés a son nom.

15



Chapitrel USDB1

1.3 Définition

De fagon générale, on nomme « fonction de Lambert » toute fonction réciproque de
f:x - x.e*. Dans le domaine réel, f est une surjection de IR sur [—e™ !, +o[ mais
elle n’est pas injective ; elle donne naissance a deux fonctions de Lambert réelles.
Dans le domaine complexe, f est encore une surjection de € sur C, qui donne

naissance a une infinité de « branches ».

Comme f(x) = xe* = y ou e est la base du logarithme népérien. Alors, on aura :
x=f"ty) =w).

Par conséquent, si on remplace x par W(y) on trouve :
W(y)eW® =y.

Donc, la fonction W de Lambert est implicitement définie par [I'équation

transcendante :
W(x)eW® =y, (1.1)

Par définition [31], le graphe de la fonction W est la courbe obtenue par symétrie du
graphe (en vert dans la figure 1.1) de la fonction f(x) = xe* par rapport a 'axe y = x.

Le graphe de la fonction W est formé de deux branches réelles. La branche (en bleu
dans la figure 1.1) W, (x) appelée la branche principale qui est définie pour x > —i et

des valeurs de W, supérieures ou égales a —1 et la branche secondaire W_; (en

rouge dans la figure 1.1) correspondant aux valeurs inférieures ou égales a —1 avec

1
——-<x<0.
e

16



Chapitrel USDB1

=2

Figure 1.1 : La branche principale W,(x) en bleu et la branche secondaire W_;(x) en
rouge.

Une caractéristigue de la fonction W de Lambert est qu’elle est bi-valuée dans

lintervalle [—E,O[. Ce qui montre la figure 1.2.

i (-0.2.-0.259)

-14 -4
E oW =
{inwvarsa)
-2
 (-0.2,.-2 543
'3- T ] 1
-1 o 1 -
£

Figure 1.2 : Dans l'intervalle [—é,O[ , W est une fonction bi-valuée.

Par exemple, au point x = —0.2, W(x) prend deux valeurs soit W, = —0.259 ou
W_, = —2.543

17



Chapitrel USDB1

1.4 Propriétés

1.4.1 ldentités fondamentales :

Par manipulations de I'équation (1.1), on obtient quelques identités relatives a la

fonction W :
W(X) = W
wx) = Inf75)
x) =In W@
eW(lnx) — In x
W (Inx)
we — (—*\"
e = (W(x)) (1.2)

1.4.2 Dérivée et intégrale [26]:
D’aprés (1.1),on a :

d
E(W(x)ew(x)) =1
W' (x)e"™@ + W(x)W'e"® =1

W) (1+W(x))e"™ =1

Donc la dérivée W'(x) est de la forme :

1

W' () = Trveoyer®

Six# —=
e

Ona W(x)eW™ = x: donc, si W désigne une des deux branches W, ou W_; :

X

w(x) —
Alors Vy #0,e = Ve

D’ou

18
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! _ W (x)
w (x) o x(1+W(x))

Si x#0etx + —é

Pour intégrer W (x), on utilise un changement de variable. On pose
w=W(x)

Et on remplace dans (1.1), on obtient :

dx = (w+ 1)e%dw

fWx)dx = [ww + 1)e%dw

L’intégrale ci-dessus est maintenant intégrée par parties, ce qui donne :

fW(x)dx =w?—-w+1e"+C

= (W?(x) = W(x) + 1ew™® + ¢

[W(x)dx = x(W(x) -1 +;) +C=xW(x)—x+e"® 4 ¢

w(x)

1.4.3 Développement limité :

(1.4)

(1.7)

(1.5)

L’utilisation du théoréme d’inversion de Lagrange donne une série de Taylor pour la

. . .. P L1
branche principale W,(x) au voisinage de 0 avec un rayon de convergence égal a ”

et par la formule :

. -1 n—1
Wo(x) = ¥5, E2—xn

n!

19
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Chapitrel USDB1

1.5 Résolution d'équations [25]

La solution de I'équation xe* = a est x = W (a) par définition, mais Lémeray a noté
dans [7] qu'une variété d'autres équations peuvent étre résolues en fonction de la

méme fonction transcendantale.

Par exemple, la solution de xb* = a est (alogb)/logh .

La solution de x** =b est exp(W(alogh)/a), et la solution de a*=x+b est
x=—-b—W(—alloga)/loga.

1.5.1 Solution d'un probléme de carburéacteur

Considérons les équations suivantes, qui décrivent I'endurance E; et la distance R
d'un avion a réaction [3, pp. 312-323]. On souhaite trouver la consommation
spécifique de poussée c; et le poids du carburant w, —w;, compte tenu des

constantes physiques décrivant l'avion et son environnement. Les équations sont :

C w

E, = —=log (22), (1.8)
1/2

R = thCD (ZPLSL) (wo/2 — wy1/?), (1.9)

ou : E; estl'endurance, C, et C,, sont les coefficients de portance et de trainée, wyest
le poids initial de I'avion, w_; est le poids final de 'avion, R est la distance, S est la
surface de projection horizontale des ailes de l'avion, et p est la densité de l'air
ambiant. Nous simplifions ces équations en regroupant d'abord les parameétres
physiques et en les non dimensionnant. Nous mettons w = w; /w, et ¢ = E;Cpc;/C;, et
introduisons le nouveau parametre

_ V2E [ w 1/2
A= () (1.10)

L'équation devient alors ¢ = —logw et

A

logw

1. (1.11)

Cette équation a exactement une solution réelle si A < 0, puisque le membre de
gauche est une fonction strictement croissante de w. |l peut étre résolu en termes de

W, la solution étant

20
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B { ATW§(Ae?), if A< -1, (1.12)

~|AT2WE (4e?), if —1<A<O.
Une fois que w est connu, la consommation de carburant spécifique a la poussée

découle de ¢ = —logw.

1.5.2 Solution d'un probléme de combustion modéle

Le probléme suivant [25] :
dy _ 2 —
il 1-y), y0)=€e>0 (1.13)

est utilisé pour explorer les méthodes de perturbation. Nous montrons ici qu'une
solution analytique explicite est possible, en termes de W, et ainsi tous les résultats
de perturbation peuvent étre simplement testés par comparaison avec la solution
exacte. Le probléme modele est séparable et l'intégration conduit a une forme

implicite pour la solution y(t) :
1 1 1 1
;+10g(;—1)=;+10g(;—1)—t, (1.14)

qui peut étre résolu pour obtenir

1
Y = ey

(1.15)

ouu= i — 1. L'examen de I'équation différentielle montre que 0 < e <y < 1 et cela

implique que la branche principale de W doit étre utilisée. A partir de cette solution
explicite, tous les résultats de séries pour cette fonction peuvent étre facilement

vérifiés.

1.5.3 Solution des équations a temps retardé a coefficient constant linéaire

L'utilisation la plus importante de la fonction W est peut-étre dans la résolution
d'équations a temps retardé a coefficient constant linéaire [25]. De nombreuses
propriétés de variables complexes de cette fonction (et ses généralisations) ont été
prouvees par des chercheurs dans ce domaine, motivés par I'apparition de W dans

la solution d'équations a temps retardé simples telles que les suivantes :

21
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y(@) =ay(t—1) (1.16)

sous réserve de y(t) = f(t), une fonction connue, sur 0 <t < 1. Ce probleme tire
son importance de son apparition dans I'étude de la stabilité des équations a temps

retardé non linéaires, par exemple.

Une approche pour résoudre ce probleme consiste a deviner que y = exp(st) est

une solution pour une valeur de s. Cela donne immédiatement que
s exp(st) = a exp(st) exp(—s),
Ou:
s =Wi(a),
pour toute branche W, , k = —-1,0.
Si exp(Wy (a)t) est une solution de y(t) = ay(t — 1), alors par linéarité est que
Y = Xk=-o Ck exp(Wi(a)t) , (1.17)

pour tout choix « raisonnable » de ¢, (c'est-a-dire tel que la somme ait un sens). On
voit immédiatement que la solution va croitre de fagon exponentielle si l'un des
Wr(a) a une partie réelle positive, et cette observation conduit a d'importants

théoremes de stabilité dans la théorie des équations a temps retarde.

Cette approche peut étre généralisée pour gérer des systémes d'équation a temps
retardé « pure » a coefficient constant et des équations de retard scalaires de la

forme

y(t) = ay(t —1) + by(t). (1.18)

On peut aussi résoudre y(t) = Ay(t — 1) + By(t). ou A et B sont des matrices, dans
le cas particulier ou A et B commutent. D'autres généralisations nécessitent des

généralisations de la fonction .

1.5.4 Equations de Volterra pour la croissance démographique
Nous trouvons une solution analytique implicite dans le plan de phase des équations
de Volterra

% = ax(l — _’y), % = —Cy(l — X), (1 19)
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essentiellement en termes de fonction W.
Si la branche supérieure est y* et la branche inférieure y~, alors
yt = _W_l(_Cx—c/aecx/a) ,
(1.20)
y~ = _WO(_Cx—C/aecx/a) ,
ou C est une constante arbitraire.

Le probléme restant est de trouver une expression pour t, et nous pouvons la trouver

en termes de quadrature :

_rx dé Y dn
t= fxo af(1-y(£) Yo —en(1-x(m)’ (1.21)

Il y a des singularités de racine carrée et des branches dans ces intégrales, mais

celles-ci peuvent étre traitées avec des changements standards de variables.

1.6 Fonction particuliere

1.6.1 La fonction r-Lambert
Mezo et Baricz [13] ont étudié la solution de I'équation
xe* +rx =n.

Cela peut étre réécrit comme

d'ou il apparait que la solution est

0.
w (n/r' _r)
Cette fonction particuliere (généralement multivaluée) est appelée fonction r-Lambert

et a été notée W,.(n). On peut montrer que

lim, o W (,,,0_,) = Wo(n) = W (n),

n/r;—r

la fonction de Lambert classique. On remarque aussi que l'équation définissant

W,.(n). ne contient aucune singularité autour de r = 0.
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Selon le paramétre r, la fonction r -Lambert a une, deux ou trois branches réelles et
donc les équations peuvent avoir une, deux ou trois solutions (nous restreignons

notre investigation a la droite réelle).

1.7 Utilisation de la fonction w de Lambert

Beaucoup d’équations impliquants des exponentielles peuvent étre résolues par
l'utilisation de la fonction W de Lambert [24]. Comme I'application géométrique et
combinatoire, quelque équation différentielle et aussi la méthode de Laplace,
notamment sur la formule de Stirling et une formule de Ramanujan, et qu'on peut
l'introduire dans I'étude du modele prédateurs-proies de Lotka-Volterra. Mais elle est
aussi utile en combinatoire, dans les dénombrements d’arbres, et dans la résolution
d’équations différentielles a temps retardé :

y'(®) =ay(t-1).
La stratégie générale est de déplacer toutes les instances de I'inconnue d’un cété de
'équation et de le faire rassembler a xe*. A ce point la fonction W nous fournit les
solutions :

xe* =y =>x=W(y)

Chaque branche différente de la fonction W donne une solution différente.

1.8 Exemples illustrant I'application de la fonction W dans la
résolution d’équations non-algébrique :
L’importance de la fonction W de Lambert [31] est de donner les solutions pour
différentes équations non-algébriques incluant des fonctions exponentielles ou
logarithmes. La stratégie générale est de déplacer toutes les instances de l'inconnue

d’un coté de I'équation et transformer I'équation initiale en la forme f(x)e/™ =y .
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A ce stade, et suite a la définition de la fonction W donnée par I'équation (1.1), la

solution de I'équation f(x)e/™® =y s’ensuit f(x) = W (y)

1.8.1 Résolution de I'équation: x+e* =0

Ona x+e*=0=x=—e* Dxe*=-1

En mettant 'équation sous la forme —xe™ = 1, on obtient comme solution :
—x = W,y(1) = —0.56714 ...

1.8.2 Résolution de I’équation: e™* =x

e =x =xe*=1=x=W(1) =0.56714 = o, appelée constante Oméga.

1.8.3 Résolution de I’équation : x? = 2~*

X’ =2"=x = 2@
En utilisant le logarithme dans les deux cbétés de I'équation ci-dessus, on obtient :

X X
In x =Eln2 ox=ez?

En rassemblant les instances de l'inconnue dans un coté de I'équation, on aura :

xe_(gln 2) =1

2 In2

Donc, —glnz e_(El“Z) = —IHTZ. Cette équation a pour solution : x = — =W

Etant donné — IHTZ < 0 alors la formule obtenue donne deux solutions réelles :

2 In2 2 In2
o= (-2) et x =, (-
1.9 Conclusion

De nombreux résultats disponibles sur la fonction W de Lambert qui sont élaborés
dans ce chapitre font 'objet au troisieme chapitre dans la résolution d’'un probléme

déemographique.
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Quelques approximations de la

fonction W de Lambert
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2.1 Introduction

Des algorithmes de haute précision ont été proposés pour calculer W de Lambert.
Dans ce chapitre on s’intéresse seulement aux approximations pour les valeurs
réelles de la fonction W de Lambert. Ces approximations sont présentées pour

chaque portion de W, etde W_;.

2.2 Approximations de la fonction W de Lambert

Récemment, dans les années 2000 des approximations globales de la branche
principale a valeur réelle de la fonction W ont été construites [4]. Des approximations

relativement simples ont été présentées avec des différentes relatives erreurs.

Plusieurs approximations numériques de la fonction W ont été fournies
précédemment. De plus, des approximations numeériques sont contenues dans les
logiciels de calcul formel, Maple et Mathematica.

Ces différentes approximations intégrent des schémas itératifs pour calculer W avec
une précision prédéfinie, et utilisent des approximations par morceaux pour générer
des suppositions initiales. Il existe cependant des situations ou les approximations
analytiques sont utiles, par exemple dans l'analyse de systémes physiques ou la
fonction W apparait dans les solutions. Quoi qu'il en soit, des approximations
analytiques simples sont utiles pour générer rapidement des résultats avec une
précision connue. En outre, ils peuvent aider a comprendre le comportement
physique ou étre utilisés pour analyser des données expérimentales.
La fonction W de Lambert est définie par

Wexp(W) = x. (2.1)

Pour les valeurs réelles de W, l'intervalle de x est limitée a x > —exp(—1). Le
comportement de la fonction W est représenté sur la Figure 2.1, ou ses branches
sont identifiées. Notez que les noms W, et W_, suivent l'usage établi. L'intervalle de
la branche inférieure est —1 > W_,, tandis que la branche supérieure est divisée en
—1<W; <0et0<W;.
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1 F =
—exp(—1)
0 —
_1 |« : e W+ .
= | ’
\ ______ W,
-2t \ ———= Wy
\
\\
-3 \ 4
\
|
= l . .
—1 0 1 2 3
X

Figure 2.1 Branches de la fonction W, montrant la division en W_; , Wy et W'.

Au cours des dernieres années, la fonction W a été utilisée avec une fréquence
croissante. Dans le Tableau 2.1, un résumé des applications récentes est présenté,
ainsi que les branches utilisées dans ces applications. Dans la grande majorité des
cas ou la branche principale est utilisée, seules des sections de la branche sont
nécessaires dans un cas donné. De plus, W,se sépare naturellement en ces
sections. L'utilisation généralisée de W suggére que des approximations simples
mais précises pour ces sections seraient d'une utilité pratique. De plus, comme les
points finaux sont souvent importants dans les applications, nous accordons une

attention particuliere a la construction d'approximations pour lesquelles l'erreur
relative s'annule a ces emplacements.
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Tableau 2.1 : Applications de la fonction W a valeur réelle, y compris la branche

utilisée

USDB1

Description du probléeme

Branche de la fonction W utilisé

mouvement de |'eau dans le sol
Réactions enzyme-substrat

Temps d'un saut en parachute
Exponentiation itérée

Consommation de carburéacteur

La combustion

Forces dans les ions hydrogéne
Croissance démographique

Racines des trinébmes

Propagation de la maladie

Récurrences dans l'analyse d'algorithmes
Hauteur de I'arbre de recherche binaire
Hachage avec sondage uniforme
Méthodes de hachage

Formes de fil optimales

Théorie de jauge SU(N

renormalisation QCD

effondrement d'étoiles

Mouvement a deux corps

Structurer 'apprentissage

Modélisation réaction-diffus

Exemple de partitionnement
Quantification scalaire contrainte par I'entropie
Conception de barriére redox
Blanchiment photochimique

Durée de vie du film mince
Tester I'algorithme de transformation de Legendre
Approximation de la fonction exponentielle
Coexistence herbivore-plante

Mélange photo réfractif a deux ondes

W_, ou Wy ou Wyt
Wstou Wy
Wy
Wy (x), —exp(—1) < x < exp(1)
Wy ou W_,
W
Wgh ou Wy
W_, et Wy
Wqt
Wy
Wy
Wy
Wqt
W_,
Wy
Wqt
Wgt ou Wy ou W_,
Wqt
Wy et W_,
wqt
W_,
wqt
Wy
Wy
Wqt
W_,
Wqt
W_, et Wy
wqt
Wy

Dans cette section, nous proposons trois approximations avec différents degrés de

précision et de complexité.
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2.2.1 Approximation n’1:

Dans [4] ils fournissent des approximations facilement calculables pour les deux
branches a valeurs réelles de la fonction W de Lambert, ou des portions de la
fonction W dans le cas de W,. Ces approximations ont des erreurs relatives
maximales jusqu'a environ 0.02% ou mieux, selon la branche considérée. Elles
peuvent étre utilisées directement, ou comme valeurs de départ pour initialiser des
schémas d'itération, comme la méthode de Newton (sauf autour x = —exp(—1), ou le
gradient est trés grand), afin d'obtenir des estimations améliorées de W, si cela
s'avérait nécessaire.

Comme déja noté ci-dessus, notre intérét se porte sur des approximations
analytiques simples. Dans ce cas, les approximations piece par piece mentionnées
dans la section 1 sont, sans surprise, inadaptées, puisqu'elles ont été développées
pour étre utilisées par des schémas d'amélioration itérative. D'autre part, Boyd a
développé plusieurs approximations analytiques de Wy(x) pour tout x > —exp(—1).

Probablement, la plus utile de ses approximations est

In(y)—(7/5 ) Un(y)-(7/5))2
Wt — g {1+[ny (/)]exp[1(()4°) n()-(7/5) ]}, (2.2)
Ou
y=1+exp(1)x (2.3)
Et
2
WE = tanh{m} {In(y + 10) — In[In(y + 10)]}. (2.4)
100 +
S
g
ﬁ 50 H
é }
0 T T T T T T T T ]
—exp(—1) 1 3 5 T 9

Figure 2.2 Erreur relative de I'approximation de Boyd, W,>*.
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% de

Boyd
Dans la Figure 2.2, nous tracons l'erreur relative, c'est-é-dire,‘lOO(l - (W‘;/V ))
0

cette approximation car elle varie avec x > —exp(—1). Clairement, I'erreur relative de
(2.2) est divergente a x = 0. Notez que [14] présente les résultats comme l'erreur
relative « décalée », c'est-a-dire les tracés (1 + W;°*’?)/(1 + W,) contre y. En raison
de cette méthode de tracage de I'erreur relative, la divergence a I'origine affichée sur
la Fig. 2.2 n'est pas apparente dans [14]. En effet, cette méthode de tracé l'erreur
relative n'est pas adaptée pour montrer l'erreur relative lorsque la magnitude de W
est inférieure a 1. De plus, puisque toutes les approximations de Boyd contiennent
w¢, elles divergent toutes, en termes d'erreur relative au moins, a x = 0. Ci-dessous,
nous présentons des approximations pour lesquelles l'erreur relative s'annule a

l'origine.

Approximations analytiques

Nous présentons des approximations pour W_; et W,. La derniere branche de W
peut étre divisée en deux parties W; et W; Etant donné que la plupart des
applications sont confinées a l'une ou l'autre de ces sections (Tableau 2.1).
Cependant, afin de tenir compte des utilisations possibles de toute la gamme de W,
et parce que les points finaux sont souvent particulierement importants dans les
applications, les approximations ci-dessous sont contraintes de donner les valeurs

aw (s D . . ,
correctes pour W et — aux extréemités. En particulier, I'erreur relative s'annule en

x = 0.

2.2.1.1 Approximation pour W_,
Une simple approximation pour W_; avec une erreur relative maximale de seulement
0.025% est déja disponible :

2 1

W,o=-1—-0—-—|1- , (2.5)
M, 1+<(M1\E)/(1+M20 exp(M3\/5))>

Ou

o=—-1-In(—x), (2.6)

Avec M, = 0.3361 ,M, = —0.0042 et M; = —0.0201.

31



Chapitre2 USDB1

Nous avons examiné plusieurs modifications de cette approximation mais n'avons
obtenu que des améliorations mineures au prix d'une complexité supplémentaire
considérable. Si une précision supplémentaire est requise, les approximations par

morceaux existantes seront probablement plus utiles.

2.2.1.2 Approximation pour W

L'erreur relative de I'approximation de [14] diverge, comme le montre la Figure 2.2.
Cependant, cette partie de W, est bien approchée en manipulant son expansion en
série  sur x = —exp(—1). La série est en termes de n =2+ 2exp(1)x. Cette
approche a été exploitée précédemment, et est légérement modifiée ici.
L'approximation précédente a une erreur relative maximale inférieure a 0,1%.
Cependant, I'erreur relative en x = 0 est non nulle, bien que la valeur correcte de
W,(0) = 0 y soit obtenue. Ici, nous supprimons l'erreur relative a ce stade dans une
meilleure approximation.

Les premiers termes du développement autour de —exp(—1) sont exprimés sous

forme de fraction continue comme

__ /i
Wy = =1+ e (2.7)
ou

N, = (1 - %) (N, +2). (2.8)

Cette définition de N; a été prise pour que l'approximation soit exacte a x =

—exp(—1) et 0. Réglage

(2237+1457v2) exp(1)—4108v2—5764|n

_ _l
N, =3V2+6 (215+199v2) exp(1)—430v2—-796

(2.9)

Garantit que l'erreur relative de (2.7) s'annule a ces limites. L'erreur relative
maximale de cette approximation est de 0,013%.

Des expressions plus compliqguées pour N, peuvent étre utilisées pour réduire
davantage l'erreur relative maximale. Ces expressions peuvent étre développées en
poursuivant le développement en n, puis en manipulant la version fraction continue

du développement.
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2.2.1.3 Approximation pour W

A I'heure actuelle, a I'exception de I'approximation de Boyd, (2.2), il n'existe pas
d'approximation unique de W," qui puisse raisonnablement étre utilisée pour tous
x = 0. L'erreur relative de (2.2), comme nous l'avons vu sur la Figure 2.2, diverge a
l'origine et, pour x > 1, a une erreur relative maximale d'environ 23%. Ci-dessous,
nous présentons une séquence d'approximations pour laquelle I'erreur relative

disparait a I'origine, et d'améliorer les approximations de Boyd ailleurs.

Tableau 2.2 Rapports des coefficients pour les approximations basées sur (10)

Rapports Valeurs
0

a

— 1

a
1

a

= 2

a? 6

a3 5

a3 50

a* 47

a* 13.254

as 12.917

a® 333.697.778
a6 329.458.703

Une solution formelle de (2.1) est W = In(x/In(x/...)). Nous modifions cette forme
pour la forcer a étre exacte a l'origine. C'est-a-dire que nous considérons une suite

d'approximations de la forme

$n+1 a"“x) .
W; _1n(W0+n . n=01,., (2.10)

Ou n est un compteur et non une puissance. La séquence est initialisée avec
Wi = 1n(1 + a®%). (2.11)

Les valeurs des coefficients en (2.10) sont choisies de telle sorte que l'erreur relative
de l'approximation disparaisse a l'origine. En particulier, pour tout n > 0 donné,

'ensemble A" ={a',i =0,1,..,n} est unique et est déterminé de telle sorte que
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(2.10) produit le premier terme de la série de Taylor de W, a x=0.
Remarquablement, pour tout n donné, les éléments de I'ensemble approprié sont tels
que les rapports des paires successives de a sont fixes. En d'autres termes, bien que
chaque ensemble A™ consiste en une série unique de coefficients a’,i = 0,1, ...,n, les
rapports des paires successives de coefficients sont identiques pour tous les
ensembles (jusqu'au n approprié bien slr). Les premiers de ces ratios sont
présentés dans le Tableau 2.2. Le tableau peut facilement étre étendu si nécessaire.
Compte tenu des ratios du Tableau 2.2, I'ensemble A™ est déterminé une fois que
l'une des valeurs de I'ensemble est connue. Une autre caractéristique intéressante
de (2.10) est que les derniéres valeurs, a™, de I'ensemble A™ sont obtenues a partir
du Tableau 2.2 avec le coefficient a™*! égal a 1. Ce comportement est lié a la

préservation des rapports de coefficients dans n'importe quel ensemble A™. A titre
d'exemple, considérons le calcul de WO+2 . A partir du Tableau 2.2, a? = 6/5 (puisque
nous prenons a® =1 pour calculer W0+2). Puis, toujours a partir du tableau 2.2,
al = 2a? =12/5 , et donc a° = a® = 12/5. Par conséquent, l'expression pour Wg?

est

+2 _ 1, [8 x
W = In {5 In[(12/5)(x/ ln(1+(12x/5)))]} ) (21 2)

L'erreur relative maximale des premiéres approximations calculée a partir de (2.10)
est donnée dans le Tableau 2.3. Les résultats sont encourageants pour une
approximation aussi simple, bien qu'ils ne soient pas aussi bons que nous le
souhaiterions. Comme mentionné ci-dessus, il est simple de continuer l'itération en

(2.10) ; cependant, les ratios du Tableau 2.3

Tableau 2.3 Erreurs relatives maximales calculées pour (2.10)

wg" Erreur relative (%)
wg° 38.1

wgt! 7.85

wg? 2.39

wg> 0.914

wit* 0.426

Wi 0.230
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Tableau 2.4 Erreurs relatives maximales calculées pour (2.13)

wg" Erreur relative (%)
W 1.40

wg? 0.196

Wi 0.0844

wg* 0.0371

wg® 0.0157

Deviennent vite encombrants. Nous avons donc examiné divers schémas
d'interpolation simples entre les W;" en vue de produire une meilleure

approximation, W, Interpolation linéaire

+*Tl+1

A+ew™ —ewg" =wi (2.13)

S’est avéré produire une amélioration significative. Le paramétre d'interpolation, e,
est déterminé en forcant (2.13) a étre exact a x = exp(1) (c'est-a-dire ou W = 1),
puisque c'est a peu pres I'emplacement de l'erreur relative maximale pour (2.10). A

titre d'exemple, considérons le cas de n = 1. Pour ce cas, € est donné par

_ In{(6 exp(1))/(5In[(12/5)exp(1)/In(1 + (12/5) exp(1))D} — 1
In{(2 exp(1))/In[1 + 2exp(1)]} — In{(6exp(1))/(5In [(12/5)exp(1)/ In(1 + (%) exp(1))]}

= 0.4586887, (2.14)

Tandis que (2.13) devient

+x2 6X _ 2x
We™ =(1+en {5 ln[(12/5)(x/1n(1+(12/5)x))]} €ln [1n(1+2x)]' (2.15)

Pour (2.15), l'erreur relative maximale est de 0,196% comme indiqué dans le
Tableau 2.4 Les résultats de ce tableau confirment que la combinaison de (2.10) et

(2.13) constitue un schéma systématique simple pour estimer W;"*.
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2.2.2 Approximation n’2 :

Les approximations [5] présentées ci-dessous peuvent étre utilisées pour résoudre
des équations de la forme

—exp(—1)

wo_
WB" =x, B>0, In(B)

Et
W"W =x, In(x)=>—exp(—1),

Puisque de simples changements de variables réduisent ces équations a la forme
(2.16).

Fritsch et al. [10] ont fourni un algorithme pour calculer W (x) qui, lorsqu'il est utilisé
en conjonction avec un schéma d'itération, s'est avéré donné des estimations dans la
gamme 0.01 < x < 1000 avec erreur relative de 0(107°). Cependant, des valeurs
réelles de W (x) existent pour x <0 ainsi que pour x > 0. De plus, leur schéma
d'itération n'est pas adapté pour calculer W(x) pour x - 0 ou —exp(—1), comme
discuté ci-dessous. Pour x > 0 et x = —exp(—1), la fonction est a valeur unique,
tandis que pour —exp(—1) < x <0, il a une valeur double, comme le montre la
Figure 2.1 Le comportement de la fonction W illustré a la Figure 2.1 est plus
facilement déterminé en tenant compte de x(W) plutét que de W (x). Pour W > 0, le

produit Wexp(W) produit un seul x . Cependant, Wexp(W) est nul pour W =0 ou
W — —oco, montrant que W (x) a une valeur double pour W < 0. Le minimum possible

x(W) est calculé comme

;—;V =exp(W) (1 + W).

Cette expression est nulle pour W - —oo(x - 07) ou W = —1(x = —exp(—1)).
Aucune valeur réelle de W n'existe pour x < —exp(—1).

Nos objectifs sont (2.16) de produire des approximations fermées pour W et (2.17)
de fournir un algorithme pour calculer W automatiquement a, ou trés pres, la
precision a virgule flottante de I'ordinateur héte. L'approche de base suivie est de
trouver des approximations pour W (x), précises a 0(10~*). Ceux-ci sont développés

en utilisant diverses formes fonctionnelles, y compris les fractions continues et les
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expansions asymptotiques. En utilisant ces approximations, une seule passe du
schéma d'amélioration itérative de Fritsch et al. [10] donne une précision de 16
chiffres significatifs (double précision typique de Fortran). Une deuxiéme itération
donne une précision de 64 chiffres, et ainsi de suite pour les itérations suivantes.
La fonction W (x), x et W , toutes deux supposées réelles, est définie par
Wexp(W) = x, x = —exp(—1). (2.16)

Pour x - 07, le membre de gauche de (2.16) peut s'approcher de 0 de deux
maniéres, c'est-a-dire si W - 07, ou si W - —o. Ce comportement est la cause des
valeurs duales de W pour —exp(—1) <x < 0. Pour plus de commodité, nous
désignons la branche supérieure (c'est-a-dire W > —1 dans la Figure 2.1) par W, et
la branche inférieure par W_,. Chaque cas est traité séparément ci-dessous. Avant
de continuer, cependant, notez que I'écriture (2.16) comme W = x exp(—W) donne,
apres substitution répétée,

W = x exp(—x exp(—x exp(—x ..., (2.17)
Ou les points de suspension indiquent que la forme donnée de la fonction continue
indéfiniment. De méme, en prenant les logarithmes des deux cbtés de (2.16), il en

résulte

n—x
X
lnT

L'équation (2.17) a été considérée pour une utilisation dans I'approximation W,

autour x = 0 ; cependant, les approximations de fraction continue sont plus efficaces
sur le plan informatique. Formes tronquées de (2.18), d'autre part, se sont avérés
utiles pour estimer W,, pour x grand, et W_,, pour x —» 0=, comme indiqué ci-
dessous. Une approche alternative est celle de de Bruijn [6], qui donne un
développement asymptotique pour W (x) valide comme x — o. La relation entre la
grandeur de x et la précision du développement de de Bruijn n'a pas été explorée.
De Bruijin [6] montre que cette série est absolument convergente pour x grand, mais
aucune formule générale pour calculer les coefficients des séries n'a été présentée,

limitant ainsi I'application pratique de son résultat.

2.2.2.1 Approximations pour W,

Une expansion de (2.16) autour de x = — exp(—1) donne (a la fois pour W, et W_, )
769

11 43 221
W[ ° ] - _1[i]‘/ﬁ B g [+] 72 W™ %nz[i] 17.280 nz‘/ﬁ B ﬁrﬁ (] ... (2.19)

-1
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Tableau 2.5 Constantes utilisées dans les approximations discutées dans le texte

Constant Valeur Equation
a 4612634277343749 (6)

b 109556884765625 (6)

a, 1.124491989777808 (8)

b, 0.4225028202459761 (8)

a, 127.0471381349219 (10)

as 0.5043921323068457 (12)

Ou n =2+ 2exp(1)x. Les deux séries pour Wyet W_; sont identiques a I'exception
des changements de signe. Le premier terme de ce développement peut étre dérivé
en notant que W = -1 a x = —exp(—1), puis en substituant W = -1+ 6, et x =

—exp(—1)(1 — 6, dans (16), ou §,, et 6§, sont des parametres de perturbation. Un
développement en série de Taylor montre alors que &y = i\/ﬁ= iﬁ. Ceci
etablit que le développement en série de W autour de x = —exp(—1) est en
puissances de ﬁ Les termes d'ordre supérieur peuvent étre trouvés en supposant

une série de cette forme, en développant une série de Taylor en §, et en résolvant
séquentiellement le coefficient de chaque terme. La série en (19) peut étre convertie
en une fraction continue [Lorentzen et Waadeland 1992], cette derniere forme étant
plus appropriée pour développer des approximations de W. Sous forme de fraction

continue tronquée, (2.19) devient

/A
w =-1+4+ 2.20
%1 4]+ (2.20)

34D
Ou

n
n, + \/ﬁ

Avec n, =135/83 et n, =[+]360/83. L'équation (2.20) a été dérivée du
développement en série autour de x = —exp(—1), elle perdra donc de plus en plus

D =

de précision pour l'augmentation de x. Cependant, (2.20) peut étre utilisé pour
approximer Wy,(x) sur la gamme —exp(—1) < x < 20 en ajustant n, et n,. Si nous

redéfinissons n;, comme étant
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_4-3V2+n,(2V2-3)
- N, '

Alors (2.20) est exact pour W, aux deux x = —exp(—1) et x = 0. Une approximation

nq

précise de Wy(x) dans la gamme d'intérét a été trouvée en prenant n, comme

fonction de la forme

n, =a_|n+b, (2.21)

Ou a et b sont les constantes répertoriées dans le Tableau 2.5. Ces constantes ont
été déterminées en minimisant I'erreur relative maximale, c'est-a-dire |(W0,1 -wW)/
W|, sur la gamme—exp(—1) < x < 20. Comme W, augmente relativement lentement
avec x, l'erreur relative maximale et I'erreur absolue maximale |W,, —W|, sont
0(107%).

Pour x > 20, on utilise la forme (2.18). Toute approximation basée sur (2.18)

produira le comportement asymptotique correct pour W en tant que x - —o. En

particulier,
Woo = In— Y (2.22)
(Inx)h
Ou
h = exp [bl;‘;l(x)], (2.23)

Fournit une approximation satisfaisante de W(x). La forme fonctionnelle de h a été
déterminée en considérant la différence, en fonction de x(> 20), entre (2.22) et les
solutions exactes de (2.16). Les constantes a, et b;, données dans le tableau 2.5,
ont été ajustées en minimisant I'erreur absolue |W,, — W|, dans la gamme x > 20.
Cette valeur de x a été choisie pour correspondre a l'erreur absolue due a (2.20) ;
c'est-a-dire que (2.22) a une erreur absolue maximale de 0(10~%). Lors du calcul de
W,, nous utilisons (2.20) pour x < 20 et (2.22) pour x > 20.
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4
1]

Relative Error x 10

0 2 4
log, [x + 1 + exp(-1)]

Figure 2.3 Erreur relative des approximations pour W, donnée par (2.20) et (2.22)

La précision des approximations données par (2.20) et (2.23) est illustrée a la Figure
2.3, ou l'erreur relative maximale des approximations est d'environ 2.5 x 10~%. Avec
un seul passage du schéma d'itération (2.28), les deux approximations sont précises
a au moins 16 chiffres significatifs en x = 20, de sorte que la combinaison des deux

fonctions d'approximation est continue jusqu'a ce nombre de chiffres.

2.2.2.2 Approximations pour W_,
Dans ce cas, notre procédure pour développer une approximation pour W est

legérement différente. Il est aisément confirmé que

Vl/_l’1=_1—t—i 1-— !

x t |
1 1+x1J;

Ou t =—-1—1In(—x), reproduit le premier terme dans les deux développements

(2.24)

x - —exp(—1) etx — 0~ pour W_;, quelles que soient les valeurs de la constante x;.
Autrement dit, (2.24) est une interpolation entre ces limites. Nous traitons donc x;
comme une variable et calculons son développement en série autour de = —exp(—1)
. Cette expansion en série peut alors étre exprimée, approximativement, sous forme

de fraction continue tronquée comme

v =1 t
173 270+ayvt’

(2.25)
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Ou a, est une constante d'ajustement a déterminer. Nous choisissons a, (Tableau
2.5) de sorte que (2.24) produise 0(107*) estimations d'erreur absolue de W_; dans
la gamme —exp(—1) < x < —exp(—9).

Pour—exp(—9) < x < 0, on revient a une troncature de (2.18),

X

W—1,2 =In 1_—30 (2.26)
r
Ou
g=0+at) (Jn+2)+1. (2.27)
0.6
2 04
X
S
w
2
ég 0.2
0.9 -0.35 -o.'zs -0:15 0.05

X

Figure 2.4 Erreur relative des approximations pour W_; données par (2.24) et (2.26).

La forme de fonction dans (2.27) a été déterminée en considérant la différence entre
(2.26) et W calculée a partir de (2.16). Encore une fois, a; dans (2.27) est une
constante d'ajustement. En choisissant a; comme indiqué dans le Tableau 2.5,
nous pouvons approximer W_; par (2.26) pour —exp(—9) < x < 0, avec une erreur
absolue maximale de 0(10~%). La précision des approximations W_, est illustrée a la
Figure 2.4. Encore une fois, les deux approximations sont précises a au moins 16
chiffres significatifs en x = —exp(—9) avec un seul passage de (2.28) et sont donc

continues jusqu'a au moins ce nombre de chiffres.

2.2.3 Approximation n’3 :

Le calcul de la fonction W(x) compte sue des approximations avec différentes
valeurs de lerreur relative [31]. Chaque intervalle de x posséde une formule
approximative de calcul. On a deux formules d’approximation concernant les

branches W; et W; et trois formules pour la branche W_; pour trois intervalles
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2.2.3.1 La formule de W

Pour tout x supérieur ou égale a 0 (x > 0), la fonction ici a des valeurs strictement

positives. En utilisant w = W(x) dans W(x)e"® =x ,onax = we":

e =Z=w=In <L> (2.29)
w lnln—£
On modifie cette formule (2.29) a une suite d’approximation plus exacte de la forme
WJnH =In (L:;x), n=0,1,..
Wo

n étant le pas d’itération et a le rapport de la suite, ou le premier terme est :
WJO =In(1 + a’)

Pour une bonne approximation avec un minimum d’erreur relative, nous avons
examiné les différents schémas d’interpolation simple entre les suites de w;” pour

produire une approximation améliorée par une interpolation linéaire:
+1 «n+1
A+ awt™ —ewd" =wi"
Ou ¢ est le paramétre de linterpolation

Pourlecasden = 1, ¢ = 0.4586887, a? =§ a® = q' = 2a?

++2 6X _ 2x
we ‘(1+5)1“{51n[(_2)<x/1n(1+(g)x>)]} sln[ln(1+2x) (2.30)

1
5
La formule (2.30) nous donne une valeur approximative de W, pour tous x = 0 avec

une erreur relative maximale inférieure a 0.2%.

2.2.3.2 La partie de w,

Cette partie de la fonction est pour —é < x < 0 avec les valeurs de w(x) = —1

L’application du développement de la série de Taylor sur w = W(x) au voisinage de

(-2)

e

et l'utilisation de la méthode de la fraction continue nous donnent une approximation

de W (x) dans l'intervalle [, 0] par la formule suivante :
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Jn (2.31)

wx) = 1+ )

Avec :

n=2+2e'x
N1=<1—%>(N2+\/§)

[(2237 + 1457v/2)e* — 4108V2 — 5764

N, =3V3+6-—
’ (215 + 199v2)e! — 430v2 — 796

La formule (2.31) est utilisée pour calculer les valeurs de la branche principale dans

ye 1 . . e \
l'intervalle de x talque —-=<x <0 avec une erreur relative maximale est égale a

0.013%.

2.2.3.3 La branche W _,

1
La branche W_, concerne les valeurs de W < —1 pour —-<x<0

Nous avons divisé cet intervalle de x a trois domaine et ceci nous donne une bonne

approximation de W_, avec une erreur relative maximale qui reste inférieure a
0.010%

2.2.3.3.1 Approximation pour (—% <x < -0.333)

La fonction W au voisinage de —3 a un développement en serie de la forme:
W_1(x) = X¥& wep® (2.32)
Ou:
p=—/2(elx+1)

_k_1<uk+2 (Zk_z) ay uk—l
S k+1\ 2 4

Ui 2 k41

1

ap =

K
Ujlg+1-j

=2
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u0=—1,u1=1,a0=2,a1=—1

La série (2.32) est convergente dans lintervalle —/2 < x < 0 donc converge pour
—é < x < 0 qui couvre tout le domaine d’existence de W_;(x). Les premiers termes

de la série (2.32) sont :
_ 1 5 11 3 43 4 769 5 221 ¢
Wa()=-1+p 3P + 2P s20P + 17280 P 8505 (2.33)

2.2.3.3.2 Approximation pour (—0.333 < x < 0.333)

En appliquant 'approximation de la fonction rationnelle sur la fonction W (x) basée

sur un calcul standard (en évitant les fonctions spéciales), on trouve la formule:

L
W_,(x) = _ Tioax! (2.34)

14+3M_ L bppxm
Cette formule (2.34) a une approximation de la forme:

—8.09604+391.0025x—47.4252x2—4877.6330x3—5532.7760x*
1-82.9423x+433.8688x2+1515.3060x3

W_,(x) = (2.35)

2.2.3.3.3 Approximation pour (—0.333 < x < 0)

Au voisinage du (07) le théoréme de linvention de Lagrange donne une série

asymptotique de la forme:

(Inlnx)™

W(x)=Inx—Inlnx + X, Xm=1 Cka

(2.36)

_1\k
Clm = (Tif S[k+mk+1] Ou S[k +m,k + 1] est le nombre cycle de Stirling

La série (2.36) dans le développement ci-dessus doit étre absolument convergente
et peut étre réarrangé sous la forme :

_ . Ly | (=2+Lp)L, (6—9L,+2L3)L, Lay4
Wy () = Ly — Ly + 72+ 5 20 4 202 +0(®*) (2.37)

Ou: L, =In(—x),L, = In[—In(—x)]

44



Chapitre2

USDB1

Le tableau suivant résume les différentes équations utilisées pour le calcul de W (x)

L’intervalle de | Le La formule de calcul
X nombre
de
solution
+ _ 6x _ 2x
Wy(x)=(0+¢e)ln {sln[(l—:)(x/ln(1+(%)x))]} ¢ln [1n(1+2x)]
x>0 1
£ = 0.4586887
—y Jn
Wo G =—1+ 1+((N10)/ (N2 )
_ 1
n=2+2ex
N, = (1 ! )(N +2)
1 — '\/i 2
2237 + 1457+/2)e! — 4108V2 — 5764
N, =3V3+6— L ) In
(215 + 199V2)e® — 430vV2 — 796
1 2
——<
5= x<0 w_,
Pour : —é < x < —0.333
1 11 43 769 221
W()=-1+p- Epz + Epg _ﬁpél + 17280p5 - ﬁlﬁ

p=—J2(elx+1)

Pour : -0.333< x <0.333

—8.0960+391.0025x—47.4252x2—4877.6330x3-5532.7760x*
1-82.9423x+433.8688x2+1515.3060x3

W_i(x) =

Pour:—-0.333<x<0
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L, (=2+Ly)L, (6—9L,+2L3)L,
w_ =L —L,+—=+ +
1@ =Ly =L+ 212 6L3
N (=12 + 36L, — 2213 + 3L3)L,
1214
N (60 — 300L, + 35013 — 12513 + 12L%)L,
60L3

L, =In(—x),L, = In[— In(—x)]

Tableau 2.6 : les solutions et les formules de calcul de W (x)

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs approximations de la fonction W de
Lambert. Ce que nous utiliserons dans le quatriéme chapitre pour comparer les
résultats exacts du modéle de croissance de la population avec retard de maturation
et les résultats que nous avons obtenus par une approximation choisie du méme

modeéle.
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Chapitre 3

Application de la fonction W de Lambert
aux équations différentielles a temps
retardé
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3.1 Introduction

La fonction W de Lambert permet de résoudre explicitement plusieurs modéles ou
cela n'est pas possible avec des fonctions élémentaires.

Dans ce chapitre, on présente un exemple de I'application de fonction W de Lambert

au modéle de croissance de la population avec retard de maturation.

3.2 La fonction W de Lambert en écologie et biologie évolutive

Les applications écologiques et évolutives [15] de la fonction W de Lambert sont
souvent liées (mais sans s'y limiter) aux décalages temporels, aux temps de
recherche/traitement ou a la dynamique couplée. Les équations différentielles a
temps retardé telles que

Z—Jt’ =ay(t—1)
sont une application générale importante de la fonction W de Lambert [25]. Dans les
modeles évolutifs et écologiques, des décalages temporels analogues peuvent
résulter, par exemple, de processus déemographiques (lI'équation d'Euler-Lotka
[8,20,3,2]) en raison d'un age de premiére reproduction typiquement différent de

zéro.

Les problemes de recherche de nourriture optimale présentent souvent des temps
de recherche non nuls, c'est-a-dire des décalages dans le passage d'un correctif de
ressource a un autre. Alors que I'analogie doit étre considérée comme quelque peu
vague (parce que de tels modeles biologiques ne sont pas nécessairement formulés
comme des équations différentielles a temps retardé), de nombreux modéles en
écologie et en évolution impliguant des retards dans ce sens large peuvent

néanmoins étre résolus explicitement avec W.

La dynamique couplée peut résulter de nombreux scénarios biologiques différents.
Des exemples en biologie évolutive incluent des questions liées a la reproduction
sexuée ou le taux de reproduction des males est couplé a celui des femelles (la
« condition de Fisher » [12], ce qui est important a prendre en compte dans les
modeles a la fois au niveau de I'organisme (par exemple. recherche de partenaires
[11]) et le niveau des gameétes (par exemple. évolution de la taille des gameétes [19]).
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En écologie, la dynamique des populations de prédateurs est couplée a celle des
proies (les équations de Lotka-Volterra [20, 30, 1]), tandis que dans la dynamique
des maladies, le taux d'infection des individus sensibles est couplé au nombre
d'individus infectés ([16, 22, 21]).

Les processus qui entrent dans ces catégories imprégnent donc presque toute la
biologie, et beaucoup d'entre eux s'averent avoir des solutions explicites exactes

impliquant la fonction W de Lambert.

Jussi Lehtonen [15] couvrira un exemple biologique, qui est un exemple de modéle
avec des délais ou des temps de traitement (croissance de la population et théoréme

de la valeur marginale).

3.3 Présentation de I’équation de taux de croissance de la

population avec retard de maturation
L'équation d'Euler-Lotka ([8, 27, 20, 9, 2]) est sans doute le modele démographique
le plus important et un outil standard pour déduire les taux de croissance de la
population dans un environnement constant.
L'équation définit implicitement le taux d'augmentation intrinséque ou parametre

malthusien r comme suit :

et FOIdt =1 (3.1)

Ou : f(t) et I(t) désignent le taux de reproduction a I'age t, et probabilité de survie
jusqu'a I'age t respectivement.

La résolution de r a partir de cette équation donne le taux de croissance d'une
population a son distribution d'age stable pour tout calendrier de reproduction et de
survie, mais r ne peut étre résolu explicitement que dans un nombre limité de cas.
L'exemple le plus simple est celui ou les nouveau-nés sont immédiatement capables
de procréer (temps de maturation 0), et par les taux de reproduction et de mortalité
par habitant sont des constantes f et u.
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3.4 Détermination de la solution par la fonction W de Lambert
On peut substituer f(t) = f et I(t) = e ™ dans I'équation (3.1) ; ce dernier élément
survient parce que dans un cadre temporel continu avec un taux de mortalité
constant, la probabilité de survie est décrit par la distribution exponentielle [2]

L'évaluation de l'intégrale donne alors
f

rHp

etdoncr =f —pu.

Généralement, les nouveau-nés ne sont pas immédiatement capables de se
reproduire.

Considérons maintenant une situation par ailleurs similaire a celle ci-dessus.

Mais les individus ne sont capables de se reproduire qu'aprés avoir atteint la maturité
a l'age b, auquel ils survivent avec une probabilité o .

A quelle vitesse la population augmente-t-elle dans ce cas?

Nous avons maintenant défini I(b) = o, et étant donné que la mortalité aprés I'age b

est u , il s'ensuit que I(t) = e #(¢=b) pour t > b. C'est pourquoi nous avons :

fO={0 4D et 1t)=0ceH (=) (3.2)

C'est tout ce dont nous avons besoin pour I'équation d'Euler-Lotka, qui rendements

aprés substitution des (3.2) en (3.1) :

f e Ttfge FtDqr =1
b

On obtient, aprés intégration,
-br

r+u

Résoudre r explicitement a partir de cette équation en utilisant des fonctions
élémentaires n'est pas possible, mais le mélange de r et e?” suggére une solution

possible avec la fonction W de Lambert.
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En multipliant les deux cotés par b(r + w)e?+# donne le réarrangement suivant :
ofbet? = b(r + p)ePT+H)

Ici, r n'apparait qu'a cbété droite, qui est de la forme ze?.
Par conséquent, nous pouvons appliquer le fonction W de Lambert, qui donne
b(r + u) = W(ofbet?),

Ou

= W (afbet?y

: . (3.4)

Il n'y a pas d'ambiguité avec la branche de la fonction W de Lambert dans ce cas.
ofbe”? est toujours positif, indiquant que la branche principale W, = W est la seule

solution possible (voir Figure (3.1)).

Figure 3.1: Valeurs réelles de la fonction W de Lambert. La courbe pleine est la
branche principale (W, ou W), et la courbe en pointillés est la branche negative W_j,.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté |'équation différentielle a temps retardé dont
sa résolution est faite a l'aide de la fonction W de Lambert. Dans ce qui suit nous
présentons la solution de cette équation avec une approximation déja étudiée au
chapitre 2.
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Résultats numériques et discussions
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les résultats de résolution de I'équation différentielle

a temps retardé, pour une approximation de la fonction W de Lambert.

4.2 Résultats numériques et discussion

Le but de notre travail est de comparer les résultats obtenus au chapitre 3 par la
fonction W de Lambert avec une des approximations de la fonction W étudiée au
chapitre 2.

Rappelons la solution de I'équation (3.4) présentée au chapitre trois :

r = W(O'f:e#b) — L.

Cette expression explicite pour r peut également étre utilisée pour démontrer
différenciation de W.

L'application des équations (3.5) a (3.4) obtient :

w
ub —
dr ofbe*’ (1 + ub) o Fbe™ (1 T W) W

db b?

A+ ub)W —W(L+W)

b2(1 + W)
w
_(Gowwe
b2(1+ W)
w
=T [b(1+W) (3.6)
. d 469

Ou EW('X) = m (35)

Ou nous avons utilisé la derniere forme de I'équation (3.5) avec regles de
différenciation standard.
Pour plus de commodité, ici W se trouve pour (ofbe*?) . Le composant entre

crochets dans la derniére expression de (3.6) est toujours positif.
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P P d . . P . N
Par conséquent, la dérivée ﬁ prend toujours le signe opposé a r lui-méme.

Autrement dit, tout le reste étant égales (par exemple, la survie des juvéniles est
indépendante de b), dans une croissance de la population retard de reproduction
ralentit la population croissance (diminue r), alors que dans une population en
déclin, la reproduction retardée ralentit le déclin de la population (augmente r). Ceci
est visualisé dans la Figure (4.2) et suggere que retardé la reproduction a un effet
stabilisateur sur la croissance de la population.

En effet, la reproduction retardée peut étre adaptative en environnements [29, 17].
Notez que dans ce cas, la méme conclusion sur le signe du % pourrait étre atteinte

en différenciant implicitement (par exemple Larson & Edwards [18]) de | ’équation
(3.3)

taux de croissance de la population (r)

i:{u Retard (b)

Figure 4.1 : Courbes de croissante de population r en fonction de b (courbes de
I'équation (3.4)), pour différentes valeurs de f. Dans toutes les courbes, survie des
juvéniles ¢ = 1. De haut en bas : courbe violette f = 1.5,u = 1;rouge f = 1.2, u = 1;
vert f =1,u =1 (c'est-a-direr =0) ;jaune f =0.8,u =1;bleuf =0.5u=1.La
reproduction retardée diminue r lorsque r > 0 et augmente r lorsque r < 0.
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Nous avons choisi 'approximation 3 de la fonction W de Lambert définit par :

+ _ 6Xx _ 2x
Wo'@) = +e)in {sm[(g)(x/m(u(g)x))]} e

tel que £ = 0.4586887

Le graphe suivant regroupe la solution donnée par la fonction W Lambert prédéfinie
dans le logiciel Maple pour différentes valeurs de f

Taux de croissancede la population (r})

0.4
“-2':¥
. o ————F——————————— Retard (b)
0 2 o L 8 10
02
04

Figure 4.2 : courbe de la solution r obtenue par Maple pour différentes valeurs de f.
Dans toutes les courbes, survie des juvéniles o = 1. De haut en bas : courbe rouge
f=15u=1;bleuf =12,u=1;vert f =08,u=1;jaune f =0.5,u=1. La
reproduction retardée diminue r lorsque r > 0 et augmente r lorsque r < 0.

On utilise le logiciel de calcul formel Maple pour trouver les valeurs de solution
exacte que nous la comparons avec celle obtenue par une approximation de la

fonction W de Lambert.

e Le tableau suivant résume les valeurs exacte et celle de I'approximation de r

de la fonction de Lambert obtenues par Maple, pour f =15u=1,0=1:
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b r Exacte r Approchée L’erreur absolue
0.1 0.436004567 0.437438774 0.001434207
0.2 0.436004567 0.437438774 0.001434207
0.3 0.388001354 0.389732098 0.001730744
0.4 0.350346435 0.351944455 0.00159802
0.5 0.319856059 0.321162348 0.001306289
0.6 0.294571190 0.295538499 0.000967309
0.7 0.273208439 0.273837360 0.000628921
0.8 0.254886118 0.255197308 0.00031119
0.9 0.238975425 0.238996979 2.1554 ¢

1 0.225014138 0.224775762 0.000238376

Une superposition des courbes de solutions est donnée par la figure suivante :

0.5

. Taux de croissance de la population (r)

10 Retard (b)

Figue 4.3 : superposition des courbes de r obtenues par Maple celle de la solution

exacte (ligne) et celle de I'approximation de W (points) pour f = 1.5.

On remarque que les deux courbes sont bien superposées avec une erreur absolue
entre 0.0002 et 0.001%.

approximation, pour f =12, u=1,0=1:
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r Exacte

r Approchée

L’erreur absolue

0.1

0.178741567

0.179791771

0.000976143

0.2

0.178741567

0.179791771

0.000976143

0.3

0.161791544

0.163198478

0.001406934

0.4

0.147914832

0.149335997

0.001421165

0.5

0.136318896

0.137586924

0.001268028

0.6

0.126468348

0.127506349

0.001038001

0.7

0.117986739

0.118765614

0.000778875

0.8

0.110600717

0.111116699

0.000515982

0.9

0.104106468

0.104368972

0.000262504

0.098348621

0.098373530

2.7909¢e”

Une superposition des courbes de solutions est donnée par la figure suivante :

0.2
o181
0.16] ¢
0.14] |
0.12]

0.1
00,08
0.06-
0.04
0.02

Taux de croissance de la population (r)

2 4

10

Retard (b}

Figue 4.4 : superposition des courbes de r obtenues par Maple celle de la solution
exacte (ligne) et celle de I'approximation de W (points) pour f = 1.2.

On remarque qu’il y a un peu de décalage entre la solution exacte et celle donnée

par I'approximation avec une erreur absolue variant de 0.0002 a 0.001%.
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e Les valeurs de r obtenues par Maple de la solution exacte et 'approximation

de la fonction W de Lambert pour f = 0.8,u = 1,0 = 1 sont donnés par le

tableau suivant :

b r Exacte r Approchée L’erreur absolue
0.1 -0.1850575610 -0.1844929950 0.000564566
0.2 -0.1850575610 -0.1844929950 0.000564566
0.3 -0.1720010135 -0.1711129450 0.0008880685
0.4 -0.1605300083 -0.1594963340 0.0010336743
0.5 -0.1503961462 -0.1493421750 0.0010539712
0.6 -0.1413948506 -0.1404052916 0.000989559
0.7 -0.1333576842 -0.1324871072 0.000870577
0.8 -0.1261456671 -0.1254269181 0.000718749
0.9 -0.1196437126 -0.1190943590 0.0005493536
1 -0.1137560888 -0.1133831881 0.0003729007

Une superposition des courbes de solutions est donnée par la figure suivante :

A.02{ Taux de croissance de la population (r)

B h B R

T

2 . : . . . Retard (b)
] 2 4 b b L] 10

Figue 4.5 : superposition des courbes de r obtenues par Maple celle de la solution
exacte (ligne) et celle de I'approximation de W (points) pour f = 0.8.

On remarque que la courbe de la solution exacte et celle donnée par I'approximation
sont presque superposée avec une erreur absolue de 0.0003 a 0.001%.
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Le tableau suivant présente les valeurs de r obtenues par Maple de la solution
exacte et de I'approximation de la fonction W de Lambert, pour f = 0.5,y =

USDB1

1,0=1:

B r Exacte r Approchée L’erreur absolue
0.1 -0.4756431752 -0.4753866785 0.0002564967
0.2 -0.4756431752 -0.4753866785 0.0002564967
0.3 -0.4526255065 -0.4521600140 0.0004654925
0.4 -0.4309865540 -0.4303677670 0.000618787
0.5 -0.4107225532 -0.4100065465 0.0007160067
0.6 -0.3917979836 -0.3910370570 0.0007609266
0.7 -0.3741557455 -0.3733956038 0.0007601417
0.8 -0.3577254266 -0.3570038979 0.0007215287
0.9 -0.3424296226 -0.3417764886 0.000653134

1 -0.3281885196 -0.3276260568 0.0005624628

Le graphe suivant donne une superposition des courbes de r obtenues par Maple
de la solution exacte et de 'approximation de W

11_2—_

-ﬂ.:']'_

Y.

o4 [

| Taux de croissance de la population
014 (1)

,,,,,,
iy

. r . . , Retard (b)
2 1 4 6 8 10

Figue 4.6 : superposition des courbes de r obtenues par Maple celle de la solution

exacte

(ligne) et celle de I'approximation de W (points) pour f = 0.5.

On remarque que les deux courbes sont bien superposée avec une erreur absolue
varie de 0.0002 a 0.0007%.
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Le graphique suivant regroupe les solutions de r pour différentes valeurs de f :

Taux de croissance de la population (r)

yoad
~~ayy Retard (b)

Figue 4.7 : superposition des courbes de r obtenues par Maple celle de la solution
exacte (lignes) et celle de 'approximation de W (points) pour différentes valeurs de

f.

On constate que les résultats obtenus par I'approximation de W Lambert sont

satisfaisants et coincide avec les résultats donnés par la figure 4.1.

60



Chapitre4 USDB1

Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons étudiée la fonction W de Lambert, sa définition ainsi
que ses propriétes.

Nous avons cité quelques applications de la fonction W de Lambert, en particulier
dans la physique et la biologie.

Il existe dans la littérature plusieurs approximations de la fonction W de Lambert,
nous avons cité quelques-unes, pour les différentes branches de la fonction W de
Lambert.

On a considéré une application de la fonction W de Lambert issue de la biologie et
plus particulierement le modéle de croissance de la population avec retard de
maturation. Ce modeéle est représenté comme étant une équation différentielle a
temps retardé. Nous avons montré qu’elle fournit des solutions compactes a cette
équation.

Une étude comparative de la solution du modele a été réalisée et montre que les

résultats obtenus sont satisfaisants.
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Perspectives

+ On peut appliquer d’autres approximations de la fonction W de Lambert au

méme modeéle étudié

+ Proposer des nouvelles approximations de la fonction W de Lambert
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