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L’objet de cet article est de donner une condition
suffisante pour qu'un polynéme appartenant a
Z[X] soit irréductible. Une application simple de ce
critére permet de démontrer ensuite le théoréme
suivant : tout polynome de Z[X] est la somme de
deux polyndmes irréductibles (théoréme analogue
au théoréme de Goldbach, non encore demontre,
pour les entiers naturels).

Enoncé du critére d’irréductibilite (%) :

@EZ[X]; E‘? = ﬂmxm an am_lxm_l L Sk &'0

ag # 0, a,, # 0, m > 1. Il existe une fonction K de
m variables telle que :

|am—1| > K(%ﬁau S 'Tam—-}‘.*am)

= # irréductible.

Théoréeme 1. — Si (%) est vrai pour les polynomes
tels que a,, = 1 il est vrai pour les polynomes de
Z[X] quelconques.

P(x) = @, x™ + A,_ X" '+ 0 + a;x + ag.

Posons X = a, X

@ 1P = X" e Xt TR Wy fudtie

+ o0 4 adn X + agla,)"

(a,)" '2(x) = 2(X) avec 2 e Z[X].
De fagon évidente

2 irréductible < 2 irréductible.
Si (¥) est vrai pour 2 1l vient

-1 -2
lap -1l > K(aoam " yan %, i+ o, G—20m> 1)

= 2 irréductible
donc en posant

K@ 0505 0 s Ugn v 0

= e o —
= R(d a5 Gl ey G 5 1)

@ 1] > K'(ag, ay, ..., Gn-2,0n)

ey = & 1rreductible.

Théoréme 2. — Gy, Gy, Az, « . s G2 fixés dans Z
et ay # 0; il existe K,eZ tel que |a, | > K,
impliqgue ? n’admet pas de diviseurs du premier degré
a coefficients € Z.

Dorénavant, en utilisant letheéoréme 1, nous
supposerons a,, = 1. Soit {l,d,,d;, ..., a}
'ensemble des diviseurs de a,. Les racines
rationnelles de ¢ appartiennent a I'ensemble
{+ 1,+d,,x4d,, ..., T ay} (note g)

Les seules valeurs de a,_, pour lesquelles 2

admet un diviseur du premier degré appartenant a
Z[X] sont

- Jm—2
ﬂm_l— s m_l[rm+ﬂm_2fm +

+ a,r + a,]
r

r étant choisi dans € et a, _, ¢tant entier. Il y en a
nécessairement un nombre fini, éventuellement nul.
Posons

Kl = Sup !.:;-—_l [rm 8 ﬂm_zrm_2+ N S T AR ag]
TEE

et r tel que
S

¥ el

m-—1

la,,_;| > K, = % n’a pas de diviseur
du premier degre € Z[X}].

Théoréeme 3. — ap = %Po # 0, ay, a;.
) m
Qps oo vy Qg fixésdans Z. 1 < p < 5’ peZ, alors

il existe K, g tel que |a, 1| > K, 5 impliqgue 2, n'a
pas de diviseurs de degré p, de terme constant égal a
B, et appartenant a Z[X].
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