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Ftude des suites de réels cos n!x et sin n!x.

par B. BaLier, professeur au Centre universitaire d’Avignon.

En utilisant la structure des sous-groupes additifs
de R, on montre que l'ensemble des valeurs
d’adhérence des suites (cos nx) et (sin nx) est tout

X
Iintervalle [ — 1, + 1], quand = est irrationnel.
y ¥

Rappelons briévement la démonstration pour la
suite (cos nx) par exemple.

Soit ae[—1,+ 1] et ae[0, n] tel que
cos o = a. Le sous-groupe additif de R engendre

=
par x et 2m n’est pas monogene car P est
i

irrationnel : il est donc partout dense. Si
maintenant £ est un nombre positif donné, par
continuité, il existe n > 0 tel que

u — o <n = |[cosu —al <&

Alors d’aprés ce qui précéde, il existe des entiers n et
m (avec n = 0) tels que

Inx + 2mm — o < N
donc

icos (nx + 2mm) — a| = |[cos nx — 4| < &.

On se propose d’étudier I'ensemble des valeurs
d’adhérence des suites extraites des precedentes :

- . X . : ;. oo
(cos n!x) et (sin n!x), pour — irrationnel (51 — est
A 2n

rationnel, ces suites sont constantes a partir d'un
certain rang). Il va étre commode d’utiliser la notion
de développement « factoriel » d’'un nombre reel :

10 Tout nombre réel x de Uintervalle [0, 1] est la
somme d’'une série convergente de la forme

a

n=2 H!

ou pour tout n, a, est un entier compris entre O et
n — 1 (égalités possibles). Si x est irrationnel, cette
ecriture est unique.

2° [nversement toute série de cette forme est
convergente et sa somme est un réel de l'intervalle
[0, 1].

Démontrons d’abord 2° : On a pour p = 2,

d’ou le resultat.

1° Pour n > 2, désignons par p, la partie entiere
de n!x :
p, & nlx<p,+ 1,
alors
n+ Dp, <(n+ Dlx<(p, + Dn + 1),

d’ou
(ﬂ + ])pn ““‘g pn+l et Pu+1 + l “{H (" + aln + 1)
Il en résulte

1 1
nl  (n+ 1)

E’l{_-_p"Jrl c;Ef‘.

e TN e
Soit alors a,,, l'entier défini par I'egalité

Pn+1 _& Ap+1
(s Dl w WO

De la double inégalité ci-dessus résulte que a,,
est positif et au plus égal 4 n et on a immediatement
par recurrence,

pn+1 = ilﬁ an+1
(n+ 1) 2! O m o+ 1)
avec a, = p, = [2x] et si x <1, a, =0 ou 1 et
pn+1 i
comme — X on a bien
n+ 1)!
all
- —,
ns2 n!
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