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Un exercice sur les groupes

par J. BouteLour, Professeur de spéciales honoraire.

[1 me fut récemment pose la question de savoir si
la relation classique ab = dm, entre deux entiers
positifs, leur p.g.c.d. et leur p.p.c.m. se généralise a
un groupe quelconque, en la considérant comme
reliant les nombres d'éléments de Z/H, Z/K,
ZIH + K, Z/H n K, supposés finis (en posant
H=aZ et K =bZ). Javoue que jignorais
certains des résultats, pourtant trés simples, que je
fus amene a mettre en évidence lors de cette étude;
ils m’apparurent suffisamment intéressants pour
faire I'objet de cette note.

En ne supposant pas le groupe G commutatif, et
en utilisant en conséquence la notation multiplica-
tive, nous ferons correspondre a deux sous-groupes H
et K I'ensemble

HK = {hk/heH, ke K}.
On verifie aisement que

hk = k' < JueH nK, W =hu, Kk =u 'k

et que cette relation est une relation d'équivalence
# sur H x K; toute classe d'équivalence,
caractérisée par un couple (h, k) est en correspon-
dance bijective avec H n K, et HK est en
correspondance bijective avec H x K/#. Si nous
supposons H et K finis, de p et g éléments, H x K
comporte pg ¢léments; H n K comportant i
elements, 1l y a pq/i classes d’équivalences; c'est le
nombre d’é¢léments r de HK, et

pq = ri.

Un sous-groupe H de G caractérise deux
relations d’équivalence, pour lesquelles les classes de
x sont xH et Hx ; les deux ensembles quotients sont
en bijection, et nous désignerons dans toute la suite
par G/H I'ensemble des classes xH. Mais, dans le cas
genéral, HK n’est pas un sous-groupe de G; un
contre-exemple ¢lémentaire est obtenu avec le
groupe a 6 éléments défini dans le plan euclidien par

: : n
3 droites faisant entre elles des angles de 5 et

constitué de I'identité, des symétries orthogonales

; : : 2T
par rapport a ces 3 droites, des rotations de > et

4t
T; il suffit de prendre

H = {identité, une symétrie}
et
K = {identité, une autre symeétrie}.

Dans ce cas, HK ne caractérise pas de relations
d’équivalences, et l'on ne peut parler d’ensemble
quotient G/HK. Cependant, s1 I'un des sous-
groupes, soit K, est distingué, alors HK = KH
(puisque, Yh € H, hK = Kh) et c’est un sous-groupe,
hkh'k' - pouvant s’écrire hh'k"k’ ((h, h") € H?,
(k, k', k") € K*).

Supposons G fini, de n élements; toute classe
d’équivalence xH est en bijection avec H, et
comporte un nombre d’éléments égal au cardinal p
de H; le nombre de classes, cardinal de G/H -est
donc n/p. la relation pg = ri nous donne

nn nan

pq ri
soit
card(G/H)-card (G/K)
= card (G/HK)-card (G/H n K).

Mais ce raisonnement n'est evidemment plus
valable lorsque G n’est pas fini. Plagons-nous dans
ce cas general, en supposant toujours K sous-groupe
distingué, et H sous-groupe quelconque. K est alors
un sous-groupe distingué¢ de HK, et HK/K est un
groupe; H est un sous-groupe de HK. Pour la
relation d’équivalence caractérisée par K, une classe
de HK est de la forme hkK ((h, k) e H x K); mais
kK = K elle est donc de la forme AK, et nous
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