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P               Ensemble des points 

(nœuds) 

𝑴              Point ou nœud ( un élé-

ment de P)  

𝑵               Nombre total de nœuds. 

𝑵𝒆             Nombre total des éléments. 

𝑵𝒏             Nombre de nœuds dans 

chaque élément.  

𝛀𝐞              Domaine du calcul ‘solide’ 

élémentaire. 

𝜕Ω
𝑒           Contour du domaine 𝛀𝐞 

𝛀               Domaine du calcul ‘solide’ 

global.  

𝜕Ω             Contour du domaine 𝛀 

 𝑭              Vecteur colonne  global. 

 𝑭𝒆            Vecteur colonne élémen-

taire 

 𝑪𝒍𝒆           Matrice corresponde aux 

conditions aux limites de 3eme type. 

𝑻               Fonction scalaire de la 

température  𝐾  

𝒑               Pression statique    𝑃𝑎  

𝑻𝒇             Fonction scalaire de la 

température dans le fluide 

𝑻𝒔              Fonction scalaire de la 

température dans le solide 

 𝑻 𝒇            Vecteur global des valeurs 

nodales de la température du fluide 

 𝑻 𝒔            Vecteur global des valeurs 

nodales de la température du solide 

 𝑻𝒆 𝒇          Vecteur élémentaire des 

valeurs nodales de la température du 

fluide 

 𝑻𝒆 𝒔          Vecteur élémentaire des 

valeurs nodales de la température du 

solide 

𝑻𝒇𝒊

𝒋             Éléments du vecteur 

 𝑇𝑒 𝑓  ou  𝑇 𝑓  (valeur nodale du nœud 

(i, j)).     

𝑻𝒔𝒊
              Éléments du vecteur 

 𝑇𝑒 𝑠 ou  𝑇 𝑠 (valeur nodale du nœud i) 

𝑻𝒃              Bulk température (Tem-

pérature moyenne) 

𝑻𝒈              Température des gaz 

chauds de la turbine 

𝑻𝒇𝒊             Température de fluide de 

refroidissement à l’entrée du canal D  

𝑻𝒑              Température des parois 

internes du bord de fuite. 

𝑻𝒑−            Température de la paroi 

interne du bord de fuite (intrados) 

𝑻𝒑+            Température de la paroi 

interne du bord de fuite (extrados) 

 𝝋𝒊 𝒊=𝟏,𝟐,…  Fonctions de testes. 

 𝝋              Vecteur colonne des fonc-

tions de testes. 

 𝑯𝒊 𝒊=𝟏,𝟐,…  Éléments de  𝐻  (fonctions 

de formes). 

 𝑯              Vecteur ligne des fonctions 

de formes 

 𝑲              Matrice de rigidité globale. 
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𝒌𝒊𝒋              Élément de  𝐾  situé à la 

ligne i, et à la colonne j. 

 𝑲𝒆             Matrice de rigidité élé-

mentaire. 

𝒌𝒊𝒋
𝒆               Élément de  𝐾𝑒  situé à la 

ligne i, et à la colonne j. 

𝑬                Élément  triangulaire. 

𝑬𝒋               Élément triangulaire à la 

numérotation n.  

𝜻, 𝝃             Coordonnées curvilignes  

𝝉                   Vecteur tangentiel.  

𝒔                 Coordonnée tangentielle 

𝒏                    Vecteur normal. 

𝜼                 Coordonnée normale 

𝜿                 Indice nodal global. 

𝜿𝒊
𝒋
               Indice nodal global de 

nœuds à l’indice local i par rapport à 

l’élément 𝐸𝑗 . 

 𝑪               Tableau de connectivité.  

𝑪𝒊𝒋              Élément de  𝐶  situé à la 

ligne i, et à la colonne j. 

𝝆                Masse volumique (
𝑘𝑔

𝑚3 ) 

𝝆𝒇               Masse volumique de fluide 

𝝁                 Viscosité dynamique 

                                   (
𝑘𝑔

𝑚. 𝑠 ) 

𝝁𝒇               Viscosité dynamique du 

fluide. 

𝒌                Conductivité thermique 

                                     𝑊 𝑚 𝐾   

𝒌𝒔               Conductivité thermique 

du solide  

 𝒌𝒇              Conductivité thermique 

du fluide  

𝒉                Coefficient de convection 

thermique  𝑊
𝑚2 𝐾   

𝒉𝒇           Coefficient de convection 

thermique du fluide de refroidisse-

ment  

𝒉𝒈           Coefficient de convection 

thermique des gaz chauds de la tur-

bine  

𝒄𝒗           Chaleur spécifique massique 

à volume constant     
𝑗
𝑘𝑔 𝐾   

𝒄𝒑           Chaleur spécifique massique 

à pression constante  
𝑗
𝑘𝑔 𝐾   

𝒄𝒑𝒇          Chaleur spécifique mas-

sique à pression constante du fluide               

𝑷𝒓              Nombre de  Prandtl   𝑎. 𝑑  

𝑹𝒆           Nombre de Reynolds  𝑎. 𝑑  

𝜷               Coefficient de dilatation vo-

lumique du fluide  1
𝐾   

𝜶            Diffusion  thermique  𝑚
2

𝑠   

𝜶𝒇           Diffusion  thermique  du 

fluide  

𝜶𝒙           Diffusion  thermique  du 

fluide Suivant x  

𝜶𝒚           Diffusion  thermique  du 

fluide Suivant y  

𝒒              Flux thermique  𝑊  

𝒒 𝑨𝑩          Flux thermique moyen im-

posé sur le segment droite AB. 

𝒒 𝑩𝑪          Flux thermique moyen im-

posé sur le segment droite BC.       
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𝒒 𝑪𝑨          Flux thermique moyen im-

posé sur le segment droite CA. 

 

𝒒             Densité du flux de la chaleur 

par unité de la surface    𝑊
𝑚2   

𝒒 𝒚           Composante de la densité du 

flux de la chaleur par unité de la sur-

face selon y 

𝒒 𝒙           Composante de la densité du 

flux de la chaleur par unité de la sur-

face selon x 

𝓱             Enthalpie   𝐽  

𝒆              Energie interne  𝐽  

𝜹𝒙            Pas numérique selon x    𝑚  

𝜹𝒚            Pas numérique selon y    𝑚  

𝓞              Centre de coordonnés des 

cellules de Voronoï.  

L             Longueur du canal de re-

froidissement D  𝑚  

𝓵              Largeur du canal de refroi-

dissement D  𝑚  

𝒇𝒙             Composante de force volu-

mique selon x   𝑁
𝑚3   

𝒇𝒚             Composante de force volu-

mique selon y   𝑁
𝑚3   

𝒖              Composante de vecteur vi-

tesse selon x.   𝑚 𝑠   

𝐯              Composante de vecteur vi-

tesse selon y.   𝑚 𝑠   

𝒖𝒎𝒂𝒙        Vitesse maximale du fluide 

𝒖              Vitesse moyenne du flux 

𝒎             Débit massique (
𝑘𝑔

𝑠 ) 

𝚽                Dissipation  𝑊
𝑚3   

𝝈𝒊𝒋               Tenseur des contraintes  

                                    (𝑁
𝑚2 ) 

 𝝈𝒙𝒚 ; 𝝈𝒚𝒙  Contraintes de cisaillement 

𝝈𝒙𝒙        Contrainte normale suivant x 

𝝈𝒚𝒚        Contrainte normale suivant y   

𝑨             Surface de l’élément-volume 

de contrôle  𝑚2  

𝑨𝒄          Surface de la section de pas-

sage de fluide de refroidissement pa-

rallèlement  à l’axe y du canal D 

                                      𝑚2  

𝓢         Surface élémentaire de con-

tacte d’échange thermique (solide-

fluide)      𝑚2  

∅             Ensemble vide. 

𝓔𝒇            Espace fonctionnel 

𝓯              Fonction scalaire.  

ℒ              Opérateur différentiel. 

𝓡             Opérateur résiduel 

𝝏𝒊 ≡
𝝏

𝝏𝒙𝒊
    Symbolisation tensorielle de  

la drivée partielle.   

𝚫                Opérateur différentiel 

Laplacien 

𝐶𝑡𝑒               Grandeur physique cons-

tante  

𝒆𝒓               Erreur absolue de con-

vergence de la méthode de Lloyd (m). 

𝑹              Constante des gaz parfaits 

                                     𝐽 𝑚𝑜𝑙°𝐾   



 شكر و تقدير
        نشكر الله وحده لا شريك لو الذي لا يعجزه شيء في الأرض ولا في السماء على نعمتو وفضلو علينا، حيث وفقنا سبحانو وتعالى 

بكامل قدرتو وحولو إلى إتمام ىذه المذكرة، راجين منو عز وجل أن يكون ىذا العمل وسـائر أعمالنا خالصةً لوجهو الكريم، وليس لدنيا 
.نصيبها، أو لمكانة فيها نرجوا بلوغها، أو لغاية دنيئة نسعـى لتحقيقها  

       الحمد لله رب العالمين الذي منَّ علينا بصحبة الأستاذ بدر الدين عماد الدين الذي كان لو دور بارز في انجاز ىذا العمل، والذي ما 
. كنَّا لننجح بأدائو إلا بسببو، فقد ضرب برفقتو لنا مثلا في الأخلاق الفاضلة وصدق الأمانة  

        وعليو فإننا نتقدم بالشكر العميق والاعتراف السامي لأستاذنا الكريم على جهوده الجبارة والمتفانية المتجسدة في كل ما قدمو لنا، 
حيث أنو لم يبخل علينا مما منَّ الله عليو من واسع علمو وحلـمو وعطائو مثقـال ذرة، راجين من المولى تبارك وتعالى أن يجعل ذلك في ميزان 

حسناتو، وأن يرزقو ونحن وجميع عبـاده الصالحين صحبة حبيبـنا المصطفى صلى الله عليو وسلم في الفردوس الأعلى يوم لا ينفع مال ولا 
.بنون، إلا من أتى الله بقلب سليم  

.                 فجازاك الله يا أستاذنا عنا وعن من سوانا ألف خير  

       كذلك أشكر والديَّ على حسن المتابعة والدعم بكل ما آتاهما الله من قوة وجاه وحسن لطف، سائلــين الرحيم الرحمان أن يرحمهما 
.ويسكنهما فسيح جنانو كما ربياني صغيرا وسهرا على ذلك الليالي الحالكة إلى أن أصبحت اليوم ما أرادني الله أن أكون عليو  

       كما لا ننسى أن نشكر الأسرة العلمية لجامعة البليدة بكلية الطيران من أساتذة وأصحاب مقاعد الدراسة على ما عكفوا على بنائو 
في مَُُصِّلَتِنا العلمية من أول يوم انضممنا فيو إلى مجالسهم، وأن يوفقهم لأداء ىـذه الأمانة التي رضوا بأن يحملوىا رغم ثقلها فوق أكتافهم 

. على أكمل وجو وأحسن حال  

.  وصلى الله وسلم على سيدنا مُمد وعلى آلو و صحبو والتابعين ومن والاىم بإحسان إلى يوم الدين  

 

 إىداء
...فيما يقضي كثير من الناس حياتهم لمجرد قضائها، يكرسها قلة ممن سواىم لبلوغ ىدف ما  

 
                  ولأنو من غير الممكن أن تجتمع راحة الجسد ومُاولة تحقيقٍ لهدف نفيس، نهدي ىذا العمل المتواضع مصحوبا بامتناننا إلى 

كل ألئك الذين كرسوا حياتهم لدراسة شيء من الرياضيات والفيزياء، وكان لهم سـواء من بعـيد أم مـن قريب دخلٌ في تطوير ىذه العلوم 
الدقيقة على حساب راحتهم الشخصية، فلولا أفكارىم ونظرياتهم في ىذا الميدان ما كان لهاتو المذكرة والتي ىــي قائمة بشكل كامل على ما 

ر ََ .قدموه لنا من أعمالٍ وانجازاتٍ  من أن تُسَطَّ  
 

 
 

بطاولة.أ.مُمد  
  سليم مباركي



xiii  
 

 ملخص
 

  تتعرض شفرات التًبينات إلى تدفق الغازات الآتية من غرفة الاحتًاق والتي تكون عالية السخونة، ومن الدعلوم أن الطابق الأكثر تضررا 
 طاقتها الحرارية، وبالتالي فقد  كاملبهذا الحمل الحراري الشديد ىو الطابق الأول نتيجة تعرضو الدباشر لذذه الغازات حيث تصل إليو وىي في

كان لزاما على الدهندسين في ىذا المجال الإتيان بطرق فعالة ولردية للتخلص من ىذه الدشكلة، ولعل أبرز ىذه الطرق ىي طريقة التبريد 
الداخلي والتي لفتت انتباه الدصنعين إليها منذ مراحل ولادتها الأولى لكونها تتيح آفاقا جديدة لدستقبل تقنية التبريد ، وفعلا قد أتيح ىذا عند 
بروز تقنية التبريد الخارجي من خلال استعمال ثقوب تدفع ىواء التبريد إلى خارج الشفرة حتى ينساب مع لزيطها الخارجي لتبريدىا بشكل 

ولفهم الدشكلة الدطروحة وحلها عند مستوى معين، قمنا بمحاكاة رقمية . أكثر فاعلية، ولا تزال البحوث في ىذا الديدان مستمرة إلى اليوم
مبنية أساسا على معادلات الاستمرارية وانحفاظ كمية الحركة وكذا الطاقة التي مكنتنا بدقة عالية من حساب درجة الحرارة عند  (في بعدين)

كل نقطة من نقاط شفرة مبردة بتقنية التبريد الداخلي لنرى إن كانت ىذه التقنية تنجح في إزالة الأخطار الحرارية المحتملة ضمن الشروط 
 يقسم المجال الذندسي للشفرة بالتقسيم الدثلثي لديلوني اتلابالفيزيائية التي تقيدنا بها، حيث قمنا بتطوير قانون حساب على برنامج الم

والذي عالجناه بخوارزمية الّويد الددعمة بخلايا فورونوا، أين اعتمدنا طريقة العناصر الدنتهية لتقطيع الدعادلات التفاضلية الدفسرة لعملية 
الدبادلات الحرارية، في حين قسمنا المجال الذندسي للهواء الدبرد بتقسيم كارتيزي منتظم بسيط واعتمدنا فيو على طريقة الحجوم الدنتهية لتقطيع 

 المحاكاة الرقمية تندرج إلى قسمين، القسم الأول تمثل في لزاكاة تبريد جزئي للشفرة والتي قورنت بقانون .نفس الدعادلات السابق ذكرىا
قد تم في ىذا  و.، أما القسم الثاني فقد تمثل في تبريد كلي للشفرة من خلال دراسة مائع التبريد دراسة أيروحرارية"13أونسيس "الحساب 

حراريا، انطلاقا من القيام بالحسابات على المجالين كل  ( لتبريدىاالشفرة وىواء التبريد الدنساب على حوافها الداخلية) ربط المجالين القسم
مرحلة ما من في   المحصل عليهاقيم الحرارة  بفرض وليس جملة واحدة، حيث تم  ىذا من خلال طريقة حسابية تكرارية إذ نقومةعلى حد

تي تليها على الذواء الدلامس ثم نحسب قيم تدفق الحرارة الدمتصة من قبل الذواء كي نفرضها على الشفرة  كشروط حدية في الدرحلة الالشفرة
                 . إلى غاية الوصول إلى الانسجام الحراري بين الذواء والشفرة الدتناوبمستمرين بتكرير ىذا النمط الحسابيفي الدرحلة القادمة 

                                                                        
 

 

Résumé 
 

 

Les températures imposées aux aubes des premiers étages de 

turbines sont généralement très élevées, celles-ci exposent ces dernières à 

des effets thermiques néfastes poussant les constructeurs continuellement 

à améliorer les techniques de refroidissement des aubes. Et pour 

comprendre mieux ce problème, on a fait une sémination numérique 

bidimensionnelle pour une aube refroidie par la technique de 

refroidissement interne. Donc on a développé un code de calcul sous 

MATLAB où il est utilisé  pour mailler le domaine solide par la 

triangulation de Delaunay relaxée par la méthode de Lloyd à l’aide des 

diagrammes de Voronoi. On a discrétisé les équations de conservation 

dans le solide par la méthode des éléments finis, et dans le fluide par 
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volumes finis. La simulation est divisée en deux parties, dans la première 

on a simulé un refroidissement partiel (sans refroidissement de bord de 

fuite) comparée avec le code FLUENT (model ANSYS.13) ; la deuxième 

partie est une simulation de refroidissement complet (avec refroidissement 

de bord de fuite) à travers une étude aérothermique de fluide de 

refroidissement interne de bord de fuite, le couplage thermique entre le 

solide et fluide est fait d’une manière indirecte (résoudre séparément les 

problèmes dans le fluide et dans le solide) par l’échange des quantités physiques 

(Température, flux chaleur) au niveau de l’interface entre les deux milieux d’une 

manière itérative jusqu’à la convergence (compatibilité thermique).  
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                INTRODUCTION 

 
Les écoulements des fluides (air, gaz) ont fait l'objet de nombreux 

travaux théoriques et expérimentaux. Les résultats de ces études ont permis 

l'amélioration des systèmes industriels soumis à des fortes contraintes 

thermiques, un exemple directe concerne les moteurs à flux continus 

(turbines à gaz, turboréacteurs...)   

Aujourd’hui, l’amélioration des performances des turboréacteurs 

fonctionnant selon le cycle de Joule, s’obtient principalement par une 

augmentation de température dans la chambre de combustion, ces valeurs 

élevées de températures peuvent atteindre des valeurs largement supérieures 

à la température de fusion du matériau couramment utilisés.  

Les aubes directrices de la turbine à haute pression est sans aucun 

doute l’une des parties les plus sollicitées aux effets thermiques. Pour 

certains secteurs d’aubes, on constate qu’au bout d’une période d’utilisation 

inférieure à la durée de vie annoncée par le constructeur, une fissuration 

apparaît de façon récurrente au niveau du bord de fuite et se propage vers le 

bord d’attaque, les causes possibles sont le fluage et/ou la fatigue thermique 

et aussi le choix de matériaux et les conditions de refroidissements.   

Leurs protections nécessitent l’application d’un refroidissement efficace 

et continu, parmi toutes les méthodes de refroidissement qui existent 

aujourd'hui, tant dans les moteurs aéronautiques que dans les turbines à gaz, 

les constructeurs emploient la technique du refroidissement interne par 

convection, qui continue toujours à avoir un intérêt. Dans cette technique l’air 

de refroidissement tiré du compresseur traverse des circuits à géométrie 

complexe aménagés à l’intérieur des aubes.  
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Cependant pour bien illustrer notre travail, on a élaboré un plan de 

travail composé d’une introduction, de quatre chapitres et d’une conclusion. 

Le premier chapitre est consacré à une étude générale sur les systèmes 

de refroidissements des aubes turbine.  

Le deuxième chapitre présente le cadre générale de la modélisation 

bidimensionnelle des équations d’énergie, continuité et de quantité de 

mouvement qui expliquent avec une haute efficacité les phénomènes de 

convection, transports d’énergie, diffusion et transferts thermique dans le 

solide et le fluide. De plus ; nous avons expliqué la technique itérative du 

couplage numérique indirecte entre solide et fluide utilisé avec la condition de 

compatibilité thermique aux niveaux de leurs interfaces de contacts. 

Vue la complexité de la géométrie de l’aube, nous avons présenté dans 

ce chapitre une interprétation générale sur les différents types de maillage 

couramment utilisés dans de nombreux travaux de recherches, parmi ces 

types on a spécifié la triangulation de Delaunay comme un travail 

supplémentaire pour mailler le domaine de calcul ‘solide’. Cette triangulation 

exige un conditionnement à travers une relaxation numérique pour que les 

mailles triangulaires deviennent non-allongées et plus régulières.  

En effet, la relaxation du maillage est faite par l'adoption de la 

méthode itérative de Lloyd qui consiste à utiliser les diagrammes de Voronoï 

liés à la triangulation de Delaunay pour calculer en chaque itération les 

centres des cellules de Voronoï. Pour atteindre la convergence, il faut avoir 

finalement un diagramme de Voronoi centré (CVT). Puisque l’étape du 

maillage est indispensable, la triangulation de Delaunay joue un rôle 

essentiel dans cette étude, qui reste encore un sujet de recherche et 

d’amélioration.  

Au troisième chapitre, notre étude est portée sur la présentation des 

méthodes numériques choisies pour la modélisation du problème thermique 

posé. Pour cela, on a discrétisé les équations liées au phénomène du transfert 

thermique et le traitement de leurs conditions aux limites selon la méthode 
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numérique utilisée dans chaque domaine (éléments finis dans le solide et 

volumes finis dans le fluide). Finalement on aboutit à un système des 

équations linéaires à résoudre (la résolution est faite par élimination de 

Gauss dans le domaine  solide ; et par la méthode de Gauss-Seidel dans le 

domaine  fluide). 

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté les différents résultats 

du refroidissement complet de l’aube en 2D réalisés par un programme de 

calcul, écrit sous MATLAB, et comparés avec ceux obtenus par la simulation 

numérique sous Fluent (model ANSYS.13). Premièrement, on a présenté 

l’aube avec un refroidissement partiel (sans refroidissement du bord de 

fuite) ; deuxièmement, on a fait un calcul pour le refroidissement d’un bord de 

fuite isolé ; et finalement nous avons intégré les deux étapes précédentes pour 

faire un calcul complet en vue de simuler le refroidissement de toute l’aube. 

Enfin, une conclusion générale qui clôture notre étude. 



 

 

 

 

 

Chapitre   I 

 

Généralités sur les systèmes    de   

refroidissement 
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I.1. CONTEXTE INDUSTRIEL ET PROBLEMATIQUE [1] 

Le fonctionnement d'un turboréacteur peut être présenté de 

manière relativement simple (Figure I.01). De grandes quantités d'air 

sont aspirées par un compresseur qui va graduellement  augmenter sa 

pression. L'air comprimé est ensuite envoyé dans une chambre de 

combustion où il est mélangé à du kérosène de manière à constituer un 

mélange explosif. Ce mélange, après combustion, produit une grande 

quantité de gaz chauds violemment éjectés vers la tuyère. Ces gaz 

entraînent simultanément une turbine qui actionne les compresseurs 

grâce à un axe central qui les lie. 

Les performances d'un moteur sont notamment évaluées au travers 

de deux paramètres primordiaux et interdépendants : 

_ La poussée spécifique (Specific Thrust - ST) qui représente la poussée 

par unité de débit masse d'air qui traverse le moteur. 

_ La consommation spécifique (Thrust Specific Fuel Consumption - TSFC) 

qui représente la consommation massique de carburant par unité de 

poussée et de temps. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.01. Présentation d’un turboréacteur [2] 
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Il s'agit de dimensionner un système en trouvant le meilleur 

compromis entre une poussée spécifique maximale et une consommation 

spécifique minimale. 

Pour cela on dispose de deux variables caractéristiques du moteur :          

la température d'entrée turbine (TET, Turbine Inlet Temperature - TIT) 

qui représente la température des gaz de combustion à l'entrée du 

distributeur haute pression de la turbine, le taux de compression du 

compresseur (Compressor pressure ratio). 

Il apparaît que la poussée spécifique est fortement dépendante de la 

TET. Augmenter la TET permet d'obtenir une poussée spécifique plus 

élevée, mais la consommation spécifique augmente elle aussi en 

contrepartie. 

Il existe un point d'utilisation optimal selon le taux de compression 

comme illustré en (Figure I.02). 

L'amélioration des performances d'un moteur passe donc par 

l'augmentation de la température à l'entrée de la turbine et du taux de 

compression.  

Comme indiqué sur la (Figure I.03), cette température a 

constamment augmenté au cours des dernières décennies et poursuit 

encore cette tendance. 

 

 

 

 

 

 
Figure I.02. Consommation spécifique et poussée spécifique [1] 
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Ce progrès a été rendu possible notamment grâce aux efforts de 

recherche dans le domaine des matériaux et des alliages plus résistant 

aux hautes températures. Ainsi, la température de fonctionnement des 

aubes est passée de 1080°K à 1180°K. 

Parallèlement à ces améliorations, les techniques de 

refroidissement ont été introduites et ont évolué vers des systèmes plus 

complets et plus complexes. 

 D'une aube pleine et non refroidie, nous avons vu apparaître 

successivement des systèmes de convection interne forcée, des dispositifs 

de protection par  film d'air, ou encore des méthodes de traitements de 

surface jouant le rôle de barrière thermique. 

De nombreux efforts ont été faits en vue d'optimiser ces différentes 

techniques. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.03. Augmentation de la température admissible entrée 

turbine HP et évolution des systèmes de refroidissement [1] 

Les aubes de turbine peuvent donc être exposées à des 

températures de gaz de combustion très élevées, voisines de 1850°K en 

pointe, soit des niveaux de températures supérieurs à la température 

maximale d'utilisation des meilleurs alliages réfractaires disponibles (de 

l'ordre de 1100°K).  
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Il est par conséquent nécessaire de les refroidir afin de les 

maintenir à une température maximale  acceptable et de limiter les 

gradients de températures locaux de façon à garantir leur intégrité 

pendant toute la durée de vie du moteur, quel que soit le mode 

d'endommagement.  

L'air de refroidissement disponible provient généralement des 

derniers étages du compresseur. Un prélèvement après compression 

permet en effet d'assurer une pression génératrice propre à compenser la 

perte de charge des circuits de refroidissement. Cela impose toutefois une 

température d'air de refroidissement assez élevée (De l'ordre de 700K). 

Un refroidissement excessif n'est donc pas souhaitable car l'air 

prélevé au niveau du compresseur utilisé pour le refroidissement ne le 

sera pas pour la combustion et limitera les performances du moteur. 

Un refroidissement efficace est donc un refroidissement qui permet 

de supporter la température de sortie de chambre la plus élevée possible 

en prélevant le moins d'air possible au niveau du compresseur. 

I.2. SYSTEMES DE REFROIDISSEMENT [3] 

I.2.1. Introduction  

Il est connu que la puissance de la turbine dépend de la 

température des gaz à l'entrée de celle-ci. Ainsi pour augmenter la 

puissance, les lois thermodynamiques ont conduit à rechercher une 

température entrée turbine la plus élevée possible. 

Le niveau de température est cependant limité, à durée de vie 

donnée par la technologie disponible.  Un volume important de travaux de 

recherche est donc à réaliser dans le but de repousser les  barrières  

technologiques. Les matériaux utilisés doivent supporter à la fois : 

• Les températures élevées. 

• Les contraintes (mécaniques, thermiques, chimiques). 



Chapitre I : Généralités sur les systèmes de refroidissement  

 

9   
 

Les alliages réfractaires très spécifiques et des procédés très pointus 

(métallurgie des poudres pour les disques, coulée microcristalline pour les 

aubes) sont ainsi mis au point. L'efficacité des circuits de refroidissement 

doit être maximale car un prélèvement sur le cycle de l'air nécessaire 

s'accompagne d'une perte de rendement global ; c'est là encore un domaine 

de prédilection pour l'aérodynamique et ses méthodes de simulation 

numérique. Les parties du turboréacteur qui ont reçu un intérêt 

particulier par le refroidissement sont les aubes de turbines. Celles-ci 

peuvent être refroidies par différentes méthodes, chacune d'elle utilise un 

fluide de refroidissement qui passe à travers l'aube afin que celle-ci garde 

sa résistance. 

Le refroidissement avec du liquide est plus efficace mais une 

installation de refroidissement de ce genre dans l'aviation est très 

complexe. Cependant le refroidissement par air est très souvent utilisé car 

il permet une efficacité  appréciable. 

L'air venant du compresseur est introduit dans les aubes de turbine 

par leurs racines. En entrant dans l'aube l'air refroidit aussi le bord du 

disque de la turbine, la grille d'entrée et l'enveloppe de la turbine sont 

aussi refroidies. 

Les critères d'un bon refroidissement découlent des principes de 

transfert de chaleur dans une conduite fermée. Par conséquent pour 

obtenir un grand échange de chaleur dans de tels systèmes il est 

nécessaire de satisfaire les deux exigences suivantes: 

• Un écoulement du fluide de refroidissement bien étudié. 

• Une grande surface de transfert. 

I.2.2. Refroidissement par liquide  

Cette méthode de refroidissement (Figure I.04) est actuellement 

abandonnée, elle présente l'inconvénient de nécessiter des aubes creuses 

et de plus le liquide de refroidissement qui est  l'eau (l'eau possède une 
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forte chaleur latente d'évaporation) doit être avionnée ce qui diminue la 

charge marchande. Dans ce cas il est impossible d'éliminer la corrosion et 

la formation de dépôts et il est très difficile d'avoir une surface d'échange 

adéquate. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.04. Aube refroidie par l’eau [3] 

I.2.3.Configuration géométrique des fentes de refroidissement [3] 

Suivant la réalisation du conduit interne permettant la circulation 

d'air frais on distingue trois systèmes : 

 Le chemisage. 

 Les cavités. 

 Les canaux. 

Le chemisage  

Une chemise en tôle est insérée à l'intérieur de la section de 

l'ailette. Cette tôle est percée de petits trous (circulaire, carré, elliptique, 

triangulaire et rectangulaire) permettant à l'air provenant de l'intérieur 

de la chemise de passer entre celle-ci et la paroi de l'aubage, cet air est 

ensuite éjecté par effet de trompe sur le bord de fuite de l'ailette. 

Lorsqu'une partie de l'air de refroidissement est dirigée vers les 

bords d'attaque de l'ailette cette convection est dite forcée. Ce type de 
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refroidissement est surtout employé sur le distributeur des turbines, les 

ailettes de la roue se prêtent mal au chemisage car leur dimension est plus 

réduite, on utilise alors les cavités ou les canaux. 

Les cavités 

Ces conduits sont brutes de fonderie et obtenus par moulage et leur 

fabrication est coûteuse. 

 Ce type de refroidissement permet un meilleur échange est donc 

plus efficace. 

Les canaux  

Les canaux sont généralement obtenus par fonderie de précision. Ils 

sont en fait de petites  cavités cylindriques implantées sur toute la 

hauteur de l'aubage, l'air arrivant par la fixation est éjecté à la périphérie 

de l'aubage. 

I.2.4. Refroidissement par gaz [1] 

Les composants d’une turbine nécessitent d’être efficacement 

refroidis afin de résister  aux  sollicitations  thermiques  générées  par  

l’écoulement  chaud  des  gaz  de combustion. Il existe plusieurs 

techniques de refroidissement pouvant être classées en deux grands 

groupes : refroidissement par convection interne forcée (convection interne 

/ impact de jets) ; refroidissement par film (effusion / transpiration / multi 

perforation). L’amélioration de  performance  de  ces  technologies  fait  

toujours  l’objet  de  nombreuses  études  et recherches. Rappelons 

successivement ces techniques.  
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I.3. TECHNIQUES DE REFROIDISSEMENTS  INTERNES [1] 

Parmi les différents modes de refroidissement, on distingue deux 

modes de refroidissement: 

 I.3.1. Prélèvement de l'air de refroidissement  

L'air est extrait soit en front de chambre de combustion (juste avant 

le mélange avec le combustible), d'où il est emmené par une canalisation 

puis éjecté dans les parties à refroidir, soit directement dans un étage du 

compresseur depuis lequel une veine externe le conduit à destination. 

Pour des raisons géométriques, une question de rendement (moins 

de conduite équivaut à moins de pertes de charge) et pour diminuer la 

masse du moteur (moins de conduite implique un gain de masse), le 

premier type de prélèvement sert à refroidir les premiers étages (Haute 

Pression). 

Le prélèvement direct dans le compresseur est utilisé pour refroidir 

les étages suivants ; il permet de réguler le débit du fluide de 

refroidissement. 

I.3.2. Refroidissement interne pour aubages des turbines 

I.3.2.1. Convection interne forcée  

Le  refroidissement  par  convection  interne  forcée  est  la  plus  

ancienne  des techniques de refroidissement. Cette technique consiste à 

évacuer le flux de chaleur reçu par l’aube. Pour cela, on fait circuler l’air 

frais à l’intérieur de l’aubage par des canaux. Pour améliorer cette 

technique, on augmente les échanges convectifs entre le fluide  et  la  paroi  

en  plaçant  à  l’intérieur  des  canaux  des  éléments  qui  vont  perturber 

l’écoulement.  Ces  éléments  peuvent  être  des  ailettes,  des  picots,  des  

pontets  ou  des perturbateurs (Figure I.05). 
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Figure I.05. Refroidissement par convection forcée interne [1] 

I.3.2.2. Impact de Jets  

Le  refroidissement  par  impact  de  jets  est  également  utilisé  

dans  les turbomachines  pour  le  refroidissement  des  aubages  de  

turbine  fixes  ou  mobiles,  les chambres de combustion, les anneaux de 

turbine, ... L’air de refroidissement s’écoulant au travers des orifices 

d’impact vient frapper la paroi à refroidir. Il existe trois types d’orifices 

d’émission différents qui permettent d’injecter de l’air en direction de la 

paroi à refroidir : la fente, la buse et les orifices circulaires (Figure I.06). 

 

 

 

 

 

Figure I.06. Trois types d’orifices d’impact [1] 

Le refroidissement par impact de jets est classé en deux 

technologies : l’impact concentré (l’air frais injecté à travers une rangée 

unique de jets (Figure I.07.a)) et l’impact réparti (l’air frais injecté à 

travers une matrice de jets (Figure I.07.b)). 
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Figure I.07. Refroidissement interne par impact de jets [1] 

Cette solution est sans aucun doute la plus efficace et permet 

d’atteindre localement des coefficients d’échange thermique les plus 

élevés. 

La réalisation est simple et demande seulement un plénum qui 

alimente une série de trous ou  tuyères, dessinés et distribués de manière 

optimale, qui est séparé de la surface qui doit être  refroidie par un espace. 

 I.3.2.3. Refroidissement par film [1] 

I.3.2.3.a. Effusion  

La  technique  de  refroidissement  par  effusion  consiste  à  évacuer  

l’air  frais  à travers une paroi poreuse. En terme de refroidissement, 

l’efficacité de cette technique est très  grande.  Cependant,  l’effusion  

comporte  plusieurs  inconvénients  tels  que  la  faible résistance 

mécanique des parois poreuses, le coût de fabrication, le risque 

d’obturation des pores  par  les  suies  provenant  de  la  combustion,  …  

qui  la  rendent  peu utilisable  dans  un turboréacteur. 

I.3.2.3.b. Transpiration  

Une des technologies du refroidissement efficace est nommée           

« Transpiration ». Cette technique est une combinaison du refroidissement 

par impact et par film.  La  transpiration  est  basée  sur  la  circulation  

de  l’air  frais  à  travers  plusieurs de  parois  multi perforées  dont  les  

trous  sont  décalés  pour  permettre  à  l’air  de passer de l’un à l’autre par 
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des mini-canaux (Figure I.08). De  même  que  pour  l’effusion,  il  faut  

remarquer  que bien  que  ce  type  de refroidissement  soit  très  efficace  

du  point  de  vue de  la  protection  thermique,  il  existe également  des  

inconvénients,  par  exemple  le  coût  de  fabrication  de  tels  matériaux,  

leur faible résistance mécanique. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.08. Procédé de transpiration de type Lamilloy [1] 

I.3.2.3.c. Multi perforation (Film cooling)  

L’air  frais  nécessaire  prélevé  au  niveau  du  compresseur  traverse,  

grâce  aux orifices, la paroi de la chambre de combustion ainsi que celle de 

l’aube et forme une couche protectrice d’air frais entre les gaz chauds et la 

paroi. (Figure I.09). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.09. Refroidissement par multi perforation dans une 

chambrede combustion et les  aubes turbines [1] 
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Cette  technique  de  protection  thermique  est  assurée  par  trois  

processus :  un refroidissement en amont des trous, un refroidissement 

important à l’intérieur des trous et un refroidissement en aval des trous. 

Dans le domaine aéronautique, bien que la performance soit moins 

importante que  celle  produite  par  les  deux  modes  de  refroidissement  

précédant,  la  technique  de refroidissement par multi perforation est 

aujourd’hui la protection thermique externe la plus largement utilisée 

pour refroidir les aubes de turbines ou bien les chambres de combustion 

des turboréacteurs grâce à son bon rapport entre le coût de fabrication et 

la performance de refroidissement. 

I.4. PROGRES DE MATERIAUX ET PROTECTION THERMIQUE 

Nous ne pouvons traiter du refroidissement des aubes de 

turboréacteurs sans  évoquer  l'évolution des matériaux qui permet 

notamment d'abaisser la température du Métal de l'aubage  et 

incidemment de simplifier les systèmes de refroidissement. 

Deux axes sont développés dans ce sens : 

• Il s'agit de l'utilisation des céramiques, qui résistent à des hautes 

températures.  Leurs caractéristiques mécaniques ne permettent pas pour 

l'instant une utilisation dans  les parties mobiles de la turbine.  Citons le 

développement en cours de composites à matrice céramique, plus 

prometteur. 

• Le deuxième axe est la protection de l'alliage des aubes par un 

revêtement constituant une  barrière thermique.   

I.4.1. La céramique  [4] 

Aujourd’hui, les céramiques techniques ont peu de ressemblance 

avec leurs origines. Elles offrent des propriétés uniques et étonnantes, 

tant physiques que thermiques, optiques et électriques, qui ont ouvert un 

monde nouveau d’opportunités de développement dans tous types 

d’industries. 
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I.4.1.1. Propriétés de la céramique  

Les céramiques sont utilisées dans le secteur de l'aéronautique et 

du spatial pour leurs propriétés thermo structurales : 

Réfractaire : résistance à des températures > 1000 °c 

Résistance aux atmosphères particulières 

Résistance et fiabilité mécaniques 

Résistance à l’usure  

Résistance à l’érosion par des particules abrasives 

Dureté 

Solidité 

Le renforcement des céramiques à l'aide de fibres : les C.M.C. 

(Composites à Matrice Céramique), permettent leur utilisation pour la 

fabrication de pièces diverses complexes 

Éléments de turbine 

Chambre de combustion 

Protection thermique… 

 

 

 

 

 

 

Figure I.10. Alliage à matrice céramique [4] 
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I.4.2. Système barrière thermique [5] 

 L’utilisation de systèmes barrière thermique sur les aubes des 

turbines aéronautiques permet d’améliorer leurs performances, en leur 

faisant  supporter une température plus élevée ou augmentant leur durée 

de vie.  Soumis à un environnement très sévère, ces systèmes subissent 

non seulement des dégradations liées à leur oxydation à haute 

température (dégradations intrinsèques) mais aussi des dégradations dues 

à des impacts de particules et à des dépôts d’oxydes en leur surface 

(dégradations extrinsèques). 

I.4.2.1. Enjeux   

 L’amélioration des performances des moteurs  d’avion passe 

notamment par l’augmentation de la température de combustion des gaz. 

Afin que les aubes de turbine qui, étant soumises à des chargements 

thermomécaniques complexes, constituent les composants critiques, 

puissent supporter une élévation de la température des gaz, plusieurs 

voies ont été explorées (Figure I.11).  

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.11. Le développement de nouvelles technologies de fabrication et 

l’utilisation de systèmes barrière thermique  au cours des années [5] 

 

 



Chapitre I : Généralités sur les systèmes de refroidissement  

 

19   
 

Il peut être envisagé de disposer de matériaux capables de résister 

mécaniquement à des températures de plus en plus élevées. Néanmoins, 

les superalliages à base de nickel, constituant actuellement les aubes de 

turbine, semblent avoir atteint leur limite après de nombreux progrès 

réalisés ces dernières décennies. Le but étant d’améliorer leurs propriétés 

de fluage. Désormais, seule l’introduction de céramiques, sous forme de 

matériaux composites par exemple, pourrait permettre une élévation de la 

température des gaz en entrée de turbine. La mise au point de ces 

nouveaux matériaux est néanmoins une entreprise de grande envergure et 

leur utilisation ne peut  être envisagée qu’à long terme. Par ailleurs, la 

conception même des aubes de turbine a été perfectionnée. L’efficacité des 

circuits de refroidissement internes a ainsi été améliorée de façon à 

maintenir des températures acceptables en surface du métal. Il faut 

toutefois noter que la sophistication des circuits de refroidissement 

entraîne une augmentation des coûts de fabrication des aubes et que 

l’accroissement du flux d’air de refroidissement diminue le rendement 

global du moteur. 

Dans ce contexte, la voie qui a été développée depuis les années 80 

est l’application d’une barrière thermique en surface des aubes de turbine.  

I.4.2.2. Présentation du système barrière thermique    

 Les barrières thermiques sont des systèmes  multicouches composés d’une 

couche de céramique isolante déposée à la surface du superalliage 

constitutif de l’aube de turbine sur une couche de liaison intermédiaire qui 

assure la protection du superalliage  contre l’oxydation. Entre la couche de 

liaison et la couche de céramique, se développe, dès l’élaboration du 

système, une couche d’alumine qui croît en service, par réaction entre 

l’oxygène qui diffuse à travers la couche de céramique et l’aluminium 

contenu dans la couche de liaison (Figure I.12).  
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Figure I.12. Système barrière thermique [5] 

Si la température des gaz de combustion peut atteindre 1600°C, la 

température en surface de la couche de céramique atteint, elle, 

typiquement 1200°C. La couche de céramique permet un abaissement de 

la température d’environ 1 K/µm, soit un abaissement global de 100 à 

150°C en fonction de son épaisseur. En condition de service, la 

température de la couche de liaison est comprise entre 1000 et 1100°C.  
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II.1. INTRODUCTION 

Ce chapitre vise à modéliser les équations qui expliquent les 

phénomènes physiques de l’aérothermique, et de présenter des différents 

types de maillage utilisé dans le cadre général du calcul numérique. Le 

problème de la thermique dans le solide et dans le fluide est donc abordé 

de façon à faciliter la compréhension des phénomènes étudiés dans le 

couplage : la conduction dans le solide et la convection dans le fluide, donc 

le couplage entre fluide et solide se joue à leur interface. 

II.2. TECHNIQUE DE REFROIDISSEMENT  

Le refroidissement de l’aube est réalisé par une convection interne 

forcée, cette technique consiste à faire circuler de l’air frais à l’intérieur de 

l’aubage dans des canaux (Figure 01) afin d’en évacuer le flux de chaleur 

reçu  

 

 Figure II.01 : Système de refroidissement (aubage) [6] 
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Le refroidissement par convection est une des premières techniques 

utilisées dans la  pratique, et il est employé dans les turbines à gaz de 

l'avion et industrielles. L'air de refroidissement traverse un passage très 

complexe où la prédiction du  coefficient de transfert de chaleur entre l'air 

de refroidissement et l'aube, est extrêmement difficile,  ceci est dû ainsi au 

fait de la conjugaison entre le transfert de la chaleur extérieur et intérieur. 

Dans notre cas étudié ; l’aube est dotée de trois canaux principaux 

pour réaliser la circulation de l’air de refroidissement verticalement 

suivant l’envergure, comme indiqués sur la figure ci-dessus (A), (B) et (C), 

respectivement aux niveaux du bord d’attaque, du milieu et du bord de 

fuite. De plus ; des canaux d’éjections horizontaux (D), alimentés par le 

canal adjacent (C), sont chargés de renforcer le refroidissement du bord de 

fuite suivant la corde. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.3. FLUIDE   

Pour étudier le refroidissement de bord de fuite par un écoulement 

d’air, on va modéliser les équations générales de Navier-Stokes et de 

continuité pour obtenir le profil de vitesse du fluide dans le canal D. 

Finalement, ce profil va intégrer dans l’équation d’enthalpie modélisée qui 

explique les phénomènes du transport de chaleur et de la convection.  

Figure II.02 : Profil de l’aube avec les canaux 

de la circulation de l’air de refroidissement. 

𝒛 𝒙 

𝒚 

Canal B 

Canal A Canal C Canal D 
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II.3.1. Profil de la vitesse (𝒖, 𝒗) 

L’équation des transferts thermiques est définie pour un profil de 

vitesse (𝑢, v) donné, dans notre étude ce profil est calculé par les équations 

de Navier-Stokes avec l’équation de continuité [7] (voir Annexe A) : 

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢2

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑢v

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑓𝑥                  … (𝐼𝐼. 01. 𝑎) 

𝜕𝜌v

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌v𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌v2

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑓𝑦                  … (𝐼𝐼. 01. 𝑏) 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌v

𝜕𝑦
= 0                                              …  𝐼𝐼. 02  

Où 𝜎𝑖𝑗  est le tenseur  des contraintes ( 𝜎𝑥𝑥 , 𝜎𝑦𝑦  : contraintes normales. 𝜎𝑥𝑦 , 

𝜎𝑦𝑥  : Contraintes de cisaillement).  

 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦  sont les composants des forces volumiques par unité de masse. 

 𝑝 et  𝜌  sont respectivement la pression statique et la masse volumique 

Pour le cas des fluides incompressibles, les équations (𝐼𝐼. 01. 𝑎 ), (𝐼𝐼. 01. 𝑏) et 

 II. 02  se réduisent à (voir Annexe A)    

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ v

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

𝜇

𝜌
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 + 𝑓𝑥        … (𝐼𝐼. 03. 𝑎) 

𝜕v

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕v

𝜕𝑥
+ v

𝜕v

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

𝜇

𝜌
 
𝜕2v

𝜕𝑥2
+

𝜕2v

𝜕𝑦2
 + 𝑓𝑦        … (𝐼𝐼. 03. 𝑏) 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕v

𝜕𝑦
= 0                                              …  𝐼𝐼. 04  

Où 𝜇 est la viscosité dynamique.  

Hypothèses 

 L’étude est faite sur la phase permanente, donc le terme d’évolution 

temporelle est annulé. 

 Il n’y a aucune force volumique exercée sur le fluide 

 Le fluide est incompressible et stationnaire 

 Le fluide est un écoulement développé (ce qui entraine que v = 0) 
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Donc, les équations de Navier-Stokes (𝐼𝐼. 03. 𝑎), et (𝐼𝐼. 03. 𝑏) deviennent : 

𝜌𝑓  𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇𝑓   

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
                              …  𝐼𝐼. 05  

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0                                                           …  𝐼𝐼. 06  

Où 𝜌𝑓  ; 𝜇𝑓  sont respectivement  la masse volumique et la viscosité 

dynamique du fluide. 

L’équation  𝐼𝐼. 06  montre que 𝑝 ne dépend pas de 𝑦. D’autre part, 

l’équation de continuité  𝐼𝐼. 04  devient : 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0                                                         …  𝐼𝐼. 07  

Ce qui montre que 𝑢 ne dépend pas de 𝑥, donc l’équation 𝐼𝐼. 05  devient  

𝜇𝑓

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=  

𝜕𝑝

𝜕𝑥
                                                      …  𝐼𝐼. 08  

Les deux membres de l’équation ci-dessus sont indépendants, donc on 

obtient les deux équations différentielles ordinaires suivantes : 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
= 𝑝0 = 𝐶𝑡𝑒                                                   …  𝐼𝐼. 09  

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
=  

𝑝0
𝜇𝑓

 = 𝐶𝑡𝑒                                             …  𝐼𝐼. 10  

La solution de  𝐼𝐼. 10  est une fonction parabolique de forme : 

𝑢 𝑦 =
𝑝0

𝜇𝑓
  𝑦2 + 𝑎𝑦 + 𝑏                                     …  𝐼𝐼. 11  

𝑎, et 𝑏 sont des constantes à déterminer selon les conditions aux limites 

sur les parois. Pour un fluide visqueux ; ces conditions se traduit 

mathématiquement par : 

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑦 = ± ℓ
2    ; 𝑒𝑡   ∀𝑥 ∈  0, 𝐿      ;   𝑢 = 0                    …  𝐼𝐼. 12  

Où 𝐿 , ℓ sont respectivement la longueur et la largeur du canal D. 

Avec cette condition, le profil des vitesses est défini clairement ; 

𝑢 𝑦 =
𝑝0

𝜇𝑓
  ℓ2

4 −𝑦2   ;    𝑒𝑡    v = 0                          …  𝐼𝐼. 13  
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On remarque tout de suite que u est maximale quand 𝑦 =  0; 

𝑢 𝑦 = 0 =   𝑢𝑚𝑎𝑥 =
𝑝0ℓ

2

4𝜇𝑓
⇔

𝑝0
𝜇𝑓

 =  
4𝑢𝑚𝑎𝑥

𝑙2
                    …  𝐼𝐼. 14  

Ce qui donne la forme de u exprimée en fonction de la vitesse maximum de 

l’écoulement : 

𝑢 𝑦 = 𝑢𝑚𝑎𝑥  1 −  
2𝑦

ℓ
 

2

  ;    𝑒𝑡    v = 0                          …  𝐼𝐼. 15  

II.3.2. Equation d'énergie  

Maintenant; pour étudier le refroidissement de bord de fuite par un 

écoulement d’air, on va modéliser l’équation d’énergie exprimée en fonction 

de l'enthalpie 𝒽 sous forme conservative suivante [7] (voir Annexe A) 

   
𝑑𝒽

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑇 

𝜕𝑥
+

𝜕 vT 

𝜕𝑦
            

=
1

𝜌
 −

𝜕

𝜕𝑥
 𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥
 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑦
 +  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑝 

𝜕𝑥
+

𝜕 v𝑝 

𝜕𝑦
 + Φ  …  𝐼𝐼. 16  

Où ; 𝑇 : Fonction scalaire de la distribution de la température  

𝑘 : Conductivité thermique 

Φ : Fonction scalaire de la dissipation 

𝑐𝑝 : Chaleur spécifique massique à pression constant  

Cette équation de conservation d’énergie explique les phénomènes du 

transport de chaleur et la convection qui se produisent lorsqu’on vient de 

faire passer l’écoulement de refroidissement par le bord de fuite à travers 

le canal D  

Hypothèses  

 Le calcul est fait en 2D  

 La conductivité ne change pas dans l’espace 

 L’étude est faite sur la phase permanente, donc le terme d’évolution 

temporelle est annulé. 
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 Pour un écoulement à une faible valeur du nombre de Mach  𝑀 < 0.3, le 

fluide est supposé incompressible. 

 De plus, pour des vitesses faibles, on peut négliger les termes de travail 

de pression et de dissipation dans l’équation  𝐼𝐼. 16 . 

L’équation de l’enthalpie  𝐼𝐼. 16  devient : 

𝜌𝑓𝑐𝑝𝑓  
𝜕 𝑢𝑇𝑓 

𝜕𝑥
+

𝜕 v𝑇𝑓 

𝜕𝑦
 + 𝑘𝑓   

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑥2
 𝑇𝑓 = 0                   …  𝐼𝐼. 17  

Avec : 

 𝑐𝑝𝑓 , 𝑘𝑓  sont respectivement : Chaleur spécifique massique, Conductivité 

thermique du fluide  

 𝑇𝑓  : Fonction scalaire de la distribution de la température dans le fluide.  

On remplace le profil de vitesse donné par  𝐼𝐼. 15  dans l’équation  𝐼𝐼. 17 , 

on trouve donc l’équation finale des transferts thermiques appliquée dans 

le fluide : 

 𝑢𝑚𝑎𝑥  1 −
4𝑦2

𝑙2
 

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝛼𝑓∆ 𝑇𝑓 = 0                           …  𝐼𝐼. 18  

Avec : 

𝛼𝑓 =
𝑘𝑓

𝜌𝑓𝑐𝑝𝑓
 ;    ∆ ≡

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑥2
                                …  𝐼𝐼. 18′  

Où  𝛼𝑓   est le coefficient de la diffusion thermique du fluide   

       ∆    est l’opérateur différentiel Laplacien   

II.3.3. Conditions aux limites  

1. A  l’entrée du canal (𝑥 =  0) ; la température est imposée : 

  𝑇 = 𝑇𝑓𝑖   𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑦 ∈  −ℓ
2  , + ℓ 2                                …  𝐼𝐼. 19  

Où 𝑇𝑓𝑖  : est la température du fluide de refroidissement à l’entrée du canal. 

2. Pour   𝑦 =  ± ℓ
2  ;  la température est imposée par le solide. 
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3. A la sortie (𝑥 = 𝐿) ; l’écoulement est adiabatique ; 

𝜕𝑇

𝜕𝜂
= 0                                                           …  𝐼𝐼. 20  

Où 𝜂 est la coordonnée suivant la normale. 

Pour assurer la continuité de la distribution de la température à l’entrée du 

canal de refroidissement, on pose le profil ‘température’ suivant : 

𝑃𝑜𝑢𝑟  𝑦 ∈  −ℓ
2  , 0  ; 𝑇 𝑦 = 𝑇𝑓𝑖 +  𝑇𝑝+ 𝑥 = 0 − 𝑇𝑓𝑖   

2𝑦
ℓ  

4

              …  𝐼𝐼. 21     

𝑃𝑜𝑢𝑟   𝑦 ∈  0 , + ℓ
2   ; 𝑇 𝑦 = 𝑇𝑓𝑖 +  𝑇𝑝− 𝑥 = 0 − 𝑇𝑓𝑖   

2𝑦
ℓ  

4

              …  𝐼𝐼. 22  

Où   𝑇𝑝+ : est la température de la paroi interne du bord de fuite (extrados).  

𝑇𝑝− : est la température de la paroi interne du bord de fuite (intrados).  

𝑇𝑝+ 𝑥 , 𝑇𝑝− 𝑥  sont des fonctions scalaire définies seulement en fonction  de 

chaque station x suivant la langueur du canal D.     

II.4. SOLIDE   

Pour étudier le phénomène physique ‘la diffusion thermique’ dans le 

solide  pour obtenir la fonction scalaire de la distribution de la température 

dans ce domaine, on va modéliser l’équation d’enthalpie  𝐼𝐼. 16 . 

II.4.1. Equation d'énergie  

Hypothèses : 

 Le calcul est fait en 2D.  

 La conductivité ne change pas dans l’espace.  

 Le solide est indéformable, donc les termes de transport d’énergie et de 

pression sont nuls.  

 L’étude est faite sur la phase permanente, donc le terme d’évolution 

temporelle est annulé. 
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Finalement, l’équation  𝐼𝐼. 16  devienne tout simplement : 

 ∆𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 = 0                                                  …  𝐼𝐼. 23  

Où 𝑇𝑠 est la fonction scalaire de la distribution de la température dans le 

solide.  

II.4.2. Condition aux limites de solide  

II.4.2.1. À l’extérieur de l’aube  

On va modéliser les effets thermiques exercés par les gaz chauds de la 

turbine ont de température 𝑇𝑔  sur l’aube par une convection forcée avec un 

coefficient de convection 𝑕𝑔  constant sur tout le contour       (Figure II.02); 

donc, sur les limites extérieurs de l’aube on a une condition du 3em type 

(condition de Fourier) :    

𝑘𝑠𝒮
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑔𝒮 𝑇𝑠 − 𝑇𝑔                                    …  𝐼𝐼. 24  

𝑘𝑠  : Conductivité thermique de solide. 

𝒮   : Surface élémentaire de contact d’échange thermique. 

II.4.2.2. À l’intérieure de l’aube  

II.4.2.2.a. Canaux A, B, et C  

On va modéliser le refroidissement interne de l’aube au niveau des 

canaux A, B, et C par une convection forcée avec un coefficient de 

convection 𝑕𝑓  constant sur tout le contour (Figure II.03). 

Donc, sur les limites intérieures de l’aube on a ainsi une condition 

du 3em type (condition de Fourier) :    

𝑘𝑠𝒮
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑓𝒮 𝑇𝑠 − 𝑇𝑓𝑖                                             …  𝐼𝐼. 25  
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II.4.2.2.b. Canal D 

On va modéliser le refroidissement interne de bord de fuite au 

niveau du canal D par un flux imposé (une condition du 2eme type) ; ce flux  

sortant du solide est imposé et absorbé par le fluide de refroidissement 

(Figure II.02). Cette condition physique est faite d’une manière itérative 

avec la condition imposée sur le fluide dans (§II.4.3, condition2). A une 

itération 𝑛, la température du solide est imposée sur le fluide ; ensuite, on 

calcule le flux du solide absorbé par le fluide. Ce flux sera imposé sur le 

solide à l’itération 𝑛 + 1 où on aura calculé la novelle température du solide 

pour l’imposer encore une fois sur le fluide. Ainsi de suite, jusqu’à 

l’aboutissement de la compatibilité thermique. Cette technique de couplage 

solide-fluide est montrée dans le paragraphe suivant  

Convection forcée 

 𝑘𝑠𝒮
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑔𝒮 𝑇𝑠 − 𝑇𝑔  

Convection forcée 

 𝑘𝑠𝒮
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑔𝒮 𝑇𝑠 − 𝑇𝑔  

Convection forcée 

 𝑘𝑠𝒮
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑓𝒮 𝑇𝑠 − 𝑇𝑓𝑖  

 

                                     Fluide de refroidissement 

Pour le solide, conditions aux limites 

(parois internes du bord de 

fluide) : Flux imposé.  

Flux absorbé de bord de fuite 

par le fluide de refroidissement 

                       Gaz chaud de la turbine   

                       Gaz chaud de la turbine   

Bord de fuite 

(extrados) 

Bord de fuite 

(intrados) 

Figure II.03 : Conditions aux limites externes et internes  
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II.5. COUPLAGE NUMERIQUE INDIRECTE SOLIDE-FLUIDE [8] [9] 

La méthode de couplage indirecte fluide-paroi, couramment utilisée, 

consiste à résoudre séparément les problèmes dans le fluide et dans le 

solide et d’échanger des quantités physiques au niveau de l’interface entre 

les deux milieux. La nature des quantités échangées détermine le type de 

couplage utilisé. Dans ce travail, les quantités physiques sont le flux 

thermique et la température, ces paramètres sont manipulés d’une façon 

itérative jusqu’à la convergence thermique ; l’algorithme de calcul utilisé  

consiste donc à :  

0. initialisation : condition imposée sur le solide à l’interface : adiabatique 

(absence de fluide de refroidissement).  

1. Calculer le champ de température dans le solide.  

2. En imposant la température de l’interface au fluide comme une condition 

aux limites du 1er type. 

3.  Calculer le champ de température dans le fluide. 

4. En déduisant le flux à l’interface et l’imposer au solide comme une 

condition aux limites du 2eme type. 

5. Si le critère d’arrêt : ‘L'arrivée à la compatibilité thermique entre le solide 

et le fluide de refroidissement’ n'est pas satisfait, boucler en l’étape1. 

 

II.6. COUCHE LIMITE THERMIQUE [7] [10] 

Lorsque le fluide, à température 𝑇𝑓 , s'écoule sur la paroi à 

température 𝑇𝑝 , des échanges thermiques s'établissent. Les particules du 

fluide s'échauffent au contact de la plaque. Ces particules échangent de la 

chaleur de proche en proche avec leurs voisines et un gradient thermique 

se forme. On appelle cette zone d’échange thermique : couche limite 

thermique. 
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Dans l’étude d’une convection forcée interne dans la couche limite 

thermique, il y’a deux paramètres importants à calculer, qui sont : la 

vitesse moyenne du flux 𝑢  et la température moyenne du fluide 𝑇𝑏(Bulk 

Température) ; en vue de déduire le coefficient de convection h. 

 vitesse moyenne 

Le débit massique 𝑚  est défini comme suit: 

𝑚 = 𝜌𝑓𝑢 𝐴𝑐                                                      …  𝐼𝐼. 26  

Où 𝐴𝑐  est la surface de la section parallèle à l’axe y du canal. 

La vitesse moyenne du flux 𝑢  est définie par : 

𝑢 =
1

𝐴𝑐
 𝑢𝑑𝐴𝑐

𝐴𝑐

                                                …  𝐼𝐼. 27  

 Température moyenne (Bulk Temperature) 

Dans la dynamique des thermo-fluides, la température moyenne du 

fluide est un point de référence pratique pour évaluer les propriétés liées 

au transfert de chaleur par convection, en particulier dans les applications 

liées à l'écoulement dans les conduites. 

Le concept de la température moyenne est que le mélange 

adiabatique du fluide à partir d'une section donnée du conduit donnera 

une certaine température d'équilibre qui reflète précisément la 

température moyenne du fluide en mouvement. 

Mathématiquement, La température moyenne est définie en chaque 

station x comme suit: 

Pour un fluide compressible 

𝑇𝑏 𝑥 =
 𝜌𝑓  𝑢 𝑐𝑝𝑓  𝑇𝑓𝑑𝐴𝑐𝐴𝑐

𝑚 𝑐𝑝𝑓
                                       …  𝐼𝐼. 28  
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Mais pour un fluide incompressible où 𝑐𝑝, 𝜌 sont constantes, les 

équations  𝐼𝐼. 26 ,  𝐼𝐼. 28  donnent : 

𝑇𝑏 𝑥 =
1

𝑢 𝐴𝑐
 𝑢𝑇𝑓𝑑𝐴𝑐

𝐴𝑐

                                        …  𝐼𝐼. 29  

On remplace l’expression de  𝑢  donnée par l’équation 𝐼𝐼. 27 , et on déduit 

l’expression finale de 𝑇𝑏  : 

𝑇𝑏 𝑥 =
 𝑢𝑇𝑓𝑑𝐴𝑐𝐴𝑐

 𝑢𝑑𝐴𝑐𝐴𝑐

                                             …  𝐼𝐼. 30  

 Coefficient de convection 

   Maintenant, d’après le bilan thermique, on déduit l’expression de 

coefficient de convection  h en chaque station x comme suit : 

−𝑘𝑓𝒮
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝜂
= 𝑘𝑠𝒮

𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑕𝑓𝒮 𝑇𝑝 − 𝑇𝑏                            …  𝐼𝐼. 31  

Alors : 

𝑕𝑓 𝑥 =
𝑘𝑠

𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
 𝑥 

𝑇𝑝 𝑥 − 𝑇𝑏 𝑥 
= −

𝑘𝑓

𝜕𝑇𝑓
𝜕𝜂

 𝑥 

𝑇𝑝 𝑥 − 𝑇𝑏 𝑥 
                  …  𝐼𝐼. 32  

Propriétés  

o Nous caractérisons la température du fluide en utilisant la 

température moyenne du fluide à une section donnée. 

o L'addition de chaleur au fluide conduit à une augmentation de la 

température moyenne. 

o Pour l'existence d'un transfert de chaleur par convection, la 

température moyenne du fluide doit varier de manière monotone. 

 La température moyenne est  la température à la frontière de la 

couche limite thermique (𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑦 = 𝛿𝑡), Donc, par convention, l'épaisseur de 

la couche limite 𝛿𝑡  dans une station 𝑥 = 𝑥  correspond à la frontière où : 

𝑇𝑓 𝑥 = 𝑥 , 𝑦 = 𝑇𝑏                                                …  𝐼𝐼. 33  
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II.7 GRILLES DE CALCUL 

La localisation des variables du problème qui doit être calculé est 

définie par le maillage (ou grille) qui correspond à une représentation 

discrète du domaine physique à représenter. Le domaine de calcul se 

trouve alors divisé en un nombre fini d’éléments et de volumes de contrôle. 

II.7.1. Concepts et définitions  

II.7.1.1 Contour fermé simple  

Un contour 𝒞 est dit simple s’il ne se recoupe pas lui-même ; et 

lorsque le vecteur 𝐴𝐵       est un vecteur nul (où A est le "point de départ" de 𝒞; 

et B "point d’arrivée"), on dit que 𝒞 est un contour fermé simple. Ce type de 

contour est noté dans la suite toujours par ‘Γ’. 

Le contour Γ va diviser l’espace en deux régions, une seule de ces 

deux peut être limitée par Γ . 

II.7.1.2 Zone  

On va définir une ‘zone’ notée ‘𝛧’ toute région limitée par un 

contour Γ. Pour un Γ fixé ; 𝛧 est unique. 

II.7.1.3 Elément géométrique  

Généralement, on définit un élément géométrique (noté par ‘𝐸’) une 

zone ‘𝛧’ limitée par un contour Γ d’une forme d’un polygone  

Particulièrement, nous appelons ici élément géométrique une 

surface ou un volume en 3D créé à partir de points et qui sert uniquement 

dans la construction du maillage et permet de discrétiser spatialement le 

milieu.  

II.7.1.4 Volume de contrôle 

Le volume de contrôle correspond quant à lui à une surface ou un 

volume dans lequel les équations de bilan sont calculées. 
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II.7.1.5 Nœuds 

Les "Nœuds" sont des points où les variables du problème physique 

sont localisées, ils peuvent être les sommets, ou bien les centres des 

éléments (ça dépend le schéma numérique utilisé). 

II.7.2. Généralités -Types des grilles-  

II.7.2.1. Grilles structurées 

Dans cette catégorie les possibilités sont nombreuses (Figure II.04). 

En général la mise en œuvre de la méthode des volumes finis, et différence 

finis sont plus aisées dans cette catégorie, elle conduit le plus souvent à des 

schémas numériques plus simples et notamment à des structures ’’bande’’ 

des systèmes matriciels à résoudre lorsque l’on utilise un schéma implicite 

par exemple. La structure des données associée s’en retrouve simplifiée par 

rapport à un maillage non structuré de type éléments finis et la méthode 

est plus efficace en terme de temps de calcul. Par contre les domaines 

complexes sont difficiles à représenter. 

 

 

 

 

 

II.7.2.1.a. Grilles structurées cartésiennes  

Dans cette catégorie on trouve les grilles purement cartésiennes, 

c'est-à-dire dont les cotés des éléments sont parallèles aux axes d’un repère 

cartésien et qui peuvent donc être créés très facilement. Elle peut être 

régulière, (Figure II.05.a) c'est-à- dire que deux points voisins sont 

toujours à la même distance, ou irrégulière (Figure II.05.b) si ce n’est pas 

le cas. 

Figure II.04. Grilles structurées 
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II.7.2.1.b Grilles structurées curvilignes   

Cette approche permet de mieux représenter les conditions aux 

limites pour des géométries plus complexes. Elle nécessite par contre une 

transformation du domaine physique (Figure II.06.a) au domaine de 

calcul (Figure II.06.b). La transformation entre l’espace physique (x, y) et 

le domaine de calcul  𝜁, 𝜉  est très important et par exemple les dérivées 

d’une fonction 𝒻 sont reliés par les relations suivantes : 

𝜕𝒻

𝜕𝑥
=

𝜕𝒻

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑥
+

𝜕𝒻

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
≡ 𝜁𝑥

𝜕𝒻

𝜕𝜁
+ 𝜉𝑥

𝜕𝒻

𝜕𝜉
 

𝜕𝒻

𝜕𝑦
=

𝜕𝒻

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑦
+

𝜕𝒻

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑦
≡ 𝜁𝑦

𝜕𝒻

𝜕𝜁
+ 𝜉𝑦

𝜕𝒻

𝜕𝜉
 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜉1  

𝜁1  

𝜉2  

𝜉3  

𝜉4  

𝜁2  𝜁3  
𝜁4  

𝑥1  

𝑦1  

𝑥2  𝑥3  𝑥4  

𝑦4  

𝑦3  

𝑦2  

𝑒 𝜉  

 

𝑒 𝜁  

𝑒 𝑥  

 

𝑒 𝑦  

 

Figure II.05.a : Grille structurées 

cartésienne régulière 

Figure II.05.a : Grille structurée 

cartésienne irrégulière 

Figure II.06.a : Domaine 

physique 

Figure II.06.b : Domaine 

de calcul 
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Les équations à résoudre sont alors plus complexes ce qui alourdie 

les calculs et nécessite des précautions si l’on désire conserver le caractère 

conservatif des schémas numériques utilisés et garder une bonne précision. 

En général cette méthode est peu utilisée avec les volumes finis mais sert 

pour construire le maillage, les équations étant directement résolues sur le 

domaine physique. 

II.7.2.2. Grilles non-structurées 

Cette catégorie de maillage (Figure II.07) offre la plus grande 

flexibilité dans la construction de géométries complexes. En effet il est 

toujours possible de créer des maillages (ou grilles) de manière 

automatiques avec des triangles en 2D (et des tétraèdres en 3D). 

Généralement, la mise en œuvre de la méthode des éléments finis, est la 

plus aisée dans cette catégorie. 

 

 

 

 

 

 

 

La construction de maillages non structurés est en général beaucoup 

plus simple et plus rapide à mettre en œuvre dans un contexte de calculs 

Industriels. Il est aussi plus facile de raffiner localement certaine partie du 

domaine. 

Un autre avantage des maillages non structurés est que les nœuds 

et la connectivité ne possèdent pas une structure globale comme les 

maillages structurés. Ainsi il est possible d’ajouter ou d’éliminer des nœuds 

et/ou des éléments en cours de calcul si besoin est. Dans le cas de 

Figure II.07 : Grilles non structurées 
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l’utilisation d’un maillage adaptatif, pour par exemple, représenter 

localement avec plus de précision un fort gradient de pression, cette 

spécificité est essentielle (Figure II.08).  

 

 

 

 

 

 

 

Par contre la structure des données associées est plus complexe  ce 

qui nécessite plus de mémoire et un traitement spécifique dans les 

solveurs. La structure des données nécessitant un adressage indirect les 

performances s’en voient diminuées par rapport à un maillage structuré. 

II.7.2.3. Grilles mixtes 

Comme son nom l’indique les maillages mixtes sont composés de 

maillages structurés dans certaines régions et de maillages non structurés 

lorsque la géométrie est plus complexe (Figure II.09).  

 

 

 

 

 

 

Figure II.08 : Maillage non structuré adapté 

Figure II.09 : Grille mixte 
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Les maillages sont, en général, connectés entre eux ’’nœud à nœud’’ 

mais peuvent aussi être à interfaces non conformes. Cette méthode permet 

d’améliorer les performances des calculs par rapport à un maillage non 

structuré. 

II.7.3.  Spécification : Maillage du domaine de calcul ‘solide’  

Vu la complexité de la géométrie du  domaine de calcul ‘solide’, le 

maillage que nous avons travaillé avec dans ce domaine est de type non 

structuré (défini en § II.7.1.2), et parmi les types de cette catégorie de 

maillage, nous avons sélectionné la triangulation de Delaunay.   

II.7.3.1. Triangulation de Delaunay [11] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.7.3.1.a. Définition  

Soit 𝑃 =  𝑀𝑖 𝑖=1;2;…;𝑛  un ensemble de 𝑁 points du plan euclidien. 

La triangulation de Delaunay de   𝑃  est une triangulation 𝐷𝑇𝑟𝑖  𝑃   telle 

qu'aucun point de P n'est à l'intérieur du cercle circonscrit d’un des 

triangles de 𝐷𝑇𝑟𝑖  𝑃   (Figure II.11). 

Figure II.10 : Présentation du 

maillage de Delaunay en 3D 

Figure II.11 : Triangles 

de Delaunay dans le plan 

et leurs cercles circonscrits 
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II.7.3.1.b. Notations  

° Chaque élément géométrique 𝐸 est indicé ou bien numéroté par un indice 

𝑖 ∈ ℕ∗ , noté : 𝐸𝑖 . 

° On note 𝑁𝑒  : le nombre total des éléments géométriques (ensembles des 

points) ‘ 𝐸𝑖 
𝑖=1;2;…𝑁𝑒

’ contenus dans Ω. 

° On note 𝑁𝑛  : le nombre de nœuds de chaque élément 𝐸. Parce que le 

solide est maillé par la triangulation de Delaunay (tous les éléments 

 𝐸𝑖 
𝑖=1;2;…𝑁𝑒

 vont être des éléments triangulaires) ; donc, au niveau de 

chaque élément 𝐸, 𝑁𝑛 = 3. 

II.7.3.1.c. Propriétés  

° Mathématiquement, l’élément géométrique 𝐸  peut être définir comme 

l’ensemble des points 𝑀 qui appartient à 𝛧 ; et parce que  Ω
c
 (tout l’espace 

à l'exception de Ω) n’est pas défini, il faut donc de supposer que : 𝐸 ⊆ Ω. 

Cela montre que 𝐸 est un sous-ensemble de Ω, et il peut être considérer 

comme un domaine de calcul élémentaire noté par : Ω
e
 

° ∀ 𝑛, 𝑚 ∈ 𝐼2 ; 𝐼 =  1 ;  𝑁𝑒 ∩ ℕ ;  𝐸𝑛 ;  𝐸𝑚   ⊂ Ω ;  𝑒𝑡  𝐸𝑛 ∩ 𝐸𝑚 = ∅ ; où ∅ est 

l’ensemble vide. 

II.7.3.2. Diagramme de Voronoi [12] [13] 

Soit 𝑃 =  𝑀𝑖 𝑖=1;2;…;𝑁 un ensemble de N points du plan euclidien distincts 

deux à deux. Ces points sont appelés germes. Il s’agit de décomposer 

l’espace en régions autour de chaque point 𝑀 de 𝑃, telles que tous les 

points dans la région contenant 𝑀 soient plus près de 𝑀 que de n’importe 

quel autre point de 𝑃. Il s’agit donc de s’intéresser aux médiatrices de 

points voisins de S. (Figure II.12 : Chaque zone de couleur correspond à 

l'ensemble des points plus proches du point noir contenu dans cette zone que 

tous les autres points noirs.). 
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Diagramme de Voronoi centré [13] [14] 

Un diagramme de Voronoi est une CVT (Centroidal Voronoi 

Tessellation) si chaque germe est centre de masse de sa cellule de Voronoi.  

II.7.3.3. Relation Delaunay-Voronoi [12]  

Les sommets du diagramme de Voronoi sont les centres des cercles 

circonscrits des triangles de la triangulation de Delaunay (Figure II.13). 

Les arêtes du diagramme de Voronoi sont sur les médiatrices  des arêtes de 

la triangulation de Delaunay ; et Chaque germe du diagramme de Voronoi 

constitue un sommet dans la triangulation de Delaunay. Ces sommets sont 

reliés entre eux par une arête si et seulement si les cellules sont 

adjacentes. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.12 : Présentation 

des diagrammes de Voronoï  

Figure II.13: Relation entre triangulation 

de Delaunay et le diagramme de Voronoï 
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II.7.3.4. Avantage et intérêt de la triangulation de Delaunay  

A° Une telle triangulation est unique, sous réserve qu’on n’ait jamais 

trois sites alignés, ni quatre sites sur le même cercle. 

B° La triangulation de Delaunay est parmi toutes les triangulations 

de  𝑃   celle qui maximise l'angle minimum de tous les triangles, évitant 

ainsi les triangles « allongés », ou bien des triangles moins aplatis, et c’est 

là son principal intérêt en pratique.  

Son autre intérêt est d’être lié au diagramme de Voronoi. 

II.7.3.5. Algorithme de Lloyd [15] [16] 

Le but de cet algorithme est de trouver un diagramme de Voronoï centré 

CVT. C'est un schéma qui a beaucoup d'applications dans les sciences 

calculatoires et l'ingénierie, dont l'infographie.  

Les CVT génèrent une distribution régulièrement espacées de sites 

dans le domaine par rapport à une fonction de densité donnée et est donc 

très utile dans de nombreux domaines, tels que la quantification optimale, 

le clustering, la compression de données, la génération de maillage 

optimal, la biologie cellulaire, la quadrature optimale, le contrôle de 

couverture et l'optimisation géographique. 

II.7.3.5.a. Spécification  

Entrée : 𝑁 points, domaine Ω : ‘Création initial de l’ensemble 𝑃 des 

points𝑀𝑖 ’. 

La  création initiale des points peut être : 

a. Une création aléatoire. 

b. Une création ordonnée ; généralement, on utilise une fonction de 

distribution pour générer (initialement) les nœuds.   

Sortie : un pavage de Ω ayant les propriétés centrées de Voronoï. 
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Algorithme : 

1. Le diagramme de Voronoï des 𝑁 points est calculé 

2. On calcule pour chaque cellule le centre des coordonnées 𝒪(𝑥𝒪, 𝑦𝒪) : 

𝑥𝒪 =
 𝑥𝑖

𝑁𝑣
𝑖=1

𝑁𝑣
;  𝑦𝒪 =

 𝑦𝑖
𝑁𝑣
𝑖=1

𝑁𝑣
                                           𝐼𝐼. 62  

Où  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖  ; 𝑁𝑣: sont respectivement, les coordonnées, et le nombre  

des sommets dans la cellule. 

3. Chaque site est affecté au centre de masse de sa cellule de Voronoï 

4. Filtrage 

5. Si le critère d’arrêt (Erreur<𝑒𝑟 ) n'est pas satisfait, boucler en 1. 

Le critère d’arrêt le plus souvent utilisé est : la distance entre les centres de 

masse et les anciens sites (Erreur absolue), où 𝑒𝑟  est l’erreur de convergence 

II.7.3.5.b. Cas particulier 

Dans des conditions spéciales (géométrie du domaine, la distribution 

initiale des points ‘nœuds’) ; Certains des centres des coordonnées des 

cellules  calculées sont localisées en dehors du domaine Ω (Figure II.14). 

Donc, ces centres doivent être retirer ; et voici le rôle de la quatrième étape 

(Filtrage) dans l’algorithme.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le contour 𝜕Ω 

de domaine Ω 

Le centre d’une cellule 

localisée en dehors du 

domaine Ω 

Figure II.14 : Un centre d’une cellule localisée en dehors de Ω 

 

Germe (nœud) 
Centre de cellule 
Arête   de cellule 
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II.7.3.5.c. Inconvénients et autre méthodes  

Une CVT peut-être définie comme les points critiques d'une 

certaine fonction énergie F. Plusieurs problèmes en découlent, comme la 

non-linéarité et la non-convexité de cette fonction. Une conjecture a été 

formulée par Gersho, qui affirme que dans une CVT globalement optimale, 

la forme des cellules de Voronoï qui sont loin du bord converge vers un 

hexagone régulier si le nombre de sites tend vers l’infini. Elle a été prouvée 

en 2D mais reste à démontrer pour des dimensions supérieures. 

La popularité de Lloyd est due à la « simplicité » et la robustesse 

de cet algorithme (l'énergie de la CVT décroît de manière monotone). 

Cependant, elle n'est pas efficace de manière optimale (Ce n'est qu'une 

convergence linéaire et assez lente pour des applications pratiques avec un 

grand nombre de sites). 

L’approche variationnelle pour le calcul de la CVT se révèle être 

plus complexe mais plus efficace que l’algorithme de Lloyd. C’est donc un 

champ d’étude à explorer, qui peut servir dans de nombreux domaines. 

II.7.4  Spécification : Maillage du domaine de calcul  ‘Fluide’  

Dans notre étude, car la géométrie du domaine de calcul ‘Fluide’  est 

d’une forme  d’un rectangle simple, on a travaillé avec le maillage 

structuré (défini en § II.7.2.1). 

Parce que le solide est maillé par un maillage non-structuré, et le 

fluide par un maillage structuré, l’assemblage des deux domaines est un 

maillage mix (défini en § II.7.2.3). Pour que le traitement des conditions 

aux limites dans la  technique de couplage solide-fluide va être moins 

compliqué, les nœuds du solide doivent être coïncidés avec ceux du fluide 

au niveau  de la section de contact, donc l’assemblage des deux milieux va 

produire un maillage mix à interfaces conformes. 
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II.1. INTRODUCTION 

La discrétisation des équations présentées dans le chapitre 

précédent traduisant le phénomène de la diffusion thermique, convection 

(transport d’énergie) est l'opération de transformer ces équations 

différentielles en un système d'équations algébriques.  

Plusieurs méthodes de discrétisation des équations différentielles 

aux dérivées partielles sont utilisées actuellement telles que: la méthode 

des volumes finis, des différences finies et des éléments finis, ...etc.  

Parmi ces méthodes, nous avons choisi la méthode des éléments 

finis pour le domaine de calcul ‘solide’ car que cette méthode a une 

approche très ”mathématique”, ainsi, elle s’adapte à une géométrie 

quelconque.  

Cependant, en raison de la difficulté de résoudre les termes non-

linéaires (terme de transport ‘convection’) nous sommes obligés de choisir 

la méthode des volumes finis pour le domaine ‘fluide’ car -à travers 

laquelle- nous pouvons utiliser plusieurs schémas pour résoudre 

numériquement les équations qui contiennent des termes hyperboliques-

Conservative non-linéaires (par sa formulation).  

En outre,  grâce à l’approche très ‘physique’ (bilan des flux), la 

méthode des volumes finis est la base de tout les codes généralistes en 

Mécanique des Fluides : Fluent et CFX (ANSYS), StarCCM+ et ProStar 

(CD-Adapco), Fire (AVL), OpenFoam (Libre) ... 
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III.2. DOMAINE ‘SOLIDE’-METHODE DES ELEMENTS FINIS [17] [18] 

On retrouve les premières applications véritables de la méthode des 

éléments finis en 1956 en mécanique des structures. Un groupe de 

chercheurs (Turner, Clough, Martin et Topp) de Boeing utilisent cette 

méthode pour calculer la voilure d’un avion. Maintenant, la méthode des 

éléments finis est reconnue comme l’une des principales méthodes de 

résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dans des 

géométries quelconques, que ce soit en dimension un, deux ou trois. On 

trouve même des méthodes d’éléments finis en dimension 4, soit en 

espace-temps... 

Les applications sont toutes aussi nombreuses et variées. Les 

ingénieurs de diverses disciplines utilisent les éléments finis, que ce soit 

en mécanique des fluides ou des solides,  problèmes thermiques, 

électromagnétiques, chimiques, mais aussi pour l'astrophysique … etc. 

La méthode des éléments finis fait partie des outils de 

mathématique appliquée. Il s'agit de mettre en place, à l'aide des principes 

hérités de la formulation variationnelle ou formulation faible, un 

algorithme discret mathématique permettant de rechercher une solution 

approchée d’une équation aux dérivées partielles (ou EDP) sur un domaine 

compact avec conditions aux bords et/ou dans l'intérieur du compact. On 

parle couramment de conditions de type Dirichlet (valeurs aux bords) ou 

Neumann (gradients aux bords) ou de Robin (relation gradient/valeurs sur 

le bord).  

Il s'agit donc avant tout de la résolution approchée d'un problème, 

où, grâce à la formulation variationnelle, les solutions du problème 

vérifient des conditions d'existence plus faibles que celles des solutions du 

problème de départ et où une discrétisation permet de trouver une 

solution approchée. 
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III.2.1. Formulation forte et faible d’un problème mathématique  

Pour un opérateur différentiel ℒ  ; et une fonction 𝒻 définie sur un 

ensemble des points 𝑀 ouvert Ω (domaine de calcul) ‘la formulation 

forte’ d’un problème mathématique est tout simplement, « de trouver une 

fonction 𝑇 continue sur Ω  vérifiant à chaque point de Ω :   

ℛ 𝑇 = ℒ 𝑇 + 𝒻 = 0                                               … (𝐼𝐼𝐼. 01) 

Où ℛ est opérateur résiduel 

Une solution 𝑇 est naturellement une solution du problème suivant : 

« Pour toute fonction 𝜑𝑖  définie sur 𝛺 ; trouver une fonction 𝑇 continue sur Ω  

vérifiant à chaque point de 𝛺  et l’égalité intégrale :  

 ℛ 𝑇 𝜑𝑖  𝑑Ω

Ω

= 0                                               …  𝐼𝐼𝐼. 02   

Ce que nous appelons : ‘la formulation faible’. 

En comparaison avec la formulation forte, la formulation faible est 

une autre manière d'énoncer un problème physique régi par des équations 

différentielles ou aux dérivées partielles. 

Selon la nature du problème, des transformations équivalentes de 

cette dernière égalité (par exemple une intégration par partie) permettent 

de faire apparaître une forme symétrique ayant la nature d’un produit 

scalaire. Alors la fonction 𝑇 et les éléments 𝜑𝑖  (fonctions scalaires) 

appartiennent à un même espace fonctionnel "ℰ𝑓".  

Quand on utilise l’équation intégrale de la formulation faible dans la 

méthode des éléments finis ; la fonction 𝑇 et les éléments de 𝜑𝑖  deviennent 

respectivement : la fonction d’essai « fonction d’interpolation » ; et les 

fonctions de test. 

" Par  identité avec l’équation du transfert thermique  𝐼𝐼. 23  appliquée dans 

le solide, nous trouvons que l’opérateur différentiel ℒ est le Laplacien, 𝑇 

représente la température du solide 𝑇𝑠 , et 𝒻 est nulle sur tout le domaine de 

calcul. " 
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En général, les fonctions de test sont définies à partir de la fonction 

d’interpolation selon à la méthode résiduelle qu’on a utilisée.  

Dans cette étude, la méthode résiduelle qu’on a choisie est la méthode 

de Galerkin ; les fonctions sont définies à partir : §3.1.4.   

III.2.2. Fonction d’essai  

La fonction d’essai, ou bien la fonction d’interpolation  est une 

fonction qui approxime la solution à une surface simple dans chaque 

élément 𝐸; cette fonction est définie par la relation suivante : 

       𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =  𝑐1+𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑦 =   1 𝑥 𝑦    

𝑐1

𝑐2

𝑐3 

                       …  𝐼𝐼𝐼. 03   

Cette dernière relation est l’équation d’un plan dans l’espace (𝑥𝑦𝑇) ; 

c'est-à-dire, on va approximer la solution exacte avec un plan dans chaque 

élément ; le plan qui approxime la solution sur l’élément exposé en      

(Fig. III.1) passe par les trois points :    𝑥1, 𝑦1, 𝑇𝑠1
 ;  𝑥2 , 𝑦2, 𝑇𝑠2

 ;  𝑥3, 𝑦3 , 𝑇𝑠3
 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇𝑠1
, 𝑇𝑠2

, 𝑇𝑠3
 sont respectivement les températures au niveau des nœuds  le 

𝑀1 𝑥1, 𝑦1  ; 𝑀2 𝑥2, 𝑦2  ; 𝑀3 𝑥3, 𝑦3  ; dans le plan xy (Fig. III.1); alors : 

𝑇𝑠 𝑥1, 𝑦1 ≡ 𝑇𝑠1
=  𝑐1+𝑐2𝑥1 + 𝑐3𝑦1                                     … (𝐼𝐼𝐼. 04. 𝑎) 

𝑇𝑠 𝑥2, 𝑦2 ≡ 𝑇𝑠2
=  𝑐1+𝑐2𝑥2 + 𝑐3𝑦2                                     … (𝐼𝐼𝐼. 04. 𝑏) 

Ωe  

∂Ωe  

𝑇 

𝑦 

 

 𝑥1 , 𝑦1  

𝑇𝑠1
 

 𝑥2 , 𝑦2  

 𝑥3 , 𝑦3  

𝑇𝑠3
 

𝑇𝑠2
 

𝑥 

Figure III.1. L’élément triangulaire 

𝐸 dans le plan xyT  

 

𝑀3 
𝑀1 

𝑀2 



Chapitre III : Résolution numérique  

 

50  
 

𝑇𝑠 𝑥3, 𝑦3 ≡ 𝑇𝑠3
=  𝑐1+𝑐2𝑥3 + 𝑐3𝑦3                                     … (𝐼𝐼𝐼. 04. 𝑐) 

Ou bien, en forme matricielle : 

 

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

 =  

1 𝑥1 𝑦1

1 𝑥2 𝑦2

1 𝑥3 𝑦3

  

𝑐1

𝑐2

𝑐3 
                                                  … (𝐼𝐼𝐼. 05) 

Où 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 sont des constantes à déterminer en fonction de 𝑇𝑠1
, 𝑇𝑠2

, 𝑇𝑠3
 

par inverser le système matriciel  ci-dessus ; donc : 

                  

𝑐1

𝑐2

𝑐3 
 =   

1 𝑥1 𝑦1

1 𝑥2 𝑦2

1 𝑥3 𝑦3

 

−1

 

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

 

=  
1

2𝐴
 

𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1

𝑦2 − 𝑦3 𝑦3 − 𝑦1 𝑦1 − 𝑦2

𝑥3 − 𝑥2 𝑥1 − 𝑥3 𝑥2 − 𝑥1

  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

     … (𝐼𝐼𝐼. 06) 

Sachant que :  

𝐴 =  
1

2
𝑑𝑒𝑡  

1 𝑥1 𝑦1

1 𝑥2 𝑦2

1 𝑥3 𝑦3

                                        …  𝐼𝐼𝐼. 07  

‘𝐴’ représente la surface de l’élément triangulaire/volume de contrôle ; 

cependant, ‘𝐴’ est positive si la numérotation des nœuds de l’élément est 

dans le sens horaire ; et vice versa. 

Substituons le vecteur des constants   

𝑐1

𝑐2

𝑐3 

   donné par l’équation (𝐼𝐼𝐼. 06) 

dans celle donnant la fonction d’essai on obtient : 

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =  1 𝑥 𝑦    

𝑐1

𝑐2

𝑐3 
                                

              =
1

2𝐴
 1 𝑥 𝑦   

𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1

𝑦2 − 𝑦3 𝑦3 − 𝑦1 𝑦1 − 𝑦2

𝑥3 − 𝑥2 𝑥1 − 𝑥3 𝑥2 − 𝑥1

  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

     

             =  
1

2𝐴
 1 𝑥 𝑦  

 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 𝑇𝑠1
+  𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 𝑇𝑠2

+  𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 𝑇𝑠3

 𝑦2 − 𝑦3 𝑇𝑠1
+  𝑦3 − 𝑦1 𝑇𝑠2

+  𝑦1 − 𝑦2 𝑇𝑠3

 𝑥3 − 𝑥2 𝑇𝑠1
+   𝑥1 − 𝑥3 𝑇𝑠2

+  𝑥2 − 𝑥1 𝑇𝑠3
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              =    
1

2𝐴
      𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 + 𝑥 𝑦2 − 𝑦3 + 𝑦 𝑥3 − 𝑥2  𝑇𝑠1

+   𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 + 𝑥 𝑦3 − 𝑦1 + 𝑦  𝑥1 − 𝑥3  𝑇𝑠2

+   𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥 𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦 𝑥2 − 𝑥1   𝑇𝑠3
               …  𝐼𝐼𝐼. 08  

III.2.3.  Fonction de forme  

On définit maintenant les fonctions de forme  𝐻𝑖 𝑖=1;2;3 de la façon suivante: 

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =  𝐻1 𝑥, 𝑦 𝑇𝑠1
+  𝐻2 𝑥, 𝑦 𝑇𝑠2

+  𝐻3 𝑥, 𝑦 𝑇𝑠3
                  …  𝐼𝐼𝐼. 09  

Ou bien, en forme matricielle : 

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =   𝐻1 𝐻2 𝐻3  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

                                 …  𝐼𝐼𝐼. 10  

Le vecteur ligne  𝐻1 𝐻2 𝐻3  est une fonction vectorielle notée :  𝐻   

On note  𝑇𝑒 𝑠 ≡  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

   ; où  𝑇𝑒 𝑠 est "le vecteur colonne élémentaire des 

valeurs de température du solide nodales correspondant à l’élément 

𝐸 exposé, (Fig. III.1)". Avec ces notations, on écrit :   

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =   𝐻  𝑇𝑒 𝑠                                               … (𝐼𝐼𝐼. 11) 

Par l’identification de l’équation ci-dessus avec celle  𝐼𝐼𝐼. 8  ; on déduit les 

expressions des fonctions de formes, en effet :   

          𝐻1(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
  𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 + 𝑥 𝑦2 − 𝑦3 + 𝑦 𝑥3 − 𝑥2   

         𝐻2(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
  𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 + 𝑥 𝑦3 − 𝑦1 + 𝑦  𝑥1 − 𝑥3                 … (𝐼𝐼𝐼. 12) 

          𝐻3(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
  𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥 𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦 𝑥2 − 𝑥1    

III.2.4. Fonction de test selon Galerkin  

Selon Galerkin ; les fonctions de test sont données par la relation 

suivante : 

𝜑𝑖 =  
𝜕𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑇𝑖
                                                     …  𝐼𝐼𝐼. 13  
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C’est-à-dire que le nombre des fonctions de test est égale à 𝑁𝑛 = 3. On 

définit le vecteur colonne  𝜑  des fonctions de test comme : 

 𝜑 =

 
 
 

 
 
𝜕
𝜕𝑇𝑠1
 

𝜕
𝜕𝑇𝑠2
 

𝜕
𝜕𝑇𝑠3
  

 
 

 
 

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦                                 …  𝐼𝐼𝐼. 14  

D’après l’équation  𝐼𝐼𝐼. 09  : 

𝜕𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑇𝑠1

 = 𝐻1 𝑥, 𝑦                                      …  𝐼𝐼𝐼. 15. 𝑎  

𝜕𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑇𝑠2

 = 𝐻2 𝑥, 𝑦                                      …  𝐼𝐼𝐼. 15. 𝑏  

𝜕𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑇𝑠3

 = 𝐻3 𝑥, 𝑦                                      …  𝐼𝐼𝐼. 15. 𝑐  

Finalement, la fonction vectorielle  𝜑  est juste le transposé du vecteur  𝐻  : 

 𝜑 =  𝐻 𝑇                                                 …  𝐼𝐼𝐼. 16  

Cette Seule définition de  𝜑  (𝐼𝐼𝐼. 16), est suffisante pour définir la méthode 

de Galerkin.       

III.2.5. Méthode des pondérés résiduels selon Galerkin    

Maintenant, appliquons la relation  𝐼𝐼𝐼. 2  de la formulation faible à notre 

problème donné par le paragraphe : (§3.1.1)   

𝐼 =  𝜑∇2 𝑇𝑠(𝑥, 𝑦)  𝑑Ω

Ω

=  𝜑 
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑦2

  𝑑Ω =

Ω

0       …  𝐼𝐼𝐼. 17  

 Ω Et le domaine de calcul global (tout le solide). 

D’après le théorème de Green [19], l’intégrale exprimé ci-dessus ; 𝐼 devient : 

  𝜑  
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑦2

 𝑑Ω

Ω

= −  
𝜕 𝜑 

𝜕𝑥

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕 𝜑 

𝜕𝑦

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑦

 

Ω

𝑑Ω +   𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ω

𝜕Ω

… 𝐼𝐼𝐼. 18  
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Maintenant on va intégrer sur chaque élément 𝐸 pour avoir un système 

matriciel élémentaire pour chaque ; 

  𝜑  
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇𝑠
𝜕𝑦2

 𝑑Ω
e

=  −   
𝜕 𝜑 

𝜕𝑥

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕 𝜑 

𝜕𝑦

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑦

 

Ω
e

𝑑Ω
e

Ω
e

 

      +   𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ω
e

𝜕Ω
e

                      …  𝐼𝐼𝐼. 19  

III.2.6. Matrice élémentaire de rigidité  

Le premier terme de l’intégrale  𝐼𝐼𝐼. 19  à droite est une matrice 

élémentaire de 3 lignes sur 3 colonnes calculée en chaque élément 𝐸 on 

l’appelle matrice de rigidité élémentaire   𝐾𝑒 . 

𝐼𝑒 =   
𝜕 𝜑 

𝜕𝑥

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕 𝜑 

𝜕𝑦

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑦

 

Ω
e

𝑑Ω
e

                        …  𝐼𝐼𝐼. 20  

Pour avoir les éléments de  𝐾𝑒 , il faut remplacer la fonction scalaire 𝑇𝑠 et 

le vecteur  𝜑 , par ces expressions qui sont déterminées respectivement 

dans  𝐼𝐼𝐼. 11 , et  𝐼𝐼𝐼. 16  dans l’équation  𝐼𝐼𝐼. 20 , donc : 

        𝐼𝑒 =   
𝜕

𝜕𝑥
 𝐻 𝑇

𝜕

𝜕𝑥
  𝐻  𝑇𝑒 𝑠 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝐻 𝑇

𝜕

𝜕𝑦
  𝐻  𝑇𝑒 𝑠  

Ω
e

𝑑Ω
e
 

        =   
𝜕

𝜕𝑥
 
𝐻1

𝐻2

𝐻3

 
𝜕

𝜕𝑥
  𝐻1 𝐻2 𝐻3  +

𝜕

𝜕𝑦
 
𝐻1

𝐻2

𝐻3

 
𝜕

𝜕𝑦
  𝐻1 𝐻2 𝐻3   

Ω
e

𝑑Ω
e
 

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

  

=     

𝜕𝑥𝐻1

𝜕𝑥𝐻2

𝜕𝑥𝐻3

  𝜕𝑥𝐻1 𝜕𝑥𝐻2 𝜕𝑥𝐻3 

Ω
e

+  

𝜕𝑦𝐻1

𝜕𝑦𝐻2

𝜕𝑦𝐻3

  𝜕𝑦𝐻1 𝜕𝑦𝐻2 𝜕𝑦𝐻3  𝑑Ω
e
 

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

                                             …  𝐼𝐼𝐼. 21  

Avec :  

𝜕𝑥 ≡
𝜕

𝜕𝑥
   ;   𝜕𝑦 ≡

𝜕

𝜕𝑦
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Finalement : 

𝐼𝑒 =  

 
 
 
 
  𝜕𝑥𝐻1 

2 +  𝜕𝑦𝐻1 
2

𝜕𝑥𝐻1𝜕𝑥𝐻2 + 𝜕𝑦𝐻1𝜕𝑦𝐻2 𝜕𝑥𝐻1𝜕𝑥𝐻3 + 𝜕𝑦𝐻1𝜕𝑦𝐻3

𝜕𝑥𝐻2𝜕𝑥𝐻1 + 𝜕𝑦𝐻2𝜕𝑦𝐻1  𝜕𝑥𝐻2 
2 +  𝜕𝑦𝐻2 

2
𝜕𝑥𝐻2𝜕𝑥𝐻3 + 𝜕𝑦𝐻2𝜕𝑦𝐻3

𝜕𝑥𝐻3𝜕𝑥𝐻1 + 𝜕𝑦𝐻3𝜕𝑦𝐻1 𝜕𝑥𝐻3𝜕𝑥𝐻2 + 𝜕𝑦𝐻3𝜕𝑦𝐻2  𝜕𝑥𝐻3 
2 +  𝜕𝑦𝐻3 

2
 
 
 
 
 

Ω
e

𝑑Ω
e
 

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

  

On est arrivé à une étape où on peut définir la matrice  𝐾𝑒  d’une façon 

automatique comme suite : 

𝐼𝑒 =   𝐾𝑒  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

𝑇𝑠3

                                                       …  𝐼𝐼𝐼. 22  

 𝐾𝑒 =  

 
 
 
 
  𝜕𝑥𝐻1 

2 +  𝜕𝑦𝐻1 
2

𝜕𝑥𝐻1𝜕𝑥𝐻2 + 𝜕𝑦𝐻1𝜕𝑦𝐻2 𝜕𝑥𝐻1𝜕𝑥𝐻3 + 𝜕𝑦𝐻1𝜕𝑦𝐻3

𝜕𝑥𝐻2𝜕𝑥𝐻1 + 𝜕𝑦𝐻2𝜕𝑦𝐻1  𝜕𝑥𝐻2 
2 +  𝜕𝑦𝐻2 

2
𝜕𝑥𝐻2𝜕𝑥𝐻3 + 𝜕𝑦𝐻2𝜕𝑦𝐻3

𝜕𝑥𝐻3𝜕𝑥𝐻1 + 𝜕𝑦𝐻3𝜕𝑦𝐻1 𝜕𝑥𝐻3𝜕𝑥𝐻2 + 𝜕𝑦𝐻3𝜕𝑦𝐻2  𝜕𝑥𝐻3 
2 +  𝜕𝑦𝐻3 

2
 
 
 
 
 

Ωe

𝑑Ω
e
 

C’est clair que la matrice  𝐾𝑒  est symétrique : 

 𝐾𝑒 =  

𝑘11
𝑒 𝑘12

𝑒 𝑘13
𝑒

𝑘21
𝑒 𝑘22

𝑒 𝑘23
𝑒

𝑘31
𝑒 𝑘32

𝑒 𝑘33
𝑒
                                             …  𝐼𝐼𝐼. 23  

Après le calcul : 

𝑘11
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥3 − 𝑥2 

2 +  𝑦2 − 𝑦3 
2                                  …  𝐼𝐼𝐼. 24.1  

𝑘22
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥1 − 𝑥3 

2 +  𝑦3 − 𝑦1 
2                                  …  𝐼𝐼𝐼. 24.2  

𝑘33
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥2 − 𝑥1 

2 +  𝑦1 − 𝑦2 
2                                  …  𝐼𝐼𝐼. 24.3  

𝑘12
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥3 − 𝑥2  𝑥1 − 𝑥3 +  𝑦2 − 𝑦3  𝑦3 − 𝑦1                      …  𝐼𝐼𝐼. 24.4  

𝑘13
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥3 − 𝑥2  𝑥2 − 𝑥1 +  𝑦2 − 𝑦3  𝑦1 − 𝑦2                      …  𝐼𝐼𝐼. 24.5  

𝑘23
𝑒 =

1

4𝐴
  𝑥1 − 𝑥3  𝑥2 − 𝑥1 +  𝑦3 − 𝑦1  𝑦1 − 𝑦2                      …  𝐼𝐼𝐼. 24.6  

 



Chapitre III : Résolution numérique  

 

55  
 

III.2.7. Traitement  des conditions aux limites  

Le terme qui correspond aux conditions aux limites est le deuxième 

terme à droite de l’égalité  𝐼𝐼𝐼. 19 , c’est parce que ce terme est calculé en 

intégrant sur le contour de contrôle du domaine de calcul ; mais quand on 

intègre sur un élément d’emplacement n ; ce terme est nul si l'élément ne 

se trouve pas aux limites, car  les éléments qui sont situés aux limites du 

domaine de calcul sont eux qui reçoivent les conditions aux limites. 

Alors pour un élément qui se situe à la limite du domaine ; le 

deuxième terme à droite de l’égalité  𝐼𝐼𝐼. 19  va se développer selon le type 

des conditions aux limites étudiées. 

III.2.7.1. Condition du 1er type « condition de Dirichlet »  

Cette condition consiste à imposer la valeur de la solution 𝑻𝒊𝒎𝒑sur la 

frontière 𝝏𝛀 : 

𝑻𝒔 𝒙, 𝒚 𝒇𝒓𝒐𝒏 =  𝑻𝒊𝒎𝒑   ;    𝒙𝒇𝒓𝒐𝒏, 𝒚𝒇𝒓𝒐𝒏 ∈ 𝝏𝛀                   …  𝑰𝑰𝑰. 𝟐𝟓  

Après l’assemblage ; cette condition est intégrée dans le système par la 

manière suivante : 

On suppose que le nœud défini par les coordonnées  𝒙𝒇𝒓𝒐𝒏, 𝒚𝒇𝒓𝒐𝒏  ; a 

l’indice global l ; toutes les colonnes de la ligne l de la matrice de rigidité 

globale vont se remplacer par des zéros ; sauf que la colonne l de cette 

ligne va prendre la valeur 1 ; et de la même façon,  la colonne de la ligne l 

du vecteur colonne globale  𝑪𝑳  va prendre la valeur 𝑻𝒊𝒎𝒑 . 

III.2.7.2 Condition du 2em type    « condition de Neuman »  

Cette condition impose la valeur de la dérivée normale de la 

solution    𝒌𝒔
𝝏𝑻𝒔

𝝏𝜼
= 𝒒. 

  𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑛

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

=  
𝑞 𝐴𝐵

𝑘𝑠
   𝜑  𝑑𝜕Ωe

𝐴𝐵

+ 
𝑞 𝐵𝐶

𝑘𝑠
   𝜑  𝑑𝜕Ωe

𝐵𝐶

                                  

+
𝑞 𝐶𝐴

𝑘𝑠
   𝜑  𝑑𝜕Ωe

𝐶𝐴

     …  𝐼𝐼𝐼. 26   
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Les flux 𝑞 𝐵𝐶  et 𝑞 𝐶𝐴 sont des flux internes qui vont compenser avec les flux 

des éléments adjacents. Alors :  

  𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

=  
𝑞 𝐴𝐵

𝑘𝑠
   𝜑 𝑑𝜕Ωe

𝐴𝐵

                             …  𝐼𝐼𝐼. 27  

On va considérer l’arête 𝐴𝐵 comme un élément à deux nœuds (nœud 𝐴, et 

nœud 𝐵 aux indices locaux 1 ; et 2 respectivement) ; donc, la solution va 

approximer comme une droite ; et la fonction d’essai sur [𝐴𝐵] devenue :  

𝑇𝑠 𝑥, 𝑦 =  𝑐1+𝑐2𝑠 =   1 𝑠    
𝑐1

𝑐2
                                   …  𝐼𝐼𝐼. 28  

s : est le variable sur l’axe de coordonnée local porté par le segment de 

droite [𝐴𝐵] (Figure III.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La fonction de forme [𝐻] ; et la fonction de test de l’élément 𝐴𝐵 sont 

respectivement : 

 𝐻 =  
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖

𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
        …  𝐼𝐼𝐼. 29             𝜑 =  𝐻 𝑇 =

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

     …  𝐼𝐼𝐼. 30  

 

Figure III.2. Une  condition du 2em type 

est appliquée sur en élément aux limites 

 
Elément 

aux 

limites 

𝑠𝑖    𝑇𝑠𝑖  

 

𝑠 

𝑘𝑠
𝜕𝑇𝑠

𝜕𝜂
= 𝑞 𝐴𝐵(𝐶𝑡𝑒) 

B 

C 

A 

𝒏    

𝝉   

𝑇𝑠𝑗  𝑠𝑗  

 

𝑛 
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Où si ; sj sont les coordonnées locales des points 𝐴 ; 𝐵 sur l’axe local s   

(Figure III.2). Après calcul, on trouve : 

  𝜑  𝑑𝜕Ωe

𝐴𝐵

=   

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 𝑑𝑠

𝑠𝑗

𝑠𝑖

=  
∆𝑠𝑖𝑗

2
 
1
1
   ;   𝑜ù   ∆𝑠𝑖𝑗 =  𝐴𝐵        …  𝐼𝐼𝐼. 31  

Finalement, on a : 

  𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

=
𝑞 ∆𝑠𝑖𝑗

2𝑘𝑠
 
1
1
                                        …  𝐼𝐼𝐼. 32  

III.2.7.3. Condition du 3eme type « condition de Fourier »  

Cette condition impose une relation entre la valeur et la dérivée normale 

de la solution: 

𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

= 𝑎𝑇𝑠 + 𝑏                                             …  𝐼𝐼𝐼. 33  

Alors  

  𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

=   𝜑   𝑎𝑇𝑠 + 𝑏  𝑑𝜕Ωe

𝐴𝐵

                  …  𝐼𝐼𝐼. 34  

On va interpréter le vecteur ligne des fonctions de forme [𝐻] ; et le vecteur 

colonne des fonctions de test de la même façon que nous l'avons faite  dans 

(§3.1.9. B), donc :  

  𝜑 
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

 =  

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 𝑎  
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖

𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
  
𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

 + 𝑏  𝑑𝑠

𝑠𝑗

𝑠𝑖

 

=  𝑎

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖

𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
  𝑑𝑠  

𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

 + 𝑏  

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 𝑑𝑠

𝑠𝑗

𝑠𝑖

𝑠𝑗

𝑠𝑖

… 𝐼𝐼𝐼. 35  
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On trouve après le calcul : 

 

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖

𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
  𝑑𝑠 = 

𝑠𝑗

𝑠𝑖

∆𝑠𝑖𝑗  
1

3 
1

6 

1
6 

1
3 
              …  𝐼𝐼𝐼. 36  

La deuxième partie de l’intégrale à gauche de l’équation  𝐼𝐼𝐼. 35   est 

calculée précédemment, sa valeur est donnée par  𝐼𝐼𝐼. 31 . 

 

 
 

 
𝑠𝑗 − 𝑠

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
𝑠  −  𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖 
 

 

 𝑑𝑠

𝑠𝑗

𝑠𝑖

=
∆𝑠𝑖𝑗

2
  

1
1
                               …  𝐼𝐼𝐼. 37  

Finalement : 

 𝜑
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝜂

𝑑𝜕Ωe

𝜕Ωe

=  𝐶𝑙𝑒  
𝑇𝑠1

𝑇𝑠2

 +  𝐹𝑒                            …  𝐼𝐼𝐼. 38  

Avec : 

 𝐶𝑙𝑒 = 𝑎∆𝑠𝑖𝑗  
1

3 
1

6 

1
6 

1
3 
      …  𝐼𝐼𝐼. 39. 𝑎  ;        𝐹𝑒 =   

𝑏∆𝑠𝑖𝑗

2
   

1
1
      …  𝐼𝐼𝐼. 39. 𝑏  

III.2.8. Connectivité  

Puisque le maillage utilisé dans cette phase est non structuré,  la 

localisation des nœuds et la connectivité avec leurs voisins doit être 

spécifiée, donc la structure des données nécessitant un traitement 

spécifique (un adressage).  

III.2.8.1. Indices nodaux locaux et globaux  

Du fait que chaque nœud est associé à une ou des valeurs 

physique(s) (température, vitesse, pression…) dédié qu'à lui, et pour 

maintenir cette connectivité, les nœuds doivent être indicés (numérotés et 

ordonnés) de 1 jusqu’à 𝑁 (nombre total des nœuds). Cela nous amène à 

définir chaque nœud par un indice local (au niveau de l’élément) et un       

indice global (au niveau de l’ensemble total des nœuds de maillage)   
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A. Les indices nodaux locaux sont la numérotation des trois nœuds de 

chaque élément triangulaire par 1, 2, 3 dans le sens horaire           

(Figure. III.3.a) ; la permutation dans l’ordre de lecture des nœuds d’un 

élément n’a aucune influence sur le déroulement ultérieur du calcul.  

B. L’indice nodal global en noir dans (Figure.III.3.b) est tout 

simplement l’emplacement de chaque nœud par rapport aux autres dans 

la grille. 

Pour un nœud fixé, l’indice global est unique ; par contre, la  

détermination de l’indice local de n’importe quel nœud nécessite de 

spécifier un élément de référence. 

Donc, on note 𝜿𝑖
𝑛  : l’indice global du nœud à l’indice local i par 

rapport à l’élément 𝐸𝑛  ; tandis que ‘𝜿’ indique l’indice global d’un nœud 

indéfini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3.a La permutation des 

indices locaux sur un seul élément En  

 

Figure III.3.b La numérotation des 

éléments et des nœuds sur une grille  
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Par exemple le nœud coloré en rouge (Figure III.3.b) est connecté 

aux éléments : 1 ; 2 ; 5 ; alors son indice global et local sont :  

 

 

Le numéro (l’indice) global 𝜿 de chacun des nœuds d’un élément est stocké 

dans un tableau des entiers à double entrée de taille  𝑁𝑒 ; 𝑁𝑛 . 

III.2.8.2. Tableau de connectivité  

Pour une grille de 𝑁𝑒  élément, et un maillage triangulaire (chaque 

élément 𝐸 a 3 nœuds) ; le tableau connectivité ce sera une matrice on 

l’appelle : ‘𝐶’ de 𝑁𝑒 × 3  

Nombre de lignes = nombre d’éléments = 𝑁𝑒 ;  

Nombre de colonnes = nombre de nœuds dans chaque élément = 𝑁𝑛 = 3. 

𝑑𝑖𝑚  𝐶  =  𝑁𝑒 × 3                                             …  𝐼𝐼𝐼. 40  

Pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 3  ;    1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁𝑒   ; l’entier  𝐶𝑖𝑗   désigne l’indice global du 

nœud d’indice local 𝑗 dans l’élément 𝐸𝑖 . 

Par exemple (Fig. -a) ; les indices globaux des nœuds de l’élément 2 

va se trouver dans la deuxième ligne du tableau de connectivité : 

𝐶21 = 2 ; 𝐶22 = 5 ; 𝐶23 = 4 

Il est clair directement que :  𝜿𝑖
𝑗

= 𝐶𝑗𝑖 . 

 

nœud indice global 

indices locaux 

Par rapport 

à E1 

Par rapport 

à E2 
Par rapport 

à E5 

 𝜿1
1 = 𝜿3

2 = 𝜿2
5 = 4 1 3 2 

Tableau III.1. Indices globaux et locaux d’un nœud du maillage. 
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III.2.9.  Assemblage et résolution  

On appelle assemblage la phase du calcul qui consiste à construire 

la matrice de rigidité et le vecteur colonne globaux à partir de ses 

élémentaires. Le tableau de connectivité est nécessaire pour cette phase 

au point qu’elle est irréalisable dans son absence car elle permet de passer 

de l’indice local au global i et j de la matrice de rigidité. 

Donc, pour un élément triangulaire  𝐸𝑛  de numérotation (n), on va 

additionner chaque élément 𝑘𝑖𝑗
𝑒  de la matrice de rigidité élémentaire dans 

la globale au niveau d’un emplacement précis. Cet emplacement est 

déterminé dans la matrice de rigidité globale par la ligne ‘𝜅𝑖
𝑛 ’ et la colonne 

‘𝜅𝑗
𝑛 ’ (Figure III.4).  Les indices globaux des sommets de 𝐸𝑛  relativement 

aux indices locaux 1, 2, 3 sont respectivement les entiers : 𝜿1
𝑛 , 𝜿2

𝑛 , 𝜿3
𝑛 . Si N 

est le nombre total des nœuds, chaque entier de 𝜿1
𝑛 , 𝜿2

𝑛 , 𝜿3
𝑛 ; peut avoir 

n’importe quelle valeur entière entre 1 et N ; mais un de ces trois ne peut 

prendre jamais une  même valeur qu’un autre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑘11
𝑒 𝑘12

𝑒 𝑘13
𝑒

𝑘21
𝑒 𝑘22

𝑒 𝑘23
𝑒

𝑘31
𝑒 𝑘32

𝑒 𝑘33
𝑒
  

𝜿1
𝑛  𝜿2

𝑛  𝜿3
𝑛  

 
𝜿𝟏
𝒏

𝜿𝟐
𝒏

𝜿𝟑
𝒏

 

𝜿𝟏
𝒏

𝜿𝟐
𝒏

𝜿𝟑
𝒏

 

 
La ligne et la colonne  de 𝑘21

𝑒  

sur la matrice élémentaire 

sont 2 ; 1 

 

La ligne et la colonne  de 𝑘21
𝑒  

sur la matrice élémentaire 

sont 2 ; 1 

𝜿1
𝑛      𝜿3

𝑛  𝜿2
𝑛      

𝜿1
𝑛   

𝜿3
𝑛     

𝜿2
𝑛      

𝐾𝑛𝑙
+ 𝑘31

𝑒  

𝐾𝑙𝑙
+ 𝑘11

𝑒  

𝐾𝑚𝑚
+ 𝑘22

𝑒  

𝐾𝑚𝑛

+ 𝑘23
𝑒  

𝐾𝑛𝑛
+ 𝑘33

𝑒  

𝐾𝑛𝑚
+ 𝑘32

𝑒  

𝐾𝑙𝑚
+ 𝑘12

𝑒  

𝐾𝑚𝑙

+ 𝑘21
𝑒  

𝐾𝑙𝑛
+ 𝑘13

𝑒  

La ligne et la colonne de l’emplacement 

de 𝑘21
𝑒  dans la matrice globale sont 𝜿1

𝑛 ; 

𝜿2
𝑛  qui sont les indices globaux des 

nœuds aux indices locaux 2 ; et 1. Ces 

indices locaux sont respectivement la 

ligne et la colonne de 𝑘21
𝑒  dans la matrice 

de rigidité élémentaire. 

Figure III.4 : Assemblage des éléments d’une matrice de rigidité 

 𝐾𝑒  d’un élément 𝐸 dans la matrice de rigidité globale 𝐾 . 
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Cette technique se met sous la forme algorithmique suivante : 

On va déclarer la matrice de rigidité comme la matrice des zéros de 

dimension 𝑁 × 𝑁 (carré) : 

 

 

 𝑲 = 𝒛𝒆𝒓𝒐𝒔 𝑵 , 𝑵  
Pour : E de 1 à 𝑵𝒆 

         Pour : i de 1 à 3 

                  Pour : j de 1 à 3 

                           𝑲 ( 𝑪 (𝑬, 𝒊), 𝑪 (𝑬, 𝒋) )  + 𝑲𝒆 (𝒊, 𝒋)       𝑲 ( 𝑪 (𝑬, 𝒊), 𝑪 (𝑬, 𝒋) ) 
                                  
                  Fin pour 

         Fin pour 

Fin pour 

 

 

Les matrices élémentaires  𝐶𝑙𝑒  ;  𝐹𝑒  vont ainsi assembler 

respectivement à la matrice de rigidité globale  [𝐾], et le vecteur 

colonne   𝐹  en utilisant la même manière que celle utilisée pour 

assembler les matrices de rigidité élémentaires à la globale. 

Maintenant, Nous sommes arrivés à notre objectif, qui est d’estimer 

l'équation différentielle qui explique le phénomène physique du transfert 

de la chaleur dans un matériau, comme un système des équations 

linéaires fermé (N équations avec N inconnues ) 

 𝐾  𝑇 𝑠 =  𝐹                                                 …  𝐼𝐼𝐼. 41  

Où  𝐾  est la matrice de rigidité globale, construite par l’assemblage des 

matrices de rigidité élémentaires et  𝑇 𝑠 est le vecteur colonne global des 

températures inconnues.  

La température est discrétisée dans le solide de telle sorte qu’elle 

est définie par une valeur 𝑇𝑠𝑖  sur chaque nœud i, la résolution du système 

(𝐼𝐼𝐼. 41) nous donne la distribution de la température sur le domaine de 

calcul. 
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III.3. DOMAINE ‘FLUIDE’- METHODE DES VOLUMES FINIS [20] 

La méthode des volumes finis est caractérisée par son avantage à 

satisfaire la conservation de masse, de quantité de mouvement et 

d'énergie dans tous les volumes finis ainsi dans tout le domaine de calcul ; 

en outre, elle facilite la linéarisation des termes non linéaires dans les 

équations de conservation.  

La méthode des volumes finis est adaptée donc aux équations de 

conservation et utilisée en mécanique des fluides depuis plusieurs 

décennies. Le principe consiste à partager le domaine de calcul Ω en 

plusieurs volumes, où chaque volume entoure un nœud. En utilisant 

différents schémas d'approximations on peut intégrer les termes des 

équations différentielles modélisantes sur chaque volume de contrôle, où 

les valeurs et les quantités sont stockées aux nœuds du volume de contrôle 

et enfin on approche les flux sur les bords du volume de contrôle par une 

technique de différences finies. 

La méthode des volumes finis ont supplanté les méthodes classiques 

basées sur les différences finies dans le traitement des problèmes 

complexes. La technique comprend deux étapes importantes : maillage, 

discrétisation. 

III.3.1.  Maillage  

Les choix des maillages (ou grille de calcul) et des volumes de 

contrôle sont nombreux. Dans les différents codes de calcul utilisant la 

méthode des volumes finis on rencontre principalement trois types de 

grilles :  

 Les maillages structurés réguliers de type ‘différences finis’,  

 Les maillages structurés non réguliers 

 Les maillages non structurés de type ’élément finis’. 

Dans notre étude, car la géométrie du domaine de calcul ‘Fluide’  est 

de la forme  d’un rectangle simple, on a travaillé avec un maillage 

cartésien rectangulaire structuré régulier (défini en § II.7.2.1.A.)  
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III.3.2.  Discrétisation  

Lors de cette étape l’équation générale des transferts thermiques 

est intégrée sur les volumes de contrôle (volume de contrôle autour du 

nœud  𝑗, 𝑘  est le rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 (Figure III.5)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ensuite, on applique sur l’équation  𝐼𝐼. 17  la méthode du ‘subdomain’ pour 

le volume 𝐴𝐵𝐶𝐷: 

𝐼 =   𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  
𝜕 𝑢𝑇𝑓 

𝜕𝑥
+
𝜕 v𝑇𝑓 

𝜕𝑦
 + 𝑘𝑓   

𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇𝑓

𝜕𝑥2
  𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴𝐵𝐶𝐷

= 0   …  𝐼𝐼𝐼. 42  

L’égalité  𝐼𝐼𝐼. 42   peut être ainsi trouvée directement par  exprimer 

l’équation d’énergie  𝐼𝐼. 17  sous forme intégrale sur chaque volume de 

contrôle. 

On utilise le théorème de Green pour passer de l’intégrale 

surfacique (sur la surface du rectangle   𝐴𝐵𝐶𝐷) à l’intégrale curviligne (sur 

le contour fermé  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴) ; donc l’égalité  𝐼𝐼𝐼. 42  se met sous la forme :  

D4 

B1 

C1=B3 

A2=B4 B2 

C2 

A 

A1 

A4 

D C 

B 

D2=C4 

D1=A3 

D3 C3 

k-1 

k 

k-1/2 

k+1 

k+1/2 

j j+1/2 j+1 j-1/2 j-1 

Figure III.5 : Volumes finis pour 

un maillage rectangulaire.   
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  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓 v𝑇𝑓 − 𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 𝑑𝑥 +   𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓 𝑢𝑇𝑓 − 𝑘𝑓

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 𝑑𝑦

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴

= 0       …  𝐼𝐼𝐼. 43  

L’intégrale de surface, dans l’équation  𝐼𝐼𝐼. 42  va être alors 

approximée par la somme des flux traversant chaque face du volume de 

contrôle.  

  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓 v𝑇𝑓 − 𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 𝑑𝑥

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴

= 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  v
𝑗

𝑘−1
2 𝑇𝑓𝑗

𝑘−1
2  − 𝑘𝑓  

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘−1
2 

 ∆𝑥𝐴𝐵                            

+  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  v
𝑗+1

2 
𝑘 𝑇𝑓𝑗+1

2 

𝑘   − 𝑘𝑓  
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗+1

2 

𝑘

 ∆𝑥𝐵𝐶

+  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  v
𝑗

𝑘+1
2 𝑇𝑓𝑗

𝑘+1
2  − 𝑘𝑓  

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘+1
2 

 ∆𝑥𝐶𝐷

+  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  v
𝑗−1

2 
𝑘 𝑇𝑓𝑗−1

2 

𝑘    −  𝑘𝑓  
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗−1

2 

𝑘

 ∆𝑥𝐷𝐴                 …  𝐼𝐼𝐼. 44  

Puisque les volumes de contrôles sont des rectangles cartésiens : 

∆𝑥𝐴𝐵 = −∆𝑥𝐶𝐷 = 𝛿𝑥          …  𝐼𝐼𝐼. 45. 𝑎  ;      ∆𝑥𝐵𝐶 = ∆𝑥𝐷𝐴 = 0           …  𝐼𝐼𝐼. 45. 𝑏  

  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓 v𝑇𝑓 − 𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 𝑑𝑥

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴

= 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  v
𝑗

𝑘−1
2 𝑇𝑓𝑗

𝑘−1
2 − v

𝑗

𝑘+1
2 𝑇𝑓𝑗

𝑘+1
2  

− 𝑘𝑓   
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘−1
2 

−  
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘+1
2 

  𝛿𝑥                             …  𝐼𝐼𝐼. 46  

De la même façon qu’on va développer l’autre terme de l’équation (𝐼𝐼𝐼. 43), 

avec    

∆𝑦𝐵𝐶 = −∆𝑦𝐷𝐴 = 𝛿𝑦       …  𝐼𝐼𝐼. 47. 𝑎  ;       ∆𝑦𝐴𝐵 = ∆𝑦𝐶𝐷 = 0       …  𝐼𝐼𝐼. 47. 𝑏  



Chapitre III : Résolution numérique  

 

66  
 

               𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓 𝑢𝑇𝑓 − 𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 𝑑𝑦

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴

        

=  𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓  𝑢𝑗+1
2 

𝑘 𝑇𝑓𝑗+1
2 

𝑘 − 𝑢
𝑗−1

2 
𝑘 𝑇𝑓𝑗−1

2 

𝑘  

− 𝑘𝑓   
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 
𝑗+1

2 

𝑘

−  
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 
𝑗−1

2 

𝑘

  𝛿𝑦                                           …  𝐼𝐼𝐼. 48  

           Les valeurs nodales de la température 𝑇𝑓  qui ont des indices non 

entiers sont des valeurs qui ne sont pas situées sur les nœuds du maillage ; 

elles sont situées sur des nœuds fictifs ; alors on va les développer comme 

la suite : 

𝑇𝑓𝑗
𝑘−1

2  = 1
2  𝑇𝑓𝑗

𝑘 + 𝑇𝑓𝑗
𝑘−1    𝑒𝑡       𝑇𝑓𝑗

𝑘+1
2 = 1

2  𝑇𝑓𝑗
𝑘 + 𝑇𝑓𝑗

𝑘+1  …  𝐼𝐼𝐼. 49. 𝑎  

𝑇𝑓𝑗+1
2 

𝑘 = 1
2   𝑇𝑓𝑗

𝑘 + 𝑇𝑓𝑗+1

𝑘        𝑒𝑡     𝑇𝑓𝑗−1
2 

𝑘   =  1
2   𝑇𝑓𝑗

𝑘 + 𝑇𝑓𝑗−1

𝑘   …  𝐼𝐼𝐼. 49. 𝑏  

Concernant les flux de température qui ne sont pas situés sur les 

nœuds réels ; ils sont développés comme la valeur moyenne autour de 

chaque volume de contrôle : 

  𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1𝐴1 ;  𝐴2𝐵2𝐶2𝐷2𝐴2 ;  𝐴3𝐵3𝐶3𝐷3𝐴3 ;  𝐴4𝐵4𝐶4𝐷4𝐴4  

 
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘−1
2 

= 1
𝐴   

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 

𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1
𝐴  𝑇𝑓𝑑𝑥

𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1𝐴1

      …  𝐼𝐼𝐼. 50  

On applique cette technique sur tous les flux de températures, on obtient : 

 
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘−1
2 

 = 𝛿𝑥
𝐴  𝑇𝑓𝑗

𝑘 − 𝑇𝑓
𝑗

𝑘−1
  𝑒𝑡  

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦
 
𝑗

𝑘+1
2 

= 𝛿𝑥
𝐴  𝑇𝑓𝑗

𝑘+1 − 𝑇𝑓𝑗
𝑘
 …  𝐼𝐼𝐼. 51. 𝑎  

 
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 
𝑗+1

2 

𝑘

=
𝛿𝑦

𝐴  𝑇𝑓𝑗+1

𝑘 − 𝑇𝑓𝑗
𝑘
    𝑒𝑡  

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 
𝑗−1

2 

𝑘

=
𝛿𝑦

𝐴  𝑇𝑓𝑗
𝑘 − 𝑇𝑓𝑗−1

𝑘
   …  𝐼𝐼𝐼. 51. 𝑏  

Les valeurs des températures et flux nodaux exprimés au niveau 

des nœuds réels et le profile de vitesse défini par la fonction parabolique 

 𝐼𝐼. 15 , sont remplacés dans  𝐼𝐼𝐼. 46  et (𝐼𝐼𝐼. 48). La sommation de ces deux 
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équations donne après calculs la discrétisation finale de l’équation 

générale des transferts thermiques sur le nœud  𝑗, 𝑘  : 

 −𝑘𝑓
𝛿𝑦

𝛿𝑥
 − 1

2 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓𝛿𝑦𝑢𝑗
𝑘 𝑇𝑓𝑗−1

𝑘 +  −𝑘𝑓
𝛿𝑦

𝛿𝑥
 + 1

2 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓𝛿𝑦𝑢𝑗
𝑘 𝑇𝑓𝑗+1

𝑘

+  𝑘𝑓  
𝑑𝑥

𝑑𝑦 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   𝑇𝑓𝑗

𝑘 +  −𝑘𝑓  
𝑑𝑥

𝑑𝑦   𝑇𝑓𝑗
𝑘+1

+  −𝑘𝑓  
𝑑𝑥

𝑑𝑦   𝑇𝑓𝑗
𝑘−1 = 0                                                       …  𝐼𝐼𝐼. 52  

Sous forme matricielle : 

 𝐾𝑒  𝑇𝑒 𝑓 =  𝐹𝑒                                                         …  𝐼𝐼𝐼. 53  

Où  𝐾𝑒  est le vecteur ligne (1x5) de rigidité  

 𝐾𝑒 =  𝑘1
𝑒 𝑘2

𝑒 𝑘3
𝑒      𝑘4

𝑒 𝑘5
𝑒                                        …  𝐼𝐼𝐼. 54  

Avec : 

𝑘1
𝑒 = −𝑘𝑓

𝛿𝑦
𝛿𝑥
 − 1

2 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓𝛿𝑦𝑢𝑗
𝑘                                …  𝐼𝐼𝐼. 55. 𝑎  

𝑘2
𝑒 = −𝑘𝑓

𝛿𝑦
𝛿𝑥
 + 1

2 𝜌𝑓𝐶𝑝𝑓𝛿𝑦𝑢𝑗
𝑘                                …  𝐼𝐼𝐼. 55. 𝑏  

𝑘3
𝑒 = 𝑘𝑓  

𝑑𝑥
𝑑𝑦 +

𝑑𝑦
𝑑𝑥
                                         …  𝐼𝐼𝐼. 55. 𝑐  

𝑘4
𝑒 = 𝑘5

𝑒 = −𝑘𝑓  
𝑑𝑥

𝑑𝑦                                           …  𝐼𝐼𝐼. 55. 𝑑  

 𝑇𝑒  est le vecteur colonne (5x1) élémentaire des températures nodales 

inconnues tel que : 

 𝑇𝑒 𝑓 =  

 
 
 
 

 
 
 
𝑇𝑓𝑗−1

𝑘

𝑇𝑓𝑗+1

𝑘

𝑇𝑓𝑗
𝑘

𝑇𝑓𝑗
𝑘+1

𝑇𝑓𝑗
𝑘−1

 
 
 
 

 
 
 

                                                       …  𝐼𝐼𝐼. 56  

 𝐹𝑒  est le vecteur colonne (1x1) des conditions aux limites ; pour les 

nœuds qui ne se trouvent pas sur les limites,  𝐹𝑒 =  0 . 
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III.3.3.  Traitement  des conditions aux limites en volumes finis  

On va discuter maintenant la discrétisation au niveau des nœuds 

qui se situent aux limites pour différents types de conditions envisagées, 

sur la température ou son flux, afin d'avoir un système d’équations 

linéaires fermé. 

III.3.3.1 Condition de 1er type « condition de Dirichlet »  

 Elle est traduite directement par l'imposition de la valeur 

nodale 𝑻𝒇𝒊
𝒋 au nœud  𝒊, 𝒋  situe sur la limite du domaine de calcul : 

 𝑻𝒇𝒊
𝒋 = 𝑻𝒇𝒊𝒎𝒑

                                … 𝑰𝑰𝑰. 𝟓𝟕  

Et sous forme matricielle : 

 𝐾𝑒  𝑇𝑒 𝑓 =  𝐹𝑒                                          …  𝐼𝐼𝐼. 58  

Où :  𝑲𝒆 =  𝟏  ;  𝑻𝒆 𝒇 =  𝑻𝒇𝒊
  ;  𝑭𝒆 =  𝑻𝒇𝒊𝒎𝒑

  

III.3.3.2 Condition de 2er type « condition de Neuman »  

Pour la discrétiser au niveau du nœud  𝒏, 𝒎 ; on utilise la technique des 

différences finies. Pour un flux de chaleur imposé ;  porté par la 

normale 𝑛  𝑥  (Figure III.6) 

−𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑥
 = 𝑞                                             …  𝐼𝐼𝐼. 59  

Avec : 

𝜕𝑇𝑓
𝜕𝑥
 =

𝑇𝑓𝑛
𝑚 − 𝑇𝑓𝑛−1

𝑚

𝛿𝑥
                                        …  𝐼𝐼𝐼. 60  

On remplace (𝐼𝐼𝐼. 60) dans (𝐼𝐼𝐼. 59) on obtient : 

−𝑇𝑓𝑛
𝑚 + 𝑇𝑓𝑛−1

𝑚 =
𝑞 𝛿𝑥

𝑘𝑓
                                       …  𝐼𝐼𝐼. 61  

Où : 

 𝐾𝑒 =  −1 1 ;     𝑇𝑒 𝑓 =  
𝑇𝑓𝑛

𝑚

𝑇𝑓𝑛−1

𝑚  ;     𝐹𝑒 =  
𝑞 𝛿𝑥

𝑘𝑓
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Pour un flux de chaleur imposé porté par la normale 𝒏   𝒚 :  

−𝒌𝒇
𝝏𝑻𝒇

𝝏𝒚
 = 𝒒                                               …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟐  

La discrétisation au niveau du nœud  𝒏 − 𝟏, 𝒎 + 𝟏  donne : 

−𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎+𝟏 + 𝑻𝒇𝒏−𝟏

𝒎 =
𝒒 𝜹𝒙

𝒌𝒇
                                        …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟑  

Où : 

 𝑲𝒆 =  −𝟏 𝟏 ;    𝑻𝒆 𝒇 =  
𝑻𝒇𝒏

𝒎+𝟏

𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎  ;    𝑭𝒆 =  

𝒒 𝜹𝒙

𝒌𝒇
  

III.3.3.3 Condition du 3eme type « condition de Fourier » : 

On va discrétiser cette condition aux limites en utilisant le même 

principe que celui utilisé pour la condition du 2eme type (Figure III.7).  

III.3.3.3.a. Flux de chaleur suivant la normale 𝒏   𝒙  

−𝒌𝒇
𝝏𝑻𝒇

𝝏𝒙
 = 𝒉𝒇 𝑻𝒇 − 𝑻∞                                        …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟒  

 

𝑇𝑓𝑛
𝑚  

𝑇𝑓𝑛
𝑚+1 

𝑇𝑓𝑛
𝑚−1 

𝑇𝑓𝑛−1

𝑚  

𝑇𝑓𝑛−1

𝑚−1 

𝑇𝑓𝑛−1

𝑚+1 𝑇𝑓𝑛−2

𝑚+1 

𝑇𝑓𝑛−2

𝑚  

𝑇𝑓𝑛−2

𝑚−1 

𝛿𝑥 

𝛿𝑦 

x 

y 

𝑛  𝑥  

𝑛  𝑦  

Les limites du 

domaine en rouge.  

 

Nœuds qui se trouvent aux 

limites en rouge. 

Figure III.6 : Discrétisation 

des conditions aux limites  
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La discrétisation au niveau du nœud  𝒏,𝒎  donne : 

−𝒌𝒇
𝑻𝒇𝒏

𝒎 − 𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎

𝜹𝒙
= 𝒉𝒇  𝑻𝒇𝒏

𝒎 − 𝑻𝒇∞
                                  …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟓  

 𝟏 +
𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
 𝑻𝒇𝒏

𝒎 − 𝑻𝒇𝒏
𝒎 =

𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
𝑻∞                              …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟔   

Où : 

  𝑲𝒆 =   𝟏 +
𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
 −𝟏 ;    𝑻𝒆 𝒇 =  

𝑻𝒇𝒏
𝒎

𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎  ;    𝑭𝒆 =  

𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
𝑻∞                  

III.3.3.3.b. Flux de chaleur suivant la normale 𝒏   𝒚 

−𝑘𝑓
𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑦 = ℎ𝑓 𝑇𝑓 − 𝑇∞                                         …  𝐼𝐼𝐼. 67  

La discrétisation au niveau du nœud  𝒏 − 𝟏, 𝒎 + 𝟏  donne : 

 𝟏 +
𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
 𝑻𝒇𝒏−𝟏

𝒎+𝟏 − 𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎 =

𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
𝑻∞                                          …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟖   

Où :  

   𝑲𝒆 =   𝟏 +
𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
 −𝟏 ;    𝑻𝒆 𝒇 =  

𝑻𝒇𝒏
𝒎+𝟏

𝑻𝒇𝒏−𝟏
𝒎     ;    𝑭𝒆 =  

𝒉𝒇𝜹𝒙

𝒌𝒇
𝑻∞  

III.3.4. Assemblage et résolution 

Enfin, l’assemblage des N équations discrétisées, correspondantes 

aux N nœuds intérieurs et aux limites du maillage, forme un système de N 

équations à N inconnu qu’on écrit sous forme matricielle : 

 𝐾  𝑇 𝑓 =  𝐹                                                   …  𝑰𝑰𝑰. 𝟔𝟗  

Il apparaît directement que  𝐾  est la matrice de rigidité globale 

de dimension : 𝑁 × 𝑁 ;  𝑇 𝑓  vecteur colonne des températures inconnues de 

dimension : 𝑁 × 1 ; et  𝐹  est le vecteur colonne des conditions aux limites 

de dimension : 𝑁 × 1.  
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IV.1. MAILLAGE DE DELAUNAY AVEC RELAXATION DE LLOYD 

IV.1.1. Maillage d’un carré  

Cet exemple présente le processus de discrétisation d’un domaine de 

calcul Ω, crée à partir de douze points de frontières, formant ainsi une 

section carrée unitaire. 

1- Création de neuf points aléatoires en bleu (Figure III.1) 

 

 

2- Le diagramme de Voronoï des neufs points est calculé (Figure III.2) et ainsi 

on détermine pour chaque cellule son centre des coordonnées (Figure III.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-0.5 0 0.5 1 1.5
-0.5

0

0.5

1

1.5

X Y 

0.5158 0.9084 
0.7906 0.5100 
0.2045 0.6149 
0.6781 0.3161 
0.0525 0.0775 
0.8012 0.8506 
0.6786 0.1445 
0.9460 0.3705 
0.0916 0.6224 
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-0.5

0

0.5

1

1.5

 

-0.5 0 0.5 1 1.5
-0.5

0

0.5

1

1.5

Figure IV.1. Création initiale des nœuds de maillage 

 

Figure IV.2.  Diagramme 

de Voronoï des neuf  points 

 

Figure IV.3.  Centres des 

coordonnées des cellules 

 



Chapitre IV : Résultats 

 

73  

 

Chaque site est affecté au centre de masse de sa cellule de Voronoï. 

Donc, on a un nouvel ensemble de nœuds pour chaque itération où chaque 

point change de position pendant le processus de relaxation de Lloyd. De 

ce fait, pour un nœud donné, la suite convergente des sites en fonction du 

nombre d’itérations représente la trajectoire de convergence (Figure III.4). 

 

 

Les tableaux ci-dessous présentent les résultats numériques de 

l’évolution des coordonnées de ces neuf points (nœuds) : p1, p2,…, p9   

jusqu’à la convergence à la dix-huitième itération. 

 

itération 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

p1 0,515772858 0,494296032 0,49122112 0,489809099 0,488639508 0,48790964 0,487475142 0,487220032 0,487071100 0,486984381 

p2 0,790644898 0,674378358 0,653998538 0,646575498 0,644046194 0,642901896 0,642302708 0,641967710 0,641775528 0,641664211 

p3 0,204492581 0,332961164 0,303521608 0,301628195 0,300530391 0,299800819 0,299352777 0,299088900 0,298935711 0,298847070 

p4 0,678106078 0,527947016 0,532869285 0,530902827 0,529369478 0,528410847 0,527845646 0,527517886 0,527328412 0,527218759 

p5 0,052485543 0,216229089 0,231019421 0,23237296 0,231990196 0,231542675 0,231239165 0,231055538 0,230948248 0,230886200 

p6 0,801172362 0,787313752 0,777060444 0,773560994 0,772307084 0,771727081 0,771414947 0,771237323 0,771134569 0,771074898 

p7 0,678568639 0,796007112 0,800697284 0,800104188 0,799048021 0,798316019 0,797870496 0,797608194 0,797454960 0,797365484 

p8 0,946008945 0,818334723 0,799348608 0,793821043 0,791612355 0,790580834 0,790041501 0,789741640 0,789570270 0,789471232 

p9 0,091558143 0,182172947 0,214067993 0,217892908 0,217878735 0,217504500 0,217225556 0,217053142 0,216951352 0,21689201 

 

Tableau. IV. 1. Evolution de la coordonnée 

(x) des neufs (9) points pendant la relaxation 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4
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Figure IV.4.  Trajectoire de convergence 

de la relaxation de Lloyd 
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itération 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

p1 0,908438371 0,782111584 0,769271094 0,770758899 0,772171476 0,772826790 0,773158378 0,773343857 0,773452819 0,77351806 

p2 0,509953037 0,573485467 0,569875011 0,567895137 0,567864790 0,568180880 0,568470437 0,568676330 0,568811022 0,56889602 

p3 0,614903565 0,515208771 0,506215242 0,510074299 0,511888463 0,512748593 0,513183635 0,513417500 0,513549039 0,51362526 

p4 0,316071201 0,287219046 0,277268149 0,275580436 0,275603437 0,275922142 0,276182084 0,276353143 0,276459599 0,27652478 

p5 0,077487482 0,228860407 0,226179880 0,224818686 0,225276344 0,225674239 0,225897237 0,226016184 0,226081274 0,22611822 

p6 0,850614066 0,807988418 0,802443953 0,798091556 0,796522134 0,796105662 0,796023962 0,796025974 0,796043293 0,79605923 

p7 0,144526907 0,183965431 0,191354494 0,193713270 0,194675381 0,195138092 0,195397807 0,195553719 0,195649046 0,19570737 

p8 0,370485793 0,408414013 0,420979780 0,424772050 0,426149392 0,426822245 0,427209680 0,427445632 0,427590803 0,42767980 

p9 0,622391433 0,707913391 0,770497752 

 

0,782494994 0,785363362 0,786330920 0,786748348 0,786956658 0,787069314 0,78713301 

 

Tableau. IV. 2. Evolution de la coordonnée 

(y) des neufs points (9) pendant la relaxation 

Lors de la prévisualisation des données numériques de ces tableaux, 

nous pouvons voir que les résultats tendent vers la convergence ; donc 

l’erreur absolue de la relaxation de Lloyd tend automatiquement vers zéro. 

Cette situation est bien visualisée par le graphe de la figure ci-dessous. 

 
 

 

D’après le graphe la convergence de la relaxation de Lloyd est très 

rapide, car le nombre des points (nœuds) choisi dans la grille est petit. Les 

résultats correspondants ainsi obtenus tels que la triangulation de 

Delaunay et le diagramme de Voronoi pendant ce processus de relaxation 

sont reportés dans les figures suivantes : 
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Figure IV.5.  Convergence de relaxation de 

Lloyd en fonction des itérations 
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Figure IV.6.a. Triangulation de 

Delaunay (initialisation de 9 nœuds). 

 

Figure IV.7.a. Triangulation de 

Delaunay (2 itérations de Lloyd). 

 

Figure IV.8.a. Triangulation de 

Delaunay (convergence, 18 itérations). 

 

Figure IV.6.b. Diagramme  de 

Voronoi (initialisation de 9 nœuds). 

 

Figure IV.7.b. Diagramme  de 

Voronoi (2 itérations de Lloyd). 

 

Figure IV.8.b. Diagramme  de 

Voronoi (convergence, 18 itérations). 
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Erreur       **** 

Figure IV.9. Maillage de l‘aube sans relaxation de Lloyd  

IV.1.2.Maillage de l’aube 

En utilisant notre code de calcul ‘MATLAB’, le solide a été 

maillé par la triangulation de Delaunay traitée par la relaxation de 

Lloyd, exactement comme il a été vu pendant l’exemple précédent 

(§IV.1.1.). La création initiale des points est faite par une 

distribution aléatoire  (Figure IV.9.a, IV.9.b). 

 

 (Bord de fuite) 
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Le nombre de nœuds diminue en fonction des itérations de Lloyd car 

certains centres des cellules se trouvent localisés en dehors de Ω ; et ainsi, 

ils seront retirés (Filtrés). Dans la présentation précédente, nous avons 

commencé avec 1522 nœuds, après 177 itérations, la méthode de Lloyd a 

convergé avec un résultat de 1450 nœuds. Le graphe présenté dans la 

(Figure IV.11) donne le progrès du nombre de nœuds 𝑁 en fonction des 

itérations. 

 

0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065
0

5

10

15

x 10
-3

x (m)

y
 (

m
)

 

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

2

4

6

8

10

12

14

16

x 10
-3

x (m)

y
 (

m
)

Figure IV.10. b. Maillage de l’aube après 177 itérations 

 

Itération  177 

Nœuds     1450 

Erreur     9.8425e-08 

L’application de la relaxation de Lloyd donne, après la convergence :  

(Bord d’attaque) 

(Bord de fuite) 
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Pour un nombre élevé d’itérations, l’erreur de la relaxation de Lloyd 

diminue et l’erreur tend vers zéro. Le graphe présenté dans la figure 

suivante donne le progrès de l’erreur en fonction des itérations. 

 

 

Il est remarquable que le nombre des nœuds tend vers la stabilité ; 

effectivement, il se stabilise à partir d’un certain nombre d’itérations (à 

l’itération 35). Il convient de mentionner que nous ne parviendrons jamais 

à la convergence si le nombre des nœuds ne se stabilise pas. 
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Figure IV. 11. Nombre de nœuds en fonction des itérations  

 

Figure IV.12. Erreur de la relaxation 

de Lloyd en fonction des itérations 
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IV.2. Aube partiellement refroidie 

L’aube est refroidie pour le moment par une convection interne avec 

un coefficient h constant sur toutes les parois internes des canaux A, B, C, 

où le bord de fuite n’est pas encore refroidi, le tableau ci-dessous donne les 

valeurs des paramètres thermiques du solide et de fluide de 

refroidissement  

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV.14. Simulation numérique ANSYS 

Champs des températures statiques de l’aube  

    𝑇𝑔 = 1600 °𝐾          𝑕𝑔 = 400 𝑊
𝑚2𝐾   

   𝑇𝑓𝑖 = 600    °𝐾          𝑕𝑓 = 600𝑊
𝑚2𝐾   

  𝑘𝑠 = 16.27     𝑊
𝑚𝐾   
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IV.2.1 Simulation numérique 

Figure IV.13. Simulation numérique MATLAB 

Champs des températures statiques de l’aube  

Tableau. IV. 3. Paramètres physiques 

du solide et du fluide de refroidissement 
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Figure IV.15. Simulation numérique MATLAB. Distribution 

de température  sur la paroi externe pour différente station 

Figure IV.16. Simulation numérique ANSYS. Distribution 

de température sur la paroi externe pour différente station 
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IV.2. 2. Comparaison  

Parois 
Simulation 

MATLAB 

Simulation 

ANSYS 

Erreur 

(%) 

Paroi interne du canal A 1036.6238 1026.1496 1.0207 

Paroi interne du canal B 1029.8780 1023.4856 0.6246 

Paroi interne du canal C 1227.3109 1229.4957 0.1777 

Paroi  externe  de l’aube 1592.8254 1597.1830 0.2728 

Figure IV.18. Simulation numérique ANSYS        

Distribution de températures statiques sur les parois internes 

Figure IV.17. Simulation numérique MATLAB.        

Distribution de températures statiques sur les parois internes 

Tableau. IV. 4. Comparaison des résultats : températures maximales 
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La comparaison des résultats obtenus par Fluent et notre 

programme de calcul sous Matlab montre qu’ils sont presque 

identiques (Tableau. IV. 4); ce qui prouve l’efficacité de notre logiciel de 

calcul. Il est claire qu’au point de vue pratique ces résultats montrent que 

la température du métal a dépassé la température maximale admissible de 

fluage (1100 C°). Cette grande et inacceptable valeur de température est 

localisée au niveau du bord de fuite, car c’est la seule région dépourvue de 

tout refroidissement à cause de sa géométrie très fine. Face à ces 

conditions, de telles régions des aubes turbines sont dotées des canaux 

d’éjections horizontaux pour faire passer des écoulements refroidisseurs 

alimentés du canal vertical adjacent. 

Dans ce qui suit, on va faire une étude thermo-fluide pour cette 

partie de l’aube en vue d’améliorer le refroidissement dans la plus large 

mesure du possible en utilisant tous les outils dont  nous disposons 

(mathématiques, physiques et numériques). 

IV.3. REFROIDISSEMENT DU BORD DE FUITE 

IV.3.1. Ecoulement dans un canal chaud 

Dans ce cas nous allons présenter la simulation d’un écoulement de 

fluide froid dans un canal chaud. La température des parois solides est 

imposée et uniforme le long du canal. Cet exemple est celui donné par        

C. Fletcher, on présente dans les deux tableaux suivants les caractéristiques 

thermodynamiques du fluide et les conditions aux limites. 

 

 

 

 

 

 

Nombre de  Prandtl    𝑷𝒓 = 𝟎. 𝟕𝟎   

                      Reynolds 𝑹𝒆 =  𝟏𝟎𝟎 

Diffusion  thermique   

        Suivant x   𝜶𝒙 = 𝟏𝟎
 𝑷𝒓𝑹𝒆𝟐                        

        Suivant y   𝜶𝒚 = 𝟏. 𝟔
𝑷𝒓                                        

Profil de vitesse   𝒖 𝒚 = 𝟏. 𝟓 𝟏 − 𝒚𝟐  

                                     𝒗 = 𝟎 

              𝑬𝒏 𝒙 = 𝒙𝒎𝒂𝒙           
𝝏𝑻

𝝏𝒙
= 𝟎 

En  𝒙 = 𝟎        𝑻 𝟎, 𝒚 = 𝟎 

 
  

 

 

 

En   𝒚 = ±𝟏   𝑻 𝒙, ±𝟏 = 𝟏 

Tableau. IV. 4. Caractéristiques 

thermodynamiques du fluide 

Tableau. IV. 5. Conditions 

aux limites 
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Pour assurer la continuité du champ de la température à l’entrée ; 

le  profil de température de forme ‘chapeau’ ci-dessous est posé 

𝑇 0, 𝑦 = 𝑦32 , 𝑒𝑛     𝑥 = 0. 

 

 

Bien que les résultats soient obtenus avec une grille de (11*11), ils 

sont excellents ; ceci est bien traduit par les valeurs très comparables au 

niveau de l’axe de symétrie (y = 0). Cette situation est justifiée par le fait 

qu’avec un maillage cartésien rectangulaire, le schéma numérique de FVM 

est identique à celui de FDM. 

IV.3.2. Simulation du refroidissement du bord de fuite  

On considère maintenant tout le bord de fuite où le canal d’air est 

chargé de refroidir le métal soumis aux flux de chaleurs des gaz chauds.  

La distribution des températures présentées dans le domaine solide plus 

fluide est réalisée pour le cas où la vitesse 𝑢𝑚𝑎𝑥  est maximum, tout en 

restant dans le régime d’écoulement d’air incompressible :𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠. 

 

 

 

 

 

 

 

Station 

x 
0.0 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0 1,2 1,4 1,6 1,8 2.0 

Semi 

exacte 
0.0000 0,4930 0,7860 0,9100 0,9620 0,9840 0,9930 0,9970 0,9990 1.0000 1.0000 

AF-

FDM 
0.0000 0,4590 0,7440 0,8810 0,9450 0,9750 0,9880 0,9950 0,9980 0,9990 1.0000 

FVM 0.0000 0,4587 0,7442 0,8814 0,9452 0,9747 0,9883 0,9946 0,9974 0,9991 0,9999 

Figure IV.19. Champ de température sur le bord de fuite 

et le fluide de refroidissement pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100𝑚/𝑠 

 

Tableau. IV. 6. Valeurs numérique de température sur l’axe du canal. 



Chapitre IV : Résultats 

 

84  

 

Comme attendu, les résultats obtenus traduisent le fait que si 

l’extrados et l’intrados sont symétriques au point de vue géométrique, ils 

sont ainsi thermiquement symétriques 

IV.3.2.1. Convergence de la technique de couplage Solide-Fluide : 

Les graphes donnés par la figure ci-dessous présentent la différence 

entre le couplage Solide-Fluide avec relaxation (en bleu) de celui sans 

relaxation numérique (en rouge) Figure IV.20. Cette technique est utilisée 

pour accélérer la convergence du processus de calcul en augmentant la 

valeur de l’amortissement numérique, cela a permis le passage de la 

convergence de la courbe température maximum en chaque itération d’une 

nature sinusoïdale vers celle exponentielle. Cependant pour une géométrie 

du solide plus complexe (comme nous le verrons plus tard pour le cas d’une 

aube complète), le processus de relaxation assure au moins une 

convergence sinusoïdale amortie et rapide au lieu d’avoir une divergence. 
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de bord de fuite en chaque itération 
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IV.3.2.2. Convection  

 Température moyenne (Bulk Temperature) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Coefficient de convection  
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Figure IV.21. Température de la paroi interne de bord de fuite, température moyenne, 

température sur l’axe du canal. (a) Pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 5 𝑚/𝑠  ;    (b) pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 
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Figure IV.22 : Coefficient de convection h pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 
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À l’entrée du canal de refroidissement, l’épaisseur de la couche 

limite est théoriquement infinitésimal tandis que la température de la 

paroi est très grande par rapport à celle sur la frontière de la couche limite 

(bulk temperature). 

 

 

 

 

Cette grande différence de température entre deux points  très 

proches l'un de l'autre représente mathématiquement une discontinuité 

du champ de  température comme il est présenté dans la figure ci dessus, 

(courbe noire, pour𝑥 =  0 𝑚𝑚), ainsi un grand  gradient thermique se 

forme et le flux de chaleur absorbé par le fluide est énorme. Puisque le 

coefficient de convection h est proportionnel au flux de chaleur, ceci prend 

de très grandes valeurs au niveau de l’entrée du canal. Cependant, à 

l’exception de cette région de singularité convective, h diminue  

légèrement  jusqu’à la sortie du canal (Figure IV.22). 
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Figure IV.23 : profil de température pour 

des différentes stations pour 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠  
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 IV.3.2.3. Influence de la vitesse 𝒖𝒎𝒂𝒙  sur le refroidissement 

Pour savoir l’influence de la vitesse sur la capacité de 

refroidissement, on a calculé la densité du flux total (par unité de surface) 

absorbée par le fluide et dont le résultat est montré graphiquement sur la 

figure suivante : 

 

 

Une des choses importantes que nous observons sur la figure c’est 

que la capacité du fluide à absorber la chaleur augmente fortement pour 

des petites vitesses d’écoulement (inférieure à 15m/s), cependant ; quand 

la vitesse dépasse une certaine valeur (que nous l’appelons vitesse 

critique), cette augmentation devient relativement très faible et le fluide 

parvient alors à sa limite technique de refroidissement permis par ses 

caractéristiques thermiques. 

Ce que nous avons fait jusqu'à présent nous amène à chercher la 

température maximum du bord de fuite (en rouge) et la température de la 

sortie du fluide de refroidissement interne (en bleu) en fonction de débits 

(𝑢𝑚𝑎𝑥 ) afin de consolider nos résultats précédents. 
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Figure IV.24 : la densité du flux total absorbé par le fluide 
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Remarquons que l’augmentation de la vitesse 𝑢𝑚𝑎𝑥  (débits) jusqu’à 20m/s 

donne une forte diminution de la température (Figure IV.26, 27, 28); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure IV.27 : Champ de température sur le bord de 

fuite et le fluide de refroidissement pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 10𝑚/𝑠 

 

Figure IV.26 : Champ de température sur le bord de 

fuite et le fluide de refroidissement pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 5𝑚/𝑠 

 

Figure IV.25 : Température maximum du bord de fuite et de 

sortie du fluide de refroidissement interne en fonction de débits 
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Par contre, quand la vitesse 𝑢𝑚𝑎𝑥  dépasse une certaine valeur critique, 

pratiquement plus que 60 m/s, la température du solide ne chute pas d’une 

manière significative (Figure IV.29, 30) ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.28 : Champ de température sur le bord de 

fuite et le fluide de refroidissement pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 20𝑚/𝑠 

 

Figure IV.29 : Champ de température sur le bord de 

fuite et le fluide de refroidissement pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 60𝑚/𝑠 

 

Figure IV.30 : Champ de température sur le bord de 

fuite et le fluide de refroidissement pour 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 80𝑚/𝑠 
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Généralement, cette valeur critique est atteinte quand la 

température du fluide converge vers la température d’entrée (600°K) et 

devient constante. De ce fait, si la vitesse du fluide de refroidissement 

dépasse une large marge au-delà de cette valeur critique, cet excès serait 

considéré comme une perte de débit affectant les performances du moteur. 

Cette valeur critique est donc importante pour notre calcul, elle mérite 

d’être apprécier pour pouvoir économiser le débit d’air de refroidissement. 

Ces dernières résultats que nous avons trouvés sont entièrement 

compatible avec ce que nous avons déjà expliqué. 

IV.3.2.4. Refroidissement optimal (avec économie de débit) 

Pour comprendre maintenant mieux le phénomène physique du 

refroidissement par convection interne, nous devons étudier dans quelle 

zone de bord de fuite serait l’absorbation significative de chaleur ; et quels 

sont les effets de la vitesse d’écoulement de refroidissement sur la surface 

de cette zone. 

Donc, on présente dans les figures : IV.31, 32 (a, b, c, d), 33) le 

module scalaire de la composante du flux de chaleur selon l’axe (𝑦), ces 

résultats sont affichés par une ‘colormap HSV’ graduée en bleu (faibles 

valeurs de flux) et en rouge (fortes valeurs de flux). 

Lorsque le fluide entre dans le canal de refroidissement du bord de 

fuite, sa température est proche de la température du solide chaud en 

contact. Quand les particules-fluides (au point de vue lagrangienne) 

atteignent une certaine distance, où le fluide serait thermiquement saturé, 

il ne peut plus absorber plus de chaleur du solide. Puisque le 

refroidissement existe "techniquement" seulement dans la zone où il y a de 

grande absorption de chaleur (zone en rouge dans les figures : IV.31,        

32 (a, b, c, d), 33), il est essentiel d’augmenter la surface de cette zone 

pour avoir un refroidissement efficace.  
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Pour de faibles vitesses, de l’ordre de 5m/s, le fluide de 

refroidissement est en faible débit, alors sa température est très proche de 

la température du solide après "seulement" une distance de 10% de 

longueur totale du canal. De ce fait, le refroidissement est réalisé juste 

dans la partie 10% de l’interface solide-fluide (Figure IV.31). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mais si on fait augmenter la vitesse de l’écoulement, on aura un 

grand débit d’air, donc on va augmenter ainsi la capacité thermique du 

transport de chaleur due à l’augmentation du coefficient de convection et 

la grande quantité d’air passante par unité de temps. Ainsi, la zone de 

refroidissement serait relativement plus grande car la distance requise 

pour la saturation va être plus longue (figures IV.32.a, b, c, d). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.31 : flux de chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 5𝑚/𝑠 

 

Figure IV.32.a.  Flux de 

chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 10𝑚/𝑠 

 

Figure IV.32.b.  Flux de 

chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 20𝑚/𝑠 
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De ce fait, si nous voulons obtenir le plus grand refroidissement 

possible, il faut que le fluide n’atteigne jamais le point de saturation dans 

le canal. En effet, le refroidissement est réalisé sur toute la surface de 

l’interface (Figure IV.33) et il n’y aurait aucun avantage d’augmenter 

plus le débit de l’écoulement. Pour augmenter plus le refroidissement, les 

travaux se focalisent sur l’amélioration de la qualité du refroidissement, 

en améliorant la constante de convection par voie de l’architecture du 

circuit  interne de l’aube et par l’adoption des promoteurs de turbulence.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Alors pour un refroidissement idéal, il faut augmenter le débit d’air 

de refroidissement juste au moment où le point de saturation thermique 

sort du canal de refroidissement (état critique). 

Figure IV.32.d.  Flux de 

chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 80𝑚/𝑠 

 

Figure IV.32.c.  Flux de 

chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 60𝑚/𝑠 

 

Figure IV.33.  Flux de chaleur pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100𝑚/𝑠 
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IV.4. AUBE COMPLETEMENT REFROIDIE  

Maintenant, toutes les stratégies, techniques et méthodes 

numériques que nous avons travaillé avec sont réunies pour un seul 

objectif, à savoir de simuler le refroidissement par convection interne 

forcée d’une aube complète dont le bord de fuite est maintenant muni d’un 

canal d’éjection du fluide refroidisseur. Les résultats que nous avons 

trouvés traduisant bien ce fait : 

IV.4.1. Simulation du refroidissement 

 

 

 

 

 

 

Tableau. IV. 7. Paramètre physiques du solide et du fluide de refroidissement  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.34. : Distribution de la température dans le solide (l’aube)  
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Figure IV.35 : distribution de la température dans le fluide  

Figure IV.37. Température des parois internes de bord de fuite (extrados 

et intrados) ;  bulk température. Température de fluide sur l’axe y = 0  
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Figure IV.36 : Lignes isothermes du fluide  
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IV.4.2. Convergence de la technique de couplage Solide-Fluide 

La relaxation numérique était optionnelle dans le cas d’étude de 

bord de fuite, parce que la convergence était garantie par la simplicité de 

la géométrie, donc la technique était juste pour accélérer la convergence.  
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Figure IV.39 : Coefficient de convection h pour  𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 

Figure IV.38. Température de la paroi du 

canal D pour différentes valeurs de 𝑢𝑚𝑎𝑥  
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Maintenant, les figures IV.40, 41 nous montrent que la relaxation 

est obligatoire pour ne pas avoir une divergence ; et pour une présentation 

plus précise, on donne dans les tableaux (8 et 9) les résultats numériques 

de la température pour chaque itération.  
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Figure IV.40 : Température moyenne de l’aube avec 

et sans relaxation numérique pour 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 

Figure IV.41 : température maximale de l’aube avec 

et sans relaxation numérique pour 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 
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Itération 

 

1 2 3 4 5 6 

T moyenne(°K) 

avec relaxation 
1127,72668 1067,84779 1042,96547 1042,79614 1041,65774 1042,61918 

T moyenne(°K) 

sans relaxation 
1127,72668 1007,96889 1028,19719 1016,81037 973,559811 966,57656 

 

Itération 7 8 9 10 11 12 

T moyenne(°K) 

avec relaxation 
1042,19336 1042,40508 1042,27784 1042,34522 1042,30914 1042,32883 

T moyenne(°K) 

sans relaxation 
878,289379 713,93787 415,754135 -308,22593 -1714,021 -4733,761 

 

Itération 13 14 15 16 17 18 

T moyenne(°K) 

avec relaxation 
1042,3176 1042,32441 1042,3202 1042,32272 1042,32101 1042,32227 

T moyenne(°K) 

sans relaxation 
-11014,908 -24100,399 -51526,558 -108595,19 -227618,75 -475573,62 

 

 

 

Itération 1 2 3 4 5 6 

T maximum °K 

avec relaxation 
1599,72387 1511,82682 1406,4089 1360,64616 1354,71079 1355,82791 

T maximum °K 

sans relaxation 
1599,72387 1424,06665 1300,74627 1491,87225 1297,53789 1349,85119 

 

Itération 7 8 9 10 11 12 

T maximum °K 

avec relaxation 
1356,55111 1356,45754 1356,43989 1356,41135 1356,42337 1356,42438 

T maximum °K 

sans relaxation 
1494,61618 1138,26419 1229,8033 1051,0031 1039,99299 1017,22179 

 

Itération 13 14 15 16 17 18 

T maximum °K 

avec relaxation 
1356,41588 1356,42377 1356,42348 1356,42304 1356,42198 1356,4219 

T maximum °K 

sans relaxation 
970,284173 873,067051 671,309743 251,55892 -622,5287 -2443,7363 

 

 

Tableau. IV. 9. Valeurs de la température maximale sur l’aube avec et 

sans relaxation numérique en chaque itération jusqu’à la convergence 

Tableau. IV. 8. Valeurs de la température moyenne sur l’aube avec et 

sans relaxation numérique en chaque itération jusqu’à la convergence 
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L’amortissement numérique dû à la relaxation s’avère insuffisant 

pour former une convergence exponentielle, Cela est claire lorsqu’on voit 

la manière de convergence de la température minimum et maximum du 

solide (Figure IV.42, 43).Cependant, le processus de convergence pour la 

température minimum est relativement plus prononcée (Figure IV.43). 
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Figure IV.42 : Zoom de la figure  IV.41  

Figure IV.43 : Température minimale de l’aube avec  

et sans relaxation numérique pour 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 100 𝑚/𝑠 
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                  CONCLUSION 

Dans le cadre de ce travail nous avons étudié le refroidissement de 

l’aube des premiers étages d’une turbine haute pression (le stator). De ce 

fait, on a conçu un programme mathématique MATLAB bidimensionnel 

pour : 

 Mailler le domaine de calcul solide par la triangulation de Delaunay 

relaxée par la méthode itérative de Lloyd.    

 Discrétisation des équations du transfert thermique par éléments 

finis (pour le solide) et volumes finis (pour le fluide). 

 Résoudre les systèmes d’équations linéaires.  

 Réaliser le couplage numérique indirect itératif entre solide et 

fluide jusqu’à la convergence. 

Cependant nous avons trouvé des difficultés au niveau du processus 

du maillage par la triangulation de Delaunay où il a été difficile de 

maintenir tous les nœuds à l'intérieur du domaine de calcul pendant la 

relaxation de Lloyd. Chaque fois un ou plusieurs nœuds sortent de ce 

domaine, la relaxation est bloquée, alors nous fûmes obligés de résoudre ce 

problème mais nous ne réussîmes pas. Donc nous avons créé une étape 

supplémentaire que nous avons appelé ‘Filtrage’ comme une solution 

alternative pour supprimer tous ces nœuds sortants. 

Une autre difficulté a été trouvée au niveau de la technique 

itérative du couplage solide-fluide pour le cas du refroidissement complet 

de l’aube, le calcul du couplage a divergé ; ce problème a été résolu par 

l'inclusion d’une relaxation numérique avec un coefficient de 0.5.   
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Une dernière difficulté qu’on a rencontrée est l’obtention des 

résultats précis concernant le coefficient de convection et le flux absorbé 

par le fluide. En effet ; pour obtenir ces résultats avec une marge d’erreur 

très satisfaisante, on a intensifié le maillage dans la couche limite 

thermique. Cependant ; cette opération a un impact négatif sur la 

mémoire du stockage utilisée qui risque de bloquer l'exécution du 

programme de calcul. Pour contourner ce problème nous avons adopté un 

dimensionnement dynamique des tableaux de notre logiciel de calcul.  

Bien qu’on a réalisé un bon refroidissement permettant de diminuer 

la température maximale sans refroidissement (1600 °K) jusqu’à une 

valeur acceptable (1358°K), soit une diminution de 242°K. Pour améliorer 

le refroidissement du bord de fuite, il faut augmenter la vitesse de 

l’écoulement sans dépasser la valeur critique marquant ainsi un 

gaspillage de débit d’air soutiré du moteur. Face à cette limitation, il faut 

trouver des autres techniques plus efficaces en augmentant les échanges 

convectifs entre le fluide et la paroi  en  utilisant  des perturbateurs d’une 

part, et d’envisager le mode de convection externe en utilisant la technique 

du film protecteur ; d’autre part. 

De plus, nous espérons de continuer la modélisation à l'aide des 

équations de Navier-Stokes dans le cas d’écoulements compressibles 

turbulents pour étudier les couches limites et de mélange 

Enfin, cette étude nous a permis de connaitre les différentes étapes 

d’une simulation CFD. Elle est considérée comme une connaissance plus 

approfondie des problèmes aérothermiques conjugués dans les turbines. 
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Annexe A : Equations générale de 

conservation 

 

A.1. Equation de continuité  

L'équation de continuité déduite du principe de conservation de masse et 

s'exprime mathématiquement comme suit [9] : 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜌v

𝜕𝑦
= 0                                                 … (𝐴. 01) 

Où 𝜌 est la masse volumique, et 𝑢, v sont respectivement les composantes de la 

vitesse suivant x, y. 

 A.2. Equations de quantité de mouvement   

Les équations de conservations de quantité de mouvement, connue sous le 

nom d'équations de Navier-Stokes, sont obtenues par l'application de la deuxième 

loi de la dynamique à une particule de fluide passant à travers un volume de 

contrôle infinitésimal. Elles s'écrivent comme suit  

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌𝑢2

𝜕𝑥
+
𝜕𝜌𝑢v

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑓

𝑥
                 … (𝐴. 02. 𝑎) 

𝜕𝜌v

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌v𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜌v2

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑓

𝑦
                 … (𝐴. 02. 𝑏) 

Pour un fluide visqueux newtonien d'une densité variable, les contraintes 

normales 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 et les contraintes de cisaillement 𝜎𝑥𝑦, 𝜎𝑦𝑥 sont données par les 

formules suivantes 

𝜎𝑥𝑥 = 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  𝛽 −

2

3
𝜇  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
                              … (𝐴. 03) 

𝜎𝑦𝑦 = 2𝜇
𝜕v

𝜕𝑦
+  𝛽 −

2

3
𝜇  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
                              … (𝐴. 04) 

𝜎𝑥𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 = 𝜇  
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕v

𝜕𝑥
                                                  …  𝐴. 05  
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Où 𝛽 est le coefficient de dilatation volumique du fluide. 

Pour un fluide à densité constante dans le temps et l’espace, l’équation de 

continuité devienne : 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
= 0                                                         …  𝐴. 06  

Donc, d’après l’équation  𝐴. 06 , les contraintes normales se réduisent à  

𝜎𝑥𝑥 = 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
;    𝜎𝑦𝑦 = 2𝜇

𝜕v

𝜕𝑦
                                             …  𝐴. 07  

Et les équations (𝐴. 02. 𝑎) et (𝐴. 02. 𝑏) deviennent : 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢v

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝜌
 
𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
 + 𝑓

𝑥
                 … (𝐴. 08. 𝑎) 

𝜕v

𝜕𝑡
+
𝜕v𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v2

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

𝜌
 
𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
 + 𝑓

𝑦
                 … (𝐴. 08. 𝑏) 

Après de développer les termes non linéaires, on trouve : 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ v

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 = −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝜌
 
𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
 + 𝑓

𝑥
       … (𝐴. 09. 𝑎) 

𝜕v

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕v

𝜕𝑥
+ v

𝜕v

𝜕𝑦
+ v  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 = −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

𝜌
 
𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
 + 𝑓

𝑦
      … (𝐴. 09. 𝑏) 

D’après  𝐴. 05  ;  𝐴. 07  on a : 

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 2𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2v

𝜕𝑦𝜕𝑥
                    … (𝐴. 10) 

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 𝜇 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕2v

𝜕𝑥2 + 2𝜇
𝜕2v

𝜕𝑦2                     … (𝐴. 11) 

On dérive l’équation de continuité par rapport à x, y : 

   
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −

𝜕2v

𝜕𝑥𝜕𝑦
   ,        

𝜕2v

𝜕𝑦2
= −

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
                               … (𝐴. 12) 
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D’après  (𝐴. 12) ; les égalités (𝐴. 10), (𝐴. 11) deviennent : 

𝜕𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 2𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 −
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = 𝜇 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2   … (𝐴. 13) 

𝜕𝜎𝑦𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 𝜇 −

𝜕2v

𝜕𝑦2 +
𝜕2v

𝜕𝑥2 + 2𝜇
𝜕2v

𝜕𝑦2 = 𝜇 
𝜕2v

𝜕𝑥2 +
𝜕2v

𝜕𝑦2   … (𝐴. 14) 

Le remplacement de  𝐴. 06 , (𝐴. 13) , (𝐴. 14)  dans  𝐴. 09. 𝑎 , (𝐴. 09. 𝑏) 

donne la fameuse expression des équations de Navier-Stocks dans l’état 

incompressible : 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ v

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜇

𝜌
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑓
𝑥

       … (𝐴. 15. 𝑎) 

𝜕v

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕v

𝜕𝑥
+ v

𝜕v

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+
𝜇

𝜌
 
𝜕2v

𝜕𝑥2 +
𝜕2v

𝜕𝑦2 + 𝑓
𝑦

       … (𝐴. 15. 𝑏) 

A.3. Equation d'énergie  

Elle peut être exprimée en fonction de l'énergie interne 𝑒  ou bien de 

l'enthalpie 𝒽 [9].  

A.3.1. Equation d'énergie interne  

L'équation de transport de l'énergie interne 𝑒 est obtenue par l'application 

du premier principe de la thermodynamique 

𝑑𝑒

𝑑𝑡
=

1

𝜌
 
𝜕𝑞 

𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑞 

𝑦

𝜕𝑦
 −

𝑝

𝜌
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 +

Φ

𝜌
                                 …  𝐴. 16  

Où ; 𝑑 𝑑𝑡  est l’opérateur de la dérivée particulaire exprimé par : 

𝑑  

𝑑𝑡
=  

𝜕  

𝜕𝑡
 

𝑒𝑢𝑙

=
𝜕  

𝜕𝑡
+ 𝑉   𝑔𝑟𝑎𝑑                …                      …  𝐴. 17  

 
𝜕  

𝜕𝑡
 
𝑒𝑢𝑙

 Représente l’interprétation eulérienne de l’application :  
𝜕  

𝜕𝑡
 

Où 𝑞 
𝑥
 ; 𝑞 

𝑦
 : Sont respectivement les composantes de la densité du flux de la 

chaleur par unité de la surface selon les directions x, y  
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La dissipationΦ  est définie par la formule suivante: 

Φ = 𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

= 𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜎𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜎𝑦𝑥

𝜕v

𝜕𝑥
+ 𝜎𝑦𝑦

𝜕v

𝜕𝑦
              …  𝐴. 18  

On compense les équations (𝐴. 03),  𝐴. 04 , (𝐴. 05) dans l’équation  𝐴. 18   pour 

obtenir la formulation de la fonction de dissipation pour un fluide newtonien 

visqueux, 

Φ = 2𝜇  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

2

+ 2𝜇  
𝜕v

𝜕𝑦
 

2

+ 𝜇  
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕v

𝜕𝑥
 

2

+  𝛽 −
2

3
𝜇  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 

2

… 𝐴. 19  

Pour un fluide à densité constante dans le temps et l’espace, on compense 

les équations (𝐴. 05), (𝐴. 07)dans l’équation  𝐴. 18 , et  la fonction de dissipation se 

réduise à : 

Φ = 2𝜇  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

2

+ 2𝜇  
𝜕v

𝜕𝑦
 

2

+ 𝜇  
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕v

𝜕𝑥
 

2

              …  𝐴. 20  

Pour un fluide visqueux ; la dissipation représente le taux, par unité de 

volume, à laquelle le travail est effectué contre des contraintes visqueuses par 

déformation du fluide; C'est un autre cas particulier de la règle: taux de faire un 

travail = force×vitesse. 

En utilisant  la loi de la conduction thermique (Loi de Fourier) : 

𝑞 
𝑥

= −𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 ;    𝑞 

𝑦
= −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑦
                                     …  𝐴. 21   

L’équation d’énergie devienne : 

𝑑𝑒

𝑑𝑡
= −

1

𝜌
 
𝜕

𝜕𝑥
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
  −

𝑝

𝜌
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 +

Φ

𝜌
           …  𝐴. 22  

A.3.2. Equation d’enthalpie  

On définit l’enthalpie par unité de masse 𝒽 par : 

𝒽 ≡ 𝑒 +
𝑝

𝜌
                                                          …  𝐴. 23   

Pour obtenir une équation pour 𝑑𝒽 𝑑𝑡 on va développer la dérivée par rapport au 

temps du rapport 
𝑝
𝜌 , et ensuite on l’ajoute à l’équation  𝐴. 22  
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𝑑 
𝑝
𝜌  

𝑑𝑡
=

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡
−
𝑝

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝑡
                                        …  𝐴. 24  

Ainsi, on utilise l’équation de continuité pour obtenir : 

−
𝑝

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=
𝑝

𝜌
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
                                         …  𝐴. 25  

D’après les équations  𝐴. 15 ,  𝐴. 16 , nous obtenons : 

𝑑𝒽

𝑑𝑡
=
𝑑𝑒

𝑑𝑡
+
𝑑 
𝑝
𝜌  

𝑑𝑡
=
𝑑𝑒

𝑑𝑡
+

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡
−
𝑝

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝑡
                      …  𝐴. 26  

Par remplacer les termes 
𝑑𝑒

𝑑𝑡
 ; −

𝑝

𝜌2

𝑑𝜌

𝑑𝑡
 par ces expressions données 

respectivement  par les équations  𝐴. 22 ,  𝐴. 25  dans l’équation  𝐴. 19 ; on 

trouve  

𝑑𝒽

𝑑𝑡
= −

1

𝜌
 
𝜕

𝜕𝑥
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
  −

𝑝

𝜌
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 +

Φ

𝜌
+

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+
𝑝

𝜌
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕v

𝜕𝑦
 …  𝐴. 27  

On suppose que le fluide a des caractéristiques thermiques constantes dans 

l’espace et le temps, alors : 

𝒽 = 𝑐𝑝𝑇 = 𝑒 +  𝑐𝑝 − 𝑐𝑣 𝑇 = 𝑒 + 𝑅𝑇                                     …  𝐴. 28  

𝑐𝑝 : Chaleur spécifique massique à pression constant   
𝐽

𝑘𝑔 °𝐾
  

𝑐𝑣 : Chaleur spécifique massique à volume constant   
𝐽

𝑘𝑔 °𝐾
  

𝑅 : Constante des gaz parfaits  
𝐽
𝑚𝑜𝑙°𝐾  

Donc, 

𝑑𝒽

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
                                                     …  𝐴. 29  

On remplace le terme de la dérivée particulaire exprimé en  𝐴. 17  ; et on déduit 

l’équation d’enthalpie : 

   
𝑑𝒽

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ v

𝜕T

𝜕𝑦
            

=
1

𝜌
 −

𝜕

𝜕𝑥
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
 +  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ v

𝜕𝑝

𝜕𝑦
 + Φ      …  𝐴. 30  
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En utilisant l’équation de continuité, l’équation d’enthalpie peut se mettre sous la 

forme conservative suivante : 

   
𝑑𝒽

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑐𝑝  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+
𝜕 𝑢𝑇 

𝜕𝑥
+
𝜕 vT 

𝜕𝑦
            

=
1

𝜌
 −

𝜕

𝜕𝑥
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
 +  

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+
𝜕 𝑢𝑝 

𝜕𝑥
+
𝜕 v𝑝 

𝜕𝑦
 + Φ …  𝐴. 31  

Maintenant, si le rapport d'une différence de pression typique à la 

pression absolue est faible comparé au rapport d'une différence de 

température typique à la température absolue, la loi de gaz parfaite : 

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇     𝑜𝑢,     
𝑑𝑝

𝑝
=
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝑇

𝑇
                                  …  𝐴. 32  

montre que l'effet de la pression change sur la température est petit; C'est le cas 

dans les écoulements à «basse vitesse» (écoulements à des valeurs faibles du 

nombre de Mach 𝑀). Également à faible vitesse, la forme de dissipation Φ sera 

faible, car elle est proportionnelle au carré de la vitesse typique.  
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Annexe B : Algorithme de calcul 

 
B.1. Structure générale du programme de calcul  

Le programme de calcul  est un code MATLAB développé par nous 

afin de résoudre les équations différentielles qui modélisent le phénomène 

de transferts thermiques ; il se compose d’un programme principal  

‘control-program’ (créé à partir des commandes ‘run’ « exécuté », et des 

boucles) et de 8 sous-programmes (Figure ci-dessus). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le programme principal est fait de fonctionner les sous-programmes 

dans l'ordre logique correct par actionner toutes les boucles des méthodes 

numériques itératives  programmées dans ces sous-programmes, ensuite, 

il contrôle (au niveau de chaque itération) si les critères d’arrêt 

(convergence) déclarées par l’utilisateur sont satisfaits.   

Les sous-programmes se divisent en quatre groupes, chacun de ces 

programmes a son rôle dans la procédure de calcul.  

Le tableau  ci-dessous affiche le rôle et le groupement de chaque 

programme : 

 

 

Control program 

 

data 

 

Parameters 

 

display 

 

 

BC.S 

 

 
Solid 

 

 
fluid 

 

Gauss-Seidel 

 

 

meshDelaunay 
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Groupe Programmes Rôle/ Teneur 

Base des 

données data 

° base des données : coordonnées des points 

du profile de l’aube. 

° Création d’une grille initiale des nœuds. 

Parameters 

base des donnés : Paramètres physiques, 

paramètres des méthodes numériques,  

critères de début (initial) et d’arrêt 

(convergence) des boucles. 

Maillage 

meshDelaunay 

Maillé le domaine de calcul ‘solide’ (l’aube) 

par la triangulation de Delaunay, traitée 

par la relaxation de Lloyd à partir d’une 

grille initiale des points. 

Calcul 
BC.S 

Traitement, et discrétisation des conditions 

aux limites du solide.  

Solid 

° Discrétisation de l’équation appliquée sur 

le solide par la méthode des éléments finis 

° Résolution du système  qui résulte de la 

discrétisation par l’élimination de Gauss.  

fluid 

Discrétisation des conditions aux limites, et 

l’équation appliquées sur le fluide par la 

méthode des volumes finis. 

Gauss-Seidel 

Résolution du système qui résulte de la 

discrétisation de l’équation et les conditions 

aux limites appliquées sur le fluide par la 

méthode itérative de Gauss-Seidel. 

Affichage  

display 

° Affichage des notifications, information, 

‘warning’ pour rester toujours informé sur 

le progrès du processus de calcul pendant 

l’exécution du programme. 

° Affichage finale des résultats (résultats 

numériques, graphes, figures, …). 
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B.2. Structure algorithmique détaillée des sous-programmes 

B.2.1. sous-programme : ‘meshDelaunay’  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 B.2.2. sous-programme : ‘Solid’    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Création initial de 

l’ensemble   𝑃  des 

points 𝑀𝑖. 

Filtrag

e 

Triangulation de Delaunay ; 

diagramme de Voronoi de 

l’ensemble 𝑃   

Calcul du centre des 

cellules du diagramme 

de Voronoi.   Erreur  𝑃; 𝑃∗  

Nouvelle  𝑃∗ 
Si 

Erreur ≤ Ec  

Erreur > Ec 

Sorte de 
boucle 

Boucle ‘ D-Tri ’ située dans 

le programme MATLAB :  

‘control-program’  

 

Programme MATLAB :  

‘meshDelaunay’ 

Située dans le programme 

MATLAB : ‘data’ 

data 

 

Parameters 

 

meshDelaunay 

 

 

BC.S 

 

 

Solid 

 

1 

2 

Base de donnés 

Matrice et vecteur 

élémentaire  

Assemblage  

Introduction 

des CL 

Résolution de problème 

 𝑲 * 𝑻 = 𝑭  

fluid 

 

4 

3.1 

3.2 
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 B.2.3. sous-programme : ‘fluid’  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B.2.4. sous-programme : ‘Gauss-Seidel’ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

data 

 

Parameter

s 

 

Solid 

 

 

Gauss-Seidel 

 

 

4 

fluid 

 

4 

5 

5 

Base des données 

Introduction 

des CL 

Matrice et vecteur 

élémentaire  

Assemblag

e 

Résolution de problème 

 𝑲 * 𝑻 = 𝑭  

Initialisation d’un 

vecteur solution 𝑇0 

Erreur  
𝑇𝑖
𝑘+1−𝑇𝑗

𝑘

𝑇𝑖
𝑘+1   Si 

Erreur ≤ Ec  

Erreur > Ec 

Sorte de 
boucle 

Boucle ‘ G-S ’ située dans 

le programme MATLAB : 

‘control-program’  

 

Programme MATLAB : 

‘Gauss-Seidel’ 

Située dans le programme 

MATLAB : ‘parametre’ 

𝑇𝑖
𝑘+1 =

1

𝑘𝑖𝑖
 𝑓𝑖 − 𝑘𝑖𝑗𝑇𝑗

𝑘+1

𝑖−1

𝑗=1

− 𝑘𝑖𝑗𝑇𝑗
𝑘

𝑖−1

𝑗=1

  

Calcul de  𝑇 𝑘+1 à partir de  𝑇 𝑘(précédant)  

𝑇𝑖
𝑘+1 𝑇𝑖

𝑘  
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B.3. Algorithme de couplage solide-fluide 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solide : 

(Bord de fuite) 

 

 

Calculer le champ 

de température 

dans le fluide 

 

 

On impose la température de 

l’interface du solide au fluide 

comme une condition aux 

limites du 1er type. 

.  

On déduise le flux de chaleur  

de l’interface du solide (flux 

absorbé de solide par le fluide 

de refroidissement) au solide 

 

Etape00 : 

Initialement : Condition de contacte  fluide-solide est 

‘adiabatique ’ (flux de refroidissement=0 ; 

« C’est une modélisation de l’absence du fluide de 

refroidissement ».  

La condition d'arrêt 

est satisfaite 

La condition d'arrêt 

est non satisfaite 

Si 

STOP 

Boucle ‘S-F’ située 

dans le programme 

MATLAB  ‘control- 

program’. 

Champ de température 

est calculé au niveau de 

programme-MATLAB : 

‘fluid’ ; de même, les 

CL sont discrétisées 

ainsi au niveau de ce 

programme. 
 

Champ de température 

est Calculé au niveau de 

programme-MATLAB : 

‘solid’ 
 

Condition initiale de 

contacte fluide-solide situe 

dans le  programme-

MATLAB : ‘Parameters’ 

 

Est fait au niveau 

de programme-

MATLAB : ‘BC.S’ 
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B.4. Structure algorithmique détaillée du programme 

principal : ‘control-program’  

Après de connaitre la structure générale des sous-programmes les plus 

importants et ces rôles; il doit unir les liens logiques entre eux dans  un 

diagramme détaillé et Compréhensif ; techniquement, cette union logique (ordres 

de démarrage, fonctionnement des boucles, et contrôle de la satisfaction des 

critères d’arrêt)  est réalisée par le programme de contrôle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

F-S 
 

Exit 

Entry 

 

G-S 

 

  Exit Entry 

 

D-Tri  Entry 

 

  Exit 

run 

run 

run 

run 

 

Gauss-

Seidel 

 

 

 

fluid 

 

 

Solid 

 

 

 

BC.S 

 

 

run 

display 

 

 

meshDelaunay 

 

 

run 

data 

 

Parameters 

 

2 

1 

4 3 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Display 

results 

END 

Start 

Control program 

 

 

run Commande MATLAB : Exécuté  

Ordre d’exécution de programme de 

contrôle vers les sous-programmes  

Réponse, informations ou résultats 

de sous-programmes vers le 

programme de contrôle 
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