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resume

Le but essentiel de ce travail consiste a faire une étude analytique et numérique de
I'equation de transport en régime transitoire.

Le probleme de transport que ce soit par diffusion, convection ou par
convection-diffusion a été approché par trois méthodes numériques :

-Méthode des différences finies : elle consiste a rechercher la solution non pas en
tout point de l'espace mais en des points discrets définis par les intersections de
deux ensembles de lignes formant la grille de calcul.

La procédure de résolution numérique se déroule en deux étapes :

1- la substitution de I'operateur différentiel par I'opérateur aux différences.
2- La résolution d'un systéme d'équations discrétes.

- Méthode des élements finis : I'originalité de cetie méthode réside dans le fait qu'elle
est basée sur une formulation intégrale du phénoméne analysé pluttt que sur la
forme différentielle que représentent Péquation aux dérivées partielles et les
conditions aux limites.

La formulation utilisée est celle de Galerkin est aussi appelée la méthode des Résidu
pondérés. Elle consiste a rechercher des fonctions qui satisfont les conditions aux
limites et ayant des conditions de dérivabilité déterminées.

-Methode des volumes finis : Elle consiste a intégrer des équations sur un ensemble
de volume elementaire, I'équation discretisée obtenue par cette méthode correspond
a l'expression de la loi de conservation sous sa forme intégrale. Par la suite,
I'évolution de chacune des integrales a 'aide des fonctions exprimées aux points de
discrétisation.

La comparaison des résultats numériques (différences finies, éléments finis et
volumes finis) et ceux obfenus par la solution analytique sont satisfaisants et
encourageants.



Introduction

INTRODUCTION :

Le présent travail consiste & I'étude de la validite de ['application de certaines
méthodes numériques telles que la méthode des différences finies, méthode des
sléments finis et la méthode des volumes finis appliguées aux phenomenes de
transpaort.

Dans le domaine de lindustris, les cas rencontrés sont d'une complexité accrue
notamment dans celui de l'industrie aéronautique.

La plupart des cas a envisager sont des phénoméngs bien difficiles a étudier,
notamment lors de l'interaction de deux phénoménes couples comme par exemple
celui de transfert thermigue et diffusion de masse.

Nous nous limiterons pour notre part a ['etude du probléme du transport
Diffusif en régime transitoire dans une géometrie rectangulaire par la méthode des
differences finies, la méthode des eléments finis et la méthode des volumes finis et
comparer les résultats avec la solution exacte ou analytique tout en comparant les
résultats des trois méthodes entre elles.

La modélisation et la discrétisation des équations gérant le phénoméne du transport
convecto-diffusif seront fondées sur I'utilisation des différences finies bidimensionnel
et les élaments finis bidimensjcnnei_

|z modélisation et la discrétisation des éguations geérant le phénoméne du transport
diffusif seront fondées sur l'utilisation des differences finies unidimensionnel et les
volumes finis unidimensionnel.

Enfin dans le dernier chapitre, on présente les differents résultats numeériques
calculés pour les differentes méthodes précédemment citées.

Enfin une conclusion générale clbturera notre travail.
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Chapitre * | _ simulation numengue

1.1. LA SIMULATION COMME METHODOLOGIE DE RECHERCHE ET
DEVELOPPEMENT :

La recherche scientifique, qui s'organise traditionnellement selon une dialectique
theorie et expérience, s'est progressivement structurée selon un triptygque associant
théorie et modélisation, simulation numérique et verification expérimentale. Cette
méthodologie de la simulation, & différents niveaux de maturité selon les secteurs,
s'impose aujourd'hui partout (référence [10] ).

La simulation numérique consiste a reproduire par le calcul |2 fonctionnement d'un
systéme, préalablement décrit par un ensemble de modéles. Elle s'appuie sur des
méthodes mathématiques et informatiques spécifiques. Les principales étapes de la
réalisation d'une étude par simulation numérique sont communes a de nombreux
secteurs de la recherche et de l'industrie.

En chague point de lobjet considéré, plusieurs grandeurs physiques (vitesse,
température...) décrivent I'état et I'évolution du systéme étudié. Celles-ci ne sont pas
indépendantes, mais reliées régies par des équations, généralement aux dérivees
partielles. Ces équations constituent la traduction mathematique des lois de la
physique qui modélisent le comportement de l'objet. Simuler I'état de ce dernier,
c'est déterminer idéalement en tout points les valeurs numérigues de ces
paramétres. Comme il y a un nombre infini de points, donc, une infinite de valeurs &
calculer, cet objectif est inaccessible (sauf dans des cas bien particuliers ol 'on peut
résoudre les équations de départ a l'ide de formules analytiques). Une approximation
naturelle consiste donc & ne considérer qu'un nombre fini de points. Les valeurs des
parameétres a calculer sont ainsi en nombre fini et les opérations nécessaires
deviennent abordables gréce & l'ordinateur. Le nombre effectif de points traités
dépendra bien sur de la puissance de celui-ci .

Plus il sera élevé meilleur sera finalement |a description de I'objet.

A la base du calcul des paramétres comme & la base de la simulation numerigue. il Y
a donc la reduction de l'infini au fini, la discrétisation,

Pour opérer précisément a partir des équations mathématiques du modéle, deux
méthodes sont trés souvent utilisées, respectivement représentatives des méthodes
de calcul déterministe, qui résolvent les équations régissant les phénoménes étudies
aprés avoir discrétiser les variables et des méthodes de calcul sfatiques ou
probabiliste.

Le principe de la premiére, connue sous le nom de méthode des volumes finis, est
antérieur a l'usage des ordinateurs. Chacun des points de I'objet est assimilé
simplement & un petit volume élémentaire (un cube par exemple), d'oU le nom de
volume fini. Les paramétres de |'état de |'objet sont maintenant définis dans chaque
maille du maillage. Pour chacune delles, on reformulant les équations
mathématiques du modale par des moyens volumigues, il sera alors possible de
construire des relations algébriques entre les paramétres de la maille et ceux de ses
voisines. Au total, il y aura autant de relations que de parametres inconnus et |l
faudra pour cela recourir aux techniques de l'analyse numeérique et programmer des
algorithmes scientifigues.
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| 'accroissement de la puissance des ordinateurs a permis d'augmenter la finesse de
discrétisation, permettant de passer de quelques dizaines de mailles dans les
années soixante a plusisurs dizaines de milliers dans les années quatre-vingt, & des
millions dans les années quatre-vingt-dix et jusqu'a la dizaine de milliards de mailles
aujourd'hui.

La méthode des volumes finis s'appliques dans des contextes physigues et
mathématiques trés variés. Elle autorise toute forme de maille (cube, hexaedre,
tétragdre...) et le maillage peut étre modifié durant le calcul, en fonction de criteres
géométriques ou physigues. Enfin, alle est aisée a metire en ceuvre dans le contexte
des ardinateurs parall¢les.

Appartiennent & la mene famille la méthode des différences finies, cas pa rticuliers de
la mathode des volumes finis, etla méthode des éléments finis.

1.2. DEROQULEMENT DE LA SIMULATION NUMERIQUE :

|| est souvent guestion d'expérience numérique pour souligner 'analogie entre la
pratique d'une simulation numérique et la conduite d'une expérience de physique.

Cette dernigre utilise un dispositif expérimental, configuré selon des conditions
initiales (de température, de pression...} et des parametres de contrble (durée de
I'expérience...). Durant l'experience, le dispositif produit des points de mesures
enregistrés. Ces enregistrements sont ensuite analyses et interprétes.

Dans une simulation numerigue, le dispositif expérimental consiste en un ensemble
de programmes informatigues exécutés sur des ordinateurs.

Les codes ou logiciels de calcul sont la traduction, & travers des algorithmes
numériques, des formulations mathématiques des modéles physiques étudiés.
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Il. PHENOMENE DE TRANSPORT :

1.L1. LE TRANSPORT DIFFUSIF = LOIS PHENOMENOLOGIIQUES
DE LA DIFFUSION :

Les trois lois phénoménologiques de la diffusion (loi de Fick pour la diffusion
chimique, loi de Fourier pour la diffusion thermique, loi de Newton pour le frottement
visqueux), auxguelles on peut ajouter la loi d'Ohm pour le courant électrique et la lo
de Darcy pour I'écoulement dans un milieu poreux, peuvent se mettre sous la forme :
(Réference [3] )

PO (11.1)
QU : f; - est la densité de flux diffusif de l'extensité ,
¥ le potentiel dont le gradient provoque la diffusion de l'extensite,
A la conductivité de ce transport.

Plus la conduclivité est grande (c'est-a-dire son inverse, la résistivite, est faible)
moins le milieu oppose de résistance au transport.

L’équation (1.1) est déja un cas particulier (référence [4]). Tout d'abord, elle ne tient
aucun compte du transport diffusif d’'une extensité (par exemple, la matiére) sous
l'action de gradients de potentiels divers (par exemple, la température : effet Soret).
Une écriture générale nécessiterait l'emploi de l'ensemble des coefficients
phénoménologiques d'Onsager. Ensuite, le transport diffusif de guantite de
mouvemnent ne peut s'exprimer, sous une forme aussi simple que (lI.1), que dans le
cas d'un écoulement unidimensionnel ou de celui dun fluide newtonien,
incompressible, et a viscosité constante. Enfin, la conductivité est, sous sa forme
géneérale, un tenseur & neuf composantes. Seul le cas de matériaux isotropes est
traité ici. Lorsqu'on a affaire a des matériaux orthotropes fibreux comme le bois ou le
graphite, par exemple, les transports dans différentiels directions ont des
conductivités trés différentes.

L'extensité spécifigue (ici, par unité de masse), notée par la suite @, et le potentiel V,
peuvent le plus souvent &tres relies par une relation de type :

dd =CdV (1.2)

Qui définit : C= dd / dV, Ia capacité de 'extensité. On fait généralement apparaitre le
coefficient = A/ C ; la densité de flux diffusif devient alors [3] .

=T V® (1.3)

Le tableau (Il.1) présente 'analogie entre les trois lois phénoménociogiques de la
diffusion pour les transports de chaleur, de matiére et de quantité de mouvement
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{ainsi que pour le transport d'électricité). Comme on |'a déja préciser, les lois utilisées
sont des lois simplifiées, qui supposent entre autres que le milieu est incompressible.
C'est l'analyse physigue du probléme a ftraiter qui permet de remplacer
éventuellement ces lois par les lois de méme type, qui peuvent étre alors un peu plus
complexes,

1-2. LE TRANSPORT CONVECTIIF :

Lorsgu'en un point du systéme que 'on étudie, la vitesse barycentrique est différente
de zéro, il existe un mouvement d'ensemble du milieu qui transporte la matiére et les
extensités associées, chaleur et quantité de mouvement. Ce mode de transpor,
appelé transport par convection est Caractérisé par une densite de flux :

(refedrence [6] )

e

o =pp v (1.4)

OO0 p estla masse volumigue du systeme.
¢ l'extensité specifique (par unité de masse).

—

v le vecteur vitesse instantanae.

La densité de flux massigue convectif d'un constituant (i) dans un mélange est égale

=i

a p v m ol o, estletitre massique de ce constituant, la densité de flux thermique

convectif o v k oUu k est I'enthalpie massique et la densité de flux convectif de

—

quantité de mouvement selonx, & p v v,

On voit que la densité de flux convectif du vecteur quantité de mouvement est un
tenseur, comme I'est d'ailleurs a densité de flux diffusif (tenseur des contraintes).



phénoménes de transport

Chapitre : |l
Extensite @ Densite de flux ¢ Potentiel V Conductivité 4 Capacité C
Transport de matiere mimasse de | @ , densité de flux /7 cancentration Dicoefficient de 1/p inverse de la
(constituant i) (kg) Massique massique diffusion masse volumique
(kg m?s™) (kg m™) (m”s7) totale
(m® kg™)
Transport de chaleur H enthalpie @ densité de flux T temperature J conductivité Cp chaleur
(J) de chaleur absolue thermique spécifique massique
(W m?) (k) W m? kT (J kg K™
Transport ¢'électricité Q guantité j densité de courant U potentiel o conductivite C capacité
d'électricité (cb) (Am? glectrique (V) électrique électrique
@' m") (F)
Transport de [ Px =m v, quantité
quantite de de mouvement Tcontrainte de | Vx vilesse dans la p viscosité
mouvement dans la direction x frottement direction x dynamigque 1
(pour un fluide (kgms™) (N m?) (ms™) (kg m™ s™
newtonien)

Tableau 111 : lois de la diffusion. Analogie entre les transports
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I1.3. PEQUATION DE TRANSPORT CONVECTO-DIFFUSIF :

I.3.1. '"EQUATION GENERALE :

L'écriture d’un bilan difféerentiel dune extensité quelcongue conduit au résultat
suivant

Accumulation = - (sortie-entrée) +  création
alpd) - - div @ + S (I1.5)
af

Ou (p ¢ ) est I'extensité volumique et S |a vitesse de création de 'extensité par unite
de volume (quantité de |'extensité cree par unité de volume et de temps). Ce terme
de création, qui est évidemment negatif lorsqu'il y a consommation de I'extensité,
peut correspondre |
- pour le transport de matiére, 4 la production (ou la disparition) de I'espéce |
par réaction,
- pour le transport de quantité de mouvement, a une force de pression,
pour le transport de chaleur, a un dégagement de chaleur par effet joule ou
par frottement visqueux, cu du fait du travail des forces de pression ou encore
3 cause de 'exo- ou endo- thermicité des réactions chimigues

Dans I'équation (1.5 ) , la densité de flux correspond a la somme des transports
convectif et diffusif, soit .en remplagant par leurs expressions (1.3 ) et {li.4} :

ﬁ_f’:[mﬁ):_{;,-v[ms 3—1‘?{6] 4§ (11.6)

Aprés une légére modification, l'équation générale de transport prend sa forme
définitive :

-{%{pé}+:fﬁv[g¢ﬁT] = cﬁu[r?;ﬁ-J + 8 (I.7)

L'universalité de I'équation générale de transport convecto-diffusif (1.7 ) a pour
conséquence directe que la méme méthode numérique peut étre utilisée pour trajter
l'ensemble des phénoménes de transport. En fait, toute l'équation aux dérivées
partielles qui peut se metire formellement sous la forme de I'équation (IL.7 ), il suffira
d'établir une correspondance terme a terme pour dé&finir une ‘extensité’, une
conductivite.._.

'équation (IL.7) est composée de quatre termes qui correspondent aux
phénomeénes physiques bien connus .accumulation convection ; diffusion et création.
Selon le probléme considére, chacun de ces termes peut disparaitre de I'équation.
Par exemple, en régime permanent, le terme 8(pg¢)/ot est nul. pour un fluide idéal

(viscosité nulle), ou un constituant ne diffusant pratiqguement pas, le terme:
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div {1‘ {r‘g.-,] disparait...... Tout combinaison de ces phénoménes est bien sur

possible. En cas de doute, on pourra toujours refaire la démarche compléte en
remplacant les équation générales (1.1 } a ( 11.4) par les équations correspondant au
phé&noméne etudie.

Apres un bref examen, il apparait clairement que les dérivées du second ordre (de
type ( 8°¢/6X*) seront toujours dues a la présence des termes diffusifs. A’ l'inverse,
les termes convectifs sont & l'origine des dérivees du premier ordre(ope & ¢/d x)
par rapport aux variables d'espace. Si, pour une variable d'espace donnée, le terme
diffusif peut étre négligé (ce gui signifie en pratique que le transport convectif dans la
direction de cette variable est trés important), I'équation sera dite parabolique par
rapport & cette variable .dans le cas contrainte, ou la dérivée de second ordre est
présente, l'équation sera elliptique par rapport & la variable d'espace. Un cas typique
d'écuation de fransport parabolique dans une direction et elliptique dans une autre
se rencontre lorsqu'on veut trailer un probleme d'aécoulement monodirectionnel avec
transport de chaleur, comme le représente la figure (lI-2)

Figure 11-2 : équation elliptique et parabolique

Entre deux plaques planes portes 3 des températures différentes, un fluide s'écoule
parallélement aux plagues. En régime permanant et sans terme de création,
I'équation de transport de chaleur au sein de ce fluide sera, si les propriétés
physiques (o.C; ,A) sont indépendantes de la température (voir plus loin de la

discussion de I'équation (IL.22) :
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aT (abr &7
£y ——= A|l——=* g .8
P ! el o l':l Ar La).rﬁ a}rzj { }

S |a vitesse v, est suffisamment importante, ce qui peut étre caractérisé par la valeur
du nombre adimensionnel de Peclet pC, v, Liy, le terme diffusif (dérivée du

second ordre) dans la direction X, A G‘*'I';’ak’:’ . est négligeable par rapport au tarme
convectif (dérivee du premier ordre), p Cp Vi T /dx . L'équation de transport de
chaleur devient alors :

1

aT
PCp¥y : = 4

T
= ~ 1.9
F P (1.9)

E_:I_
2
a_

Selon nos définitions, il s'agit bien d'une equation paraboligue suivant X et elliptique
suivant y.

Lintérét d'une telle distinction sera particuliérement mis en avidence guand nous en
viendrons a I'étude des conditions aux limites. on peut immediatement remarquer
que 'équation de transport (I.7), en regime instationnaire, est toujours parabolique
par rapport au temps.

11.2.2 CAS PARTICULIERS DE L'EQUATION GENERALE :

Nous alions & présent étudier guelques cas particuliers de I'équation générale,
Correspondant au transport de matiére. de gquantité de mouvement, de chaleur ou
d'autres extensités.

1.2.2-1 TRANSPORT DE MATIERE :

Lorsque l'extensite considérée est la masse d'un constituant i, l'équation génerale
de transport devient, en remplacant terme a terme :

—g -
-aa—(pmjj+dfv[pmj V J: -;:’:'v[ﬂ a v wl.]-i- 5, {11.10)
[§

OU w; est le titre massique en constituant i et S le taux volumique de production de i
par réaction chimique.

si l'extensité considérée @ est [a masse totale, l'extensité spécifique @ est alors
égale a ['unite, et le flux de diffusion est nul. Par ailleurs, si l'on exclut le cas de
réaction nucléaire, le terme de réaction est également nul. L'équation générale de
transport (11.7) se réduit alors tout simplement a I'équation de continuite :

9L 4 div [p T] =0 (1.11)
ail

10
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Il est trés courant d'utiliser a la place de I'équation générale (I.7) une équation
obtenue en retranchant de (11.7) le produit de I'équation de continuité par la variable
d'extente specifique :

—k - ] S b
i S = R . :cﬁv[]' vV og |+S (1.12)
o 4

Alors que 'équation (Il.7) provient directement d'un bilan differentiel et exprime |a
conservation de I'extensité @, 'équation (ll.12) est le résullat d'une manipulation
mathématique et n'a pas de signification physique absolue.

11,2.2.2. TRANSPORT DE QUANTITE DE MOUVEMENT :

Le transport de gquantitt de mouvement selon une direction x s'ecrit, a partir de
l'equation genérale :

i A
i{p v+ cl’fr(p v v, | =div
at J _

.
v ow,

+8 (11.13)

Dans le terme § interviennent alors principalement les forces volumigues (et en
particulier la pesanteur p ¢, ) et les forces de pression —&p/é.X . Pour un fluide non

newtonien en particulier, des termes de frottement visqueux supplémentaires
peuvent apparaitre, que nous négligerons dans la suite de cefte etude. L'equation
(11.13) devient alors la 'célebre’ équation de Navier-Stokes !

i{pvj}—% cffu{pTvI}.— —';—i-l—a'iv{p\? vj]-i PE. (1.14}

Des &quations similaires régissent évidemment le transport des autres composantes
de la quantité de mouvement.

11.2.2.4. TRANSPORT DE CHALEUR :

L'extensité transférée est ici 'enthalpie, ou quantité de chaleur (si on néglige le
travail des forces de pression). Si h est l'enthalpie massique, on ecrit directement
I'équation de transport :

%[p Fr}+dr'v[p I:TJ =dfv[§—?h]+q (I1L15)

F

Si. dans le domaine de température considéré, on peut supposer que la chaleur
spécifique est constante, on peut alors poser:

B, T + K (11.16)

11
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L’équation (I1.16) devient alors !
) e .
E'Inﬂ—{p'l')+C,,dfv[pT v] = ﬁ’h'ti v T] + (1.17)
i

Ou. sous la forme non conservative (c'est-a-dire en retranchant le produit de
température par I'équation de continuité (I1.11) )

a"[" " —% ' 50
pCoi hpC, v VT = dwlAV T + g (1.18)
or \ J

Cette equation reste correcte méme si la chaleur spécifique varie avet [a
température. La démonstration devient simplemant beaucoup plus fastidieuse. Par
contre, elle n'est valable que s'il existe clairement une chaleur spécifique, c'est-a-dire
en particulier gue le systéme ne subit aucun changement de phase,

Si la conductivité thermique est également constante, I'equation (I.18) prend une
forme condensée :

- rge S Ry e q

Eﬂ-i+ ¥ VI = -{11—?2T+—

- (1.19)
at P Cp pCe

qui est peut —&tre la plus connue de Téquation de la chaleur’.

I.2.2.5 TURBULENCE :

A ce stade, notons simplement que la résolution numérique des problémes de
transport dans un fluide en écoulement turbulent impose le plus souvent la resolution
d'équations convecto—diffusives supplémentaires, telles que celle qui exprime le
transport de I'énergie cinétique turbulence par unite de masse. Celle equalion
s'écrit :

%{pk} L div (,;T;.:J = div [r; v’kJ + 8 (1.22)

Les termes I, et 5, ne seront pas explicités pour linstant. Il nous suffit de savoir

que sur le plan numérique, la nature laminaire ou turbulence de ['écoulement ne
change rien a la méthode fondamentale de résolution.
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Chapitre : 1l _ conditions aux limites

lll. CONDITIONS AUX LIMITES :

La résolution, par une méthode anzlytigue ou numérique, de 'équation de transport
convecto-diffusif nécessite la connaissance des conditions initiales et aux limites. |l
existe fondamentalement trois types de conditions aux limites, qui portent sur la
détermination de la densité de flux d'extensité a la frontiére du systéme étudié
(référence [3], [2]). Par ailleurs, la nature de l'equation, elliptique ou parabolique, par
rapport aux differentes variables d'espace et de temps, impose le nombre (et en
partie le type) de conditions aux limites necessaires.

Nous allons tout d'abord passer en revue, les differentes catégones de conditions

aux limites, puis nous examinerons les exigences mathématiques de I'éguation aux
dérivés partielles en ce qui concerne ces conditions aux limites.

li.1 LES TROIS SORTES DE CONDITIOONS AUX LIMITES :

—_—

A la frontiére du systéme étudié, la densité du flux d'extensité normale ¢ . # , que
nous noterons, est donnée par I'une des trois conditions aux limites suivantes.

111.1.1 CONDITION DE DIRICHLET :

La condition aux limites du type Dirichlet peut étre considérée comme une forme
asymptotigue de la condition aux limites de Fourier linéarisée, avec une valeur
infinie de coefficients de transport. Elle exprime en fait la connaissance de la valeur
de I'extensité en un point de la frontiére

é = cte (In.1)

Cette condition aux limites se rencontre classiquement :

« En transport de matiére, pour exprimer I'équilibre thermodynamique avec une
phase de composition connue.

« En transport de chaleur, lorsque des mesures de température sont
disponibles, ou pour exprimer un contact parfait avec un milieu dont la
température est connue (reférence [4] ).

« En mécanigue des fluides, pour simuler une vitesse imposée, ou une vitesse
nulle en un point au contact d’une paroi solide immobile.
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La condition de Neumann exprime [a connaissance le la valeurde ¢ enun pointde
la frantigre, et s'écrit par conséguent en ¢e point :

@ = cle (111.2)

La condition de Neumann est fréquemment utilisee :

« Lorsque des mesures expérimentales de flux ont eté réalisées.

« Sous laforme¢ =0, pour représenter les conditions de symetrie.
« Egalement sous la forme g = 0, pour simuler :

» L'adiabatisme (transport de chaleur).

¥ Limperméabilité (transport de matiére).

» Le frottement nul (ou glissement parfait) a la surface libre d'un
écoulement (transport de guantité de mouvement).

l1.1.3 CONDITION DE FOURIER :

La condition de Fourier exprime |'existence d'une relation entre densité de flux
normal et extensité spécifique en un point de la surface, et s'écrit de la maniere
générale :

o= 1(¢) (111.3)

Dans la majorité des cas, cette relation est linéaire. Un exemple typique est le
transfert de chaleur & la surface d'un solide par convection de I'atmosphere
ambiante. La densité de flux de chaleur sortant du solide peut s'exprimer sous la
farme :

¢ =h(T-T,) (111.4)

Qi T,est la température de ['air ambiant et h un coefficient de transfert, ou
conductance, qui exprime la résistance thermique correspondant a ['établissement
d'une couche limite d'air au voisinage de la surface. Ce coefficient de transfert
thermique ne doit pas étre confondu avec I'enthalpie massique, également notée h.
I'expression de I'équation (11l.4) a l'aide de la température plutdt que de I'enthalpie
spécifique est trés courante ,

Une autre condition aux limites classique, pour le transport de chaleur, et le
rayonnement d'une surface :

p=ce (1" -T.) (IIL5)
Ol o est la constante de Stefan —Boltzmann et £ 'émissivité de la surface

14



Chapitre - Il , conditions aux limites

Plus courantes que les conditions de Neumann, les conditions aux limites de Fourier
sont faciles a prendre en compte d'un point de numerique. On essaiera
systématiquement dec se mettre sous la forme d'une loi telle que(lll.4), le coefficient h
étant alors, bien entendu, susceptible de dépendre de |a valeur de @.

l1.2 QUELQUES CONSIDERATIONS MATHEMATIQUES SUR LES CONDIITIONS
AUX LIMITES :

De maniére générale, notons tout d'abord que I'écriture de conditions aux limites est

necessaire sur I'ensemble de la frontigre du systdéme étudie. Par contre, a l'intérieur
méme du systéme, la continuité de la densité de flux de transport a l'interface entre
deux matériaux est une évidence physique, qui ne nécessite pas l'écniure de
conditions aux limites pariculiéres. Seule une éventuelle résistance de contact sera
modélisée par le biais de I'existence entre les deux matérigux d'une densite de flux
de la forme :

@=hi ¢—gr) (111.6)

G4 ¢ erg, sont les valeurs de |'extensile specifigue massique ¢ en deux points
infiniment voising, mais appartenant a des milieux différents, et h un coefficient de
transfert qui traduit |a résistance interfaciale {(on parle alors de transferts conjugués).

Une exception importante a la régle precedentie (nécessité de condition aux limites
sur 'ensemble des frontiéres) concerne les équations paraboligues par rapport a une
variable d'espace x Si l'on se référe & la figure (I1.1), par exemple, il est évident
gu‘aucune condition aux limites n'est nécessaire enX = /.| la densite de flux et la

température en ce point étant determinées par I'état du systéme en amont, ceci est a
rapprocher du fait que mathématiquement, I'équation parabolique correspond a une
dérivée premidre (une seule condition aux limites} alors que I'équation elliptique
correspond a une dérivee seconde (deux condifions aux limites).

Dans le cas de |a figure (II.1), la seule condition aux limites selon la direction x
nécessaire pour résoudre I'équation de transport de chaleur concerne la frontiére
¥ =0. On parle en ce cas, et pour des raisons évidentes, de condition initiale. De la
méme maniére, lorsque la variable considérée est le temps, seule une condition
initiale est nécessaire.

Une cause courante de difficultés lors de la résolution numeérique est ainsi la  sur
spécification de conditions aux limites pour les équations paraboliques par rapport a
une variable d'espace. Ceci est souvent d0 au fait que le caractére parabolique
(dominé par le transport convectif) du probléme traité a échappé alors de la
modélisation mathématique.

Dans I'équation aux dérivées particlles, seules les dérivées de la variable o apparaissent,

15
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Afin de calculer, analytiquement ou numériquement, le champ d'extensité autrement
qu' « & une constante prés » . une condition initiale, si elle existe doit toujours étre
une condition de Dirichlet. S'il n'y pas de condition initiale (probléme totalement
elliptigue), il est necessaire de faire apparafiire de maniére explicite la variable @ en
au moins un point. Ainsi, une condition aux limites de type Dirichlet est requise au
mains en un point de |a frontigre.

16
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Chapitre : IV concept de discretisation

IV.1. DISCRETISATION PAR LA METHODE DES VOLUMES FINIS :

Le résultat obtenu a partir de la discrétisation d'une équation aux dérivees partielles
est un ensemble fini de valeurs qui permet de reconstruire la forme de la solution.
Dans ce sens, des instruments de mesure ont été implantés. Ces derniers doivent
permettre de remonter a la grandeur que l'on veut etudier dans le domaine
considéré. Ainsi le numéricien, tout comme |'expérimentateur, ne peuvent travailler
qu'avec un nombre discrel de valeurs, cet ensembole de valeurs devant étre
correctement choisi pour décrire fidélement le comportement du domaine continu.
On doit donc garder a l'esprit gu'il n'est pas seulement important d'obtenir une
solution numérique, mais qu'il faut également s'assurer de la qualité de la
discretisation.

La méthode des volumes finis, que nous utilisons, permet d'oblenir un systeme
d'équations algébriques, ou systeme discrétisa, dont les inconnues sont les valeurs
de la grandeur recherchée en un nombre fini de points du domaine d'étude. Cet
ensemble de points constitue le maillage du domaine.

| s'agira ensuite de savoir résoudre ce systeme des équations algébriques.

De nombreux problémes se situent déja dans la classe des phenoménes de
transports par diffusion, nous citerons : les écoulements potentiels, le transport de
chaleur par conduction, le transport de masse par diffusion, les ecoulement a travers
un milieux poreux, les phénoménes diffusifs en électromagnétisme

V.2.LE CONCEPT DE DISCRETISATION :

Le systéme d'équations algébriques est obtenu & partir de I'equation aux dérivées
particlles de départ, dont nous appellerons ¢ [linconnue. Pour se faire, il est

nécessaire de faire des hypothéses sur la fagon dont ¢ varie entre deux points du

systéme discret, c'est-a-dire de choisir une loi de variation locale.

Nous sommes donc amené, pour obtenir un systéme discrétisé, & subdiviser le
domaine d'étude, C'est celte discrétisation de l'espace et de temps, associé a la
fagon de prendre en compte les variations de ¢ entre deux points de maillage, gui

permet de passer d'une équation aux dérivées partielles & un systeme d'équations
algébriques.

Une équation discrétisée est une équation algébrique reliant les valeurs de ¢ en
différents points du maillage. Une telle équation est obtenue & partir de I'équation
aux dérivées partielles de départ et contient donc la méme information physique. Le
nombre de points pris en compte dans I'équation discrétisée dépend de la loi de
variation locale choisie pourg . L'équation discrétisée met en relation des points
voisins dans le maillage ; de ce fait, la valeur de ¢ en un point influence

essentiellement celles de ses voisins immédiats.

Pour une équation aux dérivées partielles donnée, I'équation discrétisée va dépendre
du maillage et de la loi de variation locale. Toute bonne méthode de discrétisation
doit &tre consistante, c'est-a-dire gqu'elle doit conduire & Ia solution exacte de
I'équation aux dérivées partielles quand on augmente indéfiniment le nombre de
points du maillage. En effet, une augmentation du nombre de peints entraine une
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Chapitre - |V concept de discratisation

diminution de la distance entre deux points voising, ¢& qui réduit l'influence de la loi
de variation locale. Il en decoule que sl n'est pas toujours possible de mailler
finement tout un domaine, il faut s'attacher a mailler le plus finement possible les
zones soumise & de fortes variations de ¢ .

IV.2.LA METHODE DES VOLUMES FINIS :

Le domaine d'étude est subdivisé en volumes de contrdle, ou cellules, qui ne se
recouvrent pas et tel que chague cellule englobe un point et un seul du maillage.
L'éguation aux dérivées partielles est integrée sur chague volume de controle, les
lois de variations locale de ¢ é&tant utilisées pour estimer les termes de I'éguation

(réference [3])

A - [ —
= (pg)+div| pg v | = m'v|r v H %8 (IV.1)
& \ J

Pour chaque cellule, une équation discrétisée, reliant les valeurs de ¢ pour un

ensemble de points du maillage, est ainsi obtenue.

L'eguation discrelisée déterminee par cetle methode correspond & 'expression de la
loi de conservation de 'extensité d* sous sa forme intégrale (bilan global), comme
l'équation aux dérivees partielles pour un élément de volume infinitésimal (bilan
différentiel). La méthode des volumes finis permet donc d'assurer que la solution
obtenue vérifie le principe de conservation sur chague volume de contrdle et, de ce
fait, sur le domaine complet. Ceci est indépendant du nombre de points du maillage.

IV.2. GEOMETRIE CARTESIENNE 1-D REGIME TRANSITOIRE :

IV.2.1. PRINCIPE D’UNE DISCRETISATION EN ESPACE ET EN TEMPS :

Pour un phénoméne purement diffusif, monodirectionnel, la forme générale de
I'équation de conservation s'écrit :

Mzi[rﬁ}g (IV.2)

cif dx| ox

Nous supposant que le terme source () est nul.

L'équation discrétisée est obtenue par intégration en espace, sur le volume de
contréle de |a figure (IV.1) et en temps, entre deux instants t et t+ At il vient :
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(5 x). (5 -""}.:

Y
I

|

|
b {5

W [ P

A X

figure V.1 maillage monocirectionnel notation adoptées pour les voising d'un point
P et les dimensions caractéristiques

1
r%*"}.& it (IV.3)
ax

Soit encore :

I+

[[(06). - (09, ) - !H ] --(l'%ﬁ- }ﬁ (IV.4)

4 ﬂ.l’JJ"

On remarguera que la relation (IV.4) est la forme intégrale de I'équation aux dérivées
partielles (IV.2). 1| s’agit maintenant de choisir des lois de variation locale en temps
et en espace, pour obtenir I'équation discrétisée,

La partie gauche de la relation (IV.4) est discrétisée en choisissant une loi de

variation locale de type p¢ constant dans une cellule. Donc I'équation (IV.4) s'écrit
avec cette loi :

ko¢) - (08 F]ar =IN[[ -‘;—fﬂ —(rgucﬂ (IV.5)
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L'exposant (0) désignera les valeurs prises a l'instant t et I'exposant (0) celle prise &
l'instant t+ At

Pour discrétiser la partie droite de I'équation (IV.5), il faut tout d'abord choisir une loi
de variation locale de (I" 8¢ / 1) en fonction du temps.
Il existe deux types de lois !

- Une loi de variation locale du type constante
- Une loi de type linéaire
Ces deux lois peuvent étre envisagées !

- avec une loi de variation locale de type constante nous obtenons :

f= A {' -~ U
[ [rt]a —m[ r'-Ei*f‘-J (IV.6)
roM dx! \ dx

Ou
P+ e _}w-'
J(r ?—?]dmﬂfLFﬂJ (IV.7)
R - ax

- Avec une loi du type lingaire il vient :

tAr ﬂqﬁ] _ﬂ.f [ qﬁ{,‘ﬁ ! [ _ﬂg}ln
e +f 1122 (IV.8)
'[ ( 0x El 4’31‘] ix )

Ces trois possibilités peuvent s'écrire sous une forms génerale :

1 0

e EJqﬁ -,aiﬁ a :
j [r ]a‘r: [f[l ] +{1- f}[r- ] (At (IV.9)

» 0x dx dx |

QU fest un coefficient de pondération qui varie entre 0 et 1. Les trois lois données
ci-dessus correspondent respectivement 8 £ =0, =1 et/ =0,5. Ces trois valeurs
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sboutissent a des schémas classigues appelés respectivement schema explicite
(f=0), schéma de Crank-Nicalson (f=0,5), schema implicite (f=1).

Les trois lois de variation locale correspondant a des trois schemas sont
représentées sur la figure (IV.2).

/

Schéma explicite

Schema de Crank-nicolson

Schéma totalernent implicite

t At

figure (IV.2) : lois de variation locale pour la discretisation en temps

L'équation (IV.5) est maintenant discrétisée sous la forme

[{p«;’i)l~tn¢}“]%’;-=f{(ri—i]i -[F%JL}-{I— ;)[[r%i]u [r%]j (IV.10)

Les différentes valeurs de (I"dg/éx) sont déterminées a partir d'une loi de variation
locale linéaire ; il vient :

abdy = fapgdp + & (IV.11)
Avec .
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T B . By Iy
ap = fm oy e a = oS ;= .
CE) P € T )
0 ] -"—*" 3 |
aPtp{ﬂ—f h=a. .942—{ —,fjl[fi':;{ .? = fﬁﬁ)— ”E (ﬂﬁrf 'Fﬂ';: JII
ay=p' —+ far+ fa,

IV.2.2. STABILITE DES SCHEMAS DE DISCRETISATION TEMPORELLE :

Examinons plus en détail les trois principaux schémas : explicite, Crank-Nicolsan et
implicites. Dans toute la discussion qui suit, nous considérerons que 1" ef » sont

constants, et ne distinguerons donc plus a; et ay,.....

Le schémas explicite est obtenu en posant / =0 dans lI'equation (4.12} soit :
ay B = ag P2 +ayg +la, —a, —a, )oh (IV.13)

La valeur de ¢, al'instant ¢+ Ar ne dépend pour ce schema que des valeurs de ¢
a l'instant precedent. Ainsi, le calcul de ¢ a chaque pas de temps ne nécessite pas

la résolution d'un systéme linéaire. Cependant le schéma explicite souffre d'une
sérieuse limitation. En effet, sil'on perturbe ¢, e ¢,  doit suivre la perturbation dans
le méme sens .pour ce faire, il faut que :

ap ~dag —ay >0

Ce qui signifie, en considérant un maillage régulier,que le pas de temps ne doit pas

dépasser a valeur limite :
ri

At=p ﬁgﬁr

(IV.14)

Si cette condition n'est pas remplie, des solutions sans aucun sens physique
peuvent étre obtenues.

La condition (IV.14) est un critdre classique de stabilité du schéma explicite :
Elle a pu étre retrouvee ici uniquement 2 partir de considérations physiqgues.
Ce critére peut conduire a des temps de calcul longs car plus on veut raffiner le
maillage, plus il faut réduire le pas de temps.

Nous allons illustrer |a différence entre les trois schémas a partir d'un probléme

simple. Nous considérons dans I'équation discrétisée (IV.12) que g, er ¢, sont
nuls, Dans ce cas, pour maillage régulier,nous déduisons de (IV.12) la relation :
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ffr_,'»_:l—&(l—f)
#p I+4f

20 At

avec: A = -
pAx

Le fait que ¢, er ¢, soienttoujours nuls nécessite que ¢, tend vers zéro lorsque t
tend vers linfini. La raison de la suite géométrique (¢ p_'}' doit donc &tre en valeur
absolue inférieure 4 1, Les variations de ¢' p/#° p sont fonction de 2

Pour les trois schémas, seul le schéma implicite conduit 8 des valeurs positives
quelle que soit la valeur de i . Pour des grandes valeur de 1 , le schéma de Crank-

Nicolson donne pour ¢'p [ #°p une valeur comprise entre -1 et 0, ce qui signifie que
les valeurs deg¢ wvont osciller entre des valeurs positives et negatives en tendant
VErs Zero.

Le rapport ¢'p [ 8°p devient inférieur & -1 avec le schémas explicite si 12 les
oscillations de ¢ ne sont alors plus amorties et 1a solution diverge.

Ainsi, le schema implicite répondant aux critéres de simplicité et de réalité physique
de la solution, nous l'utiliserons de préférence. |l est cependant reconnu que le
schéma de Crank-Nicolson est plus précis que le schéma implicite pour des petits
pas de temp. Ce résultat etait prévisible car pour de petits pas de temps les
variations de ¢ en fonction du temps sont presque linéaires, tandis que le schéma

implicite décrit des variations exponentielles.

Remarquons enfin que la stabilité ' inconditionnelle’ du schéma implicite n'est
assurée en toute riguaur que pour un systéme linéaire.

VI.2.3.FORME DE L EQUATION DISCRETISEE AVEC LE SCHEMA IMPLICITE :

Si nous reintégrons le ferme source que nous avions supposé nul pour la
présentation du schéma dans ['équation (IV.11), en supposant toujours
p et I constants, nous obtenons la forme générale de I'équation discrétisée avec

le schéma totalement implicite :
g Pp = Qg taypgy +b (4.15)

I

[

|‘J'5=G_'I—)‘*
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o)

|

i,
a_F — f—

r (5x),
ap =0p ¥ ay +a,— S, A

. , [
l!'?—-f'&c_-r"'-.‘t’—.ﬂr. l:j.ﬂ_

. Dans I'équation (IV.15), on remarquera que si le pas du temps tend vers l'infini, on
retrouve |a forme générale de |'équation discrétisée obtenue dans le cas du régime
permanent.
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IV.3. DISCRETISATION PAR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES :

IV.3.1. EQUATION DE LA DIFFUSION {INSTATIONNAIRE) :

IV.3.1.1. POSITION DU PROBLEME :

— Sait une colonne de section uniforme dont la température n varie avec la hauteur.
Il y aura toujours un echange de chaleur entre les zones de température différente : il
s'agit de la diffusion.

Soit D est le coefficient de diffusion
(référence [7], [9] )
En A on peut écrire :

SN = D( _63] 5 Loide Fourier (IV.16)
ax &z
- De méme, en B :
5}
SN s = *U(—") 5t (v
a'x r4+dx

— Nous pouvons de plus écrire le Développement Limité :

[ﬁ} E_(@) _,_.f’ﬂ (IV.18)
ox x+BE ax ¥ Lmj -

- Dans le volume délimité par A et B, le changement net de la chaleur est egal a (ce
qui rentre — ce qui sort) donc la variation de température dans ce volume Ox sera !

3 -a;i-é'r (Iv.19)
x

SN_—6N,, ;. ] - &n
Fr—l

lim(&n) = :Hﬂln (

— Et finaleament :

' -7
1im[§"] B (IV.20)

g0\ 51 ) A ot
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— L'equation aux dérivées partielles est I'egquation de diffusion. Elle apparait trés
frequemment dans la description de la propagation de trés nombreux phénomeénes
physiques.

1
o g (IV.21)
ot ox
Ce sont des problémes « & valeurs initiales » qui se développent en temps. On ne
peut las inverser en temps sous peine da provoguer un comportemeant chaotique.

IV.3.2. EQUATION DE DIFFUSION SHEMA EXPLICITE :

IV.3.2.1. OBJECTIF:

Determiner I'évolution temporele de la température dans 'ensemble de notre
domaine.

— La quantité n dépend de deux varables : n{xt) une discrétisation des dimensions
temporelies et spatiales en un maillage régulier va nous donner

n(i,j)=nx=i%*Ax,1 = j*Ar) (IV.22)

— Si la solution est connua 8 un instant donng, il est possible de déterminer toute
evolution ultérieure du champ 2n utlisant une méthode décentrée en avant pour la
dérivée temporelle. Une méthode de type « différencas centrees » peut etre utilises
pour la diffusion.

(8n) _ (i, j+1)—nli, j) [@] i+, )= 2n(i, j)+ali—1, j)
\ af J'l!fJ r:".f {'}r; y f.,; ﬂ_l'!

(i, j+)—nli j) _ pynl+1 j) =26, j)+n(i-1, )

Al ( M)z (IV.23)
Posons
= Lo (1V.24)
(ax)’ ‘

La résolution du systeme s'écrit alors:

n(i, j+1y = r[n(i+1, j) + (i1, H]+(1-2r)nG, j) (IV.25)
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Si les conditions initiales et limites sont connues, alors les concentrations en tout
points et 4 tout instants peuvent étre déterminees,

IV.3.3. EQUATION DE LA DIFFUSION SHEMA IMPLICITE :

IV.3.3.1.METHODE IMPLICITE DE CRANK-NICOLSON :

— Nous avons écris pour la méthode explicite I'expression decentrée de la derivee
temporelle. Cependant, cette méme expression peut élre considerée comme la

dérivée centrée au point (i, [+1/2)

r’hﬁj} s j+ D) =i ) (IV.27)

\ Ot J, Jife Al

— Nous avons de plus les expressions suivantes :

(_ﬁ_ﬂ_} a4, ) 26k, )+ mi—1, ) (IV.28)
ax’ Auf (‘i’f)z
(ﬁln\‘l i1, )= 2n(i, jH D a1, j+1) (1V.29)
ax: f..ﬂ'l [.m)!
— Méthode de Crank-Nicolson :
# '2 '||l
(@) =1 a_’lJ (IV.30)
ot LS412 R 1l
— Aver
2 2N a2
%) 5.5
ax £ 12 21\ ax i+ ax S

— Soit, en rassemblant tous les éléments :

-+

(ac) (as)

e, r4y=nt, N D[n[: ¢ L+l =2na(f fel)ealt =L j+1) wuli+l, =20 f}4u=- 1,]}}
At 2
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- EQUATION RESOUDRE :

—ra(i =1, J+ D) +2 +r)nli, j+ y=re(i+1, j+1)

. o ! : (IV.32}
=rali- 1, )20 —rnli, j)+rali+), J)

Schéma implicite : la solution a linstant t (ou j) donne une relation Iinéaire entre les
valeurs en diffiérents points & l'instant t+dt (ou j+1) ef ne donne pas chague valeur
t+dt de maniere explicite.

Un systeme tridiagonal devra donc étre résolu,

[V.3.3.2. SHEMA DE LEAPFROGOU SAUT DE GRENQUILLE :

Retour aux mathodes explicites | pourquoi ne pas uliliser une dérivée centrée pour la
variation temporelle |

i j+D—ath,j D _ ot )= 2a0 N=ali- 1 j)
241 (Ax)’

Soit .

n(i, j+ 0= nli, j— O+ 2 |ali+1, ))+ali—1, ) 2ali, j)] (IV.33)

-Pour calculer n(j,j+1), il nous faut n{ij-1) et n(i,j). Il faut donc un starter,
-Méthode assez instable (oscillations)

IV.4. CONSISTANCE ET CONVERGENCE :

- Une méthode est convergente si, lorsque les pas de temps et d'espace tendent
vers 0. la solution approchée tend vers la solution exacte.

(Ax s QA 5 0)> f, =[(x,)

- Une condition nécessaire & la convergence est la consistance des équations. En
effet, lorsque les pas de temps et d'espace tendent vers 0, les équations approchées
doivent tendre vers |'éguation analytique.

IV.4.1. CONSISTANCE METHODE EXPLICITE :

- Pour illustrer |a consistance, deux outils mathématiques sont nécessaires.

28



Chapitre : IV concept de discrétisation

— Développement limité de Taylor.

1 n
FX +B)=/(X)+ W 1X) f%—f’(.k’}+---+%j[”{ﬁ}+ R
A"

= ") L e X i

. (IV.34)
(n+1)

R

IV.4.1.1. Théoréme .

Si une fonction f(x) est continue sur lintervalle entre x; et x; alors il est possible
d'écrire f(xq) + f(x2)= 2f(x1) ol x; appartient & l'intervalle xy, Xz.

- Reprenons la relation obtenue pour la méthode explicite !
n(i, j N =r[r(i+1, ) +nli—1, )]+ (1-2r)n(, )
- Les valeurs n sont les valeurs approchées de la solution exacte N. || est possible
d'écrire :
A, J)=N{, i)=&, f)

-& estl'erreur sur la valsur n.

gi, j+N)=r{e(i t LN +el-1, p]+{(1-2r) &6, /)

, (IV.35)
[ NG NG LD +H(1=20) NG, ) - NG, +1)

- Développement limiié .

NU{U+LAO=N, i)+

AN (1, ) &N (0, ) (Ax Y
Tﬂi + ﬁx: I P rI?JE]IHIHI[

BN LY . N (1,1, (Ax Y

ar 2 A ]

N =1,7) =N, 4)-

o . WNELE ,
N+ )= N+ =22 e Y

- En incluant ces expressions et celle pour r dans 'equationi:
g(i, j+ D) =r[si+1, )y +&i—1, )]+ (1—-2r)s(, 7)

ON(x.8) D [FNGt) 52”(7}'151,-}} .

= bt 2| &’ i’
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€ (i,j) prend des valeurs différentes (>0 ou <0) en fonction de i. Définissons E (j)
comme [a plus grande magnitude de ces valeurs. Considérons que dans le cas oll |2
calcul est avance a t 44, alors

() = Max

N(x.8) D [FN@L) FNap.1)] ]

it J ot Ax?

Tant que 1-2r =0 et en imposant la valeur maximale pour chague terme de
I'équation 2, alors :

|lei, j + D) S P {EGY+ EGIF+( - 2r}E(F) + D A
(e, j + 1) S EQy=Q 2

- La relation précedente est vraie guel cua sail 1, y compns celui gui donne la
magnitude maximale ds (i, j+1)

Elj+ )2 E(j)+QA (IV.38)
- Par extension, nous {rouvons |

E(GVDZEY) QM SEG - D+ 20A1 £ S E(0) + nD s
- En supposant que le caleul démarre d'une valeur correcte
E(C)y=10

- De plus :
(A =2 0A = 0) >

[BN(IH!_,E] _E[ﬁ'ﬁw{rjl,rf} +51N|’qu_1£f}H " [@L_ i By 'J

ot 2 Ay ? Hr

- Et par définition du prebleme

oN *N
[? P } =¢ (IV.37)

Nous avons donc montré que si (Ar—0,Ax— 0) et r <1/2, la solution numérigue

tend vers la solution analytique.
La méthode est donc consistante.
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IV.4.2. CONSISTANCE — CRANK-NICOLSON :

IV.4.2.1 RAPPEL DE LA METHODE :

—ra(i—1, j+ DA 20+#a(i, j+ D) —ra(i+ 1, j+1)

= n(i—1,J) 420~ PG, )+ i1, ) v

- Introduisons .

n(i, J)=N(, )+ j)
re(i—=1j+D=2004+r)e(, j+ D+re+1, j+1)
=—re(i—1, /) =201—r)s(i, j} reti+l, j)
—NG—1,j P D+20+ 1IN JH D) NG+ j+1)
—N(i—1, P=2(1-r)N{, ))—rN(i+1, j)

- Développement en sérics de Taylor:

% ar ] :
HN{I”I‘“"}M L N W::‘;n} "\f:'-r)

P - L+ Ly =eNLy + 1) -0

e g~ 2

N (x .1, N () (A2

N+ LI A D =#Ni 4 ll+r%]-}-ﬂ.x +r {ﬁ}‘, ) {4%)
cx (i Z

— Avec:

T}‘| = l".;-:lrxﬁ[ Et ’?2 E]IiTrEH[

— En additionnant les 3 termes en t .y et ceux en t;!

E}IN {Hlsrﬁl) 4 alﬁ{’?llt}*l}
! ox

(ax ¥ Fwtm,:;] JON m,r,-J}
2

T— (axY
Spp = 2N + 1)-r =

5-=2N -..- =
i {IJ} . axi‘. axi

Aveeny € Jx, x [ et el x|

- La somme de tous les termes impliquant N s'écnt :
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$ =8, +8,,=2N({i f+)=2N( j)

2 Fatar .r!! r ,.}1 E]-!N' {IU.41}
—p (ﬂx] {U A [-rilln‘er] Fl d N {I?Ir'tjﬂl % £ N{fhajf}_l [??lsl_r

2 el Axt ox? act

A

— Le terme A se compose de 4 termes dépendants de deux variables : | 'une spatiale
ot 'autre temporelle. En appliquant une version bidimensionnelie du théoréme
préecédemmeant écrit , nous avons |

PN (' £ ;
Ll 13 I P (N (P

i
: 3 AN E
Etdone § =§7 +8 + 1 = 2N (i, + )= 2N (i, §)=2¢ (Ax _f%

— Un développement Imité donne :

INGLG +1) = 2N (1, ) + 228 ) 4
rif

— En combinant les daux derniéres éguation et en donnant a r sa valeur,

f 1 -11]_;,'; TET rF. b, ~] * &N
]ﬂ.‘f(xl,c‘f)m 5 DA (M)L %, jr};,é):zm 'C. Nix, &) DBN{H";W

d =

& (Ax ) % - Y -
L DT I
- Et finalement, nous obtenons,
reli—=1, j+1)=200+rYeld, J+D+re(i+1, j+1) (IV.42)

=—r&(i—1, /)= 20— r)e(i, j)—ra(i+1, j}1 20

Lorsque(Ar — 0, Ax — O)alors@ — | N [or - D a*r%fz [=0

— Et finalement, nous obtenons,
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re(i—1, j+ D=2(1+r)eli, j+ D) +re(i+1, j+1)
=—re(i—1, )= 20—-r)eli, j)—re(i+1, ))+ 20A1

Lorsque({Al — 0,48 — 0 algrs J — | SN;'FJI - D ai‘h'%wl ' =0

— La méthode implicite de Crank-Nicolson est donc consistante.

En effet. résoudre 'équation précédente avec Q=0 et une condition initiale exacte
{ce qui signifie £(i,0)=0) alors nous avons la solution £{1,0)=0 cui est dongc, par
récursivité valable pour tout temps.

IV.5. STABILITE :

_Un systéme est convergent si il est & la fois consistant et stable.

- La stabilité nous indique si l'erreur augmente ou non au cours du calcul. Si, au
départ modeste, l'erreur augmente fortement et dépasse des limites raisonnables, le
systéme estinstable.

~ Au contraire, si l'erreur est contenue dans un domaine suffisamment oatit, e
systéme est stable.

IV.5.1- STABILITE ~ METHODE EXPLICITE :

- L'équation de base de la methode explicite |
‘n(i, j+0)=r|n(i+1, /) +n(i-1L7)|+(1- 2rynli, j) (IV.43)

- Payt s'écrire sous une forme matricielle
oy =An, +h, (1)

— Le vecteur :
n, = {n(l, ), (20 ) (M = L))

Contient les valeurs centrales du probleme et :
b, = {rn(0,7), 0, rr(M )
| es conditions aux limites. Le probléme 1D a été divisé en M segments (et donc

M+1 points).
La matrice carrée A est tridiagonale, et vaut, pour M=7:
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(1-2¢ r 0] |

0 0 o
r 1-2r ! 0 1] o Q
f r 1= r 0 o iy (1V.44)
LM 0 ¥ 1-2¢ ¥ ] a
Q ] ] r 1-2r r o]
0 ] 0 LB ¥ 1-2r r
| 0 0 0 { ] F 1-2¢ |

IV.5.2. CALCUL DE L’ERREUR :

Supposons que [ équation (1) est exacte mais gjoulons 'erreur via un vecteur
spécifique.

(At 60 ) =4 (n, +5,)+5,

— Ce qui nous donne, en soustrayant cetie equation avec l'eq. 11 £ 1= A g
— Ceci montre gue |a propagation de I'erreur est entiérement controlée par les
proprietes de la matrice A

— Or 'application répétés d'une matrice a un vecteur arbitraire non nul donne la
relation
Axr = Ax

- Ou A est la principale valeur propre ( ¢'est-a-dire celle qui a la plus grande
magnitude) ef est le vecteur propre correspondant,

- La matrice A est successivement multipliee par le vecteur erreur € Qui peut étre
considéré comme le vecteur arbitraire nécessaire au calcul de la valeur propre, Au
bout d'un certain temps, chague vecteur erreur est égal au vecteur précédant | |z

valeur propre principale A, Donc si |&| =1 l'erreur ne fera que s'accroitre et le

systéme sera instable. Par contre si |H,|~:_ 1 I'erreur sera stable (si =1) ou diminuera et

le systéme convergera.
- La matrice A va avoir M-1 valeurs propres.
- Il est possible de montrer gu 'elles sont de la forme :

A =I~—4r5in1(g), s o M =1

— La donnge r etant positive, il est évident que les valeurs propres ne peuvent étre
superieure a 1. Cependant, elles ne doivent pas étre inférieure a =1.

Nous avons donc la conditions suivantes a vérifier 1-4r -1 : ce qui nous impose le
fait : r<0.5

-Donc si r<0.5 alors le systéme est inconditionnellement stable.
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IV.5.3, STABILITE — CRANK-NICOLSON :

L'éguation matricielle de la méthode de Crank-Nicolson donne

An, +b,,, =Bn +h,

2147y -1 o o o ¢ o
—r H14r) - 3 o 3
] —F Hl4r) —¥ o 0 0
A= 0 a - Xl+r) -r o o
i 0 a -r  Hl+ry -r g
] a 1] -r Hl+r)  -r
i a 3 o E - 1)
(IV.45)
ri‘].f]—r} » 1] i 1) o ]
r Z1-r) r ] o 0 !
L ; H1-r) r o i} o
Bs| © i o Al-r) 1 r 0
V) o i ¥ H1-r) r 0
e} o il o ¥ H1-r) r
a o o o o r H1-r}|
- Avec:

A = {ACL7 + 0,002, + 1,003,/ + 1,04,/ + 0, 05,5 + 1,406,/ + 1)

n, = {1, ), 12, 7), 103, 1), n{4, ), a5, 1), 406, )}
by = {07 +1),0,0,0,0,5(7,/ + 1)}
b, ={a(0,4),0,0,0,0,a(7, )}

- Avec un raisonnemeant similaire au cas précédent, on obtient ;
- 4=l
Ag, =8z ¢, =47 8¢

- Et, par analyse de la matrice

A7'B

2 —4¢ §in® (mzf2M )
* 24 drsint {m 22 M)
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- La méthade est inconditionnellement stable car

b
[

r=0=id=1 |
Irr.?[.r?.lfl (IV.46)

o= A= -

a
Il
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IV.6. METHODE DES ELEMENTS FINIS :

IV.6.1. GEOMETRIE RECTANGULAIRE :

La méthode des éléments finis est utilisée pour les schémas suivants ¢

- schema explicite
- schéma implicite
- schéma de Crank-Nicolson

La formulation de élements finis choisie est celle de Galerkin. La fonction test
‘P[x)choisi dans notre cas est du type linéaire et vérifie bien les conditions aux
limites.

Prenons l'exemple du probléme suivant (transport diffusif) que l'on traitera avec le
schéma explicite - (réference [5], [8])

far _ (8T (IV.47)
ar |.,\£3x1
eF 5 £20 (1V.48)
&x
Felf x=1-mwt (IV.48)
e twl] (IV.50)

Tout d'abord les deux membre de I'équation (IV.47) sont multipliés par'®¥(x), puis
nous intégrés selon le domaine[0,1-vt].

IV.6.2. SCHEMA EXPLICIITE :

L'équation (IV.1) est discrétisée comme suit .

oF o TRUTE (Iv.51)
ar ' Ax

3T _[5 i 'fT (IV.52)
ax* |ax’
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L'intégration sur le domaine [ﬂ,l—w’] de I'équation (IV.47) donne la forme suivante :

kS

NS

X

Pour les nceuds intérieurs @ 2<i<N -1

D'apres les conditions initiales, les fonclions tests sont telles que :

¥ (0)=10

L'ona:
{ ¢ (1-v)=0

Ainsi I'équation (IV.53) s’écrira :

L= 1=wrf I-v =
1 [P de = 1 [r¥ e j’r*—' W dy
At S At ;

Les solutions T(x) sont approximés par :
4 - Fd
-3,

N
_< T.K-ﬂ s Z:r}!.’-r!qu

A

N " -
- ZTI .

Al

L

L'équation (IV.54) devient donc :

il:[i(ﬂm‘l”j)]qﬁch=f J(Z[T""P }}I dr—hf[i[? 2 )]‘1’ dx

J=l 4=l [RRWE

Le membre de gauche de (IV.58) est évalué comme suit

3k

J‘E By e = ] w)'j“x(] vi)-"F, {ﬂ}]‘"x jT‘r"l’ dx — II' "‘I"' dlx

(IV.53)

(IV.54)

(IV_55)

(IV.586)

(IV.57)

(IV.58)
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T8 racs (S, G

JI=|_ J':]

'r.lﬂ rrd X.'+1

= '[:rjf’;‘qf,_,w,.iﬁ. _[T;““]'J‘I’Idr+ | s o (IV.59.a)
Xicy Loy Ay
A

{82 px 4_2“];:;“ {‘“J i (IV.59.b)
6 i 3 6

Ensuite, le premier terme du membre de droite de (IV.58) est évalué comme suit

w w Lol W . ‘
I[Z_(Tf‘f'; ]qua’ir: I[Z(F; Y, J]T' e
B - XL =
X A " .
= [rEw, der [TOWW der [T, & (IV.60.a)
X A A
—fﬂ)v;ﬁ |-(2"'*‘-‘F]:f:”+(—‘3-x\‘ri (IV.60.b)
L b Y o3 g 6

Le second terme du membre de droite de (IV.58) est évalue

: l [i[g; . ﬂ ¥ di = J]' [i(?}“ ¥ ]]Lf:j g A] [i[ P ﬂ ¥ e

b\ =l J £ X, A i

T . . Xin . A . .
= |35 ¥, Yodet JTrw W dcr | TE ®in¥ds (IV.61.a)
o X X,

=[_L]?;ﬂ g [z_]rf J{_L] TX (IV.61.b)
Ax Ax Ax
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Finalement pour les nceuds intérieurs on obtient la formulation suivante

A " 2
x f,fl” i Ax ?}x+l+ Ax T{::;a—l =
BAL IAL 'EH}.
A | 2Ax 2 ;A 1)
| 5.: TR S0 Pt [l Bl ] % RS (IV.62)
oAr Ax IAL Ax BAL Ax

POUR LES NCEUDS EXTERIEURS :

Utilisons la condition a la frontigre fixe x=0:

1) x=0 :-‘?-j =0 donc T*(0)=0
&x|

L'équation génére pour le nceud i =1 (x = 0) sera donnée par :

v - " I-w -1t . =

— [Ty, :ir'—‘i’l{l—w]’f""{l—w]—'{’l(ﬂ}]i‘“}‘{ﬂ)-lrﬁ "‘E'”‘{fldx— [1%%dc (V.63)
o 0 L

Et puisque .

F(0)=0

P l-v)=0

Donc 'equation {IV.63) devient :

] w1 “'l | W -w 3

— | Srry ) e e = — j[z(r“}' ]"1’1dt— {[L[; w ﬂ‘lﬂuﬁx (IV.64)

é"’{:-g" A At oo =l oo sl ¥

Le membre de gauche de (IV.64) est évalué comme suit

-w

]

x

S0 e

| 1=l 2 K20

[g(?;"“ Wy )]w] d
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i X
N J'I-;KJI.LFIHJ.I e+ j‘?—-}xn .'ljztlﬁ e {l"f.ﬁﬁ.a}
84 Ay
_ A% pea BX (IV.65.b)
3 6

Ensuite, le premier terme du membre de droite 'équation (IV.64) est évalué :

]_j(‘i (T, )] P oy = ‘fja [i (rrw, )J ¥

4=l x-0

Iy

X

iy 1

= R, det [T W%, dx (IV.66.a)
iy Xy

= %rﬁ 3 ""‘?IT;’ (IV.67.b)

Le second terme du membre de droite de (IV.64) est évalué :

j{z( . P]]w | [

s=bx K=l

i‘{rj ¥, ]]hfq ds

M=

'lr.! #® 8 .T: * -

il B R T (1IV.68.a)
vn ¥=il
b oz b oo

s U (IV.68.h)
o Ay

Conc ﬁnafement eni=1(x=0)le schéma explicite sera donné par :

ez 1l ,
G e (il e
¢ l\ { ! X T A

2)En x=1-wt:T"" =0
Donc finaiament le schéma explicite pour les éléments finis est donné par la forme
algébrique suivante :



whaplte v elneep] ce disc sl

el o |5 M+ it T = L. oE + a5, 1 ¢ it (IV.70.a)
3AL GAt 3A1 Ax 6Ar Ax
i =2, N=1: -ﬁi]ﬂi*w et FRi, B |en
GAL ) 3Af GAL
Ax 1 ). (24ax 2
ol Y | R i . T,*‘T-(ﬁnui ik (IV.70.b)
6Af Ax 3At Ax L6AF Ax
i=N 75 =0 (IV.70.c)
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Chapitre . V méthodes de résolution de |'éguation matricielle

V. RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES-METHODES
DIRECTES :

V.1. INTRODUCTION :

Dans la pratique scientifique, l'ingénieur se trouve souvent confronte a des
problémes dont la résolution passe par celle d'un systeme d'equations qui
modélisent les divers éléments considérés. Ainsi, la détermination de :

- contraintes et déplacement dans les structures mécaniques chargees.

- débits de chaleur dans des réseaux de chauffage.

- la solution numérigue d'équations différentielles partielles (methode des
différences finies cu élément finis).

O le nombre d'éguations peut-étre de plusieurs milliers.
On se rend facilement compte que la résolution d'un systeme linéaire est

aisée relativement a celle d'un systéme non lingaire

e LE PROBLEME DE CRAMER :

Dans cette partie, nous nous intéressons & la résolution simultanée de n
équations a n inconnus (référence [2] )

a, X, + @ Xy + oo, X, =

B Ky Flpa Xy Fuvcivns +u,, X, =hy
e X s Iy shisde il KXo =Dy
Que I'on notera aussi :
fl
>aX,=b, i=12,,...n1 (V.2)
i=l
O encore:
oy By e dy A by
tyy Gy Ay e dy x| _ |P (V.3)
IﬂJr'l ﬂr:'Z unﬂ arw ZJ.I E:Iﬂ

43



Shapitre . V methodes de resolution de I'équation matricielle

Ou:
Ax =b (V.4)

Nous cherchons a résoudre le probléme de cramer ol la condition

riA)=r(A b)=n estvérifidge
r {A) note le rangé de A définie dans I'équation (V.4)

V.2. METHODES DIRECTES ET METHODES ITERATIVES :

On sépare généralement les problémes en deux classes suivant les caractéristiques
de la matrice A .

1. fa malrice A est de taille reduite et est pleine. Par taille réduite, on comprend les
matrices d'ordre inferieur a 100, par matrice pleine, on signifie que A comporte peu
d'&lément nuls ;

2. la malrice A esl creuse et de grande taille. De grande taille on nomme les matrices
d'ordres eégaux a plusieurs centainas ou plusieurs milliers.

La matrice creuse posséde peu d'éléments non nuls. Un réamrangement approprié
permet souvent de positionner les élements non nuls prés de la diagonale principale,
On rencontre ces matrices lors de la résolution numérique des équations
differentislles partielles.

Suivant la catégorie, on emploie souvent une approche différente. On doit remarquer
que la taille des matrices de la deuxieme catégorie pose des problémes de tailles
memoire, méme sur les plus gros ordinatewrs,

Il est & remarquer_qu’il n'existe pas de régle définitive pour le choix entre les
methodes directes et les méthodes itératives sont rarement utilisées pour Iz
résultions des systémes & matrices pleines et de faibles dimensions et les méthodes
ltératives sont généralement préférées pour résoudre les systémes de grande taille,
en grande partie car la matrice n'étant pas fransformée au cowrs des calculs, le
probléme de I'accumulations de erreurs devient moins crucial .

Ity a, cependant, une certaine polémique a ce sujat.

Une méthode directe conduit & une solution en un nombre fini d'étapes. et sans les
erreurs d'arrondis cette solution serait celle du systéme.

Une méthode itérative fait passer d'un estimé x™ de la solution 2 un autre estimé
x**1) 4o cotte solution.

$'il y a convergence, la solution ne pourrait donc étre atteinte qu'aprés un nombyre
infini d'itérations.

» METHODES SANS PIVOTATION :

V.3. SYSTEME LINEAIRE A MATRICE A PARTICULIERE ;
V.3.1. SYSTEME LINFAIREA MATRICE A TRIANGULAIRE INFERIEUR :

Soit le systéme cramerien d'ordre n : Ax=b
Ou A est une matrice triangulaire inférieur.Développans ce systéme :
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. _
29X, =b o

i1
OU a, =0 quand j>i, il equivaut donc a !
' il _
b, = a.X, _Zﬂwx; ta, X, 1=Ln
1=l 1=

Si on connait les (i-1) premiers élément de x le I°™ s'écnt :

‘ X, l\‘hl —{}; a, X t=1n ta)
t =
V.3.2-SYSTEME A MATRICE A TRIANGULAIRE SUPERIEUR :
5i dans le systeme cramerien :
AX =5
A est matrice triangulaire superieur on a:
YaX, =bh t=Ln
J=l
Ol a=0sij<i |l équivautdonca
b, -—Zﬂy}{r = ZH?X‘, Fe, X, i=Lln
i=t il
X, S'obtient donc aisément par le calcul & rebours suivant :
i
% :a—|:bj. —Zay}(i} i=mn—1_.1 (V.6)
[

V.3.3. SYSTEME A MATRICE DIAGONALE :

Soit le systéme :

Ax=b
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Ou A une matrice diagonale .la solution x s'obtient immédiatement par:

;o By
X, = b i=ln (V.7)

4]

V.4 SYSTEME A MATRICE A QUELCONQUE, METHODE DE CRAMER :

C'est certainemen: la méthode la plus connue de résolution des sysieémeas linéaires,
Toutefois, nous allons voir que on I'écrit

X=A"b (V.8)
Ellz consiste & calculer A et & lui post-multiplier le vectau- b

r NOMBRE D'OPERATIONS -

On caleul successivement

-le déterminant de A avec {e.n)! additions et multiplications

-les n® termes de A avec =.(n-1)! Additions et multiplications chacur.

-Le produit de A'b avec n® multiplications

Soit environs © e.nl+n”.ein-1)+n opérations.

Pour un petit systéme (exemple ; n= 10), le nombra d'opérations =3,10°

Pour un systéme moyen (exemple : n =50), le nombre d'opérations = 7,10%",

Or, certaines méthodes de résolutions comme celles des éléments finis psuvent
générer des systémes ou n est trés grand, par exemple n=10" équations

La méthode de cramer est donc impraticable au sens du temps de calcul. De pius,
I'erreur cumulze d'arrondie croissant avec le nombre d'opérations, 1a précision des
résultats resterait extrémement douteuse pour les systemes moyens et grands .

Nous allons voir des méthodes demandant moins d'opérations.

V.5. SYSTEMES A MATRICE A QUELCONQUE, METHODE DE GAUSS :

-THEOREME DE GAUSS

Etant donnée une matrice carrée A quelcongue, il existe des matrices inversibles 8
tel que :
SA=A' ou, A’ est une matrice triangulaire supeérieur.

V.5.1 PRINCIPE :

La méthode de GAUSS consiste & transformer les systdémes Ax =b & maltrice
quelconque en un systéme eéquivalent A'x=b’ ou A' est une matrice triangulaire
supérieure, la resolution de ce dernier systéme étant immédiate avec I'algorithme du
systéme & matrice {riangulaire supérieure qu'on a précédemment wvu la
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{riangularisation est effectuée par le jeux des transformations élémentaires
introduites par prémultiplication de (A, b) par des matrices de PERLIS.

V.5.2. DESCRIPTION DE LA METHODE :

Soit le systéme suivant

o iy Gy e th, 2 b
(,;I':. |_'1l_.:-. ﬂ:\] pmemmme Iﬂzu ’_t’: b:l

o (V.9)
'?,.,1 {‘"—, i K Iqru J}.-.-r 'J’lll

Sachant que les mémes transformations seront opérees sur A et sur b afin de ne pas
modifier le systéme, on simplific I'algorithme en formant la matrice augmeaniée [A b]
ou le vecteur b devient ia (n+1) i*™" colonne de la matrice A.

Le systéme s'écrit donc :

ty . 3 e L L Al | Qina
tlqy T3z & @, A Ex al.m—i. (v 1 ﬂ}
i;_I:’T:ll s gy oempes Lo L Hreinsl J

La méthode comporte (n-1) étapes.

- PREMIERE ETAPE :

On transforme (A,b) en une matrice dont les termes sont diagonaux de la premiere
colonne sont nulles: all =all = .. = alll = 0(l'indice (1) au dessus des a notant
I'etapet).

Premultiplions [A,4] par E, (~a, /a,). Seule la seconde ligne est modifiée et ces
termes deviennent |

"—IEL]] =iy _(anfmn] a, =0
af.,_‘l} =8y T {azl Ja, ) Ay
”Q}.ﬂ T ('5‘2: Jay, ) Ly n
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Ou sous forme générale ;

all —a, —!{“2' a”j.a,j 2 (V.11)

Prémultipliant [A.8] per E, (- o, /a,) nous modifions la troisiéme ligne ou les
nouveaux termes sont

il . tr -

| @ =a — (e fay) ey =0
il _ ( ! }

| {rj == |":I'1|.l — 1'.1-” |'.'£| H]I
I ..

| SRR '”erl L{"‘-I !I J Ir':III-'wu |

Soit sous forme condensés ;

[ .
dy, =dy; \ }bﬂ \Lcrl . =20+ (V.12)

3
.Ir ]IJII oS
D'une manigre générale pour annuler 2 terme a; on utilise la transformation

E il (_ dy ."f“u }

Eme

Ce qui donne les nouveaux termes de la | igne :
ol N _
“e[l.J =dy T {”u .a"ﬂn) a, =0
i . e
“r-'z] T — {"‘.il Ja |} g
it] e Il
| Hinst T T (@, /a,,) By a1

Donc la premigre étape s'écrit sous forme générale :

HE&} ':ﬂ.;r-—[a,-],ffﬂu]ﬂ,}- J[ I8 e V.13)

o i M P— L

Aprés la premigre étape, le systéme [A,b]" s'écrit :
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. Ay 5 a4, || X i
(1 (1) 1]
0 a''n a'ly al! xs ats
o L (] 1] s i
v e R O T ariw || o ) s

- DEUXIEME ETAPE :

Au cours de cetle phase, nous devons annulé les termes sous diagonaux de la
| {21 1
seconde colonne ; ¢! =al¥ = . —a -0

Pré multiplions  |a,6]" par I-q-( Calld u'-,'-.l) la troisigme ligne adevient alors

)=o) -lalifal) #f) =0
“E] =“:|;~II] ( EI’\:: .'Jayz} 'U{z'la}
| B 170 i
L“g_}:n — (gz a:'ll) A3 el
Soit :
o = al) - (D@l =3 i (V.14

De méme, prémultiplications [A,6]" par E,(-a/eld)  powr Modifier la i-éme
ligne comme suit

o =all ~(allfal)) o8 =0
Err[iz} = H}_-[j (ﬂ'{.‘,% ] u“r_IE} LTE.EI

I Ll 1 il 1
”E.rlrl = a:.r£|+1 i (rzi[ij .-"llalil]) r;'fé L]

La deuxieme étape s'ecrit :

i=3
{:}__a{: ( /“i]} { e ntl (5.15)

A la fin de celte deuxiéme étape, le systéme [ A.b] ¥ devient :
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_ L
Ay Bz Dy e Gy |1 A it
| (1 i1 . 1)
0 a_ih..] 4‘:;1} ................ a?-”] ) i fayta
0 0 12) (2] i | s ﬂ{:]
3 dsy Az | = | Uinn
................................. . |
2] {2 e ]
MR A /e B < |

K-idme ETAPE:

Al cours de cette etape. on veut annu'sr |2s termes sous diagonzsux da la K-igme
colonng

.'.|I+:I g ﬂ'::n—.:ll = anneres =g ()

Prémultiplions [A,5]*" par la matrice de transformation:
kel) k-l
EJ.+1.3.( HE 14 fafx J)

La (k+1) i-eme ligne de [a.5]**! devient -

i k1] it k= r-n
. ”{h]u = “i Lk (ﬂkﬂg/u{ ]} { 0
1 i [ e
aiﬁ-l,k-lt = d&-—ljﬁ (‘I:EHL ﬂi ”) Eﬁ:li
i soncases: s e e
| ﬂi‘. = albd — () ol
Saoit:
Bk k=) f (e (kD)
ﬂl[&+]1 = aétﬂ e {afw fﬂ ) Tea (V.16)

Pour: j=k+1,..., n+1

Puis nous prémultiplions [A,5]%* par:
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(k-1 (k=11 i =1 k=) i
B (— f)‘k__zj .f'lra** ;'L Eisu {—QMIHHH ) /5] S

Nous pouvons donc condenser ces transformations a la k-ieme étape par .

(k) =4 {1 N (k- . {I:k ' e "
nj- =, —[a;i /p':"‘":'flhk' 1 POUr T il el (V.17)
¢ kA

D'ou l'algorithme de GAUSS .

V.5.3. ALGORITHME DE GAUSS :

On doit remarquer que ouies ces transformations supposent que les tarmes ax «
appeiés ‘pivots’ sont non nuls, |l faudra donc ajouter une phase de vérification de ‘a
non nullité du pivot ax g et 'algorithme géneral devient :

- PREMIER PHASE :

Sial-0 e o200 avec 1>k (éléments de la k-izme colonne), on

permute les lignes 1 et k de la matrice [g,b]-'*'”

L'élément se trouvant alors en position de pivot, c'est-a-dire a l'intersection de la i-
eme ligne et de la k-iéme colonne est différent de zéro et la deuxieme phase est
executable

S'i| n'existe aucun élément non nul, alors A est singuliere.

Dans la pratique, afin de minimiser l'erreur d'arrondi, on evite le plus possible la
division par de petits pivots, car des divisions par des nombres petits entrainant des
erreurs de calcul importantes

- DEUXIEME PHASE :

La matrice [A,5]*" étant éventusliement modifiée par la premigre phase, on opére
les calculs des éléments non nuls da [4,8]* " qui correspondent & :

=) [
J=E+lL 0+l {U.'IE}
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Ol «l” = a, sontles éléments de la matrice A dorigine.

Apres calculs, on obtient le systéme triangulaire supérieur
AI:H—I:IK i bl:rr—ﬂ'

b étant la (n+1)-ime colonne de [A,5]"" | qui peut étre résolu aisément  par ie
procéde de calcul a rebous de (V.6)

Algorithme de GAUSS sans pivotation.

1)Triangularisation : [A,b] - [U,b']:

SR I ST I =
w=a.ja, ;| I=k+ln iy k—=1Ln-I

dy, = d; — Wy } jek+ln+l (V.19)

| 2) Resolution du systéme resultant:

{ n,
X, =|b- L{r"_‘{:| [a, ; R I I
\ pea=l )
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V.6. RESOLUTION D'UN SYSTEME A MATRICE TRIDIAGONALE
METHODE DE THOMAS :

Quand un systéme linéaire :

AR =Y (V.20)

Est & matrice tridiagonale, alors l'algorithme de Gauss peut étre
simplifie, en tenant compte de la structure particuliére de A.

Ce cas particulier est important car on oblient trés souvent un tel
systéme lors de [z résolution numérique de certaines équations
différentielles partielles.

Adoptons pour les élements non nuls de A_1a notation suivanta

f,C
' S Ly 0
iy el'?_, Cq
A=l P, (V.21)
2 b, ¢,
B ol Co-i
o, _—

Ce qui signifie que I'on peut ne mémoriser que les (3n-2) termes non nuls de A
dans trois vecteurs a, b, ¢ ayant respectivement (n-1), {n) et {n-1) éléments
plutét que de mémcriser (et traiter) tous les termes de A dont En2~3n+2:| sont
nuls.

L'algorithme de Thomas est le suivant :

Normalisons la premiére ligne du systeme :

1 ¢ /b, X, F.}"l/bxh
a, b ¢, X ¥
d, b, ¢, 0 X b
a; b, G X Yi
- A | | S (N
a, b ||X,] | ¥

53



Chapitre : V ) _methodes de résolution de ['éguation matricielle

Puis, reduisons la seconde ligne en lui soustrayant a; fois

la premiara :
1 C,fr’,"l | _};'J i .VE/'/bl
0 (E?z - .:'.el(cl;"f;] D s 0 Xs Yy — al(yl / E:rl)
a, b, & () X,
a b, 2 X, ¥
o Gy
I a, b, ||X,] | v

Puis on normaiise la seconde ligne et en continue aingi pour les n lignes du systéme

On obfient un systéme & matrice bidiagonale unitaire, (&lément diagonaux égaux
al'unité)

1 ‘5! H1 B,
I 51 U' ,:sz ﬁz
I 53 J X3 Jﬁi
1 J, A g,
Ix.] [ B, ]

Par consequent la résolution est immédiate. En résumé, L'algorithme de Thomas
s'ecrit
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Algorithme de Thomas pour la résolution d’'un systéme
linéaire Ax =y & matrice tridiagonale

Soit la notation A = {a.b,cldéfinic en  (V.20)
Triangularisation (matrice tridiagonale devient bidiagonale).

f
s =
oy bl
| &8, - a - F=2 =]
('Lrjl - EI‘r}J:_1 )
(V.22)
¥
ﬁ] = h_l
= 2o S _-ﬂr'ﬁr" i=2n=1
b — a8,

Reésolution du systéme & matrice bidiagonale (cas particulier
d'un systéme & matrice triangulaire supérisure).

¥y =P,

If:!ﬁi_§| X: ‘.:ﬂ_]sn_.zz""'""

V. 7. RESOLUTION D'UN SYSTEME A MATRICE TRIDIAGONALE PAR BLOCS :

On obtient ce type de systéme en discrétisant l'opérateur 52,."5)52 avec une

numérotation adéguate des poinis de la grile de discrétisation dans le cas d'un
systéme de type !

EJ'L 2 A Y
a, b, ¢ 0 s Vs
a; by o X ¥s
=| . (V.23})
. a, b g ¥ ¥,
0 Ly g
i ay by | L&) [2a]
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OU les a;, by et ¢ sont des matrices {m,m) ; on dit que le systéme est & matrice

tridiagonale par bloc

L'algorithme de thomas reste valable si 'on généralise les calculs scalaires aux

calculs matriciels

On géneéralise ainsi la solution !

Algorithme de Thomas :
Systéme linéaire a matrice tridiagonale par blocs.

e} :[r';lr.]"_cr._

g = [b,. —a.0, 1]_: e, f=1Lnr-1
A, :[b]].l.]'ll

g=[b-as " [v-ap.] i=2,n-
=8 .

X =B~ 0k

Ou les &, sont des matrices (mm), les S, des vecteurs & m

composantes et |b,]" note linverse de la matrice 4

ot

(V.24)
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V.8. RESOLUTION DES SYSTEMES D'EQUATION LINEAIRES : METHODE
ITERATIVES :

V.8.1.INTRODUCTION

(On se pose le probleme de la résolution du systeme lineaire de cramer ;

AX=b ou XeR'oul" (V.25)
OO0 A est une matrice (n x n) de rang n.
Les méthodes qua nous présentons ¢i — dessous sont la genéralisation au cas
n-dimensionnel des méthodes de reésolution de f(x)]= 0 étudiées dans le cas

monadimansionnel.

Ces mathodes consistent & utiliser un vecteur estims initial

XA o opy G x4 X -y de la solution exacte:
¥* _—(}(;‘,}{‘1 t;) } Du systéme (V.25) et de générer une séquence
de vecteurs :
X1 o Pl ey (V.26)

- Si la fonction ditération F™ est indépendante de [itération k, on dit que
l'on a une itération stationnaire dans le cas contraire, elle est dile non-
stationnaire.

- Si le caleul du vecteur X**" demande la connaissance des i vecteurs
estimés qui le précédent, on a une formule itérative multipas ou & i est le
pas (en d'autres termes, on a une recurrence d'ordre i).

- Dans cette partie, on présentera qualques méthodes itératives stationnairas
4 un pas dans les guelles on génere une suite vectorielle :

Qui est convergente et le plus rapidement possible, vers le vecteur
solutionX". -
(Dans ce cas, on dira que la meéthode converge).
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V.8.2. PRINCIPE DES ITERATIONS SUCCESSIVES :

On veut résoudre le systeme linéaire |
Ax=D (V.27
OO A est une matrice carmee dordre n.

Ecrivans A sous la forme A = M-N (M doit étre réguliere) alors le systeme (V.27) peut

s'écrire
(M-N)x =14
Qu encarz ¢
MX=NX:b5 (V.28)

- La méthode itérative associée a l'egalita precédente consiste, a partir d'un vecteur
initial X' & générer la suite |

woxE L NN de |la maniére suivante
XMW =M "TNX® LM

K o INXEE LM YA

X0 — M INK oM

Cette suite d'égalités peut étre representee par la relation itérativa suivante :
XE = T 47 i e (V.29)

oo

La matrice d'itération T et le vecteur V sont indépendants de k.

La question que l'on se pose a propos de la méthode itérative de résolution de
|'équation (V.27) par :

x[hn ol T}i{'ﬂ +V
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Est celle de la convergence. En d'autres termes X

solutionde A x=b ?

converge-t-il vers le vecteur

Pour répondre a cette question, définissons le vecteur d'erreur :

P S T I T
fssocie A la k-ieme teration,
Comme X~ vérfie :

X=TK" +¥
Bt XM =TxMNap
En soustrayant les deux equations precedentes on obtienl .

E.'x- b TE[-':—I‘:
Sottpour k=012..........:

E’-':'I'I o rl-E{_I:I_I;U!'ZI e TE"I:I = -E'."E-:'ﬂ:l:el:!'? :—l'{?l:lll Etﬂ...
et:
gl = Tl = To
La convergence de ce processus est assurée si, quelgue soit &” (donc quelque soit
(0) .

¥rona!

Lime™ =0 ou: limT*e®™ =0 quelque soit &

k —s 3 k —
Ce qui revient a dire que .

Lim T *=0 ou 0 note ici la matrice nulle,

k —eo
On tire le théaréme suivant sur la convergence du processus

Théoréeme :

La suite définie par X € C" et ¥ = T X% 4+ V convergevers X =(1-T)'F
quelque soit X' si et seulement si

p(T)x: 1.

Comme on a, d'une maniére générale : p(A)< | Al
Une condition suffisante de convergence de I'équation (V.29) est telle que: | T| <!
puisque alors obligatoirement p(T)<1.
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Cette condition sur une norme de T nous fournit donc une condition de
Convergence du processus itératif (V.29).

V.8.3. DECOMPOSITIONS DE LA MATRICE A :

Il est évident que nous devens choisir une matrice T qui assure |z
convergence et telle gue TX + 17 ne soit pas chére a calculer. Nous allons
donc chercher des décompositions da |la forme M - N d= 1a matrice A dea
telle fagon gque M soit facilement inversible et vérifie

p(M™'N) <1 (Ouce quiestsuffisant: M7 N| <1),

Définissons les matrices DL U telles gue:

By =i, ¥ D matrice diagonale.

L. =—a, pouri>j

i 1
L matrice inferieurs,

L.=0  potur i<j

(f, =-a, pour [
U matrice supeneure

U, =0 pour jsi

A partir de cela on a la relation ;
A=D-L-U
Qui correspond aux trois types de décompositions suivantes:

1. METHODE DE JACOBL

A=M-N Ou M=D et N=L+U

2 METHODE DE GAUSS SEIDEL.

A=M-N Ou M=D-L et N=U

La matrice T sera pour chacune des deux méthodes précédentes:
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- Jacobi : T, =D {L+U)

- Gauss Seidel : T, =(D-L)'U

V.B.4 METHODE DE JACOBI :

V.8.4.1 PRINCIPE :

La matrice A c¢tantdécomposée en:
A-M=N=D-(L+)

Le systeme itéralif AX - 2devient alors :
DX =(L+U)X

La méthode itérative de Jacobi s'écrit donc :
DXEY = (L) XY 4B

Soit: .
X4t = P L+ )X 4 7' (V.30)

CQui peut s'écrire sous forme développeée

Xlit-‘-lll = {'\I.rlr' _ﬂlzx[:}':l ] ﬂu}{%kl T i e _I'.rr-lﬂxrf]) ||'|I'|frlr“
x4 "(’:-1 —a X —51152(!;“ --.............—azﬂ}[f]] o, (V.31)
x!::._” = {bﬂ - ﬁrﬂ}{li.t:l - HHZK{;} T amereeriiaes _{{M—l}{'EEI) .|I|ram|

Cette meéthode suppose des pivots o, non nuls (si ce n'est pas le cas un simple
échange de lignes suffit scuvent pour verifier cette condition).

Litération (V.31) est du type X®" = #{(x¥)  ou F est une fonction lindaire. Nous

sommes donc en présence d'une itération lineaire, stationnaire ( F ne dépend pas de k)
aun pas.
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V.8.4.2. TESTS D'ARRET DES ITERATIONS :

Sil'on note r le vacteur résidu |

r) = p— AxX ¥

Ou encore -
n¥ = [h,. "Zf’ax:,-”]
J=1

Un eritére courant est d'améte les itérations quand :

)|
| 46)
|_I| a.’_|_| < € (ou & est ung precision choisig petita).
}

In autre test couramment utilisé concerne I'amélioration relative sur X.
On arréte d'iterer quand :

I x (&) _ xta-n) "
! < (V.32)

| x¥]

Au cas ol on est sir des conditions de convergence de la méthode ce test
est Pratiqguement eguivalent au test précedent.

On arréte aussi parfois quand -

| ¥ ) _x 'l*-'-J'I! < £ (V.33)

Dans le cas ou I'on connalt 'ordre de grandeur de la solution et que les
condition de convergence sont réunies.

Mais le test précédent n'implique pas :

(V.34)

| 5 les1) _»e
lX X'l<E
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Dans le cas contraire il faudrait mieux retenir pour n'importe quel p donné et
quelgue soit k :

| ) j{iF?} < £, mais ce critére est délicat a4 programmer.

En résumé, l'algorithme de Jacobi peut donc étre représente de la maniere
suivantz en se donnart comme valeurs initiales les composantes du
vecteur Xt

V.8.4.3. ALGORITHME DE JACQBEIL.

| Algorithme de Jacobi pour la résolution de Ax=h

}

0) étant donnés b A x!" | kmax , €

I"J;’: fr— ; K{H
KO =4 ;“w ; } k=1....,Kmax (V.35)

Xt g g

| 1) arréter si ! | eI/l 2 <€

S

V.8.4.4. CONDITIONS DE CONVERGENCE DEJACOB! :

.L'itération de Jacobi, s'écrit |

) = oL+ ) XM 4 D7a (V.386)
Soit:

X =T X® 4y | (V.37)
Pour assurer |la convergence, on doit avoirp['r_r.)-::l. comme le calcul de
fe, (Tj) est trés souvent compliqué, on se contenie de la condition suffisante a

savoir " T, || <1
Ceci se traduit par :

>

=i

tel<1 i
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Ou encore parce gue

T, =0 (L)

L3

2

J=l

i
Lb_. Fil,| = |'ﬂ'.=.- 71

Soit. en revenant au systéme original (V.25) la condition suffisante s'gcrit

ZI iy | St ] Wi=ln (V.38)

f ot
i

Ce qui s'énonce par le theoréme suivant |

Théoréme !

Une condition suffisante pour que T, converge est que A du systémea A x = b soit a
diagonale fortament dominante.

V.8.5. METHODE DE GAUSS-SEIDEL :

V.8.5.1 PRINCIPE :

La matrice A etant décomposée en !
A=M-N=(D-1)-1

Dans la méthode itérative de Gauss-Seidel, on ré-écrit (V.29)
de la maniere suivants

Xt = (DY x4+ (pD-L)'s (v.39)

Comme linverse de (/- L) peut étre compliquée calculer
on préfére écrire le systéme comme '

(D-)x" =7 X 4 p
Soit encore :

pxE = p xt oy x® 4 p
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g Gl O L I Tl B LD (V.40)

En developpant cette recurrence vectonelle on obtient |

XE“” = (‘bt = I:J'lzj'{l:'}:I i “ljx!.'{:ﬁ_ ------- E Ijlr.-}::;lﬂ) X'—*—'n

! . L N -3 . e

Xy (’i"z — iy Xy =g X _----_‘-!:-J.Ku:l) fetye (V.41)
XE;EH] = [br.' . l:{rll'!.q‘I i*_l:l ) “.lﬂ}{gk_l:l T g T u.ll.'r-:xi'.'*-':-::l] III::T.I'.‘-II

Cetie méthode ne difiére de celle de Jacobi gue par I'emploi immédiat qui est fait des

nouveaux estimés ¥ & ltération (k+1). En effet dans I'expression des X, (| faut
bien remarquer que tous les }{'f*" qui apparaissent a droite du signe égal ont été
caloulées dans les étapes qui précedent.

Comme pour la méethode de Jacobi, les pivots a; doivent étre non nuls.

V.8.5.2. ALGORITHME DE GAUSS SEIDEL.

- Algorithme de GAUSS SEIDEL pour la résolution d’un systéme linéaire
Ax=b

1)étant donnés £.A x!? | kmax, & & h

f-ial

2) XEH} = J{E*j —.'—[.!JI —‘Z_I;ﬂg}{;&*” - iau X[;;' ]’(./aér.
=l

3)arréter si @ [XFV -X® < & . k=1, Kunay

au |K5k+1]_}{}:ﬁ:]

x9N < & (V.42)
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V.8.3. CONDITIONS POUR LA CONVERGENCE DE GAUSS-SEIDAL :

La formule itérative (V.39) permet de définir la matrice d'itération de Gauss-Seidel
par :

TGS = [['J -L:I .1|._|
Et le vecteur V par:

Ves =(D-L) b
La méthode de Gauss-Seidel convergera si |1 | < 1, ce qui se traduit par:

n

a.| <n por r=Ln

| i T Il
=1

L s'ensuit que la méthode de Gauss —Seide! est aussi convergente quand A est a
diagonal fortement dominante.

Remargue :

. Une simple permutation de ligne peut transformer une convergence en divergence
ou inversemeant

. La méthode de Gauss-Seidel el plus rapide en convergence que la methode de
Jacobt,

En effet , dans une méme itération, on utilise pour calculer une nouvelle composante,
celle qu'on vient de calculer.Donc intuitivement le (K+1)-iéme itéré est plus proche (en
un certain sens ) de la limite | pour la méthode e Gauss-Seidel que pour la - methode de
Jacobi. !

. il faut remarquer que dans Gauss-Seidel il n'est plus nécessaire d'avorr en mearmaoire

deux vecteurs pour les itérés successifs, puisque une fois le calcul de X[ effsctue , il

peut remplacer X dans le vecteur des itérés car X[ n'est plus utilisé par |a suite,

| 'éconcmie de mémoire est dautant plus importante quil est souvent inutile de
memoriser explicitement la matrice A.
Dans ce cas Jacobi requiert 3 n places en mémoire et Gauss- Seidel 2n seulement.
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Chapitre - VI

Reésultats et commentaires

VI1.1. RESULTATS DE LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES CAS
UNIDIMENSIONNEL :

=

| —— solution numérique’
. Ssolution exacte
-
1.00 —————— e e T e s
\:I 5 i
0.80
0.60 t=0 | t=1', t=3" t=6|
| '.II -.I!‘ II i
I \ i |
|I I'IIII II.
ﬂ.m ] II I'-. |
| b !
II II'". 3 IEI
| '.II '.I.I ,! ;
|I \ III |II
[ ‘1 V|
| I:_ I
Dgﬂ — I|I I"Q:_I I|II' Ill
| v':"\ i
'II % .II i
‘ il
\ % :
|I \;;\\ . )ﬁ
0.00 —|——— 3 | I \-—I____, . x
-2.00 -1.00 0.00 1.00

Fig.(VI1.1.1) :Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma de FTCS avecs =0.25

Remargus :

FTCS : forward time, centred space
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P

1.00

| solution numérique |
, N - t—  solution exacte
_! H i 2 s . :

0.80

0.80 —

i
— e
‘ T
-
i
>

0.40 —

| \\ '8
0.20 — 1

L

ra

I'-II I
% '1\’
| W !
0.00 -

A e s s
-1.00 0.00

FigVl.1.2 : Variation de la température en fonction du temps et d’abscisse pour le
schéma de FTCS avecs = 0.5

-2.00
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Eésultats et commentaires

2.00 |"' solution numériue'“‘
solution exacte -
|
i |II !I,
1.50 — o (11=a
.'I 1 . i | [
| | | |
5 | il I | |I |
. III.'- -II II' 'I I| |I |I | Il | |
.._-' .'I ',I II' 'I | i I | | | |
1.00 - et foode—m b | ||
I"._. .I_.'I h‘:fa.._:.-- _rlt.; _'-I:-II; ; — _\I| Il_ | _|. ] | |
I-_ h II' :-:_'II | I'«.:-.._ «._\! l | | I 5 i
— | lI II'- I| ! TIM | & :1"' -,._i l |I ! I1.III
' LR |I ! I N Y I II )
: ) - I ]~ ! I|
_ I O
0.50 I“'. [ |I ’ |I | | | | . I| !
ST e W I N
L} | \Q 1 | I \'i \
k| I". Iﬂ | \lEj_ ! | [ \
= s AR
—|I- | I i l“'-__'
-. A
0.00 — ! || [ _]"r-__,.____:!ﬂ
: I I ly
| ({
I| ||I hl
|
-0.50 _i | I | | P X
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

FigV1.1.3 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
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- T — somution numérique |
- '-— 0 | solution exacte
\
0.80 — N\
5
_| \\' I.'l
\
\ ]
ﬂ Eﬂ . t=—3.. l"‘-. !:-=—E I'.
.I I
\\ |
= % |
|
]
040 — I|'
i I'h i I|i
] A "n,‘" |
lb\, I| ||
1]2[3 S l."!l._l 1

i
!
0.00 ——

|
i\
\.\ |:|
LY % ‘
T . | s
-2.00 -1.00

FigV1.1.4 : Variation de la température en fonction du temps et d’abscisse pour le
schema de LAX-WENDROFF avec s = 0.25
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|--mmmm numérique
1.00 e———

.- - soltion exacte

=y =

0.80

—
1]
-
s
I
-

=

0.40 —

Y
0.20 —

0.00

FigVl.1.5 ; Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma de LAX-WENDROFF avec s = 0.45
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T
3.00 —
r "— solution numeérique
_— solution exacte |
2.00
1.00 — S
0.00 — .
-1.00 | | X
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

FigV1.1.6 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma de LAX-WENDROFF avec s = 0.505 (instabilité)
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- solution numérique |
L solution exacte |
- = .
1.00 — =i S
0.80 —
|
0.60 — 4
:_1 1 ﬁ I\l !-.E_ II |
\ e |
0.40 — \ il
II"'I 'l.ll..'- | |
G |
= Y ¥l
Y Vel
\ i
0.20 — )
I‘:_I |IIII I
b v
_‘ |IIII
1{'.} I:I
0.00 ki X
. I | | . T '[ | |
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

FigVl.1.7 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma explicite avec s = 0.25
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1.00

solution numérique |
= solution exacte

0.80

0.€0

0.40

0.00 -

-1.00

FigV1.1.8 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma explicite avecs =05
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0.60 —

040 —

0.20 —

FigV1.1.12 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le

Chapitre . VI

Resultats et commentaires

-1.00

solution numérique |
solution exacte
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Wy '
|
\.__.I ’.c::.}

0.00

1.00

schéma de Crank-Nicolson avec s = 2 (instabilitg)
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T " solution numérique '
.— - solution exacte
1.DD TP J-_-_T__'_.___— s T i
— =8
0.80 P
5, 5 X/f
0.60 5 %
= ‘ '
0.40
\\\ ._II III |I |I
..."-.I. lII |I .
.'1._ I|I I| '
0.20 — R
\._‘ I'||| I
N ._\\ I'III |
\‘_‘. |II
1 B & '
00—~ | 4 x
-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

FigVl.1.11 : Variation de la temperature en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma de Crank-Nicolson avecs =05
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1.00 -

080 —

solution numérique’

080 —

040 —

020 —

0.00

— - solution exacte

-2.00

FigV1.1.10 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le

schéma de Crank-Nicolson avec s = 0.25
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T - — - I )
S '— solution numérique |
solution exacte
1.50
1.00 e ".z-xr{___".:_:m_ii‘—:, ll -rlf“'r' J'I’_f_
!
0.50 —
=0 —— |
. ‘yl
| o
0,00 — 4
=3
i =6
0.50 — |- : | _ | | | X
-2.00 -1.00 0.00 1.00 5 00

FigV1.1.9 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse pour le
schéma explicite avec s = 0.53 (instabilité)
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Fesuliats et commeantaires

_Tableau (V1.1.1} Méthode des différances finies cas unidimensionnelie avec :

temps=15=0.25

Position en x =B -4 ] 1 2 erreur
Solution analytique 1 1 0.8%97 0. 966 0| 0.000E+CO
1 1.00 0.877 0221 0
Schémas FTCS R 0 00010 | 208E03 | 0 .S0330E-02
. Schémas de Lax- | 1 0899 | 0.862 0137 0
emperature : 2
P Wendroff 5 5 00010 | 621603 [0 44842E-02
et 1 1.00 | 0.877 0.121 0
Erreur Schémas - BO330E-02
relative oxplicite 0| o Joooio|s17E-03]0
Schémas de 1 1 0.870 0,135 0
i .SBG84E-02
Crank-Nicolson \————1 s T 7E 03 [0 |
-Tableau (VI.1.2) Méathoda des différances finies cas unidimensionnelle avec :
temps=1 8=0.50
Position cn x -2 & 0 1 2 erreur
Solution analytique 1 1 0897y 0.8685 L] 0.000E+D0D
1 0,802 0.783 0.211 0
Schémas FTCS 0 0 00010 | 208Ea |0 B7525E-02
5 Schémas de 1 | 0934 | 0783 0.203 0
Température " it
i Lax o 0 00010 |6.21E03 0] +14732E-01
Wendroff
. et r 1 |0992] 0.783 | 0211 |0
rreu
- Schémas B7525E-02
relative eunlicite 0 0 | 0.0010 |5.17E-03]0
Schémas de 1 10892 | 0784 0.213 |0
Crank- S50B79E-02
Nicolssi 0 0 0.0010 | 517E-03 |0
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Resultals et commentaires

Tableau (V1.1.3) Méthode des différances finies cas unidimensionnelle avec :

temps=1 S

=0.53

Position en x -2 -1 0 1 2 arreur
Solution analytique 1 1 0.997 0.966 0| C.000E=0CO
1 0,994 | 0764 0.204 0
Schémas FTCS o 0 0001012 06E03 |0 .1.38.HDE—C'1
. " Schémas de 1 1.002 | 0722 0.165 G
emperature Lax- 3B3T6E-
010 | 62160
Wendroff 0 0 0.C01 B.21E JS._ 0 01
. et 1 | 0,984 | 0.764 0204 |0
rreur Schémas 13870E-01
i I 0010 | 517E-03 |0 | -
relative sintlcite 0 0 0 17E-0
Schémas de 1 0,880 | 0.778 0.219 0
Cranh- = 57135E-02
Micolson 0 0 0.0010 | 5.17E-03 | O

Tableau (VI.1.4} Méthode des différances finies cas unidimensionnelle avec .

ternps=3 S$=0.23

Position en x -2 -1 0 1 2 erreur
Solution analytique 1 1 0.997 0.865 0| 0.000E+00
1 1.00 | 0.979 0.754 0
Schémas FTCS |5 o 00010 1208E03 10 15974E-01
) Schémas de Lax- [ 1 | 0.099 | 0.971 | 0.741 |0
Temperature Wendroft 0| 0 |[0.0010]6.21E-03 |0 1°°68E-01
et 1 1 0.979 0.754 0
i ii’;ﬁ’;fes 0| 0 [0.0010]5.17E-08 |0 | 1974E01
Schém_as de 1 1 0.977 0.738 |0
Crank-Nicolson 5 5 TR .83282E-01
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Reasullals el comimantaies

-Tableau (V1.1.5) Méthode des différances finies cas unidimensionnelle avec .

temps=3 S=0.505

Position en x =2 =1 0 | 2 arreur
Solution analytique 1 1 0997 0.966 0| 0.000E+00
il 0,990 | 0.918 0679 ¥
Schémas FTCS 3 i) 500701208603 |0 A8811E-01
7 : Schémas de 1 1.008 | 0.843 0718 i)
empérature : _
i e 0 | 0 |o00i0]| 621603 |a| B4R
Wendroff R =
5 et ) 1 losso|oe1s | o678 |0 ]
rreu - !
: Schémas = 38311E-01
relatnr.e exp]icite 0 0 0.0010 D1?E—DS 0|
Schémas de 1 0990 | 0.915 0.65H4 0
Crank-MNicolson J0D270E+DD
0 ] G.O0010 1 517E-03 | 0

-Tableau (V1. 1.6) Méthode des differances finies cas unidimensionnelle avec :

temps=3 5=0.53

Position en x iy -1 0 1 2 arreur
Solution analytique 9 1 0997 0. 966 01 0.000E+C0D
1 1.156 | 0.405 0.942 0
Schémas FTCS 0 0 0.0010 | 2.08E-03 | © ;:331414E+D
Température Sthémas de Lax- | 1 | 4910 | -9.659 4 287 0
Wendroff 0 0 |0.0010] 6.21E-03 | O '152444‘5*0
Erf;ur 1 | 1.156 | 0.405 | 0942 |0
, Schémas 31414E40
relative explicite 0 0 0.0010 | 5A7E-03 | 0 0
Schémas de 1 | 0.986 | 0.904 0.640 0
Crank-Nicolson A0T710E+D
0 0 00010 | 517E-03 | O 0
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Hesultats of commeniaires

-Tahleau (V1 1 7} Méthode des differances finies cas unidimensionnelle avec :

temps=6 5=0.25

Position en x -2 -1 0 1 2 erreur
Solution analytique 1 1 0.997 0.986 0| 0,000E400
1 1 (.998 0.971 0
Schémas FTCS 5 0 00010 | 208E03 10 SBE92E-01
Température Schémas de 1 1 i 0959 ’ 7294 1E-01
[ se\Neriieilt D 0 00010 | 821E-03 |0 )| ~ 7
Erf;ur i I [ 0.995 0.971 |0 samas
relative Expitits 0 0 0.0010 | 517E-03 |0 |~
_ 3 1 0.998 0.961
Schémas de 7 = 30610 | 5177553 15 2085E+00

Crank-Nicolson

-Tableau (VI.1.8) Méthode des differances finies cas unidimensionnelle avec |

temps=6 S=0.45

Position en x By -1 0 1 2 arraur
Solution analytique 1 1 0.837 0.966 0| C.000E+00
1 | 099 | 0.981 D.&90 0
Schémas FTCS 7 10586E+0
0 0 0.0010 |4.08E-03 | O 0
Température | Schémas de Lax- 0.99 | 0877 0.876 0
Wendroff 7 11428E+0
et 0 0 | 0.0010 | 6.21E-03 0
Erreur
5 0.899 | 0.9581 0.980 0
relative Schémas 7 10586E+0
explicite 0| o | 00010 | 517E-03 |0 0
Schémas de 1 | 093 | 0978 0.852
Crank-Nicolson T 21501E+0
D 0 0.0010 | 5.17E03 |0 | O
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Resultats et commentaires

-Tableau (VI1.1.9) Mathode des différances finies cas unidimensicnnelle aved

femps=6 S5=0.505

Position en x

-2 =1 1] 1 erreur
Solution analytique 1 1 0.997 0.985 0.C00E+00D
1 g.go | payz 0,859
Schemas FTCS & 11458E+00
0 0 0.0010 | 4,08 E-3
Température | Schémas de Lax- | 1 | 1.54 | -1.125 4582
Wendroff i) 23130E+01
et 0 0 00010 | 8. 21E-03
rEE;;*;ﬂ; 1 | 09s | 0g7z | 0869
Schémas B 11458E+00
explicile 0 ] 0.0010 | 5.17E-03
Schémas de 1 10.88 | 0.970 0.822
Crank-Nicolson L5 21TE3E+0D
0 0 0.0010 | §.17E-D3
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VI1.2. RESULTATS DE LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES CAS
BIDIMENSIONNEL :

22.00 — T
solution sxacte
) solution numeriqgue
21.00 —
2000 F— - — =——r ———— - —— - E—————— — ==
19.00 —

18.00 —~— | | — | . | Y

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.1 ; Variation de la température en fonction d’'ordonnée en x=0 pour le
schéma explicite avec Sy =5, =0.01
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soluiton eace
solution numerique
R
30.00 — \
b
\\
™
Eﬂﬂﬂ p= B
\..
A .\“ |
1000 | | e R
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.2 : Variation de la temperature en fonction d'ordonnée en x=0.2 pour le
schéma explicite avec Sy =Sy =0.01
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6000 — T
zrbiition exart=
- solution numerigqus
4000 |
|
!
20.00 “
|
|
s S B | | | Y
.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig. V1.2.3 : Variation de la température en fonction d'ordonnée en x=0.4 pour le
scheéma explicite avec Sy =S, =0.01

87



Chapitre : VI Reésultats et commentaires

80.00 T
= - oalution aracte
— — . =olution num éricue
60.00 —
40.00
20.00 —
Q88 ' | [ ' Y
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig VI.2.4 - Variation de la température en fonction d'ordonnee en x=0.6 pour le
schéma explicite avec Sx =5, =0.01
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10000 — T

- = #Filutlon exacte
solution nium étigue

80.00 —

60.00 —

40.00 —

20.00 —

| - Y
8 ' | | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.5 : Variation de la température en fonction d'ordonnee en x=0.8 pour le
schéma explicite avec Sk =5, =0.01
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T
100.00 —‘
{ — = solution exacte

- salution num ergue
80.00 —
60.00 —
40.00 — N

~— ¥

00 | | ' | T

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig VI1.2.6 : Variation de la température en fonction d’ordonnée en x=1 pour le
schéma explicite avec Sx =S, =0.01
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100.00 T .
= zaligion sxants ‘
s olution num rigue $
il
i
80.00 - -
L4
Fd
Fi
80.00 ¢
v
/
40.00 — -
-
.
20.00 = | | | - =
| |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.7 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y=0 pour le schéma
explicite avec Sy =S, =0.01
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gooo — T :
= zolition eaal e
[ — =olution num ériqua}

60.00 —

40.00 —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.8 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y=0.2 pour le
schéma explicite avec Sy =8y =0.01
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0.00 — T

sollition exacts

solution numarigu s
50.00 —
40.00 —
30,00 —

.'./-.
2000 —t=="7— __ , | | | | X
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig VI.2.9 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y=0.4 pour le
schéma explicite avec Sy =5, =0.01
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4000 T
- --golution exacte
solution num ergue
30.00
20.00 —-.
=1 | I | ' T | I 1 X
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.2.10 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y=0.6 pour le
schéma explicite avec Sy =5, =0.01
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Resuitats et commentaires

-Tableau (V1.2-1) Méthode des différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : X=0.00 ;| 5,=5,= 0.01

Position de y Texr T Erreur relative
0.0000 2.0000 Z.0000 0.0DO0E+00
0.2000 2.0000 2.0000 0.0000E+0D
0.4000 2.0000 2.0000 0,0000E+00
0.6000 22000 2.0000 D.0D00DE+0D
0.8000 2.0000 2.0000 0.0000E+00
1.0000 20000 2.0000 0.0000E+00

-Tableau (V1.2.2} Methode des differences fimies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnal ; X=0.20;5,=5,= 0.01

Position de y Texr T Erreur relative
0.0000 36.00000 36.0000 0.0000E+00
‘D.ZDDD 28.00000 260000 0.0000E+00
0.4000 21.65567 21.64023 0.1220E-02
0.6000 16.26151 16.23547 0.1601E-02
0.8000 12.48859 12.76540 0.2216E-01
1.0000 11.61788 11.56970 0.4147E-02

-Tableau (V1.2.3) Méthode des difiérences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : X=040; 5,=5,= 0.01

Position de y Texr T Erreur relative
0.0000 52.00000 52.0000 0.0000E+00
0.2000 37.66667 37.64023 0.6469E-03
0.4000 24.73593 24.68609 0.2014E-02
0.6000 14.45457 14.40563 0,3385E-02
0.8000 07.278636 07.80517 0.7233E-01
1.0000 05.622443 05.530806 0.1629E-01
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-Tableau (V1.2 4) Méthode des différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : X=060: 5,=5,=0.01

Position de y Teur T Erreur relative |
0.0000 68.00000 58.0000 0.0000E+0D

0.2000 48 26151 48.235470 0.5395E-03

0.4000 30.45457 30.405630 0.1606E-02

0.6000 16.297430 16.255800 0.2554E-02

0.8000 0G. 446329 07.171040 0,1128E+00

1.0000 04 166775 04.040648 B.3026E-01

-Tableau (VI.2.5) Methode des différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionne! : X=080; §,=5,= 0 01

Positionde y Tesr T Erreur relative
0.0000 8400000 84,0000 0.0000E+00
0.2000 60.43059 60.76540 0.4708E-02
0.4000 39.2786840 39.805170 0.1340E-01
0.6000 22.445330 23.171040 0.3242E-01
0.8000 11.6383320 12.491270 0.7319E-01
1.0000 08.959541 08.811270 0.1654E-01

-Tableau (V1.2.6) Methode das difterences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensiennel:X=1.00; 5, =5,=0.01

Position de y Texr T Erreur relative
0.0000 100.00000 100.0000 0.0000E+00
0.2000 75817870 75569700 0.6370E-03
0.4000 53.622440 53.530810 0.1708E-02
0.6000 35.166770 36.040650 0.3487E-02
0.8000 24.959540 24 811270 0.5840E-02
1.0000 21.097790 20941880 0.7389E-02
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bidimensionnel : Y=0.000; §,=5,=0.01

Position de X Text T Erreur relative
0.0000 20.0000 20.0000 0.0000E+0D
0.2000 63.0000 63.0000 0.0000E+00
0.4000 52.0000 52.0000 0.0000E+00
0.6000 66.0000 65.0000 0.0000E+03
0.8000 84 .0000 &84.0000 0.0000E+00
1.0000 100.000 100.000 0.000CE+00

-Tableau (V1.2 8) Méthode deg différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnal : ¥Y=0,200; 5,=5,=0.01

Position de X Tex T Erreur relative
0.0000 20.0000 20.0000 0.0000E+00
.0.2000 28 464650 28.450820 0.4928E-03 |
0.4000 37 666670 37.640230 0.7019E-03 |
0.6000 48 261510 48 245470 0.3323E-03

0.8000 60 488550 60.765400 0.4576E-07

1.0000 THEITETD 75.569700 0.6370E-03

-Tableau (VI.2.9)Méthode des différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : Y=0.400: S, =S, = 0.01

Paosition de X TexT T Erreur relative
0.0000 20000000 20.0000 0.0000E+00
0.2000 21.666670 21.640230 0.1220E-02
0.4000 24.735930 24.686090 0.2014E-02
0.6000 30454570 30.408630 0.1606E-02
0.8000 30.2768640 39.805170 0.1340E-01
1.0000 53622440 53.530810 0.1708E-02
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-Tableau (V1.2 10 )Méthode des différences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel: ¥Y=0.600;5,=5,=0.01

Position de X Text T Erreur relative
0.0000 20.000C00 20,0000 0.0000E+00
0.2000 16.261510 16.235470 J.1601E-G2
0.4000 14.454570 14.405630 0.3385E-02
0.6000 16.297430 16.255800 0.2554E-02
0.8000 22.446330 23.171040 0.3242E-01

| 1.0000 36166770 36. 040850 0,3487E-02

-Tableau (V].2.11) Méthode des differences finies avec condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : Y=0.800:8,=58,=0.01

Position de X Text T Erreur relative
0.0000 20.000000 20.0000 0.0000E+00
D0.2000 12.488520 12.765400 0.2216E-01
0.4000 07.2786386 07.805170 0.7233E-01
0.6000 06.446329 07.171040C 0.1124E+00
0.8000 11.639320 12.491270 0.7319E-01
1.0000 24.959540 24 811270 0.5940E-02

-Tableau (V].2.12) Méthode des différences finies aver condition de Dirichlet cas

bidimensionnel : ¥=1.00;5,=5,=1.00

Position de X Texr T Erreur relative
0.0000 20.000000 20,0000 0.C000E+0QD
0.2000 11.617880 11.568700 0.4147E-02
0.4000 05.622443 05.530806 0.1629E-01
0.6000 041658775 04.040648 0.3026E-01
0.8000 08.859541 08.811270 0.1654E-01
1.0000 21.087790 20,941890 0.73388E-02
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VI.4. RESULTATS DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS BIDIMENSIONNEL :

22.00 T

4‘ ' solution numerigue

2000 — — —— — —— = — - - —

S

19.00

18.00 == | ] JR—— e

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig V1.3.1 : Variation de la température en fonction d’ordonnée en x=0 pour le
schéma explicite avec Sx =5y =0.01
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Fig VI1.3.2 : Variation de la température en fonction d'ordonnée en x=0.2 pour le
schéma explicite avec Sy =5y =0.01
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Fig V1.3.3 ; Variation de |a température en fonction d'ordonnée en x=0.4 pour le
schéma explicite avec Sy =5, =0.01
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Fig VI.3.4 : Variation de |a température en fonction d'ordonnée en x=0.6 pour le
schéma explicite avec Sy =5y =0.01
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Fig VI1.3.5 : Variation de la temperature en fonction et d'ardennée en x=0.8 pour le
schéma explicite avec Sx =5, =0.01
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Fig.V1.3.6 : Variation de la température en fonction d'ordonnée en x=1 pour le
schéma explicite avec Sy =3, =0.01
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Fig.V1.3.7 ; Variation de la température en fonction d’abscisse en 'y =0 pour le
schéma explicite avec Sx =8, =0.01
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Fig V1.3.8 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y =0.2 pour e
schema explicite avec Sx =5, =0.01
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Fig.V1.3.9 : Variation de la température en fonction d’abscisse en y =0.4 pour |
schéma explicite avec Sx =S, =0.01
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Fig.V1.3.10 : Variation de la température en fonction d'abscisse en y =0.6 pour le
schéma explicite avec Sy =5, =0.01
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Fig.V1.3.11 : Variation de |a température en fonction d'abscisse eny =0.8 pour le
schéma explicite avec Sx =5, =0.01
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Resultats et commentares

-Tableau { VI.3.1)Mé&thode des éléments finis avec condition de Dirichlet

X=0.00 ; S,=5,=0.01

Positiondey | Texr T Erreur relative
0.0000 2.0000 2.0000 0.0000E+00
0.2000 2.0000 2.0000 0.0000E+00
0.4000 2.0000 2.0000 0.0000E+00
0.6000 2.0000 2.0000 0.0000E+00
0.8000 2.0000 20000 0.0000E+00
1.0000 2.0000 2.0000 0.0000E+00

-Tableau (V1.3.2 iMéthode des élements finis avec condition de Dirichlat :

X=0.20: 8,=5,=0.01

Positiondey | Text T Erreur relative
0.0000 36.0000 36.0000 0.0000E+00
0.2000 28 438876 28420760 0.6721E-03
0.4000 21.608660 21.5834320 0.1075E-02
0.6000 16.251280 16. 157290 0.57B3E0Z
0.8000 12.488530 12.673500 0.1480E-01
1.0000 11.521430 11.473060 0.4198E-02

-Tableau (V1.3.3 YWéthode des éléments finis avec condition de Dirichlat

X=0.40; 5,=5,=0.01

Positiondey | Texr T Erreur relative
0.0000 52 0000 52.0000 0.0000E+00
0.2000 37.60B660 37.583430 0.6177E-03
0.4000 24.595960 24.578050 0.8906E-03
0.6000 14.393830 14.256520 0.9511E-02
0.8000 7.278636 7.630351 0.4832E-01
1.0000 5.438990 5.346992 0.1691E-01
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Resultats et comments res

-Tableau(Vl 3 4)Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet -

X=0.60 ; S, =S, =0.01

Positionde y | Texr T Erreur relative
0.0000 68.0000 68,0000 0.0000E+00
0.2000 48251280 48.157290 0.1947E-02
0.4000 20.393830 30.256920 0.4504E-02
0.6000 16.437080 16.051120 0.2348E-01
0.8000 6.446329 £.930424 C.1164E-01
1.0000 3.914274 3.787649 0.3234E-01

-Tableau (V1.3.5 )Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

A=0.80; 5,=5,=0.01

Positionde y | Texr T Erreur relative
0.0000 84 0000 &4 0000 0.0000E+00
0.2000 60.488550 60.673500 0.3056E-02
0.4000 34.278840 38630350 0.8954E-02
0.6000 22 446330 22.930420 0.2156E-01
0.8000 11.839320 12,208400 0.4889E-01
1.0000 8662708 8513852 0.1718E-01

-Tableau ( V1.3 .6)Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet -

X=1.00; 5,=8,=0.01

Positionde y | Texy T Erreur relative
0.0000 100.0000 100.0000 0.0000E+00
0.2000 715521430 15.473060 0.6404E-03
0.4000 53.438990 53.346990 0.1721E-02
0.6000 35.914270 35.787650 0.3525E-02
0.8000 24.662710 24 513850 0.6035E-02
1.0000 20.785680 20.629170 0.7528E-02
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Résultals ¢t commentaires

-Tableau (VI.3.7) Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

¥=0.00; S,=5,=0.01

Position de X | Texr T Erreur reiative
0.0000 20.0000 100.0000 0.0000E+00
0.2000 36.00000 36.00000 0.C000E+00
0.4000 52.00000 52.00000 0.0000E+00
0.6000 £8,00000 68.00000 0.0000E+00
0.8002 64.00000 84.00000 0.0000E+00
1.0000 100.0000 100.0000 0.0000E+00

-Tableau {VI1.3.8) Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

Y=0.20 ; S, =S, = 0.01

Position de X | Texr T Erreur relative
0.00073 20.0000 20.0000 0.0000E+00

0.20:07 28.439850 28.420760 0.6712E-03
[0.4000 [ 37.606650 37.583430 0.6177E-03
0.6009 43,251280 48157290 0.1947F L
08000 60.488590 60.673500 080565 00 |
1.0000 75.521430 75.473060 0.6404E .0

-Tableau (VI.3.9) Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

¥=0.40 ; 5,=5,=0.01

Position de X | Texr T Erreur relative
0.0000 20.0000 20.0000 0.0000E+00
0.2000 21.606660 21.583430 0.1075E-02
0.4000 24.599960 24 578050 0.8906E-03
0.6000 30.393830 30.256920 0.4504E-02
0.8000 39.278640 39.630350 0.8954E-02
1.0000 53,438990 53.346990 0.1721E-02
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Résultlts et commentaires

-Tableau(V].3. 10)Me&thode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

Y=0.60 ; §,=S,=0.01

Position de X | Text T Erreur relative
0.0000 58,0000 66.0000 0.0000E+00
0.2000 48251280 48 157290 0.1847E-02
0.4000 30,393830 30.256920 0.4504E-02
0.6000 18.437080 18.051120 0.2348E-01
0.8000 5.44G63280 6.59304240 0.7509E-01
1.0000 3.9142740 37876480 D.3234E-01

-Tableau (V1.3.11) Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlat ;

¥=080:85,=5,=001

Position de X | Texr T Erreur relative
0.0000 84.0000 84 0000 0.0000E+00
0.2000 650.4885380 60,673500 0.3056E-02
0.4000 39.278640 389630350 0.8954E-07
0.6000 22 446330 22.930420 0.2156E-01
0.8000 11.639320 12.208400 0.4889E-01
1.0000 08.662708 08.513852 0.1718E-01

-Tableau(V|.3.12)Méthode des éléments finis avec condition de Dirichlet :

¥=1.00 S,=S,=0.C1

Position de X | Texy T Erreur relative
0.0000 20.0000 20,0000 0.0000E+00
0.2000 11.521430 11.473060 0.4198E-02
0.4000 05.438990 05.346992 0.1691E-01
0.6000 03.914274 03.787648 0.3234E-01
0.8000 08.662788 08.513852 0.1719E-01
1.0000 20.785680 20.628170 0.7529E-02
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- IV.4. RESULTATS DE LA METHODE DES VOLUMES FINIS UNIDIMENSIONNEL
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Fig.V1.4.1 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse avec
s=0.25
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Fig.V|.4.2 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse avec
s=0.45
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Fig.V1.4.3 : Variation de la température en fonction du temps et d'abscisse avec

5=0.53 (instabilit&)
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-Tableau {V1.4.1) Mé&thode des volumes finis : temps =1 :5=0.25

Position de X | Texr T Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E400
-1.0000 1.000 1.000 0.0000E+00
0.000 0.868 0.867 0.1152E-02
1.0000 0,132 0.137 0.3787E-01
2.0000 0.00 0.000 0.0000E+00

-Tableay (VI .4.2) Méthode des volumes finis temps =3: 5 =025

Position de X | Texy Ty Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+00
-1.0000 0.999 1.000 0.1000E-07
0.000 0.974 0.975 0.1026E-02
1.0000 0.741 0.735 0.B097E-0Z2
2.0000 0.00 0.Q00 0.CO00E+Q0

-Tableau (VI1.4.3) Méthode des volumes finis_temps=6 ;5=025

Position de X | Texr Tv Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+0Q0
-1.0000 1,000 1.000 0.0000E+00
0.000 0.997 0.998 0.1003E-02
1.0000 0.966 0.954 0.2070E-02
2.0000 0.00 0.000 0.0000E+0DD
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_Tableau (V.4 4) Méthode des volumes finis_temps=1:5=045

Positionde X | Text JLEE Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 C.000CE+DD
-1.0000 0.9594 0.954 0.0000E+00
0.000 0.798 0,785 0.3758E-C2
1.0000 0.202 0.202 C.0D0CE+00
2.0000 0.000 0.000 0.0000E+00

-Tableau (V1.4.5) Méthode des volumes finis ; temps =3 ; § = 0.45

Position de X | Text T Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+0Q0D
-1.0000 0.992 0.993 0.1008E-02
0.000 0.926 0.926 0.0000E+00
1.0000 0.685 0673 0.1751E-01
2.0000 0.C00 0.000 0.0000E+00

“Tableau ( VI.4.6} Méthode des volumes finis :temps=6; 5 = 0.45

Position de X | Texr T, Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+00
-1.0000 0.997 0.997 0.0000E+00
0.000 0.979 0.979 0.0000E+00
1.0000 0,913 0.B65 0.4928E-01
2.0000 0.000 0.000 0.0000E+00
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-Tableau (VI.4.7) Méthode des volumes finis (temps=1;8=0.53

Position de X | Texr Ty Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+00
-1.0000 0.989 0.991 0.2022E-02
0.000 0,779 0.770 0.1155E-01
1.0000 0.221 0.215 0.2714E-01
2.0000 0.000 0.004a 0.0000E+00

Tahleau (VI 4.8) Méthode des volumes finis :temps =3D: 5 =053

Position de X | Texr T Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E4+00
-1.0000 0.987 0987 0.0000E+00
0.000 0.908 0.908 0.0000E+00
1.0000 0.671 0,648 0.3427E-01
2.0000 0.000 0.000 0.0000E+00

_Tableau (Vi.4.9) Méthode des volumes finis ‘temps =6 5 =053

Position de X | Texy T Erreur relative
-2.0000 1.000 1.000 0.0000E+00
-1.0000 0.994 0.994 0.0000E+00
0.000 0.8970 0.993 0.2371E-01
1.0000 0.885 -0.178 D.1198E+D1
2.0000 0.000 0.000 0.0000E+00D
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-VI.5. COMMENTAIRES :

Ce chapitre consiste & présenter les résultats obtenues par la solution analytique et
les schémas numériques utilisées (différences finies, éléments finis et volumes finis)

-VI.5.1. METHODE DES DIFFERENCES FINIES CAS UNIDIMMENSIONNEL :

Les résultats trouvés sont résumes a travers les graphes {fig.V1.1.1) & (fig.VI1.1,12) et
les tableaux (VI.1.1) & (VI.1.9) dans le cas unidimensionnel.

Trois posilions du temps seulement sont représentés. Les formulations explicite,
Lax-Wendroff FTCS et Crank-Nicolson sont :Dnsidérées{dj .

Les résultats sant imprimés pour les transitoires t=1, t=3 ot t=6 et cec! pour différents
¢ £=0.25 5=0:5 =0.53

On constate que quelgue soit le schéma utilisg, les résultats sont trés satisfaisants

Et ceux jusqu'aux transitoires assez éloignes.

Il est & noter gqu'on a représenter les résultats quand $=0.53, pour montrer que les
résultats obtenus sont fausses, donge il faut respecter les critéres de stabilité,

On constate aussi gue le minimum de l'erreur relative est obtenu pour le schema de
FTCS.

Les erreurs relatives trouvees n'excedent pas 1%.

La température est tracée en fonction de l'abscisse (voir fig.Vl.1.12 Vi.1.12) pour
différents schémas avec la temperature exacte.

La disposition de ces courbes tracées sur un méme repére montre les
caractéristiques de stabilite.

Il est & remarquer que |'erreur tend a augmenter sensiblement quand le temps
augmente.

-VI.5.2. METHODE DES DIFFERENCES FINIES CAS BIDIMMENSIONNEL :

Les résultats trouvés sont résumés & travers les graphes (fig.VI.2.1) a (fig.V1.2.10) et
les tableaux (V1.2.1) & (V1.2.12) dans le cas bidimensionnel.

La formulation explicite seulement est considérée.

Les résultats sont imprimés pour le transitoire {=1 et ceci pour =0.01.
On constate que les résultats sont trés satisfaisants.

On constate que les erreurs relatives trouvées n'excédent pas 1%.

On constate aussi que les erreurs relatives trouvées dans la direction des abscisses
sont de méme ordre de grandeur dans |a direction des ordonnées.
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Chapitre : VI = Résultats et commentaires

-VI.5.3. METHODE DES ELEMENTS FINIS CAS BIDIMMENSIONNEL :

Les résultats frouvés sont résumes a travers les graphes (fig.V1.3.1) a (fig. V1.3, 11) et
les tableaux (VI1.3.1) a (VI1.3.12) dans le cas bidimensionnel.

La formulation explicite seulement est considerée.

Les résultats sont imprimés pour le transitoire t=1 et cect pour s=0.01.
On constate que les résultats sont tres satisfaisants.

On remargue gue les erreurs relatives trouvées n'excédent pas 1%,

Et on remarque aussi gue Les erreurs relatives trouvees dans la direction des
abscisses sont de méme ordre de grandeur dans la direction des ardonngées.

On remarque aussi que les erreurs relatives dans ce cas sont trés proches de celles
trouvées en différences finies cas bidimensionnel.

-VI.5.4. METHODE DES VOLUMES FINIS CAS UNIDIMENSIONNEL:

Les résultats trouvés sont réesumes a travers les graphes (fig.VI.4.1) a (fig.V1.4.3) et
les tableaux (V1.4.1) a (V1.4.9) dans le cas unidimensionnel.

L

Les résultats sont imprimés pour les transitoires t=1, t=3 et t=6 et ceci pour différents
s, 5=0.25 ,5=0.5, s=0.53.

La température est tracée en fonction de I'abscisse et comparée avec la température
exacte.

La disposition de ces courbes ftracees sur un méme repere monire les
caractéristiques de stabilité.

Il est & remarquer que l'erreur tand & augmenter sensiblement quand le temps

augmente.
On remargue gue les erreurs relatives trouvées n'excédent pas 1%.
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onclusion

Le probléme de diffusion est décrit par une équation différentielle partielle étant trés
difficile & résoudre analytiquement.

Les programmes réalisés permettent de déterminer la distribution de la temperature
selon la méthode des différences finies, élémentis finis et celle des volumes finis pour
le cas unidimensionne! et le cas bidimensionnel connaissant la solution exacte du
cas etudié.

Pour notre étude, on a traité des cas simples correspondant aussi 4 des geometries
trés simples, on remarque une légére différence du point de vue résultats entre les
trois méthodes qui s’explique par le choix du maillage temporel spatial ainsi qu'au
facteur de stabiiité.

-La méthode des différences finies est beaucoup plus simple & programmer selon
que le schéma soit Explicite, Implicite, Cranck Nicolson, FTCS et le schéma chaisi
permet d'imposer fa condition de stabilité, mais une certaine précision est perdue qui
est liées au principe de cette méthode.

La méthode des é&léments finis est compliquée & cause de la recherche de la
fonction test ce qui n'est pas toujours évident dans tout les cas et son avaniage
réside a s'adapter & fous les types de maillage donc quelque soit la géomeétrie
imposée du probleme physique.

-La méthode des volumes finis est plus physique par rapport aux autres méthodes
parce que on applique le principe de conservation donc en faisant un bilan en
choisissant un volume de contréle.

La diversité d'exemples traités dans cette étude a démontré un accord satisfaisant
entre les résultats obtenus théoriquement et ceux des trois méthodes numeriques du
fait que I'erreur est relativement faible.

Sur le plan des perspectives, il convient de traiter d’'une maniére approfondie le cas
bidimensionne! avec les différentes conditions aux limites et aussi de bien choisir |a
solution initiale.
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