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Résumé

Dans la dernière décennie, la dérivation fractionnaire a connu une montée spectaculaire,

des livres, monographies et articles ont vu le jour, ces documents s’adressent au public averti

et de haut niveau. Dans ce travail, on va revoir des différents types de dérivation fractionnaire

d’une façon détaillée ce qui permettera au lecteur moins armé de pouvoir suivre cette nouvelle

tendance en analyse mathématique.

Abstract

In the last decade, fractional derivation has experienced a spectacular rise, books, mono-

graphs and articles have emerged, these documents are addressed at the specialized public

and high level. In this work, we will review the different types of fractional derivation in

detail, and we will allow the less experienced reader to be able to follow this new trend in

mathematical analysis.
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INTRODUCTION

Ce travail est concentré sur quelques types de dérivées fractionnaires avec leur impor-

tantes propriétés illustrées par des exemples. Ce mémoire se devise en quatre chapitres ;

Chapitre 1 ; On s’intéresse à deux fonctions qui jouent un rôle déterminant dans le calcul

fractionnaire, il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.

Chapitre 2 ; On verra une avant première sur la dérivation fractionnaire, nous saurons que

l’intégrale fractionnaire est la colonne vertébrale pour la dérivée fractionnaire. Les deux dé-

rivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo seront au menu.

Chapitre 3 ; On passe à deux autres types de dérivations ; Hadamard et Caputo-Hadamard.

Chapitre 4 ; On fera un résumé pour les dérivées fractionnaires vues ou non . Grâce à la

fonction Psi, on définit la dérivée fractionnaire appelée Psi-Hilfer et qui généralise plusieurs

types de dérivées fractionnaires.

Après cela, on veut vous informer d’une remarque sur les définitions des intégrales et déri-

vées fractionnaires ; tout ce que vous verrez dans la définition de l’intégrale (ou bien dérivée)

fractionnaire s’appelle intégrale (ou bien dérivée) fractionnaire finie sur côté gauche si ”a”

est un élément finie, et intégrale (ou bien dérivée) fractionnaire infinie sur côté gauche si

”a” un est élément infinie ; a = −∞ dans le cas pour Riemann-Liouville (RL) et Caputo ,

a = 0+ dans le cas pour Hadamard et Caputo-Hadamard. On a éloigné de ces expressions
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dans ce mémoire pour ne pas rendre les choses plus compliquées, floues ou répétitives.

D’un autre côté on définit l’intégrale fractionnaire finie sur côté droite au sens de RL (on

choisit sens RL pour juste un exemple illustratif) par ;

Iαb f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t) dt .

Vous comprendrez cette intégrale et ce que on veux vous dire, après vous lirez chapitre {1, 2}

2



CHAPITRE

1

NOTIONS DE BASES

1.1 Fonction Factorielle

Définition 1.1.1. on définit la fonction factorielle naturelle par ;

F (n) =

∫ +∞

0

xn−1e−xdx = (n− 1)! , ∀n ≥ 1. (1.1.1)

Ce qui suit justifie l’obtention de la fonction factorielle ;

Soit :

La variable réelle θ > 0 , on a : ∫ +∞

0

e−θxdx =
1

θ
. (1.1.2)

En effet :∫ +∞

0

e−θxdx = lim
t→+∞

∫ t

0

e−θxdx = lim
t→+∞

ï
−1

θ
e−θx
òt
0

= lim
t→+∞

−1

θ

(
e−θt − 1

)
= −1

θ
lim
t→+∞

e−θt +
1

θ
=

1

θ
.
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On observe que la condition θ > 0 est nécessaire pour avoir,

lim
t→+∞

e−θt = 0.

On dérive les deux membres de l’égalité (1.1.2) par rapport à θ, on obtient :

d

dθ

Å∫ +∞

0

e−θxdx

ã
=

d

dθ

Å
1

θ

ã
,

−
∫ +∞

0

xe−θxdx = − 1

θ2
,

alors : ∫ +∞

0

xe−θxdx =
1

θ2
. (1.1.3)

On dérive encore une fois la formule obtenue (1.1.3) par rapport à θ, on obtient :

d

dθ

Å∫ +∞

0

xe−θxdx

ã
=

d

dθ

Å
1

θ2

ã
⇒ −

∫ +∞

0

x2e−θxdx = − 2

θ3

⇒
∫ +∞

0

x2e−θxdx =
2

θ3
.

Si on repète l’opération n fois on obtient :∫ +∞

0

xn−1e−θxdx =
(n− 1)!

θn
, ∀n ≥ 1. (1.1.4)

On démontre (1.1.4) par raisonnement par récurrence :

Soit :

∀n ≥ 1 ,

∫ +∞

0

xn−1e−θxdx =
(n− 1)!

θn
........... P (n) .

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n ≥ 1 ;

Pour n=1 : ∫ +∞

0

x0e−θxdx =

∫ +∞

0

e−θxdx =
1

θ
,

d’autre part

(1− 1)!

θ
=

0!

θ
=

1

θ
,
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donc P(1) est vérifiée.

On suppose que P(n) est vraie, alors :∫ +∞

0

xn−1e−θxdx =
(n− 1)!

θn
.

On montre que P(n+1) reste vraie ;∫ +∞

0

xne−θxdx =
n!

θn+1
.

Par une intégration par partie de l’intégrale∫ +∞

0

xne−θxdx,

on obtient ; ∫ +∞

0

xne−θxdx =

ï
−1

θ
xne−θx

ò+∞

0

−
∫ +∞

0

−1

θ
e−θxnxn−1dx

= 0 +
n

θ

∫ +∞

0

xn−1e−θxdx.

D’après l’hypothèse de récurrence, on a :∫ +∞

0

xne−θxdx =
n

θ

(n− 1)!

θn

=
n!

θn+1
,

donc, P(n+1) est vraie , alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie , donc (1.1.4)

est bien vérifiée.

Si on pose θ = 1, l’équation (1.1.4) prend la forme :∫ +∞

0

xn−1e−xdx = (n− 1)! , ∀n ≥ 1.

(C.Q.F.D)
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1.2 Fonction Gamma

Définition 1.2.1. La fonction Γ d’Euler est définie par ;

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx , (1.2.1)

tels que : Re(α) > 0 .

Elle généralise la fonction factorielle aux valeurs réelles ou complexes,

en effet : Γ(n) = (n− 1)! , pour n ≥ 1 .

Remarque :

On a :

Γ(1) = 1 . (1.2.2)

En effet :

Γ(1) =

∫ +∞

0

x1−1e−xdx =

∫ +∞

0

e−xdx = lim
t→+∞

∫ t

0

e−xdx = lim
t→+∞

[
−e−x

]t
0
= lim

t→+∞
(−e−t + 1) = 1.

Ou bien ; Γ(1) = (1− 1)! = 0! = 1.

Lemme 1.2.1. Soit Re(α) > 0 :

Γ(α + 1) = αΓ(α) (1.2.3)

Preuve :

Soit :

Γ(α + 1) =

∫ +∞

0

xα+1−1e−xdx

=

∫ +∞

0

xαe−xdx.

On fait l’intégration par partie, tels que :∫
u′ v = u v −

∫
u v′,

u′ = e−x =⇒ u = −e−x,

v = xα =⇒ v′= α xα−1,

6



donc :

Γ(α + 1) =
[
−xαe−x

]+∞
0

+

∫ +∞

0

αxα−1e−xdx

= α

∫ +∞

0

xα−1e−xdx , d’après (1.2.1) on obtient :

= αΓ(α).

1.2.1 Domaine de Définition de la Fonction Gamma

On démontre que la fonction Gamma est bien définie pour α > 0 :

Pour α = 1 :

d’après (1.2.2) , Γ(1) = 1,

donc pour α = 1, la fonction Γ existe et finie.

Pour α > 1 :

Soit :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx,

soit : A un element de ]0,∞[, on a :

Γ(α) =

∫ A

0

xα−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ +∞

A

xα−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
J

,

donc :

Γ(α) = I + J ,

tels que :

I est finie car c’est l’intégrale d’une fonction continue sur un compact.

D’un autre côté ,

soit :

lim
x→+∞

x
3
2xα−1e−x = 0 , α > 1,

i.e

∀ϵ > 0 , ∃B(ϵ) > 0 , ∀x > B(ϵ) =⇒
∣∣∣x 3

2xα−1e−x
∣∣∣ < ϵ.

7



On choisit ϵ = 1 ,

donc :
∣∣∣x 3

2xα−1e−x
∣∣∣ < 1 , sachant que : x

3
2xα−1e−x > 0 pour ∀x > 0,

donc : x
3
2xα−1e−x < 1 =⇒ xα−1e−x < 1

x
3
2

=⇒
∫ +∞

B(1)

xα−1e−xdx <

∫ +∞

B(1)

1

x
3
2

dx < +∞,

car :
∫ +∞
B(1)

1

x
3
2
dx est convergente i.e finie,

parce que elle est présentée l’intégrale de Riemann [3/2 > 1],

posons B(1)=A , donc :
∫ +∞
A

xα−1e−xdx est convergente, d’après le critère de comparaison,

alors : J est finie,

on déduit que la fonction Γ est finie pour α > 1.

Pour 0 < α < 1 :

Soit :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx,

soit : c un nombre réel plus proche à 0 et A fixe dans [c,+∞[,

=⇒ Γ(α) =

∫ c

0

xα−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
K

+

∫ A

c

xα−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
L

+

∫ +∞

A

xα−1e−xdx︸ ︷︷ ︸
M

,

donc : Γ(α) = K + L+M .

Soit :

K =

∫ c

0

xα−1e−xdx , 0 < α < 1,

on a : xα−1e−x 'v(0) xα−1, donc :
∫ c

0

xα−1e−xdx 'v(0)

∫ c

0

xα−1dx,

et
∫ c
0

1
x1−α

dx convergente d’après l’intégrale de Riemann ; (0 < α < 1 ⇒ 0 < 1− α < 1),

donc :
∫ c
0
xα−1e−xdx est convergente d’après le critère d’équivalence,

donc K existe et est finie.

L est finie car la fonction xα−1e−x est une fonction continue sur le compact [c, A].

M est finie aussi : la même technique appliquée à J .

alors on conclut que la fonction Γ est finie pour 0 < α < 1.

Donc la fonction Γ est bien définie pour α strictement positif .
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On démontre que la fonction Gamma est bien définie pour Re(α) > 0 :

On prend α ∈ C , α =a+ib,

tels que :

Re(α) > 0 ie a>0,

∀Im(α) ∈ R ie ∀b ∈ R,

pour généraliser la fonction Γ sur C.

Soit :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx =⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa+ib−1e−xdx

=⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1+ibe−xdx =⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1e−xxibdx

=⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1e−xelnx
ib

dx =⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1e−xeib lnxdx

=⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1e−x (cos(b ln x) + i sin(b ln x)) dx

=⇒ Γ(α) =

∫ +∞

0

xa−1e−x cos(b ln x)dx︸ ︷︷ ︸
P

+i

∫ +∞

0

xa−1e−x sin(b ln x)dx︸ ︷︷ ︸
Q

,

donc la fonction Γ est bien définie si et seulement si P et Q sont convergentes ,

alors :

|P | =
∣∣∣∣∫ +∞

0

xa−1e−x cos(b ln x)dx

∣∣∣∣
=⇒ |P | ≤

∫ +∞

0

∣∣xa−1e−x cos(b ln x)
∣∣ dx

=⇒ |P | ≤
∫ +∞

0

| xa−1e−x︸ ︷︷ ︸
>0

| |cos(b ln x)|︸ ︷︷ ︸
≤1

dx

=⇒ |P | ≤
∫ +∞

0

xa−1e−xdx,

donc : P est absolument convergente si et seulement si
∫ +∞
0

xa−1e−xdx est convergente, et

on a déjà étudie
∫ +∞
0

xa−1e−xdx qui est convergente pour a > 0, alors P est absolument

convergente pour a > 0 et ∀b ∈ R, donc P est convergente pour ∀Re(α) > 0,

et on fait la même chose pour Q ,

donc : la fonction Γ est bien définie pour Re(α) > 0 et Im(α) quelconque .
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Prolongement de la fonction Gamma à C∗/Z− :

On commence par prolonger la fonction Gamma définie sur {α ∈ C∗ et Re(α) ≥ 0} à la

bande M−1 = {α ∈ C∗/{−1} et 0 > Re(α) ≥ −1} en utilisant la relation :

α ∈M−1 ; Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
.

Ce prolongement peut être itéré indéfiniment , ce qui nous donnera un prolongement de la

fonction Gamma à C∗/Z− par la relation :

α ∈M−k ; Γ(α) =
Γ(α + k)

(α) (α + 1) ... (α + k − 1)
.

Avec M−k = {α ∈ C∗/{−k} et −k + 1 > Re(α) ≥ −k}.

Remarque :

Si α ∈ Z− , alors |Γ(α)| = ∞

Résultat :

On conclut que la fonction Γ est bien définie pour α ∈ {C/Z−}.

Exemple 1.2.1. Calcule Γ(1/2) :

Soit :

Γ

Å
1

2

ã
=

∫ +∞

0

x
1
2
−1e−xdx =

∫ +∞

0

x−
1
2 e−xdx =

∫ +∞

0

e−x√
x
dx,

on pose :
√
x = y =⇒ x = y2 , dx=2ydy / x=0 =⇒ y=0 / (x−→ +∞) =⇒ (y −→ +∞),

alors :

Γ

Å
1

2

ã
=

∫ +∞

0

e−y
2

y
2ydy

=⇒ Γ

Å
1

2

ã
= 2

∫ +∞

0

e−y
2

dy︸ ︷︷ ︸
I

.

On pose :

I1 =

∫ +∞

0

e−z
2

dz,

I2 =

∫ +∞

0

e−t
2

dt,

10



alors :

I1.I2 =

∫ +∞

0

e−z
2

dz

∫ +∞

0

e−t
2

dt,

I1.I2 =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−z
2−t2dz dt,

on pose : z = r cos θ , t = r sin θ / dz dt = r dr dθ,

( z ∈ [0,+∞[ ∧ t ∈ [0,+∞[ ) =⇒ ( r ∈ [0,+∞[ ∧ θ ∈ [0, π/2] ),

donc :

I1.I2 =

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−(r2 cos2 θ+r2 sin2 θ) r dr dθ,

{cos2 θ + sin2 θ = 1}

=⇒ I1.I2 =

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r
2

r dr dθ,

{dr2 = 2rdr}

=⇒ I1.I2 =
1

2

∫ π
2

0

∫ +∞

0

e−r
2

dr2 dθ

=⇒ I1.I2 =
1

2

∫ π
2

0

î
−e−r2

ó+∞

0
dθ

=⇒ I1.I2 =
1

2

∫ π
2

0

1dθ

=⇒ I1.I2 =
π

4
,

donc si on pose I1 = I2 = I

alors :

I2 =
π

4
=⇒ I =

√
π

2

=⇒ Γ

Å
1

2

ã
= 2

√
π

2
,

Γ

Å
1

2

ã
=

√
π . (1.2.4)

Exemple 1.2.2. Calcule Γ(1
2
+ n) pour n ≥ 0 :

Soit :

Γ

Å
1

2
+ 1

ã
=

1

2
Γ

Å
1

2

ã
, {selon (1.2.3)}
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d’aprés (1.2.4) , on obtient :

Γ

Å
1

2
+ 1

ã
=

√
π

2
, (1.2.5)

un autre cas ;

Γ

Å
1

2
+ 2

ã
= Γ

ÅÅ
1

2
+ 1

ã
+ 1

ã
=

Å
1

2
+ 1

ã
Γ

Å
1

2
+ 1

ã
, {selon (1.2.3)}

d’après (1.2.5) , on obtient :

Γ

Å
1

2
+ 2

ã
=

3

22
√
π , (1.2.6)

un autre ;

Γ

Å
1

2
+ 3

ã
= Γ

ÅÅ
1

2
+ 2

ã
+ 1

ã
=

Å
1

2
+ 2

ã
Γ

Å
1

2
+ 2

ã
, {selon (1.2.3)}

d’après (1.2.6) , on obtient :

Γ

Å
1

2
+ 3

ã
=

3 ∗ 5
23

√
π , (1.2.7)

un autre cas pour plus précise ;

Γ

Å
1

2
+ 4

ã
= Γ

ÅÅ
1

2
+ 3

ã
+ 1

ã
=

Å
1

2
+ 3

ã
Γ

Å
1

2
+ 3

ã
, {selon (1.2.3)}

d’après (1.2.7) , on obtient :

Γ

Å
1

2
+ 4

ã
=

3 ∗ 5 ∗ 7
24

√
π ,

ainsi de suite , jusqu’à obtenir le résultat suivant :

Γ

Å
1

2
+ n

ã
=

1 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 7 ∗ ....... ∗ (2n− 1)

2n
√
π ,

sachant que ;

1 ∗ 3 ∗ 5 ∗ 7 ∗ ....... ∗ (2n− 1) =
(2n− 1)!

2n−1 (n− 1)!
,

alors :

Γ

Å
1

2
+ n

ã
=

(2n− 1)!

2n−1 (n− 1)! 2n
√
π =

2 (2n− 1)!

4n (n− 1)!

√
π =

2n (2n− 1)!

4n n (n− 1)!

√
π ,
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donc :

Γ

Å
1

2
+ n

ã
=

(2n)!

4n n!

√
π , ∀n ≥ 0 . (1.2.8)

On passe au raisonnemnt par récurrence pour démontrer (1.2.8).

Soit :

∀n ≥ 0 , Γ

Å
1

2
+ n

ã
=

(2n)!

4n n!

√
π .............. P (n) ,

on démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n ≥ 0 ;

Pour n = 0 :

Γ

Å
1

2
+ 0

ã
= Γ

Å
1

2

ã
=

√
π , {selon (1.2.4)}

d’autre part on a ;

(2 ∗ 0)!
40 0!

√
π =

√
π ,

donc P(0) est vérifiée .

On suppose que P(n) est vraie :

Γ

Å
1

2
+ n

ã
=

(2n)!

4n n!

√
π .

On démontre que pour P(n+1) est vraie , tels que :

Γ

Å
1

2
+ (n+ 1)

ã
=

(2n+ 2)!

4n+1 (n+ 1)!

√
π ,

soit :

Γ

Å
1

2
+ n+ 1

ã
=

Å
1

2
+ n

ã
Γ

Å
1

2
+ n

ã
, {selon (1.2.3)}

d’après l’hypothèse , on obtient :

Γ

Å
1

2
+ n+ 1

ã
=

Å
1

2
+ n

ã
(2n)!

4n n!

√
π =

(2n+ 1)(2n)!

2 ∗ 4n n!
√
π =

(2n+ 2)(2n+ 1)!

2(n+ 1)2 ∗ 4n n!
√
π ,

Γ

Å
1

2
+ (n+ 1)

ã
=

(2n+ 2)!

4n+1 (n+ 1)!

√
π ,

donc P(n+1) est vérifiée pour , alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie , donc

(1.2.8) est bien vérifiée.
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1.3 Fonction Béta

Définition 1.3.1. C’est une fonction spéciale de type d’Euler définie par :

β(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx, (1.3.1)

tels que : Re(p)>0 , Re(q)>0.

Lemme 1.3.1. La symétrie de la fonction Béta

Soit Re(p) > 0 , Re(q) > 0 :

β(p, q) = β(q, p). (1.3.2)

Preuve :

Soit :

β(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx,

on pose : 1-x=t =⇒ x=1-t / dx=-dt / x=0 =⇒ t=1 , x=1 =⇒ t=0,

alors :

β(p, q) =

∫ 0

1

(1− t)p−1tq−1(−dt)

=⇒β(p, q) =

∫ 1

0

tq−1(1− t)p−1dt

=⇒β(p, q) = β(q, p).

Lemme 1.3.2. La forme trigonométrique de la fonction Béta

Soit Re(p) > 0 , Re(q) > 0 :

β(p, q) = 2

∫ π
2

0

(cosθ)2p−1 (sinθ)2q−1 dθ. (1.3.3)

Preuve :

Soit :

β(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx,

on pose : x=cos2 θ =⇒ 1-x=1-cos2 θ=sin2 θ / dx=-2 cos θ sin θ dθ,

x=0 =⇒ θ = π/2 , x=1=⇒ θ = 0,

14



donc :

β(p, q) =

∫ 0

π
2

(cosθ)2p−2 (sinθ)2q−2 (−2)cosθ sinθ dθ

=⇒β(p, q) = 2

∫ π
2

0

(cosθ)2p−1 (sinθ)2q−1 dθ.

Lemme 1.3.3. La relation entre les deux fonctions Gamma et Béta

Soit Re(p) > 0 , Re(q) > 0 :

β(p, q) =
Γ(p).Γ(q)

Γ(p+ q)
. (1.3.4)

Preuve :

Soit :

Γ(p) =

∫ +∞

0

xp−1e−xdx,

on pose : x=t2 , dx=2tdt / x=0 =⇒ t=0 , (x−→ +∞) =⇒ (t −→ +∞)

alors :

Γ(p) =

∫ +∞

0

t2p−2e−t
2

2tdt =⇒ Γ(p) = 2

∫ +∞

0

t2p−1e−t
2

dt,

on pose aussi :

Γ(q) = 2

∫ +∞

0

y2p−1e−y
2

dy,

donc :

Γ(p).Γ(q) = 4

∫ +∞

0

t2p−1e−t
2

dt

∫ +∞

0

y2p−1e−y
2

dy

=⇒Γ(p).Γ(q) = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

t2p−1 y2q−1 e−t
2−y2 dt dy,

on pose : t = r cosθ , y = r sinθ / dt dy = r dr dθ ,

( t ∈ [0,+∞[ ∧ y ∈ [0,+∞[ ) =⇒ ( r ∈ [0,+∞[ ∧ θ ∈ [0, π/2] ),

alors :

Γ(p).Γ(q) = 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

r2p−1 (cosθ)2p−1 r2q−1 (sinθ)2q−1 e−r
2cos2θ−r2sin2θ r dr dθ

=⇒Γ(p).Γ(q) = 4

∫ π
2

0

∫ +∞

0

r2p+2q−2 e−r
2

(cosθ)2p−1 (sinθ)2q−1 r dr dθ

=⇒Γ(p).Γ(q) = 2

∫ π
2

0

(cosθ)2p−1(sinθ)2q−1 dθ︸ ︷︷ ︸
I

∫ +∞

0

(r2)p+q−1 e−r
2

dr2︸ ︷︷ ︸
J

,
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d’après (1.3.3), on obient : I=β(p, q),

d’autre part ,

si on pose : r2 = s / r=0 =⇒ s=0 , (r−→ +∞) =⇒ (s −→ +∞),

alors J devient :

J =

∫ +∞

0

sp+q−1e−sds =⇒ J = Γ(p+ q),

donc : Γ(p).Γ(q) = β(p, q).Γ(p+ q)

=⇒ β(p, q) = Γ(p).Γ(q) / Γ(p+ q).
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CHAPITRE

2

DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE CLASSIQUE :

APPROCHE DE RIEMANN- LIOUVILLE

ET APPROCHE DE CAPUTO

2.1 L’Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

2.1.1 La Théorie de Riemann-Liouville

La théorie fractionnaire de Riemann-Liouville (RL) consiste à la définition de la dérivée

au sens RL . Pour se faire, on commence par des intégrales d’ordres arbitraires en utilisant

une formule récurrente de primitive d’une fonction continue ;

f : [a, b] −→ R

t 7−→ f(t)

17



I1af(t) =

∫ t

a

f(s)ds, (2.1.1)

alors :

I2af(x) = I1a I
1
af(x) =

∫ x

a

I1af(t) dt , {a < s < t < x < b}

donc ;

I2af(x) =

∫ x

a

∫ t

a

f(s) ds dt. (2.1.2)

(2.1.2), pour passer d’une double intégrale à une seule intégrale on utilise la méthode sui-

vante : 1er Méthode : Par l’intégrale par partie :

Soit :∫
u′ v = u v −

∫
u v′,

tels que :

∂u

∂t
= u′ = 1 =⇒ u = t,

v =

∫ t

a

f(s)ds =⇒ ∂v

∂t
= v′ = f(t),

alors : (2.1.2) devient :

I2af(x) =

ï
t

∫ t

a

f(s)ds

òx
a

−
∫ x

a

tf(t)dt

= x

∫ x

a

f(s)ds︸ ︷︷ ︸
I

−a
∫ a

a

f(s)ds︸ ︷︷ ︸
0

−
∫ x

a

tf(t)dt,

dans I en change ”s” par ”t” , car ”s” est une variable muette.

=⇒ I2af(x) = x

∫ x

a

f(t)dt−
∫ x

a

tf(t)dt

=⇒ I2af(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt.

2eme Méthode : On applique la méthode de Fubini-Tonelli :

Soit :

I2af(x) =

∫ x

a

∫ t

a

f(s) ds dt,

18



La méthode de Fubini-Tonelli permet d’inverse l’ordre d’intégration :

I2af(x) =

∫ x

a

∫ x

s

f(s) dt ds

=

∫ x

a

f(s)

∫ x

s

dt︸ ︷︷ ︸
(x−s)

ds

=

∫ x

a

f(s)(x− s) ds,

on pose s=t, on obtient :

I2af(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt. (2.1.3)

En intégrant une nouvelle fois , on obtient :

I3af(x) =

∫ x

a

(x− t)2

2
f(t) dt,

ainsi de suite jusqu’à :

Ina f(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt. (2.1.4)

On démontre (2.1.4) par récurrence.

Soit P(n) définie par :

Ina f(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt , ∀n ≥ 1 ............P (n).

Pour n=1 :

I1af(x) =

∫ x

a

(x− t)1−1

(1− 1)!
f(t) dt,

I1af(x) =

∫ x

a

f(t) dt,

elle vérifiée d’après (2.1.1).

On suppose que P(n) est vraie :

Ina f(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt.

On démontre que P(n+1) est vraie :

In+1
a f(x) =

∫ x

a

(x− t)n

n!
f(t) dt.
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Soit :

In+1
a f(x) = I1a I

n
a f(x),

d’après l’hypothèse on obtient :

In+1
a f(x) =

∫ x

a

∫ t

a

(t− s)n−1

(n− 1)!
f(s) ds dt,

d’après la méthode de Fubini-Tonelli on obtient :

In+1
a f(x) =

∫ x

a

∫ x

s

(t− s)n−1

(n− 1)!
f(s) dt ds

=

∫ x

a

f(s)

∫ x

s

(t− s)n−1

(n− 1)!
dt ds

=

∫ x

a

f(s)
1

(n− 1)!

ï
1

n
(t− s)n

òx
s

ds

=

∫ x

a

f(s)
1

n!
(x− s)nds,

on pose s=t, on obtient :

In+1
a f(x) =

∫ x

a

f(t)

n!
(x− t)ndt,

alors : P(n+1) est vrai, donc : par le principe de récurrence P(n) est vraie , alors : (2.1.4)

est vérifiée.

Définition 2.1.1. Soit f une fonction continue sur [a, b] à R et α ∈ C tels que Re(α) > 0,

on définit l’intégrale fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville de la fonction f

par :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt. (2.1.5)

On remarque que Iαa f est du moins une généralisation (formellement) de l’intégrale Ina f au

valeurs réelles ou complexe .

Remarque : La définition précednete reste valable pour ]a, b[ , si a ou b des éléments infinies

(a = −∞, b = +∞).

Exemple 2.1.1. Soit Re(β) > −1 et Re(α) > 0 :

Iαa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β . (2.1.6)
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Preuve :

Soit :

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)β dt,

on pose :

τ =
t− a

x− a
(∗),

t = a =⇒ τ = 0 , t = x =⇒ τ = 1,

(∗) =⇒ τ(x− a) = t− a

=⇒ (x− t) + τ(x− a) = x− t+ t− a

=⇒ (x− t) = (x− a)− τ(x− a)

=⇒ (x− t) = (x− a)(1− τ),

(∗) =⇒ dt = (x− a)dτ,

alors :

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a)α−1(1− τ)α−1τβ(x− a)β(x− a) dτ

=
1

Γ(α)
(x− a)α+β

∫ 1

0

(1− τ)α−1τ (β+1)−1 dτ︸ ︷︷ ︸
β(α,β+1)

, d’après (1.3.1)

=
1

Γ(α)
(x− a)α+β β(α, β + 1)︸ ︷︷ ︸

Γ(α)Γ(β+1)/Γ(α+β+1)

, d’après (1.3.4)

=
1

Γ(α)
(x− a)α+β

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
,

alors :

Iαa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Remarque :

D’après (2.1.6) , la fonction Γ est bien définie ssi : Re(β + 1) > 0 =⇒ Re(β) > −1 ,et

Re(α) > 0.

Exemple 2.1.2. Soit Re(α) > 0 :

Iαa 1 =
1

Γ(α + 1)
(x− a)α. (2.1.7)

21



Preuve :

Soit :

Iαa 1 =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 dt =
1

Γ(α)

1

α
[−(x− t)α]xa ,

alors :

Iαa 1 =
1

Γ(α + 1)
(x− a)α.

Exemple 2.1.3. Soit Re(α) > 0 :

Iα0 xα−1 =
Γ(α)

Γ(2α)
x2α−1. (2.1.8)

Preuve :

D’après (2.1.6) et pour a=0, β = α− 1, on obtient :

Iα0 xα−1 =
Γ((α− 1) + 1)

Γ(α + (α− 1) + 1)
xα+(α−1),

alors :

Iα0 xα−1 =
Γ(α)

Γ(2α)
x2α−1.

Exemple 2.1.4. Soit Re(α) > 0 , a = −∞ , λ ∈ C∗
+ :

Iαa eλx =
eλx

λα
. (2.1.9)

Preuve :

Soit :

Iαa eλx =
1

Γ(α)

∫ x

−∞
(x− t)α−1 eλt dt,

on pose :

x− t = τ =⇒ t = x− τ =⇒ dt = −dτ,

t = x =⇒ τ = 0 , (t −→ −∞) =⇒ (τ −→ +∞),

alors :

Iαa eλx =
1

Γ(α)

∫ 0

+∞
τα−1 eλ(x−τ) (−dτ)

=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

τα−1 e−λτ dτ eλx,
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on pose :

λτ = y =⇒ τ =
y

λ
=⇒ dτ =

dy

λ
,

τ = 0 =⇒ y = 0 , (τ −→ +∞) =⇒ (y −→ +∞) ; car λ ∈ C∗
+,

alors :

Iαa eλx =
eλx

Γ(α)

∫ +∞

0

(y
λ

)α−1

e−y
dy

λ

=
eλx

Γ(α)

∫ +∞

0

yα−1e−ydy︸ ︷︷ ︸
Γ(α)

1

λα
,

alors :

Iαa eλx =
eλx

λα
.

Exemple 2.1.5. Soit Re(α) > 0 , a = −∞ , k ∈ N :

Iαa cos x = cos
(
(x− α

π

2
) + 2αkπ

)
. (2.1.10)

Iαa sin x = sin
(
(x− α

π

2
) + 2αkπ

)
. (2.1.11)

Preuve :

Sachant que :

eix = cos x+ i sin x,

alors : Iαa e
ix = Iαa cos x+ i Iαa sin x,

et d’après (2.1.9) si on pose λ = i, tels que i ∈ C∗
+,

donc : Iαa cos x+ i Iαa sin x =
eix

iα
,

avec : i = ei(
π
2
+2kπ) , tels que k ∈ N,

donc : Iαa cos x+ i Iαa sin x =
eix

eiα(
π
2
+2kπ)

= ei(x−α(
π
2
+2kπ)),

donc : Iαa cos x+ i Iαa sin x = cos
(
x− α(

π

2
+ 2kπ)

)
+ i sin

(
x− α(

π

2
+ 2kπ)

)
,

alors :

Iαa cos x = cos
(
(x− α

π

2
) + 2αkπ

)
,

Iαa sin x = sin
(
(x− α

π

2
) + 2αkπ

)
.
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Proposition 2.1.1. Soit : f ∈ C0([a, b]), pour α, β ∈ C tels que ; Re(α) >0,Re(β)>0,

alors :

Iαa Iβa f(x) = Iα+βa f(x). (2.1.12)

Preuve :

Soit : {Re(α) > 0 , Re(β) > 0}

Iα+βa f(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1f(t) dt,

et d’autre part :

Iαa Iβa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 Iβa f(t) dt,

avec : Iβa f(t) =
1

Γ(β)

∫ t

a

(t− s)β−1f(s) ds,

alors :

Iαa Iβa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 1

Γ(β)

∫ t

a

(t− s)β−1f(s) ds dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(x− t)α−1(t− s)β−1f(s) ds dt,

{on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverser l’ordre de l’intégration }

alors :

Iαa Iβa f(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1f(s) dt ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1 dt ds,

on pose : τ =
t− s

x− s
(∗)

t = s =⇒ τ = 0 , t = x =⇒ τ = 1,

(∗) =⇒ (t− s) = τ(x− s)

=⇒ −t = −s− τ(x− s)

=⇒ x− t = x− s− τ(x− s)

=⇒ (x− t) = (x− s)(1− τ),

(∗) =⇒ dt = (x− s)dτ,
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alors :

Iαa Iβa f(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

∫ 1

0

(x− s)α−1(1− τ)α−1τβ−1(x− s)β−1(x− s) dτ ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)(x− s)α+β−1

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβ−1 dτ︸ ︷︷ ︸
β(α,β)

ds , {d’après (1.3.1)}

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)(x− s)α+β−1 ds β(α, β)︸ ︷︷ ︸
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

, {d’après (1.3.4)}

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

f(s)(x− s)α+β−1 ds,

si on pose s=t, on obtient :

Iαa Iβa f(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1 dt,

Iαa Iβa f(x) = Iα+βa f(x).

Proposition 2.1.2. Soit : f ∈ C0([a, b]), pour α ∈ C tels que Re(α) >1 ,

alors :
d

dx
Iαa f(x) = Iα−1

a f(x). (2.1.13)

Preuve :

Soit : {Re(α) > 1}

Iα−1
a f(x) =

1

Γ(α− 1)

∫ x

a

(x− t)α−2f(t) dt,

d’autre part :

d

dx
Iαa f(x) =

d

dx

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt.

Rappel :

Règle de dérivation de Leibnitz :

d

dx

∫ g(x)

h(x)

f(x, t) dt = g′(x) f(x, g(x))− h′(x) f(x, h(x)) +

∫ g(x)

h(x)

d

dx
f(x, t) dt. (2.1.14)
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alors : d’après (2.1.14), on obtient :

d

dx
Iαa f(x) =

1

Γ(α)

x′ (x− x)︸ ︷︷ ︸
0

α−1 f(x)− a′︸︷︷︸
0

(x− a)α−1 f(a) +

∫ x

a

d

dx
(x− t)α−1 f(t) dt


=

1

Γ(α)

∫ x

a

(α− 1)(x− t)α−2 f(t) dt

=
(α− 1)

Γ(α− 1 + 1)

∫ x

a

(x− t)α−2 f(t) dt

=
(α− 1)

(α− 1)Γ(α− 1)

∫ x

a

(x− t)α−2 f(t) dt , {d’après (1.2.3)}

=
1

Γ(α− 1)

∫ x

a

(x− t)α−2 f(t) dt,

=⇒ d

dx
Iαa f(x) = Iα−1

a f(x).

Proposition 2.1.3. Soit : f ∈ C0([a, b]), pour α,∈ C tels que Re(α) > n , ∀n ≥ 1,

alors : Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = Iα−na f(x). (2.1.15)

{c’est une généralisation de (2.1.13)}

Preuve :

On pose : Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = Iα−na f(x) , ∀n ≥ 1 ............ P (n),

avec Re(α) > n.

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

On vérifie pour n=1 :Å
d

dx

ã1
Iαa f(x) = Iα−1

a f(x) , avec Re(α) > 1,

elle est vérifiée pour n=1, d’après (2.1.13).

On suppose que P(n) est vrai :

tels que ; Re(α) > n, on a : Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = Iα−na f(x).
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On démontre que P(n+1) est vérifiée, tels que :Å
d

dx

ãn+1

Iαa f(x) = Iα−n−1
a f(x) ,

tels que Re(α) > n+ 1.

Soit :

Re(α) > n+1 > n ,Å
d

dx

ãn+1

Iαa f(x) =

Å
d

dx

ãÅ
d

dx

ãn
Iαa f(x)︸ ︷︷ ︸

Iα−na f(x)

, {d’aprés l’hypothèse}

=⇒
Å
d

dx

ãn+1

Iαa f(x) =
d

dx
Iα−na f(x)︸ ︷︷ ︸
I
(α−n)−1
a

,

sachant que Re(α) >n+1 =⇒ Re(α)-n>1,donc daprès (2.1.13), on obtient :Å
d

dx

ãn+1

Iαa f(x) = Iα−n−1
a ,

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’après le principe de récurrence on obtient que P(n) est vraie

pour , donc (2.1.15) est vérifiée.

Proposition 2.1.4. Soit : f ∈ C0([a, b]), pour α ∈ C tels que Re(α) >0,

alors :

lim
α→0+

Iαa f = f. (2.1.16)

Preuve :

D’après (2.1.7) on a :

Iαa 1 =
1

Γ(α + 1)
(x− a)α =⇒ lim

α→0+
Iαa 1 = lim

α→0+

1

Γ(α + 1)︸ ︷︷ ︸
1

(x− a)α︸ ︷︷ ︸
1

=⇒ lim
α→0+

Iαa 1 = 1 (∗).

Soit :

|Iαa f(x)− f(x)Iαa 1| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt− 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(x) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(f(t)− f(x)) dt

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 |(f(t)− f(x))| dt , {Γ(α) > 0, (x− t)α−1 > 0}.
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Sachant que f ∈ [a, b], ie f est continue sur [a, b], alors :

∀ϵ > 0 , ∃δ > 0 , ∀x, t ∈ [a, b] ; |t− x| < δ =⇒ |f(t)− f(x)| < ϵ,

donc : |t− x| < δ =⇒ −δ < t− x < δ =⇒ x− δ < t < δ + x (∆),

donc :

|Iαa f(x)− f(x)Iαa 1| ≤
1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(x− t)α−1|(f(t)− f(x))|dt︸ ︷︷ ︸
K

+
1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1|(f(t)− f(x))|dt︸ ︷︷ ︸

J

,

d’après (∆), alors :

t ∈ [x− δ, x] =⇒ |f(t)− f(x)| < ϵ,

donc :

1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1|(f(t)− f(x))| dt < 1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1 ϵ dt

=⇒ J < ϵ
1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1 dt

=⇒ J < ϵ
1

Γ(α)

1

α
[−(x− t)α]xx−δ

=⇒ J < ϵ
δα

Γ(α + 1)
,

alors :

lim
α→0+

J < lim
α→0+

ϵ

1︷︸︸︷
δα

Γ(α + 1)︸ ︷︷ ︸
1

=⇒ lim
α→0+

J < ϵ ie lim
α→0+

J = 0.

D’autre part :

soit : |f(t)-f(x)| ≤ |f(t)|+|f(x)|

et ; |f(t)| ≤
M︷ ︸︸ ︷

sup
t∈[a,x−δ]

|f(t)| , |f(x)| = c ,donc ; |f(t)− f(x)| ≤ k , {k =M + c}
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donc :
1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(x− t)α−1|(f(t)− f(x))| dt ≤ 1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(x− t)α−1k dt

=⇒ K ≤ k
1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(x− t)α−1 dt

=⇒ K ≤ k

Γ(α + 1)
[−(x− t)α]x−δa

=⇒ K ≤ k

Γ(α + 1)
((x− a)α − δα) ,

alors :

lim
α→0+

K ≤ lim
α→0+

k

Γ(α + 1)︸ ︷︷ ︸
1

((x− a)α︸ ︷︷ ︸
1

− δα︸︷︷︸
1

)

︸ ︷︷ ︸
0

=⇒ lim
α→0+

K ≤ 0 =⇒ lim
α→0+

K = 0,

sachant que ;

|Iαa f(x)− f(x)Iαa 1| ≤ K + J =⇒ lim
α→0+

|Iαa f(x)− f(x)Iαa 1| ≤ lim
α→0+

(K + J)

=⇒ lim
α→0+

|Iαa f(x)− f(x)Iαa 1| ≤ 0

=⇒ lim
α→0+

(Iαa f(x)− f(x)Iαa 1) = 0

=⇒ lim
α→0+

Iαa f(x) = f(x) lim
α→0+

Iαa 1︸ ︷︷ ︸
1

, {d’après (∗) }

=⇒ lim
α→0+

Iαa f(x) = f(x).

Remarque : I0af(x) = f(x).

Proposition 2.1.5. Soit : f ∈ C0([a, b]), pour α ∈ C tels que Re(α) >0,

alors :

lim
x→a+

Iαa f(x) = 0. (2.1.17)

Preuve :

Soit :

|Iαa f(x)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)| dt , et ; |f(t)| ≤
M︷ ︸︸ ︷

sup
t∈[a,x]

|f(t)|

≤ M

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 dt,
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alors :

|Iαa f(x)| ≤
M

Γ(α + 1)
(x− a)α =⇒ lim

x→a
|Iαa f(x)| ≤ lim

x→a

M

Γ(α)
(x− a)︸ ︷︷ ︸

0

α

=⇒ lim
x→a

|Iαa f(x)| ≤ 0 =⇒ lim
x→a

Iαa f(x) = 0.

Proposition 2.1.6. Soit f est une fonction continue sur [a, b] , ∀n ≥ 1 , alors :Å
d

dx

ãn
Ina f(x) = f(x). (2.1.18)

Preuve :

1èreMéthode :

On démontre par récurrence que :Å
d

dx

ãn
Ina f(x) = f(x) , ∀n ≥ 1 ..........P (n).

Pour n=1 :
d

dx
I1af(x) =

d

dx

∫ x

a

f(t) dt,

d’après (2.1.14), on obtient ; d

dx
I1af(x) = x′︸︷︷︸

1

f(x)− a′︸︷︷︸
0

f(a) +

∫ x

a

d

dx
f(t)︸ ︷︷ ︸
0

dt

=⇒ d

dx
I1af(x) = f(x),

donc P(1) est vérifiée.

On suppose que P(n) est vraie : Å
d

dx

ãn
Ina f(x) = f(x).

On démontre qu’elle est vraie pour P(n+1) :Å
d

dx

ãn+1

In+1
a f(x) = f(x).

Soit : Å
d

dx

ãn+1

In+1
a f(x) =

d

dx

Å
d

dx

ãn
Ina (Iaf)(x)︸ ︷︷ ︸

Iaf(x)

, {d’après l’hypothèse}Å
d

dx

ãn+1

In+1
a f(x) =

d

dx
Iaf(x)︸ ︷︷ ︸
f(x)

, {d’après (2.1.14)}

=⇒
Å
d

dx

ãn+1

In+1
a f(x) = f(x),
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donc P(n+1) est vraie , alors d’après le principe de récurrence on obtient que P(n) est vrai,

alors (2.1.18) est vérifiée.

2èmeMéthode :

D’après (2.1.15) ;

pour Re(α) > n ,

Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = Iα−na f(x),

donc : lim
α→n−

Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = lim

α→n−
Iα−na f(x)

=⇒
Å
d

dx

ãn
Ina f(x) = lim

α→n−
Iα−na f(x),

si on pose α− n = γ, alors ; lim
γ→0+

Iγa f(x) = f(x) , {d’après (2.1.16)}

donc :
Å
d

dx

ãn
Ina f(x) = f(x).

Remarque :

donc, d’après (2.1.15) et (2.1.18) on peut écrire comme suit ;

∀Re(α) ≥ n , tels que n ≥ 1 ;

Å
d

dx

ãn
Iαa f(x) = Iα−na f(x) (2.1.19)

Proposition 2.1.7. Soit f ∈ Cn([a, b]), n ≥ 1 :

Ina f
(n)(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a), (2.1.20)

sachant que : f (j)(a) ≡ limx→a

(
d
dx

)j
f(x) .

Preuve :

Soit f ∈ Cn([a, b]), n ≥ 1 et Re(α) > 0 , on a :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt,

on fait une intégration par partie comme suit :∫
u′ v = u v −

∫
u v′,

avec :

u′ = (x− t)α−1 =⇒ u = − 1
α
(x− t)α,

v = f(t) =⇒ v′ = f ′(t),
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donc :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

Åï
− 1

α
(x− t)αf(t)

òx
a

−
∫ x

a

− 1

α
(x− t)αf ′(t) dt

ã
,

Iαa f(x) =
(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) +

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(x− t)αf ′(t) dt,

alors :

Iαa f(x) =
(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) + Iα+1

a f ′(x) . (2.1.21)

Si on fait l’intégration par partie une 2ème fois sur Iα+1
a f ′(x), on obtient :

Iαa f(x) =
(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) +

(x− a)α+1

Γ(α + 2)
f ′(a) + Iα+2

a f ′′(x),

ainsi de suite jusqu’à obtenue :

Iαa f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+na f (n)(x). (2.1.22)

Pour démontrer le résultat (2.1.22) il faut passer à la démonstration par récurrence.

Soit : ∀n ≥ 1, f ∈ Cn([a, b]), Re(α) > 0 ;

Iαa f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+na f (n)(x) .............P (n).

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

Pour n=1 :

Iαa f(x) =
(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) + Iα+1

a f ′(x),

elle est vérifiée d’après (2.1.21) .

On suppose que P(n) est vraie :

∀n ≥ 1 , f ∈ Cn([a, b]) , Re(α) > 0 ; Iαa f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+na f (n)(x).

On démontre que P(n+1) est vraie :

∀n ≥ 1, f ∈ Cn+1([a, b]), Re(α) > 0 ; Iαa f(x) =
n∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+n+1

a f (n+1)(x).
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Soit :

Iα+na f (n)(x) =
1

Γ(α + n)

∫ x

a

(x− t)α+n−1f (n)(t) dt,

par une intégration par partie , on a :

Iα+na f (n)(x) =
1

Γ(α + n)

Åï −1

(α + n)
(x− t)α+nf (n)(t)

òx
a

+

∫ x

a

1

(α + n)
(x− t)α+nf (n+1)(t)dt

ã
=⇒ Iα+na f (n)(x) =

(x− a)α+n

Γ(α + n+ 1)
f (n)(a) + Iα+n+1

a f (n+1)(x),

on remplace cette dernière dans l’hypothèse, et on obtient :

Iαa f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) +

(x− a)α+n

Γ(α + n+ 1)
f (n)(a) + Iα+n+1

a f (n+1)(x),

Iαa f(x) =
n∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+n+1

a f (n+1)(x),

donc P(n+1) est vérifiée, et d’après le principe de récurrence P(n) est vraie, alors (2.1.22)

a été démontrée.

Si on fait la limite quand α tend vers 0+ dans les deux cotée de (2.1.22) , on obtient :

lim
α→0+

Iαa f(x)︸ ︷︷ ︸
f(x)

= lim
α→0+

(
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+na f (n)(x)

)
, {d’après (2.1.16)}

=⇒ f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)j

Γ(1 + j)
f (j)(a) + Ina f

(n)(x),

alors :

Ina f
(n)(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a).

(C.Q.F.D)
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2.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. Soit f une fonction continue sur [a, b],(−∞ ≤ a < b ≤ +∞) ;un intervalle

fini ou infini de R et Re(α) ∈]n − 1, n[ , où n ∈ N∗. On appelle dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville (RL) d’ordre α de la fonction f la fonction notée et définie par :

RLDα
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa f(x). (2.2.1)

En d’autres termes, on a :

RLDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn ∫ x

a

(x− t)n−α−1 f(t) dt. (2.2.2)

Avec : 0<n-Re(α)<1 ,

car : 0<n-1<Re(α)<n =⇒ -n<-Re(α)<-n+1 =⇒ 0<n-Re(α)<1.

Remarque :

Pour choisir la valeur de n d’après la valeur de α qui est connue déjà, on prend : n=[Re(α)]+1,

ex ; si α = 4.59 alors n = [4.59] + 1 = 4 + 1 =⇒ n = 5,

si α = 0.17+2i alors n = [0.17] + 1 = 0 + 1 =⇒ n = 1.

Exemple 2.2.1. Soit Re(β) > −1 et Re(α) ∈]n− 1, n[ , ∀n ∈ N∗ :

RLDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α . (2.2.3)

Preuve :

Soit :

RLDα
a (x− a)β =

Å
d

dx

ãn
In−αa (x− a)β,

d’après (2.1.6) , on obtient :

In−αa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(n− α + β + 1)
(x− a)n−α+β

=⇒ RLDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α + β + 1)

Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α+β .
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On pose :
Å
d

dx

ãi
(x− a)n−α+β , tels que i = 1, ......., n.

Pour i=1 on obtient ;Å
d

dx

ã
(x− a)n−α+β = (n− α + β)(x− a)n−α+β−1.

Pour i=2 on obtient ;Å
d

dx

ã2
(x− a)n−α+β = (n− α + β)

Å
d

dx

ã
(x− a)n−α+β−1,

alors :Å
d

dx

ã2
(x− a)n−α+β = (n− α + β)(n− α + β − 1)(x− a)n−α+β−2.

Anise de suite jusqu’à pour i=n, on obtient ;Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α+β = (n− α + β)(n− α + β − 1)... (n− α + β − (n− 1)) (x− a)n−α+β−n

=⇒
Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α+β = (n− α + β)(n− α + β − 1)...(β − α + 1)(x− a)β−α .

{on peut justifiée cette resulat par une démonstration par récurrence}

Sachant que :

Γ(n− α + β + 1) = (n− α + β) Γ(n− α + β) , {d’après (1.2.3)}

=⇒Γ(n− α + β + 1) = (n− α + β) Γ(n− α + β − 1 + 1)

=⇒Γ(n− α + β + 1) = (n− α + β)(n− α + β − 1) Γ(n− α + β − 1)

=⇒Γ(n− α + β + 1) = (n− α + β)(n− α + β − 1)...(β − α + 1) Γ(β − α + 1),

donc : (n− α + β)(n− α + β − 1)...(β − α + 1) =
Γ(n− α + β + 1)

Γ(β − α + 1)
.

Donc on obtient : Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α+β =

Γ(n− α + β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α . (2.2.4)

Alors :
RLDα

a (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α .

Exemple 2.2.2. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 :

RLDα
a 1 =

1

Γ(1− α)
(x− a)−α. (2.2.5)
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Preuve :

Soit :

RLDα
a 1 =

Å
d

dx

ãn
In−αa 1,

d’après (2.1.7) , on obtient : In−αa 1 =
1

Γ(n− α + 1)
(x− a)n−α,

donc : RLDα
a 1 =

1

Γ(n− α + 1)

Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α,

d’après (2.2.4) on obtient :
Å
d

dx

ãn
(x− a)n−α =

Γ(n− α + 1)

Γ(1− α)
(x− a)−α,

alors :
RLDα

a 1 =
1

Γ(1− α)
(x− a)−α.

{ on peut obtenue cette résultat si on pose β=0 dans (2.2.3) }

Remarque :

On remarque que la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de RL de 1 n’est pas égal à zéro

si et seulement si α n’appartient pas à N∗.

Exemple 2.2.3. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 :

RLDα
0 x

α−1 = 0. (2.2.6)

Preuve :

On pose a=0 et β = α− 1 dans (2.2.3) et on obtient :

RLDα
0 x

α−1 =
Γ(α)

Γ(0)︸︷︷︸
∞

x−1,

alors :
RLDα

0 x
α−1 = 0.

Exemple 2.2.4. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 :

RLDα
0 x

α = Γ(α + 1). (2.2.7)

{on obtient cette résultat si on pose a=0 et β = α dans (2.2.3)}
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Exemple 2.2.5. Soit n− 1 < Re(α) < n tels que n ∈ N∗ , a = −∞ et λ ∈ C∗
+ :

RLDα
a e

λx = λαeλx. (2.2.8)

Preuve :

Soit :

RLDα
a e

λx =

Å
d

dx

ãn
In−αa eλx

d’après (2.1.9), on obtient : In−αa eλx =
eλx

λn−α
,

donc : RLDα
a e

λx =
1

λn−α

Å
d

dx

ãn
eλx

=⇒RL Dα
a e

λx =
1

λn−α
λ λ λ......λ︸ ︷︷ ︸

n fois

eλx =
1

λn−α
λneλx,

alors :
RLDα

a e
λx = λαeλx.

Exemple 2.2.6. Soit a = −∞ , n− 1 < Re(α) < n , tels que n ∈ N∗ et k ∈ N :

RLDα
a cos x = cos

(
(x+ α

π

2
) + 2αkπ

)
. (2.2.9)

RLDα
a sin x = sin

(
(x+ α

π

2
) + 2αkπ

)
. (2.2.10)

Preuve :

Sachant que :

eix = cos x+ i sin x,

alors : RLDα
a e

ix = RLDα
a cos x+ i RLDα

a sin x,

d’après (2.2.8) si on pose λ = i tels que i ∈ C∗
+,

donc : RLDα
a cos x+ i RLDα

a sin x = iα eix,

avec : i = ei(
π
2
+2kπ) , tels que k ∈ N,

donc : RLDα
a cos x+ i RLDα

a sin x = eiα(
π
2
+2kπ)eix = ei(x+α(

π
2
+2kπ)),

donc : RLDα
a cos x+ i RLDα

a sin x = cos
(
x+ α(

π

2
+ 2kπ)

)
+ i sin

(
x+ α(

π

2
+ 2kπ)

)
,
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alors :
RLDα

a cos x = cos
(
(x+ α

π

2
) + 2αkπ

)
,

RLDα
a sin x = sin

(
(x+ α

π

2
) + 2αkπ

)
.

Proposition 2.2.1. L’opérateur RLDα
a est linéaire .

Soit : h, g ∈ C0([a, b]) , ∀ δ, η ∈ R , et pour Re(α) ∈]n− 1, n[ tels que n ∈ N∗;

RLDα
a (δ h+ η g) =

1

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn ∫ x

a

(x− t)n−α−1 (δ h(t) + η g(t)) dt , {d’après (2.2.2)}

=
1

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn Å∫ x

a

(x− t)n−α−1 δ h(t) +

∫ x

a

(x− t)n−α−1 η g(t) dt

ã
=

ï
δ

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn ∫ x

a

(x− t)n−α−1 h(t)

ò
+

ï
η

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn ∫ x

a

(x− t)n−α−1 g(t) dt

ò
,

alors : RLDα
a (δ h+ η g) = δ RLDα

a h+ η RLDα
a g. (C.Q.F.D)

Proposition 2.2.2. Soit α ∈]n− 1, n[ tels que n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]),

alors :

lim
α→n−

RLDα
a f(x) = f (n)(x) (2.2.11)

lim
α→(n−1)+

RLDα
a f(x) = f (n−1)(x) (2.2.12)

Preuve :

Pour (2.2.11) :

D’après (2.1.20) on a : Ina f
(n)(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a),

{on ajoute l’opérateur In−αa à les deux cotés de l’éqation}

In−αa Ina f
(n)(x) = In−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)
,

{on change l’ordre les deux intégrales In−αa Ina , il devient Ina In−αa , car d’après (2.1.12) ;

Iαa I
β
a h = Iα+βa h = Iβ+αa h = Iβa I

α
a h}

{après on ajoute l’opérateur
Å
d

dx

ãn
à les deux cotés de l’équation}Å

d

dx

ãn
Ina I

n−α
a f (n)(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)
,
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{d’après (2.1.18) dans la partie à gauche de l’équation, et d’après (2.2.1) dans la partie à

droite de l’équation }

on obtient : In−αa f (n)(x) = RLDα
a

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)

=⇒ In−αa f (n)(x) = RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

j!
RLDα

a (x− a)j,

d’après (2.2.3), on obtient :

In−αa f (n)(x) = RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

j!

Γ(j + 1)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α,

{ sachant que j! = Γ(j + 1)}

alors :

In−αa f (n)(x) = RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α , (2.2.13)

donc :

lim
α→n−

In−αa f (n)(x) = lim
α→n−

(
RLDα

a f(x)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α

)
,

d’après (2.1.16), on obtient :

f (n)(x) = lim
α→n−

RLDα
a f(x) −

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − n+ 1)
(x− a)j−n,

avec : 0 ≤ j ≤ n− 1 =⇒ 1− n ≤ j − n+ 1 ≤ 0 , tels que 1− n ≤ 0 pour n ∈ N∗,

donc : Γ(j − n+ 1) = ∞ =⇒ 1

Γ(j − n+ 1)
= 0 , {car ; (j − n+ 1) ∈ Z−}

alors : lim
α→n−

RLDα
a f(x) = f (n)(x).

Pour (2.2.12) :

d’après (2.2.13) ; In−αa f (n)(x) = RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α,

donc : lim
α→(n−1)+

In−αa f (n)(x) = lim
α→(n−1)+

(
RLDα

a f(x)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α

)
,
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alors : I1a f
(n)(x) = lim

α→(n−1)+

RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − n+ 2)
(x− a)j−n+1,

donc :
∫ x

a

f (n)(t) dt = lim
α→(n−1)+

RLDα
a f(x)−

n−2∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − n+ 2)
(x− a)j−n+1 − f (n−1)(a)

Γ(1)
(x− a)0

{avec : 0 ≤ j ≤ n− 2 =⇒ 2− n ≤ j − n+ 2 ≤ 0 , tels que 2− n ≤ 0 pour n ≥ 2,

donc : Γ(j − n+ 2) = ∞ =⇒ 1

Γ(j − n+ 2)
= 0}

alors :
∫ x

a

f (n)(t) dt = lim
α→(n−1)+

RLDα
a f(x)− f (n−1)(a),

dans la partie à gauche de l’équation on fait une intégrale par partie comme suit ;∫
u′ v = u v −

∫
u v′,

tels que : u′ = f (n) =⇒ u = f (n−1) et v = 1 =⇒ v′ = 0,

donc :

∫ x

a

f (n)(t) dt =
î
f (n−1)(t) 1

óx
a
= f (n−1)(x)− f (n−1)(a),

alors : f (n−1)(x)− f (n−1)(a) = lim
α→(n−1)+

RLDα
a f(x)− f (n−1)(a),

alors : lim
α→(n−1)+

RLDα
a f(x) = f (n−1)(x).

Remarque :

D’après (2.2.11) , (2.2.12) et pour n ≥ 1, on peut écrire comme suit ;

pour α=n, tels que n ∈ N on a ;

RLDn
af(x) =

Å
d

dx

ãn
f(x) , ∀n ∈ N. (2.2.14)

Proposition 2.2.3. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ C0([a, b]) :

RLDα
a f(x) = 0 ⇐⇒ f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n, (2.2.15)

cj ; des constantes arbitraires .

Preuve :

(=⇒) Dans le sens directe :

Soit :

RLDα
a f(x) = 0 =⇒

Å
d

dx

ãn
In−αa f(x) = 0 =⇒ Ina

Å
d

dx

ãn
In−αa f(x) = Ina 0︸︷︷︸

0

,
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d’après (2.1.20), on obtient :

In−αa f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!

Å
d

dx

ãj
In−αa f(a) = 0,

si on pose :

cj =
1

j!

Å
d

dx

ãj
In−αa f(a). (2.2.16)

Alors on obtient :

In−αa f(x) =
n−1∑
j=0

cj(x− a)j,

on compose les deux cotés de l’équation par Iαa , on obtient :

Iαa I
n−α
a f(x) = Iαa

n−1∑
j=0

cj(x− a)j,

d’après (2.1.12) dans la partie à gauche de l’équation on obtient :

Ina f(x) =
n−1∑
j=0

cj I
α
a (x− a)j,

d’après (2.1.6) dans la partie à droite de l’équation on obtient :

Ina f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1)
(x− a)α+j

=⇒
Å
d

dx

ãn
Ina f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1)

Å
d

dx

ãn
(x− a)α+j

d’après (2.1.18) dans la partie à gauche de l’équation et (2.2.4) dans la partie à droite de

l’équation, on obtient ;

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1)

Γ(α + j + 1)

Γ(α + j + 1− n)
(x− a)α+j−n

=⇒f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1− n)
(x− a)α+j−n, (C.Q.D.F)

avec ; cj =
1

j!

Å
d

dx

ãj
In−αa f(a) , cj ; des constantes arbitraires .
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(⇐=) Dans le sens contraire :

Soit :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1− n)
(x− a)α+j−n

=⇒ RLDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j + 1− n)
RLDα

a (x− a)α+j−n,

d’après (2.2.3), on obtient :

RLDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(α + j − n+ 1)

Γ(α + j − n+ 1)

Γ(j − n+ 1)
(x− a)j−n

=⇒ RLDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j − n+ 1)
(x− a)j−n,

avec : 0 ≤ j ≤ n− 1 =⇒ 1− n ≤ j − n+ 1 ≤ 0 , pour n ∈ N∗,

donc : (j-n+1)∈ Z−, alors : Γ(j − n+ 1) = ∞ =⇒ 1/Γ(j − n+ 1) = 0,

alors : RLDα
a f(x) = 0. (C.Q.F.D)

Proposition 2.2.4. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ C0([a, b]) :

RLDα
a I

α
a f(x) = f(x). (2.2.17)

Preuve :

Soit :

RLDα
a I

α
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa Iαa f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.12), on obtient :

RLDα
a I

α
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
Ina f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.18), on obtient :

RLDα
a I

α
a f(x) = f(x).

Proposition 2.2.5. Soit Re(α) > 0 tels que n =[Re(α)] + 1 et Re(β)>Re(α),

f ∈ C0([a, b]) :
RLDα

a I
β
a f(x) = Iβ−αa f(x) . (2.2.18)
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Preuve :

Soit :

RLDα
a I

β
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa Iβa f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.12), on obtient :

RLDα
a I

β
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In+β−αa f(x) ,

sachant que : Re(β) > Re(α) donc Re(β) - Re(α) +n >n, et d’après (2.1.15), on obtient :

RLDα
a I

β
a f(x) = In+β−α−na =⇒ RLDα

a I
β
a f(x) = Iβ−αa .

Proposition 2.2.6. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ , 0<Re(β)<Re(α) − [Re(α)]<1

et f ∈ C0([a, b]) :
RLDα

a I
β
a f(x) =

RLDα−β
a f(x) . (2.2.19)

Preuve :

Soit :

RLDα
a I

β
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa Iβa f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.12), on obtient :

RLDα
a I

β
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−(α−β)
a f(x) ,

et pour appliquer (2.2.1) il faut que ; n-1<Re(α)−Re(β)<n ,

sachant que ; n=[Re(α)] + 1, alors ; [Re(α)]+1-1 <Re(α)−Re(β) < [Re(α)] + 1 ,

alors ; Re(α)− [Re(α)]− 1 < Re(β) < Re(α)− [Re(α)] ,

avec ; 0 < Re(β) et 0<Re(α)− [Re(α)] <1 ,

alors, on déduit la condition, 0<Re(β)<Re(α)− [Re(α)]<1 ,

donc on a vérifiée que n-1<Re(α) − Re(β)<n, alors maintenant on applique (2.2.1), et on

obtient :

RLDα
a I

β
a f(x) =

RLDα−β
a f(x) . (C.Q.F.D)
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Proposition 2.2.7. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ C0([a, b]) :

Iαa
RLDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j+α−n

Γ(j + 1 + α− n)

ñ
lim
x→a+

Å
d

dx

ãj
In−αa f(x)

ô
. (2.2.20)

Preuve :

Soit :

RLDα
a f(x) =

RLDα
a I

α
a︸ ︷︷ ︸ RLDα

a f(x) {car ; d’après (2.2.17)}

=⇒ RLDα
a f(x)− RLDα

a I
α
a
RLDα

a f(x) = 0

=⇒ RLDα
a

[
f(x)− Iαa

RLDα
a f(x)

]
= 0

d’après (2.2.15), on obtient :

f(x)− Iαa
RLDα

a f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n ,

avec : cj =
1

j!

Å
d

dx

ãj
In−αa f(a) , {d’après (2.2.16)}

donc : f(x)− Iαa
RLDα

a f(x) =
n−1∑
j=0

1

j!

ñÅ
d

dx

ãj
In−αa f(a)

ô
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(x− a)j+α−n ,

sachant que :
Å
d

dx

ãj
In−αa f(a) ≡ lim

x→a+

Å
d

dx

ãj
In−αa f(x) et j! = Γ(j + 1) ,

alors : f(x)− Iαa
RLDα

a f(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)j+α−n

Γ(j + 1 + α− n)

ñ
lim
x→a+

Å
d

dx

ãj
In−αa f(x)

ô
,

alors : Iαa
RLDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j+α−n

Γ(j + 1 + α− n)

ñ
lim
x→a+

Å
d

dx

ãj
In−αa f(x)

ô
.

(C.Q.F.D)

Remarque :

Cas particulier : si 0<Re(α)<1 pour n=1 ,alors ;

Iαa
RLDα

a f(x) = f(x)− (x− a)0+α−1

Γ(0 + 1 + α− 1)

ñ
lim
x→a+

Å
d

dx

ã0
I1−αa f(x)

ô
=⇒Iαa

RLDα
a f(x) = f(x)− (x− a)α−1

Γ(α)

ï
lim
x→a+

I1−αa f(x)

ò
,

sachant que : lim
x→a+

I1−αa f(x) = 0 , {d’après (2.1.17)}

alors :

Iαa
RLDα

a f(x) = f(x) , pour 0 < Re(α) < 1 . (2.2.21)
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Proposition 2.2.8. Soient n-1<Re(α)<n , m-1<Re(β)<m tels que n,m ∈ N∗ ,

n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m ou bien n+m-2<Re(α)+Re(β)<n+m-1 , f ∈ C0([a, b]) :

RLDα
a
RLDβ

a f(x) =
RLDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

î
limx→a+

(
d
dx

)j
Im−β
a f(x)

ó
Γ(j −m− α + 1)

(x−a)j−m−α . (2.2.22)

Preuve :

Soit :

RLDα
a
RLDβ

a f(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa

RLDβ
a f(x) .

Dans le cas : n+m− 1 < Re(α) + Re(β) < n+m

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =

Å
d

dx

ãn Å d
dx

ãm
Ima︸ ︷︷ ︸ In−αa

RLDβ
a f(x) , {d’après (2.1.18)}

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =

Å
d

dx

ãn+m
In+m−(α+β)
a Iβa

RLDβ
a f(x) , {d’après (2.1.12)}

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =
RLDα+β

a Iβa
RLDβ

a f(x) . {d’après (2.2.1)}

Dans le cas : n+m− 2 < Re(α) + Re(β) < n+m− 1

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =

Å
d

dx

ãn Å d
dx

ãm−1

Im−1
a︸ ︷︷ ︸ In−αa

RLDβ
a f(x) , {d’après (2.1.18)}

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =

Å
d

dx

ãn+m−1

In+m−1−(α+β)
a Iβa

RLDβ
a f(x) , {d’après (2.1.12)}

=⇒ RLDα
a
RLDβ

a f(x) =
RLDα+β

a Iβa
RLDβ

a f(x) . {d’après (2.2.1)}

D’après (2.2.20), on obtient :

RLDα
a
RLDβ

a f(x) =
RLDα+β

a

(
f(x)−

m−1∑
j=0

(x− a)j+β−m

Γ(j + 1 + β −m)

ñ
lim
x→a+

Å
d

dx

ãj
Im−β
a f(x)

ô)
=⇒ RLDα

a
RLDβ

af(x) =
RLDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

î
limx→a+

(
d
dx

)j
Im−β
a f(x)

ó
Γ(j + 1 + β −m)

RLDα+β
a (x− a)j+β−m ,

d’après (2.2.3), on obtient :

RLDα+β
a (x− a)j+β−m =

Γ(j + β −m+ 1)

Γ(j + β −m+ 1− α− β)
(x− a)j+β−m−α−β

=
Γ(j + β −m+ 1)

Γ(j + 1−m− α)
(x− a)j−m−α ,
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alors :

RLDα
a
RLDβ

af(x) =
RLDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

î
limx→a+

(
d
dx

)j
Im−β
a f(x)

ó
Γ(j + 1−m− α)

(x− a)j−m−α .

(C.Q.F.D)

Remarque :

Cas particuliers :

Si 0<Re(β)<1 alors m=1, n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗,

n<Re(α)+Re(β)<n+1 ou bien n-1<Re(α)+Re(β)<n :

donc d’après (2.2.22) on obtient :

RLDα
a
RLDβ

af(x) =
RLDα+β

a f(x)−

î
limx→a+

(
d
dx

)0
I1−βa f(x)

ó
Γ(0 + 1− 1− α)

(x− a)0−1−α

= RLDα+β
a f(x)−

[
limx→a+ I

1−β
a f(x)

]
Γ(−α)

(x− a)−1−α ,

d’après (2.1.17), on obtient que : lim
x→a+

I1−βa f(x) = 0 ,

alors :
RLDα

a
RLDβ

af(x) =
RLDα+β

a f(x) . (2.2.23)

Si 0<Re(β)<1 alors m=1, 0<Re(α)<1 alors n=1,

1<Re(α)+Re(β)<2 ou bien 0<Re(α)+Re(β)<1 , alors :

RLDα
a
RLDβ

af(x) =
RLDα+β

a f(x) = RLDβ
a
RLDα

a f(x) . (2.2.24)

car ; d’après les procédures pour obtenir le résultat (2.2.22), on déduit ce que suit ;

RLDβ
a
RLDα

a f(x) =
RLDβ+α

a f(x)−
n−1∑
j=0

î
limx→a+

(
d
dx

)j
In−αa f(x)

ó
Γ(j − n− β + 1)

(x− a)j−n−β

et tels que 0<Re(α)<1 alors n=1 donc, on obtient :

RLDβ
a
RLDα

a f(x) =
RLDβ+α

a f(x) , {le même raisonnement pour obtenir (2.2.23)
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sachant que ;

RLDβ+α
a f(x) = RLDα+β

a f(x) ,

et la première partie de l’égalité de l’équation (2.2.24) est déjà démontrer, donc on conclut

que ; le résultat (2.2.24) est bien vérifier .

Note :

Pour mieux comprendre pourquoi on choisit deux cas pour (Re(α)+Re(β)) ;

soient n-1<Re(α)<n et m-1<Re(β)<m donc n+m-2<Re(α)+Re(β)< n+m, alors

d’après cette dernière il faut voir deux cas pour maintenir la définition de la dérivée fraction-

naire, car il faut voir que (Re(α)+Re(β)) appartient à l’intervalle ouvert avec des extrémités

de cet intervalle sont des entiers naturel et la longueur de cet intervalle il faut égal à 1, donc

on distingue deux cas ;

n+m-2<Re(α)+Re(β)< n+m-1 ou bien n+m-1<Re(α)+Re(β)< n+m .
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2.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.3.1. Soit n − 1 < Re(α) < n où n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]),(−∞ ≤ a < b ≤

+∞) ; un intervalle fini ou infini de R . On appelle dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre α de la fonction f ; la fonction notée et définie par :

CDα
a f(x) = In−αa f (n)(x) . (2.3.1)

En d’autres termes, on a :

CDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t) dt , (2.3.2)

où ; f (n)(t) =

Å
d

dt

ãn
f(t) .

Exemple 2.3.1. Soit Re(β) > −1 et Re(α) ∈]n− 1, n[ , ∀n ∈ N∗ :

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α . (2.3.3)

Preuve :

D’après (2.3.1), on obtient :

CDα
a (x− a)β = In−αa

Å
d

dt

ãn
(x− a)β ,

d’après (2.2.4), on obtient :

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
In−αa (x− a)β−n ,

d’après (2.1.6), on obtient :

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)

Γ(β − n+ 1)

Γ(β − n+ 1 + n− α)
(x− a)β−n+n−α ,

alors :
CDα

a (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α .

Exemple 2.3.2. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 :

CDα
a 1 = 0 . (2.3.4)
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Preuve :

Soit :

CDα
a 1 = In−αa

Å
d

dx

ãn
1 , avec ;

Å
d

dx

ãn
1 = 0 , alors ; CDα

a 1 = In−αa 0 ,

donc :
CDα

a 1 = 0 .

Exemple 2.3.3. Soit n− 1 < Re(α) < n tels que n ∈ N∗ , a = −∞ et λ ∈ C∗
+ :

CDα
a e

λx = λα eλx . (2.3.5)

Soit :

CDα
a e

λx = In−αa

Å
d

dx

ãn
eλx =⇒ CDα

a e
λx = In−αa λ.λ........λ︸ ︷︷ ︸

nfois

eλx =⇒ CDα
a e

λx = λn In−αa eλx ,

d’après (2.1.9), on obtient : CDα
a e

λx = λn
eλx

λn−α
,

alors :
CDα

a e
λx = λα eλx .

2.3.1 La Relation entre les Dérivées Fractionnaires de Riemann-

Liouville et Caputo

Soit n-1<Re(α)<n où n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), (−∞ < a < b < +∞) ; un intervalle

fini de R, alors :

CDα
a f(x) =

RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α . (2.3.6)

Preuve :

d’après (2.1.20), on obtient :

Ina f
(n)(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

=⇒In−αa Ina f
(n)(x) = In−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)

=⇒
Å
d

dx

ãn
Ina︸ ︷︷ ︸ In−αa f (n)(x) =

Å
d

dx

ãn
In−αa︸ ︷︷ ︸

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)
,
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donc ; d’après (2.1.18) dans la partie à gauche de l’équation et d’après (2.2.1) dans la partie

à droite de l’équation, on obtient :

In−αa f (n)(x) = RLDα
a

(
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

)

=⇒ In−αa f (n)(x)︸ ︷︷ ︸ = RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

j!
RLDα

a (x− a)j︸ ︷︷ ︸ ,
d’après (2.3.1) dans la partie à gauche de l’équation et d’après (2.2.3) dans la partie à droite

de l’équation, on obtient :

CDα
a f(x) =

RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

j!

Γ(j + 1)

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−α ,

sachant que ; j! = Γ(j + 1)

alors :

CDα
a f(x) =

RLDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α . (C.Q.F.D)

Proposition 2.3.1. Soit α ∈]n− 1, n[ tels que n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]),

alors :

lim
α→n−

CDα
a f(x) = f (n)(x) . (2.3.7)

Preuve :

Soit :

CDα
a f(x) = In−αa f (n)(x) =⇒ lim

α→n−

CDα
a f(x) = lim

α→n−
In−αa f (n)(x) ,

et d’après (2.1.16) on obtient le (2.3.7).

Remarque :

donc ; pour α = n tels que n ∈ N∗, alors ;

CDn
af(x) = f (n)(x) . (2.3.8)

Proposition 2.3.2. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]) :

CDα
a f(x) = 0 =⇒ f(x) =

n−1∑
j=0

wj (x− a)j , (2.3.9)
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wj ; des constantes arbitraires .

Preuve :

Soit :

CDα
a f(x) = 0 =⇒ In−αa f (n)(x) = 0 =⇒ RLDn−α

a In−αa︸ ︷︷ ︸ f (n)(x) = RLDn−α
a 0︸ ︷︷ ︸
0

,

d’après (2.2.17), on obtient : f (n)(x) = 0 =⇒ Ina

Å
d

dx

ãn
f(x)︸ ︷︷ ︸ = Ina 0︸︷︷︸

0

,

et d’après (2.1.20), on obtient : f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a) = 0 ,

on pose :

wj =
f (j)(a)

j!

alors :

f(x) =
n−1∑
j=0

wj(x− a)j . (C.Q.F.D)

Proposition 2.3.3. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]) :

CDα
a I

α
a f(x) = f(x) . (2.3.10)

Preuve :

D’après (2.3.6), on obtient :

CDα
a I

α
a f(x) =

RLDα
a I

α
a f(x)−

n−1∑
j=0

î
limx→a+

(
d
dx

)j
Iαa f(x)

ó
Γ(j − α + 1)

(x− a)j−α ,

sachant que :

0 ≤ j ≤ n− 1 et n− 1 < Re(α) < n donc 0 ≤ j < Re(α) < n =⇒ Re(α)− j > 0

donc : Å
d

dx

ãj
Iαa f(x) = Iα−ja , d’après (2.1.15) , pour j = 0, 1, 2........, n− 1

=⇒ lim
x→a+

Å
d

dx

ãj
Iαa f(x) = lim

x→a+
Iα−ja = 0 , d’après (2.1.17)

alors :

CDα
a I

α
a f(x) =

RLDα
a I

α
a f(x)︸ ︷︷ ︸

f(x)

, d’après (2.2.17) , donc (2.3.10) est bien vérifie .
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Proposition 2.3.4. Soit Re(α) > 0 tels que n =[Re(α)] + 1 et Re(β)>n, f ∈ Cn([a, b]) :

CDα
a I

β
a f(x) = Iβ−αa f(x) . (2.3.11)

Preuve :

Soit :

CDα
a I

β
a f(x) = In−αa

Å
d

dx

ãn
Iβa f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.15) "car ; Re(β)>n", on obtient : CDα
a I

β
a f(x) = In−αa Iβ−na f(x)

d’après (2.1.12), on obtient : CDα
a I

β
a f(x) = I(β−n)+(n−α)

a f(x) = Iβ−αa f(x) .

Proposition 2.3.5. Soit n-1<Re(α)<n tels que n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]) :

Iαa
CDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j + 1)
(x− a)j . (2.3.12)

Preuve :

Soit :

Iαa
CDα

a f(x) = Iαa In−αa︸ ︷︷ ︸
Å
d

dx

ãn
f(x) ,

d’après (2.1.12), on obtient : Iαa
CDα

a f(x) = Ina

Å
d

dx

ãn
f(x) ,

d’après (2.1.20), on obtient : Iαa
CDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a) . (C.Q.F.D)

Remarque :

Pour 0<Re(α)<1 tels que n=1, donc d’après (2.3.12) on obtient :

Iαa
CDα

a f(x) = f(x)− f (0)(a)

Γ(0 + 1)︸ ︷︷ ︸
1

(x− a)0︸ ︷︷ ︸
1

alors :

Iαa
CDα

a f(x) = f(x)− f(a) , pour ; 0 < Re(α) < 1 . (2.3.13)

Proposition 2.3.6. Soit n-1<Re(α)<n , m-1<Re(β)<m tels que n,m ∈ N∗ ,

n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m , f ∈ Cn+m([a, b]) :

CDα
a
CDβ

a f(x) =
CDα+β

a f(x) +
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

Γ(j + 1 +m− β − α)
(x− a)j+m−β−α , (2.3.14)
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sachant que :
î(

d
dx

)j+m
f(a)
ó
= limx→a

Ä(
d
dx

)j+m
f(x)
ä

.

Preuve :

Soit :

CDα
a
CDβ

a f(x) =
CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x) , (2.3.15)

d’autre part d’après (2.1.20), on a :

Ina

Å
d

dx

ãn ÅÅ d
dx

ãm
f(x)

ã
=

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!

ñÅ
d

dx

ãj ÅÅ d
dx

ãm
f(a)

ãô
,

Ina

Å
d

dx

ãn+m
f(x) =

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!

ñÅ
d

dx

ãj+m
f(a)

ô
,

on compose l’équation par CDα
a I

m−β
a , on obtient :

CDα
a I

m−β
a Ina

Å
d

dx

ãn+m
f(x) = CDα

a I
m−β
a

(Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!

ñÅ
d

dx

ãj+m
f(a)

ô)
,

CDα
a Im−β

a Ina︸ ︷︷ ︸
Å
d

dx

ãn+m
f(x) = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,

d’après (2.1.12), on obtient :

CDα
a In+m−β

a︸ ︷︷ ︸
Å
d

dx

ãn+m
f(x) = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,

CDα
a I

n+m−(α+β)+α
a︸ ︷︷ ︸

Å
d

dx

ãn+m
f(x) = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,

d’après la condition n + m − 1 < Re(α) + Re(β) < n + m et Re(α) > 0, on applique

(2.1.12) et on obtient :

CDα
a I

α
a︸ ︷︷ ︸ In+m−(α+β)

a

Å
d

dx

ãn+m
f(x) = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,

d’après (2.3.10), on obtient :

In+m−(α+β)
a

Å
d

dx

ãn+m
f(x)︸ ︷︷ ︸ = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,
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d’après la condition n+m−1 < Re(α)+Re(β) < n+m , on applique (2.3.1) et on obtient :

CDα+β
a f(x) = CDα

a I
m−β
a

Å
d

dx

ãm
f(x)︸ ︷︷ ︸−

n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j ,

d’après (2.3.15) , on obtient :

CDα+β
a f(x) = CDα

a
CDβ

af(x)−
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!
CDα

a I
m−β
a (x− a)j︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.6), on obtient :

CDα+β
a f(x) = CDα

a
CDβ

af(x)−
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

j!

Γ(j + 1)

Γ(j + 1 +m− β)
CDα

a (x− a)j+m−β︸ ︷︷ ︸ ,
d’après (2.3.3), on obtient :

CDα+β
a f(x) = CDα

a
CDβ

af(x)−
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

Γ(j + 1 +m− β)

Γ(j +m− β + 1)

Γ(j + 1 +m− β − α)
(x− a)j+m−β−α ,

CDα+β
a f(x) = CDα

a
CDβ

af(x)−
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

Γ(j + 1 +m− β − α)
(x− a)j+m−β−α ,

alors :

CDα
a
CDβ

af(x) =
CDα+β

a f(x) +
n−1∑
j=0

î(
d
dx

)j+m
f(a)
ó

Γ(j + 1 +m− β − α)
(x− a)j+m−β−α . (C.Q.F.D)

Note :

D’après la note posée dans la section précédente ; on a deux cas pour (Re(α)+Re(β)) sont :

n+m− 1 < Re(α) +Re(β) < n+m et n+m− 2 < Re(α) +Re(β) < n+m− 1. Dans

cette proposition on a montré juste pour n+m− 1 < Re(α) +Re(β) < n+m et on laisse

l’autre cas ′′n+m− 2 < Re(α) +Re(β) < n+m− 1′′ comme une question ouverte , mais

pour le cas particulier on peut traiter cette dernière.

Remarque :

Cas particulier pour 0 < Re(α) < 1 et 0 < Re(β) < 1 ; tels que n=1 et m=1 :

Dans le cas n+m− 1 < Re(α) + Re(β) < n+m , donc 1 < Re(α) + Re(β) < 2 ;

d’après (2.3.14) , on obtient :

CDα
a
CDβ

af(x) =
CDα+β

a f(x) +

[(
d
dx

)
f(a)

]
Γ(2− β − α)

(x− a)1−β−α , (2.3.16)
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sachant que : Re(α) + Re(β) < 2 donc 2−Re(α)−Re(β) > 0 ,

alors Γ(2− α− β) existe et finie ,

et
(
d
dx

)
f(a) = limx→a

d
dx
f(x) .

Dans le cas n+m− 2 < Re(α) + Re(β) < n+m− 1 , donc 0 < Re(α) + Re(β) < 1 ;

soit :

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−αa︸︷︷︸ d

dx
I1−βa

d

dx
f(x) ,

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−(α+β)+β
a︸ ︷︷ ︸ d

dx
I1−βa

d

dx
f(x) ,

d’après la condition 0 < Re(α)+Re(β) < 1 donc 1−(Re(α)+Re(β)) > 0 et 0 < Re(β) < 1

, on peut appliquer (2.1.12) , on obtient :

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−(α+β)
a Iβa︸︷︷︸ d

dx
I1−βa

d

dx
f(x) ,

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−(α+β)
a I1−(1−β)

a

d

dx︸ ︷︷ ︸ I1−βa

d

dx
f(x) ,

d’après (2.3.1) ( car ; 0 < 1−Re(β) < 1 , cela revient à 0 < Re(β) < 1 ) , on obtient :

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−(α+β)
a

CD(1−β)
a I1−βa︸ ︷︷ ︸ d

dx
f(x) ,

d’après (2.3.10) , on obtient :

CDα
a
CDβ

af(x) = I1−(α+β)
a

d

dx
f(x) ,

d’après (2.3.1) sous la condition 0 < Re(α) + Re(β) < 1 , on obtient :

CDα
a
CDβ

af(x) =
CDα+β

a f(x) , (2.3.17)

si on fait la même procédures pour CDβ
a
CDα

a f(x) , on obtient : CDβ
a
CDα

a f(x) =
CDβ+α

a f(x),

et il est évident que CDα+β
a f(x) = CDβ+α

a f(x) , donc on résume que ;

CDα
a
CDβ

af(x) =
CDα+β

a f(x) = CDβ
a
CDα

a f(x) , (2.3.18)

pour ; 0 < Re(α) < 1 , 0 < Re(β) < 1 et 0 < Re(α) + Re(β) < 1 .
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CHAPITRE

3

DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE

HADAMARD

3.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire au

sens de Hadamard

3.1.1 Avant la Définition de l’Intégrale de Hadamard

Soit f une fonction continue sur ]a, b[ ;( 0 ≤ a < b ≤ +∞ ) . On définit l’intégrale de la

fonction f par la fonction suivante :

HI1af(t) =

∫ t

a

f(s)

s
ds , tels que : a < s < t < x < b . (3.1.1)
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On passe à l’intégrale double de la fonction f :

HI2af(x) =
HI1a

HI1af(x)

=⇒ HI2af(x) =

∫ x

a

1

t
HI1af(t) dt

d’après (3.1.1), on obtient :

HI2af(x) =

∫ x

a

1

t

∫ t

a

f(s)

s
ds dt

=⇒ HI2af(x) =

∫ x

a

∫ t

a

f(s)

s t
ds dt ,

on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverse l’ordre d’intégration ,

alors :

HI2af(x) =

∫ x

a

∫ x

s

f(s)

s t
dt ds

=

∫ x

a

f(s)

s

∫ x

s

1

t
dt ds

=

∫ x

a

f(s)

s
[log t]xs ds

=

∫ x

a

f(s)

s
(log x− log s) ds ,

on pose s=t , donc ;

HI2af(x) =

∫ x

a

(
log

x

t

) f(t)
t

dt .

En suite on passe à l’intégrale triple de la fonction f :

HI3af(x) =
HI1a

HI2af(x)

=

∫ x

a

∫ t

a

Å
log

t

s

ã
f(s)

s t
ds dt ,

et on fait la même méthode pour inverser l’ordre d’intégration,

donc :

HI3af(x) =

∫ x

a

∫ x

s

Å
log

t

s

ã
f(s)

s t
dt ds

=

∫ x

a

f(s)

s

∫ x

s

Å
log

t

s

ã
1

t
dt ds

=

∫ x

a

f(s)

s

ñ
1

2

Å
log

t

s

ã2ôx
s

ds

=
1

2

∫ x

a

(
log

x

s

)2 f(s)

s
ds ,
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on pose s=t ;

HI3af(x) =
1

2

∫ x

a

(
log

x

t

)2 f(t)

t
dt .

Ainsi de suite jusqu’à arriver à la niemme intégrale de la fonction f :

HIna f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x

t

)n−1 f(t)

t
dt ...............P (n) .

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n ≥ 1 :

On vérifie pour n=1 :

HI1af(x) =
1

(0)!︸︷︷︸
1

∫ x

a

(
log

x

t

)0
︸ ︷︷ ︸

1

f(t)

t
dt ,

HI1af(x) =

∫ x

a

f(t)

t
dt ,

elle est vraie d’après (3.1.1), donc pour n=1 elle est vérifiée .

On suppose que pour P(n) est vraie , on a :

HIna f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x

t

)n−1 f(t)

t
dt .

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que :

HIn+1
a f(x) =

1

n!

∫ x

a

(
log

x

t

)n f(t)

t
dt .

Soit :

HIn+1
a f(x) = HI1a

HIna f(x) ,

d’après l’hypothèse on obtient :

HIn+1
a f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ t

a

Å
log

t

s

ãn−1 f(t)

s t
ds dt ,

on applique la méthode de Fubini-Tonelli pour inverser l’ordre d’intégration :

HIn+1
a f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

f(s)

s

︷ ︸︸ ︷∫ t

a

Å
log

t

s

ãn−1 1

t
dt ds ,

HIn+1
a f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

f(s)

s

ï
1

n

Å
log

t

s

ãnòx
s

ds ,

HIn+1
a f(x) =

1

n(n− 1)!

∫ x

a

f(s)

s

(log x
s

)n
−
(
log

s

s

)n
︸ ︷︷ ︸

0

 ds ,

HIn+1
a f(x) =

1

n!

∫ x

a

f(s)

s

(
log

x

s

)n
ds ,
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on pose s = t, alors ;

HIn+1
a f(x) =

1

n!

∫ x

a

(
log

x

t

)n f(t)
t

dt , (C.Q.F.D)

donc d’après le principe de récurrence P(n) est vraie pour n ≥ 1 ,

alors :

∀n ≥ 1 , HIna f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x

t

)n−1 f(t)

t
dt . (3.1.2)

Définition 3.1.1. Soit f une fonction continue sur ]a, b[ (0 ≤ a < b ≤ +∞) ; un intervalle

fini ou infini de R+ , Re(α) > 0 et µ ∈ C . On définit l’intégrale fractionnaire d’ordre α au

sens de Hadamard de la fonction f par :

HIαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt , (3.1.3)

tels que a<x<b .

Si a=0 , alors on donne l’intégrale fractionnaire par :

HIα0+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt . (3.1.4)

On peut généraliser l’intégrale fractionnaire (3.1.4) avec µ ∈ C, et on définit cette inté-

grale par :
HIα0+,µ f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt . (3.1.5)

Définition 3.1.2. Soit f une fonction continue sur ]a, b[ (0 ≤ a < b ≤ +∞) ; un intervalle

fini ou infini de R+ , Re(α) ∈ ]n − 1, n[ tels que n ∈ N∗ { ou bien n = [Re(α)] + 1 pour

Re(α) > 0 } et µ ∈ C . On appelle dérivée fractionnaire d’ordre α au sens Hadamard de

la fonction f par la fonction suivante :

HDα
a f(x) = δn HIn−αa f(x) , (3.1.6)

avec ; δ = x
d

dx
=⇒ δn =

Å
x

d

dx

ãn
.

En d’autres termes, on a :

HDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

Å
x

d

dx

ãn ∫ x

a

(
log

x

t

)n−α−1 f(t)

t
dt . (3.1.7)
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Si a=0, alors :
HDα

0+f(x) = δn HIn−α0+ f(x) . (3.1.8)

En dautres termes, on a :

HDα
0+f(x) =

1

Γ(n− α)

Å
x

d

dx

ãn ∫ x

0

(
log

x

t

)n−α−1 f(t)

t
dt . (3.1.9)

On peut généraliser (3.1.8) avec µ ∈ C et on définit :

HDα
0+,µ f(x) = x−µ δn xµ HIn−α0+,µ f(x) . (3.1.10)

En dautres termes, on a :

HDα
0+,µf(x) =

1

Γ(n− α)
x−µ
Å
x

d

dx

ãn
xµ
∫ x

0

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)n−α−1 f(t)

t
dt . (3.1.11)

Remarque :

Si α = n ∈ N, alors :
HDn

a f(x) = δn f(x) . (3.1.12)

HDn
0+,µ f(x) = x−µ δn xµ f(x) . (3.1.13)

Exemple 3.1.1. Soit Re(α) > 0 , Re(β) > 0 et 0 < a < b < +∞ :

HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(α + β)

(
log

x

a

)α+β−1

. (3.1.14)

Preuve :

Soit :

HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1
Å
log

t

a

ãβ−1 dt

t
, {d’après (3.1.3)}

on pose : τ =
log t

a

log x
a

avec : ( t = x =⇒ τ = 1 / t = a =⇒ τ = 0 ) ,
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alors : Å
log

t

a
= τ log

x

a

ã
=⇒

Å
dt

t
= dτ log

x

a

ã
,

et d’autre part on a :

log
t

a
= log

(x
a

)τ
=⇒ t

a
=
(x
a

)τ
=⇒ t

a

a

x
=
(x
a

)τ a

x
=⇒ t

x
=
(x
a

)τ−1

=⇒ x

t
=
(x
a

)1−τ
=⇒

(
log

x

t
= (1− τ) log

x

a

)
,

donc :

HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1
(
log

x

a

)α−1

τβ−1
(
log

x

a

)β−1

log
x

a
dτ ,

HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
1

Γ(α)

(
log

x

a

)α+β−1
∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1 dτ︸ ︷︷ ︸
β(β,α)

,

donc, d’après (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :

HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
1

Γ(α)

(
log

x

a

)α+β−1 Γ(β) Γ(α)

Γ(α + β)
,

alors :
HIαa

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(α + β)

(
log

x

a

)α+β−1

.

Exemple 3.1.2. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , Re(β) > 0 et 0 < a < b < +∞ :

HDα
a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−α−1

. (3.1.15)

Preuve :

Soit :

HDα
a

(
log

x

a

)β−1

= δn HIn−αa

(
log

x

a

)β−1

{d’après (3.1.6)}

et d’après (3.1.14), on obtient :

HDα
a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(n− α + β)
δn
(
log

x

a

)n−α+β−1

,

avec : δn =

Å
x

d

dx

ãn
.
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On pose :
Å
x

d

dx

ãi (
log

x

a

)n−α+β−1

, tels que i = 1, ......., n .

Pour i=1 on obtient ;Å
x

d

dx

ã(
log

x

a

)n−α+β−1

= x (n− α + β − 1)
(
log

x

a

)n−α+β−1−1 d

dx

(
log

x

a

)
︸ ︷︷ ︸

1
x

,Å
x

d

dx

ã(
log

x

a

)n−α+β−1

= (n− α + β − 1)
(
log

x

a

)n−α+β−1−1

.

Pour i=2 on obtient ;Å
x

d

dx

ã2 (
log

x

a

)n−α+β−1

=

Å
x

d

dx

ãÅ
(n− α + β − 1)

(
log

x

a

)n−α+β−1−1
ã
,Å

x
d

dx

ã2 (
log

x

a

)n−α+β−1

= (n− α + β − 1)(n− α + β − 1− 1)
(
log

x

a

)n−α+β−1−2

.

Anise de suite jusqu’à pour i=n, on obtient ;Å
x

d

dx

ãn (
log

x

a

)n−α+β−1

= (n− α + β − 1)(n− α + β − 2)......(β − α)
(
log

x

a

)β−α−1

.

{on peut justifiée cette resulat par une démonstration par récurrence}

Sachant que ;

Γ(n− α + β) = Γ(n− α + β − 1 + 1)

= (n− α + β − 1) Γ(n− α + β − 1) , {d’après (1.2.3)

= (n− α + β − 1)(n− α + β − 2).......(n− α + β − n) Γ(n− α + β − n)

= (n− α + β − 1)(n− α + β − 2).......(β − α) Γ(β − α) ,

donc :

(n− α + β − 1)(n− α + β − 2).......(β − α) =
Γ(n− α + β)

Γ(β − α)
,

alors :

δn
(
log

x

a

)n−α+β−1

=
Γ(n− α + β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−α−1

, (3.1.16)

donc :
HDα

a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−α−1

.
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Exemple 3.1.3. Si β = 1 et Re(α) > 0 avec n = [Re(α)] + 1 ,

donc d’après (3.1.14), on obtient :

HIαa

(
log

x

a

)1−1

=
Γ(1)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α+1−1

,

alors :

HIαa 1 =
1

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
. (3.1.17)

D’après (3.1.15), on obtient :

HDα
a 1 =

1

Γ(1− α)

(
log

x

a

)−α
. (3.1.18)

Exemple 3.1.4. Soit Re(α) > 0, β, µ ∈ C tels que (β + µ) ∈ C∗
+ et a = 0 :

HIα0+,µ x
β = (β + µ)−α xβ . (3.1.19)

Preuve :

Soit :

HIα0+,µ x
β =

1

Γ(α)

∫ x

0+

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)α−1 tβ

t
dt , {d’après (3.1.5)}

=
1

Γ(α)

∫ x

0+

(
log

x

t

)α−1 tβ+µ

xµ
dt

t
,

on pose : τ = log
x

t
,

donc ; (t −→ 0+) =⇒ (τ −→ +∞) / t = x =⇒ τ = 0 ,

donc ; eτ =
x

t
=⇒ t

x
= e−τ =⇒ t = x e−τ ,

donc ; dt = −x e−τ dτ ,

alors :

HIα0+,µ x
β =

1

Γ(α)

∫ 0

+∞
τα−1 x

β+µ e−τ(β+µ)

xµ
−x e−τ

x e−τ
dτ

=
1

Γ(α)
xβ
∫ +∞

0

τα−1 e−τ(β+µ) dτ ,
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on pose : y = τ (β + µ) ,

donc ; τ = 0 =⇒ y = 0 / (τ −→ +∞) =⇒ (y −→ +∞) {car ; (β + µ) ∈ C∗
+ ,

donc ; τ =
y

(β + µ)
=⇒ dτ =

dy

(β + µ)
,

alors :

HIα0+,µ x
β =

1

Γ(α)
xβ
∫ +∞

0

yα−1

(β + µ)α−1
e−y

dy

(β + µ)

= xβ (β + µ)−α
1

Γ(α)

∫ +∞

0

yα−1 e−y dy︸ ︷︷ ︸
Γ(α)

,

d’après (1.2.1), on obtient :

HIα0+,µ x
β = (β + µ)−α xβ .

Remarque :

Cas particulier pour β ∈ C∗
+ c.à.d pour µ = 0 ,

donc d’après (3.1.19), on obtient :

HIα0+ xβ = β−α xβ . (3.1.20)

Exemple 3.1.5. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , β, µ ∈ C tels que (β + µ) ∈ C∗
+

et a = 0 :

HDα
0+,µ x

β = (β + µ)α xβ . (3.1.21)

Preuve :

Soit :

HDα
0+,µ x

β = x−µ δn xµ HIn−α0+,µ t
β , {d’après (3.1.10)}

donc d’après (3.1.19), on obtient :

HDα
0+,µ x

β = x−µ δn xµ (β + µ)α−n xβ

= x−µ (β + µ)α−n δn xβ+µ︸ ︷︷ ︸ .
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On pose :
Å
x

d

dx

ãi
xβ+µ , tels que ; i = 1, 2, ......, n .

Pour i = 1 on obtient ;Å
x

d

dx

ã
xβ+µ = x (β + µ) xβ+µ−1 = (β + µ) xβ+µ .

Pour i = 2 on obtient ;Å
x

d

dx

ã2
xβ+µ =

Å
x

d

dx

ãÅ
x

d

dx

ã
xβ+µ =

Å
x

d

dx

ã
(β + µ) xβ+µ = x(β + µ)2 xβ+µ−1 ,Å

x
d

dx

ã2
xβ+µ = (β + µ)2 xβ+µ .

Ainsi de suite jusquà pour i=n, on obtient ;Å
x

d

dx

ãn
xβ+µ = (β + µ)n xβ+µ .

Alors :

δn xβ+µ = (β + µ)n xβ+µ , (3.1.22)

donc :

HDα
0+,µ x

β = x−µ (β + µ)α−n (β + µ)n xβ+µ ,

alors :

HDα
0+,µ x

β = (β + µ)α xβ .

Remarque :

Cas particulier pour β ∈ C∗
+ c.à.d pour µ = 0

donc d’après (3.1.21), on obtient :

HDα
0+ tβ = βα xβ . (3.1.23)
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3.1.2 Estimations Utiles

Rappel
Soit Ω = [a, b](−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini du réel axe R = (−∞,+∞).

On désigne par Lp(a, b)(1 ≤ p ≤ +∞) l’ensemble de fonctions f mesurables de Lebesgue à

valeurs complexes sur Ω pour lesquelles ||f ||p < +∞, où :

||f ||p =
Ç∫ b

a

|f(t)|p dt
å 1

p

(1 ≤ p < +∞), (3.1.24)

et

||f ||∞ = ess sup
a≤x≤b

|f(x)| . (3.1.25)

Ici, ess sup |f(x)| est le maximum essentiel de la fonction |f(x)|.

Nous avons également besoin du Lp pondéré-espace avec le poids de puissance. Un tel espace,

que on désigne par Xp
c (a, b) (c ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞), se compose des fonctions f mesurables

de Lebesgue à valeurs complexes sur (a,b) pour lesquelles ||f ||Xp
c (a,b) < +∞, avec :

||f ||Xp
c (a,b) =

Ç∫ b

a

|tc f(t)|p dt
t

å 1
p

(1 ≤ p < +∞), (3.1.26)

et

||f ||X∞
c

= ess sup
a≤x≤b

(xc|f(x)|) . (3.1.27)

En particulier , si c = 1
p
, l’espace Xp

c (a, b) coïncide avec l’espace Lp(a, b) :

Xp
1/p(a, b) = Lp(a, b) . (3.1.28)

Théorème 3.1.2.1. Soit Re(α) > 0 , 1 ≤ p < +∞ , 0 < a < b < +∞ ; alors l’opérateur
HIαa est bornée dans Lp(a, b) comme suit :∥∥HIαa f∥∥p ≤ K ‖f‖p , (3.1.29)

avec

K =
1

|Γ(α)|

Å
b

a
− 1

ã1−(1/p)
Ç∫ log b

a

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p

. (3.1.30)
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En particulier si p = +∞ ;

∥∥HIαa f∥∥∞ ≤ K ‖f‖∞ , (3.1.31)

avec

K =
1

|Γ(α)|

Å
log

b

a

ãRe(α)
. (3.1.32)

Preuve :

Soit α ∈ C tels que Re(α) > 0 , 1 ≤ p < +∞ , 0 < a < b < +∞ :

∥∥HIαa f∥∥p =
Ç∫ b

a

∣∣HIαa f(x)∣∣p dx

å 1
p

=

Ç∫ b

a

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt

∣∣∣∣p dx

å 1
p

,

on applique l’inégalité de Minkowsky généralisée , on obtient :

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

∫ b

a

Ç∫ b

t

∣∣∣∣(log xt )α−1 f(t)

t

∣∣∣∣p dx

å 1
p

dt ,

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

∫ b

a

|f(t)|
t

á∫ b

t

∣∣∣∣(log xt )α−1
∣∣∣∣p dx︸ ︷︷ ︸

H(t)

ë 1
p

dt ,

soit :

H(t) =

∫ b

t

∣∣∣∣(log xt )α−1
∣∣∣∣p dx ,

on pose : τ = log
x

t
,

x = teτ =⇒ dx = t eτ dτ ,

x = t =⇒ τ = 0 / x = b =⇒ log
b

t
,

donc :

H(t) =

∫ log b
t

0

∣∣τα−1
∣∣p t eτ dτ =

∫ log b
t

0

∣∣∣τRe(α)+iIm(α)−1
∣∣∣p t eτ dτ ,

H(t) =

∫ log b
t

0

∣∣∣τRe(α)−1
∣∣∣p ∣∣∣τ iIm(α)

∣∣∣p t eτ dτ ,
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sachant que :
∣∣∣τRe(α)−1

∣∣∣ = τRe(α)−1 , {car τ > 0}∣∣∣τ iIm(α)
∣∣∣ = ∣∣∣eiIm(α)log(τ)

∣∣∣ = |cos(Im(α)log(τ)) + i sin(Im(α)log(τ))| ,∣∣∣τ iIm(α)
∣∣∣ =»cos2(Im(α)log(τ)) + sin2(Im(α)log(τ)) = 1 ,

donc :

H(t) =

∫ log b
t

0

τ (Re(α)−1)p t eτ dτ ,

alors :

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

∫ b

a

|f(t)|
t

Ç∫ log b
t

0

τ (Re(α)−1)p t eτ dτ

å 1
p

dt ,

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

∫ b

a

|f(t)|
t1−(1/p)

Ç∫ log b
t

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p

dt ,

sachant que : t > a =⇒ 1/t < 1/a , donc :

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

∫ b

a

|f(t)|
a1−(1/p)

Ç∫ log b
a

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p

dt ,

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|a1−(1/p)

Ç∫ log b
a

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p ∫ b

a

|f(t)| dt︸ ︷︷ ︸ ,

soit : ∫ b

a

|f(t)| dt ≤ ||f ||p (b− a)1/q , {grâce à l’inégalité de Hölder}

avec ; 1

p
+

1

q
= 1 , 1 ≤ p, q < +∞

alors :

∥∥HIαa f∥∥p ≤ (b− a)1/q

|Γ(α)|a1−(1/p)

Ç∫ log b
a

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p

||f ||p ,

1/q = 1-(1/p) ,

alors :

∥∥HIαa f∥∥p ≤ 1

|Γ(α)|

Å
b

a
− 1

ã1−(1/p)
Ç∫ log b

a

0

τ (Re(α)−1)p eτ dτ

å 1
p

︸ ︷︷ ︸
K

||f ||p . (C.Q.F.D)
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Théorème 3.1.2.2. Soit Re(α) > 0 , 1 ≤ p < +∞ , c ∈ R et µ ∈ C tels que Re(µ) > c ;

alors l’opérateur HIα0+,µ est bornée dans Xp
c (R+) comme suit :

∥∥HIα0+,µf∥∥Xp
c
≤ K ‖f‖Xp

c
, (3.1.33)

avec

K = [Re(µ)− c]−Re(α) . (3.1.34)

En particulier si c<0 {µ = 0} l’opérateur HIα0+ est bornée dans Xp
c (R+) par :

∥∥HIα0+f∥∥Xp
c
≤ K ‖f‖Xp

c
, (3.1.35)

avec

K = [−c]−Re(α) . (3.1.36)
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Lemme 3.1.1. Soit Re(α) > 0 , 0 < a < b < +∞ et 1 ≤ p ≤ +∞ puis pour f ∈ Lp(a, b) ;

lim
x→a+

HIαa f(x) = 0 . (3.1.37)

Preuve :

Soit : ∣∣HIαa f(x)∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt

∣∣∣∣
≤ 1

|Γ(α)|

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 |f(t)|
t

dt ,

avec : |f(t)| ≤
M︷ ︸︸ ︷

sup
t∈[a,x]

|f(t)| ,

donc : ∣∣HIαa f(x)∣∣ ≤ M

|Γ(α)|

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 1

t
dt

≤ M

|Γ(α)|

ï−1

α

(
log

x

t

)αòx
a

≤ M

α |Γ(α)|

(
log

x

a

)α
,

donc :

lim
x→a+

∣∣HIαa f(x)∣∣ ≤ lim
x→a+

M

α |Γ(α)|

(
log

x

a

)α
︸ ︷︷ ︸

0

=⇒ lim
x→a+

∣∣HIαa f(x)∣∣ ≤ 0

=⇒ lim
x→a+

HIαa f(x) = 0 . (C.Q.F.D)

Lemme 3.1.2. Soit Re(α) > 0 , 0 < a < b < +∞ puis pour f ∈ C0([a, b]) ;

lim
α→0+

HIαa f(x) = f(x) . (3.1.38)

Preuve :

D’après (3.1.17) on a :

HIαa 1 =
1

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
=⇒ lim

α→0+

HIαa 1 = lim
α→0+

1

Γ(α + 1)︸ ︷︷ ︸
1

(
log

x

a

)α
︸ ︷︷ ︸

1

,
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alors :

lim
α→0+

HIαa 1 = 1 (Φ)

Soit :

∣∣ HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt− f(x)

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 1

t
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 1

t
(f(t)− f(x)) dt

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 1

t
|f(t)− f(x)| dt ,

sachant que f ∈ C0([a, b]) ie f est continue sur [a, b], alors :

∀ ϵ > 0 , ∃ δ > 0 , ∀ x, t ∈ [a, b] ; |t− x| < δ =⇒ |f(t)− f(x)| < ϵ

donc ; |t− x| < δ =⇒ −δ < t− x < δ =⇒ x− δ < t < x+ δ

alors :

∣∣HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(
log

x

t

)α−1

|f(t)− f(x)| dt
t︸ ︷︷ ︸

Z

+

∫ x

x−δ

(
log

x

t

)α−1

|f(t)− f(x)| dt
t︸ ︷︷ ︸

W

 ,

d’après la definition de la continuité de la fonction f on a ;

si t ∈ [x− δ, x] alors |f(t)− f(x)| < ϵ

donc ;

W ≤ ϵ

∫ x

x−δ

(
log

x

t

)α−1 dt

t

=⇒ W ≤ ϵ

ï−1

α

(
log

x

t

)αòx
x−δ

=⇒ W ≤ ϵ

α

Å
log

x

x− δ

ãα
,

et d’autre part on a :

|f(t)− f(x)| < |f(t)|+ |f(x)|

avec : |f(t)| ≤
M︷ ︸︸ ︷

sup
t∈[a,x−δ]

|f(t)| , et on pose ; |f(x)| = A
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donc ;

|f(t)− f(x)| < M + A︸ ︷︷ ︸
c

, tels que ; t ∈ [a, x− δ]

=⇒ Z ≤ c

∫ x−δ

a

(
log

x

t

)α−1 dt

t

=⇒ Z ≤ c

ï−1

α

(
log

x

t

)αòx−δ
a

=⇒ Z ≤ c

α

Å(
log

x

a

)α
−
Å
log

x

x− δ

ãαã
alors :

∣∣HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ ≤ 1

Γ(α)

ï
c

α

Å(
log

x

a

)α
−
Å
log

x

x− δ

ãαã
+
ϵ

α

Å
log

x

x− δ

ãαò
,

donc :

lim
α−→0+

∣∣HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ ≤ lim

α−→0+

1

Γ(α + 1)︸ ︷︷ ︸
1

c
Ü(

log
x

a

)α
︸ ︷︷ ︸

1

−
Å
log

x

x− δ

ãα
︸ ︷︷ ︸

1

ê
︸ ︷︷ ︸

0

+ϵ

Å
log

x

x− δ

ãα
︸ ︷︷ ︸

1


=⇒ lim

α−→0+

∣∣HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ ≤ ϵ

=⇒ lim
α−→0+

∣∣HIαa f(x)− f(x) HIαa 1
∣∣ = 0

=⇒ lim
α−→0+

( HIαa f(x)− f(x) HIαa 1) = 0

=⇒ lim
α−→0+

HIαa f(x) = f(x) lim
α−→0+

HIαa 1︸ ︷︷ ︸
1

,

d’après (Φ) on obtient ;

lim
α−→0+

HIαa f(x) = f(x) . (C.Q.F.D)
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Proposition 3.1.1. Soit Re(α) > 0 , Re(β) > 0 et 1 ≤ p ≤ +∞ ;

A1) Si 0 < a < b < +∞ , puis pour f ∈ Lp(a, b) :

HIαa
HIβa f(x) =

HIα+βa f(x) . (3.1.39)

A2) Si µ ∈ C , c ∈ R tels que Re(µ) > c , a = 0 , puis pour f ∈ Xp
c (R+) :

HIα0+,µ
HIβ0+,µ f(x) =

HIα+β0+,µ f(x) . (3.1.40)

Preuve :

Pour (3.1.39) :

D’après (3.1.3), on obtient :

HIα+βa f(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(
log

x

t

)α+β−1 f(t)

t
dt ,

d’autre part on a :

HIβa f(t) =
1

Γ(β)

∫ t

a

Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

s
ds ,

donc :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 HIβa f(t)

t
dt

=⇒ HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 1

t

1

Γ(β)

∫ t

a

Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

s
ds dt

=⇒ HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

t s
ds dt ,

pour passer de double intégrale à une seule intégrale, il faut faire la méthode de Fubini-Tonelli

pour inverser l’ordre d’intégration, on obtient :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ x

s

(
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

t s
dt ds ,

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

f(s)

s

∫ x

s

(
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 dt

t︸ ︷︷ ︸ ds ,
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on pose : τ =
log t

s

log x
s

,

donc :

t = x =⇒ τ = 1 / t = s =⇒ τ = 0 ,Å
log

t

s
= τ log

x

s

ã
=⇒

Å
dt

t
= log

x

s
dτ

ã
,

t

s
=
(x
s

)τ
=⇒ t

s

s

x
=
(x
s

)τ s

x
=⇒ x

t
=
(x
s

)1−τ
=⇒

(
log

x

t
= (1− τ) log

x

s

)
,

alors :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

f(s)

s

∫ 1

0

(1− τ)α−1
(
log

x

s

)α−1

τβ−1
(
log

x

s

)β−1

log
x

s
dτ ds ,

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 f(s)

s
ds

∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1dτ︸ ︷︷ ︸
β(β,α)

,

d’après (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 f(s)

s
ds

Γ(β) Γ(α)

Γ(β + α)
,

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 f(s)

s
ds ,

HIαa
HIβa f(x) =

HIα+βa f(x) . (C.Q.F.D)

Pour (3.1.40) :

D’après (3.1.5), on obtient :

HIα+β0+,µf(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)α+β−1 f(t)

t
dt ,

d’autre part on a :

HIβ0+,µf(t) =
1

Γ(β)

∫ t

a

(s
t

)µ Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

s
ds ,

donc :

HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)α−1 HIβ0+,µf(t)

t
dt

=⇒ HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)α−1 1

t

1

Γ(β)

∫ t

a

(s
t

)µ Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

s
ds dt

=⇒ HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

( s
x

)µ (
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

t s
ds dt ,
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on applique la méthode de Fubini-Tonelli, on obtient :

HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ x

s

( s
x

)µ (
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 f(s)

t s
dt ds ,

HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

( s
x

)µ f(s)
s

∫ x

s

(
log

x

t

)α−1
Å
log

t

s

ãβ−1 dt

t︸ ︷︷ ︸ ds ,
donc on pose le même changement variable qui on déjà lancé précédemment {τ = (log t

s
)/(log x

s
)}

et on fait le même travail, on obtient :

HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 ( s
x

)µ f(s)
s

ds ,

HIα0+,µ
HIβ0+,µf(x) =

HIα+β0+,µf(x) . (C.Q.F.D)

Remarque : {pourA2}

En particulier si µ = 0 avec c < 0 donc ;

HIα0+
HIβ0+f(x) =

HIα+β0+ f(x) . (3.1.41)

Proposition 3.1.2. Soit ∀n ∈ N∗ , Re(α) ∈ ]n− 1, n[ et 1 ≤ p ≤ +∞ ;

B1) Si 0 < a < b < +∞ , puis pour f ∈ Lp(a, b) :

δn HIna f(x) = f(x) . (3.1.42)

HDα
a
HIαa f(x) = f(x) . (3.1.43)

B2) Si µ ∈ C , c ∈ R tels que Re(µ) > c , a = 0 , puis pour f ∈ Xp
c (R+) :

x−µ δn xµ HIna f(x) = f(x) . (3.1.44)

HDα
0+,µ

HIα0+,µ f(x) = f(x) . (3.1.45)

Preuve :

Pour (3.1.42) :

On pose :

δn HIna f(x) = f(x) ...................P (n) .
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On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n ≥ 1 ;

Pour n=1 :

δ HI1a f(x) = x
d

dx

∫ x

a

f(t)

t
dt︸ ︷︷ ︸ , {voir (3.1.1)}

on applique la règle de dérivation de Leibnitz, donc d’après (2.1.14), on obtient :

δ HI1a f(x) = x
f(x)

x
= f(x) ,

donc pour n=1 est vérifiée .

On suppose que P(n) est vraie :

δn HIna f(x) = f(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :

δn+1 HIn+1
a f(x) = f(x) .

Soit :

δn+1 HIn+1
a f(x) = δ δn HIna

HI1a f(x)︸ ︷︷ ︸
HI1a f(x)

,

d’après l’hypothèse , on obtient :

δn+1 HIn+1
a f(x) = δ HI1a f(x)

=⇒ δn+1 HIn+1
a f(x) = f(x) , {on vu ça dans le cas pour n=1}

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie, donc (3.1.42)

est bien démontrée pour n ≥ 1 .

Pour (3.1.43) :

Soit :

HDα
a
HIαa f(x) = δn HIn−αa

HIαa f(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir (3.1.6)}

{d’après (3.1.39),on obtient :} HDα
a
HIαa f(x) = δn HIna f(x) ,

{ d’après (3.1.42), on obtient :} HDα
a
HIαa f(x) = f(x) . (C.Q.F.D)
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Pour (3.1.44) :

On pose :

x−µ δn xµ HIn0+,µ f(x) = f(x) ...................P (n) ,

avec , HIn0+,µ f(x) =
1

Γ(n)

∫ x

0

Å
t

x

ãµ (
log

x

t

)n−1 f(t)

t
dt . {voir (3.1.5)}

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n ≥ 1 ;

Pour n=1 :

x−µ δ xµ HI10+,µ f(x) = x−µ x
d

dx
xµ
∫ x

0

Å
t

x

ãµ f(t)
t

dt = x−µ x
d

dx

∫ x

0

tµ
f(t)

t
dt︸ ︷︷ ︸ ,

on applique la règle de dérivation de Leibnitz, donc d’après (2.1.14), on obtient :

x−µ δ xµ HI10+,µ f(x) = x−µ x xµ
f(x)

x
= f(x) ,

donc pour n=1 est vérifiée .

On suppose que pour P(n) est vraie :

x−µ δn xµ HIn0+,µ f(x) = f(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :

x−µ δn+1 xµ HIn+1
0+,µ f(x) = f(x).

Soit :

x−µ δn+1 xµ HIn+1
0+,µ f(x) = x−µ δ δn xµ HIn0+,µ

HI10+,µ f(x)

= x−µ δ xµ x−µ δn xµ HIn0+,µ
HI10+,µ f(x)︸ ︷︷ ︸

HI1
0+,µ

f(x)

,

d’après l’hypothèse on obtient :

x−µ δn+1 xµ HIn+1
0+,µ f(x) = x−µ δ xµ HI10+,µ f(x)

=⇒ x−µ δn+1 xµ HIn+1
0+,µ f(x) = f(x) , {on vu ça dans le cas pour n=1}

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie, donc (3.1.44)

est bien démontrée pour n ≥ 1.
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Pour (3.1.45) :

Soit :

HDα
0+,µ

HIα0+,µ f(x) = x−µ δn xµ HIn−α0+,µ
HIα0+,µf(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir (3.1.10)}

d’après (3.1.40),on obtient : HDα
0+,µ

HIα0+,µ f(x) = x−µ δn xµ HIn0+,µ f(x)

d’après (3.1.44), on obtient : HDα
0+,µ

HIα0+,µ f(x) = f(x) . (C.Q.F.D)

Remarque : {pourB2}

En particulier si µ = 0 avec c < 0 donc ;

HDα
0+

HIα0+f(x) = f(x) . (3.1.46)

Proposition 3.1.3. Soit ∀n ∈ N∗ , Re(α) ∈ ]n−1, n[ , Re(β) > Re(α) et 1 ≤ p ≤ +∞ ;

C1) Si 0 < a < b < +∞ , puis pour f ∈ Lp(a, b) :

HDα
a
HIβa f(x) =

HIβ−αa f(x) . (3.1.47)

C2) Si µ ∈ C , c ∈ R tels que Re(µ) > c , a = 0 , puis pour f ∈ Xp
c (R+) :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) =
HIβ−α0+,µf(x) . (3.1.48)

Preuve :

Pour (3.1.47) :

Soit :

HDα
a
HIβa f(x) = δn HIn−αa

HIβa f(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir(3.1.6)}

d’après (3.1.39), on obtient :

HDα
a
HIβa f(x) = δn HIn−α+βa f(x) = δn HIn+(β−α)

a f(x)︸ ︷︷ ︸ ,
d’après (3.1.39), car Re(β) > Re(α) donc Re(β)−Re(α) > 0 et n ≥ 1, on obtient :

HDα
a
HIβa f(x) = δn HIna︸ ︷︷ ︸ HIβ−αa f(x) ,
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d’après (3.1.42), on obtient :

HDα
a
HIβa f(x) =

HIβ−αa f(x) . (C.Q.F.D)

Pour (3.1.48) :

Soit :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) = x−µ δn xµ HIn−α0+,µ
HIβ0+,µf(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir(3.1.10)}

d’après (3.1.40), on obtient :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) = x−µ δn xµ HI
n+(β−α)
0+,µ f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (3.1.40), on obtient :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) = x−µ δn xµ HIn0+,µ︸ ︷︷ ︸ HIβ−α0+,µf(x) ,

d’après (3.1.44), on obtient :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) =
HIβ−α0+,µf(x) . (C.Q.F.D)

Remarque : {pourC1}

En particulier si α = n ∈ N, alors :

HDn
a
HIβa f(x) =

HIβ−na f(x) , (3.1.49)

d’après (3.1.12) on peut écrire comme suit :

δn HIβa f(x) =
HIβ−na f(x) . (3.1.50)

Remarque : {pourC2}

En particulier si α = n ∈ N, alors :

HDn
0+,µ

HIβ0+,µf(x) =
HIβ−α0+,µf(x) , (3.1.51)

d’après (3.1.13) on peut écrire comme suit :

x−µ δn xµ HIβ0+,µf(x) =
HIβ−n0+,µf(x) . (3.1.52)

Quand µ = 0 , alors :

HDα
0+

HIβ0+f(x) =
HIβ−α0+ f(x) . (3.1.53)
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Proposition 3.1.4. Soit ∀n ∈ N∗ , Re(α) ∈ ]n − 1, n[ , 0 < Re(β) < Re(α) − [Re(α)]

et 1 ≤ p ≤ +∞ ;

E1) Si 0 < a < b < +∞ , puis pour f ∈ Lp(a, b) :

HDα
a
HIβa f(x) =

HDα−β
a f(x) . (3.1.54)

E2) Si µ ∈ C , c ∈ R tels que Re(µ) > c , a = 0 , puis pour f ∈ Xp
c (R+) :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) =
HDα−β

0+,µf(x) . (3.1.55)

Preuve :

Pour (3.1.54) :

Soit :

HDα
a
HIβa f(x) = δn HIn−αa

HIβa f(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir(3.1.6)}

d’après (3.1.39), on obtient :

HDα
a
HIβa f(x) = δn HIn−α+βa f(x) = δn HIn−(α−β)

a f(x) ,

et pour appliquer (3.1.6) il faut que ; n-1<Re(α)−Re(β)<n ,

sachant que ; n=[Re(α)] + 1, alors ; [Re(α)]+1-1 <Re(α)−Re(β) < [Re(α)] + 1

alors ; Re(α)− [Re(α)]− 1 < Re(β) < Re(α)− [Re(α)] , avec ; 0 < Re(β) ,

alors, on déduit la condition, 0<Re(β)<Re(α)− [Re(α)] ,

donc on a vérifiée que n-1<Re(α)− Re(β)<n, alors maintenant on applique (3.1.6), et on

obtient :

HDα
a I

β
a f(x) =

HDα−β
a f(x) . (C.Q.F.D)

Pour (3.1.55) :

Soit :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) = x−µ δn xµ HIn−α0+,µ
HIβ0+,µf(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir(3.1.10)}
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d’après (3.1.40), on obtient :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) = x−µ δn xµ HIn−(α−β)
a f(x) ,

et pour appliquer (3.1.10) il faut que ; n-1<Re(α) − Re(β)<n , et elle est vérifiée grâce

à la condition 0<Re(β)<Re(α)− [Re(α)], donc :

HDα
0+,µ

HIβ0+,µf(x) =
HDα−β

0+,µf(x) . (C.Q.F.D)

Proposition 3.1.5. Soit f ∈ Cn([a, b]) tels que n ∈ N∗, 0 < a < b < +∞ :

HIna δ
nf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j
. (3.1.56)

Preuve :

Soit : Re(α)>0 , f ∈ Cn([a, b]) tels que n ∈ N∗, 0 < a < b < +∞ et d’après (3.1.3) on a :

HIαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt .

On fait une intégration par partie sur HIαa f(x) :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

tels que :

du

dt
= u′ =

1

t

(
log

x

t

)α−1

=⇒ u = − 1

α

(
log

x

t

)α
,

v = f(t) =⇒ v′ =
d

dt
f(t) ,

donc :

HIαa f(x) =
1

Γ(α)

Åï
− 1

α

(
log

x

t

)α
f(t)

òx
a

+
1

α

∫ x

a

(
log

x

t

)α d

dt
f(t) dt

ã
,

HIαa f(x) =
f(a)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
+

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(
log

x

t

)α (t d
dt

)
f(t)

t
dt ,

HIαa f(x) =
f(a)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
+

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(
log

x

t

)α δf(t)
t

dt︸ ︷︷ ︸ ,
d’après (3.1.3), on obtient :

HIαa f(x) =
f(a)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
+ HIα+1

a δf(x)︸ ︷︷ ︸ . (3.1.57)
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On fait une autre intégration par partie sur HIα+1
a δf(x) :

soit :

HIα+1
a δf(x) =

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(
log

x

t

)α δf(t)
t

dt ,

tels que :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

du

dt
= u′ =

1

t

(
log

x

t

)α
=⇒ u = − 1

α + 1

(
log

x

t

)α+1

,

v = δf(t) =⇒ v′ =
d

dt
δf(t) ,

donc :

HIα+1
a δf(x) =

1

Γ(α + 1)

Åï
− δf(t)

α + 1

(
log

x

t

)α+1
òx
a

+
1

α + 1

∫ x

a

(
log

x

t

)α+1 d

dt
δf(t) dt

ã
,

HIα+1
a δf(x) =

δf(a)

Γ(α + 2)

(
log

x

a

)α+1

+
1

Γ(α + 2)

∫ x

a

(
log

x

t

)α+1
(
t d
dt

)
δf(t)

t
dt︸ ︷︷ ︸ ,

sachant que :

δf(a) ≡ lim
x→a

δf(x) ,Å
t
d

dt

ã
δf(t) = δ2f(t) ,

d’après (3.1.3), on obtient :

HIα+1
a δf(x) =

δf(a)

Γ(α + 2)

(
log

x

a

)α+1

+ HIα+2
a δ2f(x) , (3.1.58)

on remplace (3.1.58) dans (3.1.57) , on obtient :

HIαa f(x) =
f(a)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
+

δf(a)

Γ(α + 2)

(
log

x

a

)α+1

+ HIα+2
a δ2f(x) .

Ainsi de suite jusqu’à obtenue :

HIαa f(x) =
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+na δnf(x) , (3.1.59)

avec : δjf(a) ≡ limx→a δ
jf(x) .
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Pour démontrer le résultat (3.1.59), on passe à la démonstration par récurrence .

Soit : pour Re(α) > 0 et pour n ≥ 1 :

HIαa f(x) =
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+na δnf(x) ......................P (n)

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

Pour n=1 :

HIαa f(x) =
δ0f(a)

Γ(α + 1 + 0)

(
log

x

a

)α+0

+ HIα+1
a δf(x) ,

HIαa f(x) =
f(a)

Γ(α + 1)

(
log

x

a

)α
+ HIα+1

a δf(x) ,

elle est vérifiée d’après (3.1.57).

On suppose que P(n) est vraie :

HIαa f(x) =
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+na δnf(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que f ∈ Cn+1([a, b]) :

HIαa f(x) =
n∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+n+1

a δn+1f(x)

on fait une intégration par partie sur HIα+na δnf(x) :

soit :

HIα+na δnf(x) =
1

Γ(α + n)

∫ x

a

(
log

x

t

)α+n−1 δnf(t)

t
dt , {voir (3.1.3)}

tels que :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

du

dt
= u′ =

1

t

(
log

x

t

)α+n−1

=⇒ u = − 1

α + n

(
log

x

t

)α+n
,

v = δnf(t) =⇒ v′ =
d

dt
δnf(t) ,

donc :

HIα+na δnf(x) =
1

Γ(α + n)

Åï
−δ

nf(t)

α + n

(
log

x

t

)α+nòx
a

+

∫ x

a

1

α + n

(
log

x

t

)α+n d

dt
δnf(t) dt

ã
,

HIα+na δnf(x) =
δnf(a)

Γ(α + n+ 1)

(
log

x

a

)α+n
+

1

Γ(α + n+ 1)

∫ x

a

(
log

x

t

)α+n δn+1f(t)

t
dt︸ ︷︷ ︸ ,
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d’après (3.1.3), on obtient :

HIα+na δnf(x) =
δnf(a)

Γ(α + n+ 1)

(
log

x

a

)α+n
+ HIα+n+1

a δn+1f(x) ,

on remplace cette résultat dans l’hypothèse , on obtient :

HIαa f(x) =
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+

δnf(a)

Γ(α + n+ 1)

(
log

x

a

)α+n
︸ ︷︷ ︸+

HIα+n+1
a δn+1f(x)

=⇒ HIαa f(x) =
n∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+n+1

a δn+1f(x) ,

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie , donc le

résultat (3.1.59) est bien vérifiée .

On fait la limite quand α tend vers 0+ dans les deux cotée de (3.1.59), on obtient :

lim
α→0+

HIαa f(x)︸ ︷︷ ︸
f(x)

= lim
α→0+

(
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(α + 1 + j)

(
log

x

a

)α+j
+ HIα+na δnf(x)

)
,

d’après (3.1.38), on obtient :

f(x) =
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(0 + 1 + j)

(
log

x

a

)0+j
+ HI0+na δnf(x)

=⇒ HIna δ
nf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(1 + j)

(
log

x

a

)j
. (C.Q.F.D)

Proposition 3.1.6. Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)] + 1 et 0 < a < b < +∞ :

HDα
a f(x) = 0 ⇐⇒ f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

(
log

x

a

)j+α−n
, (3.1.60)

avec cj ∈ R, (j=0,1,2,.........,n-1) ; des constantes arbitraires .

Preuve :

(=⇒) Dans le sens directe :

Soit :

HDα
a f(x) = 0 =⇒ δn HIn−αa f(x) = 0 =⇒ HIna δ

n HIn−αa f(x) = HIna 0︸ ︷︷ ︸
0

,
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d’après (3.1.56), on obtient :

HIn−αa f(x)−
n−1∑
j=0

δj HIn−αa f(a)

Γ(1 + j)

(
log

x

a

)j
= 0 ,

sachant que :

δj HIn−αa f(a) ≡ lim
x→a

δj HIn−αa f(x) ,

on pose :

cj =
1

Γ(1 + j)

[
lim
x→a

δj HIn−αa f(x)
]
, (3.1.61)

alors :

HIn−αa f(x) =
n−1∑
j=0

cj

(
log

x

a

)j
,

on compose les deux cotés de l’équation par HDn−α
a et on obtient :

HDn−α
a

HIn−αa f(x)︸ ︷︷ ︸ = HDn−α
a

n−1∑
j=0

cj

(
log

x

a

)j
,

d’après (3.1.43), on obtient :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
HDn−α

a

(
log

x

a

)j
︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (3.1.15), on obtient :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

(
log

x

a

)j+α−n
. (C.Q.F.D)

(⇐=) Dans le sens contraire :

Soit :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

(
log

x

a

)j+α−n
,

on compose les deux cotés de l’équation par HDα
a et on obtient :

HDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
HDα

a

(
log

x

a

)j+α−n
︸ ︷︷ ︸ ,
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d’après (3.1.15), on obtient :

HDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

Γ(j + α− n+ 1)

Γ(j − n+ 1)

(
log

x

a

)j−n
,

HDα
a f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j − n+ 1)

(
log

x

a

)j−n
,

avec ; 0 ≤ j ≤ n− 1 =⇒ 1− n ≤ j − n+ 1 ≤ 0 , pour n ≥ 1

donc ; (j-n+1)∈ Z−, alors ; Γ(j − n+ 1) = ∞ =⇒ 1/Γ(j − n+ 1) = 0

alors ; HDα
a f(x) = 0 . (C.Q.F.D)

Remarque :

En cas particulier, si 0<Re(α) < 1 tels que n=1 ,

d’après (3.1.60), on obtient :

HDα
a f(x) = 0 ⇐⇒ f(x) = c0

Γ(0 + 1)

Γ(0 + 1 + α− 1)

(
log

x

a

)0+α−1

= c0
1

Γ(α)

(
log

x

a

)α−1

,

d’après (3.1.61), on obtient :

c0 =
1

Γ(1 + 0)

[
lim
x→a

δ0 HI1−αa f(x)
]
= lim

x→a

HI1−αa f(x) ,

d’après (3.1.37), on obtient : c0 = 0 ,

donc :

pour 0 < Re(α) < 1 :

HDα
a f(x) = 0 ⇐⇒ f(x) = 0 . (3.1.62)

Proposition 3.1.7. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)]+1 et 0 < a < b < +∞ , f ∈ L(a, b) :

HIαa
HDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(
log x

a

)j+α−n
Γ(j + 1 + α− n)

[
lim
x→a

δj HIn−αa f(x)
]
. (3.1.63)

Preuve :

Soit :

HDα
a f(x) =

HDα
a
HIαa︸ ︷︷ ︸ HDα

a f(x) {c’est selon la propriété (3.1.43)}

=⇒ HDα
a f(x)− HDα

a
HIαa

HDα
a f(x) = 0 =⇒ HDα

a

(
f(x)− HIαa

HDα
a f(x)

)
= 0 ,
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d’après (3.1.60), on obtient :

f(x)− HIαa
HDα

a f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

(
log

x

a

)j+α−n
,

d’après (3.1.60), on obtient :

f(x)− HIαa
HDα

a f(x) =
n−1∑
j=0

1

Γ(1 + j)

[
lim
x→a

δj HIn−αa f(x)
] Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

(
log

x

a

)j+α−n
,

alors :

HIαa
HDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(
log x

a

)j+α−n
Γ(j + 1 + α− n)

[
lim
x→a

δj HIn−αa f(x)
]
. (C.Q.F.D)

Proposition 3.1.8. Soient n-1<Re(α)<n , m-1<Re(β)<m tels que n,m ∈ N∗ ,

n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m et 0 < a < b < +∞ , f ∈ L(a, b) :

HDα
a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

[
limx→a δj HIm−β

a f(x)
]

Γ(j + 1−m− α)

(
log

x

a

)j−m−α
(3.1.64)

Preuve :

Soit :

HDα
a
HDβ

af(x) = δn HIn−αa
HDβ

af(x) , {voir (3.1.6)}
HDα

a
HDβ

af(x) = δn δm HIma︸ ︷︷ ︸ HIn−αa
HDβ

af(x) , {voir (3.1.42)}

d’après (3.1.39), on obtient :
HDα

a
HDβ

af(x) = δn+m HIn+m−(α+β)
a︸ ︷︷ ︸ HIβa

HDβ
af(x) ,

d’après (3.1.6) ; grâce à la condition de n+m− 1 < Re(α) + Re(β) < n+m, on obtient :
HDα

a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a
HIβa

HDβ
af(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (3.1.63), on obtient :

HDα
a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a

(
f(x)−

m−1∑
j=0

(
log x

a

)j+β−m
Γ(j + 1 + β −m)

[
lim
x→a

δj HIm−β
a f(x)

])
,

HDα
a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

[
limx→a δj HIm−β

a f(x)
]

Γ(j + 1 + β −m)
HDα+β

a

(
log

x

a

)j+β−m
︸ ︷︷ ︸ ,
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d’après (3.1.15), on obtient :

HDα
a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

[
limx→a δj HIm−β

a f(x)
]

Γ(j + 1 + β −m)

Γ(j + β −m+ 1)

Γ(j + 1−m− α)

(
log

x

a

)j−m−α
,

HDα
a
HDβ

af(x) =
HDα+β

a f(x)−
m−1∑
j=0

[
limx→a δj HIm−β

a f(x)
]

Γ(j + 1−m− α)

(
log

x

a

)j−m−α
. (C.Q.F.D)

Note :

Pour la condition n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m ,

on peut prend n+m-2<Re(α)+Re(β)<n+m-1 ;

on déjà vu les détails dans le chapitre précédent .
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3.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Définition 3.2.1. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)]+1 , f ∈ Cn([a, b]) , 0 < a < b < +∞ .

On définit la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo-Hadamard de la fonction

f par la fonction suivante :

A) α 6= n ∈ N∗ :

C−HDα
a f(x) =

HIn−αa δnf(x) , (3.2.1)

avec : δ = x
d

dx
=⇒ δn =

Å
x

d

dx

ãn
.

En d’autre termes, on a :

C−HDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x

t

)n−α−1

δnf(t)
dt

t
. (3.2.2)

B) α = n ∈ N∗ :

C−HDn
af(x) = δnf(x) . (3.2.3)

En particulier :

C−HD0
af(x) = f(x) . (3.2.4)

Exemple 3.2.1. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , Re(β) > 0 et 0 < a < b < +∞ :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−1−α
. (3.2.5)

Preuve :

Soit :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

= HIn−αa δn
(
log

x

a

)β−1

︸ ︷︷ ︸ , {voir (3.2.1)}

d’après (3.1.16), on obtient :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

= HIn−αa

Γ(β)

Γ(β − n)

(
log

x

a

)β−1−n
=

Γ(β)

Γ(β − n)
HIn−αa

(
log

x

a

)β−1−n

︸ ︷︷ ︸ ,
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d’après (3.1.14), on obtient :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − n)

Γ(β − n)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−1−α
,

alors :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

x

a

)β−1−α
.

Exemple 3.2.2. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 :

C−HDα
a 1 = 0 . (3.2.6)

Preuve :

Soit :

C−HDα
a 1 = HIn−αa δn1︸︷︷︸

0

, {voir (3.2.1)}

C−HDα
a 1 = HIn−αa 0 ,

alors :

C−HDα
a 1 = 0 .

Note :

d’après (3.1.15), (3.1.18), (3.2.5) et (3.2.6) on remarque que si Re(β) 6= 1 :

C−HDα
a

(
log

x

a

)β−1

= HDα
a

(
log

x

a

)β−1

.

3.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire au sens de Hada-

mard et la Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , f ∈ Cn([a, b]) , 0 < a < b < +∞ :

C−HDα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j − α + 1)

(
log

x

a

)j−α
, (3.2.7)

sachant que :

δjf(a) ≡ lim
x→a

δjf(x) .
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Preuve :

d’après (3.1.56), on obtient :

HIna δ
nf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j
, (3.2.8)

on compose l’équation par HIn−αa et on obtient :

HIn−αa
HIna︸ ︷︷ ︸ δnf(x) = HIn−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j)
,

HIn−αa
HIna = HIna

HIn−αa grâce à (3.1.39) puis on compose l’équation par δn, on obtient :

δn HIna︸ ︷︷ ︸ HIn−αa δnf(x) = δn HIn−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j)
,

d’après (3.1.42), o, obtient :

HIn−αa δnf(x)︸ ︷︷ ︸ = δn HIn−αa

(
f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j)
,

d’après (3.2.1), on obtient :

C−HDα
a f(x) = δn HIn−αa︸ ︷︷ ︸

(
f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j)
,

d’après (3.1.6), on obtient :

C−HDα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)
HDα

a

(
log

x

a

)j
︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (3.1.15), on obtient :

C−HDα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1− α)

(
log

x

a

)j−α
,

alors :

C−HDα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1− α)

(
log

x

a

)j−α
. (C.Q.F.D)

Remarques :

A)

C−HDα
a f(x) = HDα

a f(x) si et seulement si δjf(a) = 0 , j = 0, 1, 2........., n − 1 .
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B)

En particulier si 0 < Re(α) < 1, n=1 :

alors (3.2.7) devient :

C−HDα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

f(a)

Γ(1− α)

(
log

x

a

)−α
. (3.2.9)

Proposition 3.2.1. Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)] + 1, f ∈ Cn([a, b]) , 0 < a < b < +∞ :

C−HDα
a f(x) = 0 =⇒ f(x) =

n−1∑
j=0

wj

(
log

x

a

)j
, (3.2.10)

wj ∈ R, (j=0,1,2,.........,n-1) ; des constantes arbitraires .

Preuve :

Soit :

C−HDα
a f(x) = 0 =⇒ HIn−αa δnf(x) = 0 , {voir (3.2.1)}

on compose l’équation par HDn−α
a , on obtient :

HDn−α
a

HIn−αa δnf(x) = HDn−α
a 0︸ ︷︷ ︸
0

,

d’après (3.1.43), on obtient :

δnf(x) = 0 ,

on compose l’équation par HIna , on obtient :

HIna δ
nf(x) = HIna 0︸ ︷︷ ︸

0

,

d’après (3.1.56), on obtient :

f(x)−
n−1∑
j=0

Å
δjf(a)

Γ(j + 1)

ã
︸ ︷︷ ︸

wj

(
log

x

a

)j
= 0 ,

alors :

f(x) =
n−1∑
j=0

wj

(
log

x

a

)j
. (C.Q.F.D)
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Proposition 3.2.2. Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)] + 1, f ∈ Cn([a, b]) , 0 < a < b < +∞ :

C−HDα
a
HIαa f(x) = f(x) . (3.2.11)

Preuve :

D’après (3.2.7), on obtient :

C−HDα
a
HIαa f(x) =

HDα
a
HIαa f(x)−

n−1∑
j=0

δj HIαa f(a)

Γ(j − α + 1)

(
log

x

a

)j−α
,

avec :

δj HIαa f(a) ≡ lim
x→a

δj HIαa f(x) ,

d’après (3.1.50) ; lim
x→a

δj HIαa f(x) = lim
x→a

HIα−ja f(x) ,

car Re(α) > n− 1 ≥ j ≥ 0 =⇒ Re(α) > j , pour 0 < j < n− 1 ,

d’après (3.1.37) ; lim
x→a

HIα−ja f(x) = 0 ,

donc : δj HIαa f(a) = 0 , pour j = 0, 1, ......, n− 1 .

Alors :

C−HDα
a
HIαa f(x) =

HDα
a
HIαa f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (3.1.43), on obtient :

C−HDα
a
HIαa f(x) = f(x) . (C.Q.F.D)

Proposition 3.2.3. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , Re(β) > n , f ∈ Cn([a, b])

, 0 < a < b < +∞ :

C−HDα
a
HIβa f(x) =

HIβ−αa f(x) . (3.2.12)

Preuve :

Soit :

C−HDα
a
HIβa f(x) =

HIn−αa δn HIβa f(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir (3.2.1)}
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d’après (3.1.50), on obtient :

C−HDα
a
HIβa f(x) =

HIn−αa
HIβ−na ,

d’après (3.1.39), on obtient :

C−HDα
a
HIβa f(x) =

HIn−α+β−na f(x) = HIβ−αa f(x) . (C.Q.F.D)

Proposition 3.2.4. Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)] + 1, f ∈ Cn([a, b]) , 0 < a < b < +∞ :

HIαa
C−HDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

δjf(a)

j!

(
log

x

a

)j
. (3.2.13)

Preuve :

Soit :

HIαa
C−HDα

a f(x) =
HIαa

HIn−αa︸ ︷︷ ︸ δnf(x) ,
d’après (3.1.39), on obtient :

HIαa
C−HDα

a f(x) =
HIna δ

nf(x) ,

d’après (3.1.56), on obtient :

HIαa
C−HDα

a f(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

δjf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j
, (C.Q.F.D)

sachant que :

δjf(a) ≡ lim
x→a

δjf(x) / Γ(j + 1) = j! .

Proposition 3.2.5. Soient n-1<Re(α)<n , m-1<Re(β)<m tels que n,m ∈ N∗ ,

n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m , f ∈ Cn+m([a, b]) :

C−HDα
a
C−HDβ

a f(x) =
C−HDα+β

a f(x) +
n−1∑
j=0

[δj+mf(a)]

Γ(j + 1 +m− β − α)
(x− a)j+m−β−α ,

(3.2.14)

sachant que : [δj+mf(a)] = limx→a

Ä(
x d

dx

)j+m
f(x)
ä

.
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Preuve :

Soit :

C−HDα
a
C−HDβ

a f(x) =
C−HDα

a
HIm−β

a δmf(x) .......(Θ) ,

et d’autre part d’après (3.1.56) , on a :

HIna δ
n (δmf(x)) = (δmf(x))−

n−1∑
j=0

δj (δmf(a))

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j
,

HIna δ
n+mf(x) = δmf(x)−

n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j
,

on compose léquation par C−HDα
a
HIm−β

a , on obtient :

C−HDα
a

HIm−β
a

HIna︸ ︷︷ ︸ δn+mf(x) = C−HDα
a
HIm−β

a

(
δmf(x)−

n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1)

(
log

x

a

)j)
,

d’après (3.1.39) , on obtient :

C−HDα
a

HIn+m−β
a︸ ︷︷ ︸ δn+mf(x) = C−HDα

a
HIm−β

a δmf(x)︸ ︷︷ ︸−
n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1)
C−HDα

a
HIm−β

a

(
log

x

a

)j
,

dans la partie à droite de l’équation d’après (Θ) , on obtient :

C−HDα
a

HIn+m−(α+β)+α
a︸ ︷︷ ︸ δn+mf(x) = C−HDα

a
C−HDβ

a f(x)−
n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1)
C−HDα

a
HIm−β

a

(
log

x

a

)j
︸ ︷︷ ︸ ,

dans la partie à gauche de l’équation daprès la condition n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m

et Re(α) > 0 , on applique (3.1.39) , dans la partie à droite de l’équation d’après (3.1.14) ,

on obtient :

C−HDα
a

HIαa︸ ︷︷ ︸ HIn+m−(α+β)
a δn+mf(x) = C−HDα

a
C−HDβ

a f(x)

−
n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1 +m− β)
C−HDα

a

(
log

x

a

)j+m−β

︸ ︷︷ ︸ ,
dans la partie à gauche de l’équation d’après (3.2.11) et dans la partie à droite de l’équation

d’après (3.2.5) , on obtient :

HIn+m−(α+β)
a δn+mf(x)︸ ︷︷ ︸ = C−HDα

a
C−HDβ

af(x)

−
n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1 +m− β)

Γ(j +m− β + 1)

Γ(j +m− β + 1− α)

(
log

x

a

)j+m−β−α
,
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d’après la condition n+m-1<Re(α)+Re(β)<n+m , on applique (3.2.1) , on obtient :

C−HDα+β
a f(x) = C−HDα

a
C−HDβ

af(x)−
n−1∑
j=0

δj+mf(a)

Γ(j + 1 +m− β − α)

(
log

x

a

)j+m−β−α
.

(C.Q.F.D)
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CHAPITRE

4

CALCUL FRACTIONNAIRE GÉNÉRAL

4.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire d’une

Fonction par rapport à une autre Fonction

Dans cette section, on présente les définitions et quelques propriétés de l’intégrale et

dérivée fractionnaires d’une fonction f par rapport à une autre fonction ψ.

Définition 4.1.1. Soit ]a, b[ (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini de la droite

réelle R et Re(α) > 0, soit ψ(x) une fonction monotone croissante sur ]a, b], ayant une

dérivée continue ψ′(x) sur ]a, b[ . On définit l’intégrale fractionnaire d’une fonction f par

rapport à autre fonction ψ sur [a, b] par la fonction suivante :

Iαa,ψf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)f(t) dt , (4.1.1)

( x > a , Re(α)>0 ) .
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Remarque :

Si ψ(x) = x, donc (4.1.1) devient :

Iαa,xf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f(t) dt = RLIαa f(x) , (4.1.2)

( voir (2.1.5) ) .

Si ψ(x) = log(x), donc (4.1.1) devient :

Iαa,log(x)f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(log(x)− log(t))α−1 f(t)

t
dt = HIαa f(x) , (x > a > 0) (4.1.3)

( voir (3.1.3) ) .

Définition 4.1.2. Soit ψ′(x) 6= 0 (−∞ ≤ a < b ≤ +∞), Re(α) ≥ 0 (α 6= 0), n = [Re(α)]+1

et D = d/dx . On définit la dérivée fractionnaire d’ordre α dune fonction f par rapport à

autre fonction ψ sur [a, b] par la fonction suivante :

Dα
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)
D

ãn
In−αa,ψ f(x) . (4.1.4)

En d’autre termes, on a :

Dα
a,ψf(x) =

1

Γ(n− α)

Å
1

ψ′(x)
D

ãn ∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))n−α−1 ψ′(t)f(t) dt . (x > a) (4.1.5)

Si α = n ∈ N :

Dn
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)
D

ãn
f(x) . (4.1.6)

En particulier, on a :

D1
a,ψf(x) =

f ′(x)

ψ′(x)
. (4.1.7)

Remarque :

Si ψ(x) = x, donc (4.1.5) devient :

Dα
a,xf(x) =

1

Γ(n− α)

Å
d

dx

ãn ∫ x

a

(x− t)n−α−1 f(t) dt = RLDα
a f(x) , (4.1.8)

( voir (2.2.2) ) .
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Si ψ(x) = log(x), donc (4.1.5) devient :

Dα
a,log(x)f(x) =

1

Γ(n− α)

Å
x

d

dx

ãn ∫ x

a

(log(x)− log(t))n−α−1 f(t)

t
dt = HDα

a f(x) , (4.1.9)

(x>a>0)

( voir (3.1.7) ) .

Exemple 4.1.1. Soit Re(α) > 0 , Re(β) > 0 :

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
Γ(β)

Γ(α + β)
(ψ(x)− ψ(a))α+β−1 . (4.1.10)

Preuve :

Soit :

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) (ψ(t)− ψ(a))β−1 dt , {voir (4.1.1)}

on pose :

τ =
ψ(t)− ψ(a)

ψ(x)− ψ(a)
(∗) ,

t = a =⇒ τ = 0 / t = x =⇒ τ = 1 ,

(∗) =⇒ ψ(t)− ψ(a) = (ψ(x)− ψ(a)) τ

=⇒ ψ′(t) dt = (ψ(x)− ψ(a)) dτ

(∗) =⇒ ψ(t)− ψ(a)− ψ(x) = (ψ(x)− ψ(a)) τ − ψ(x) ,

=⇒ ψ(x)− ψ(t) = −(ψ(x)− ψ(a)) τ + ψ(x)− ψ(a)

=⇒ ψ(x)− ψ(t) = (ψ(x)− ψ(a)) (1− τ) ,

donc :

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(ψ(x)− ψ(a))α−1 (1− τ)α−1(ψ(x)− ψ(a))β−1 τβ−1(ψ(x)− ψ(a)) dτ ,

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
1

Γ(α)
(ψ(x)− ψ(a))α+β−1

∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1 dτ︸ ︷︷ ︸
β(β,α)

,

d’après (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
1

Γ(α)
(ψ(x)− ψ(a))α+β−1 Γ(α) Γ(β)

Γ(α + β)
,

Iαa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =
Γ(β)

Γ(α + β)
(ψ(x)− ψ(a))α+β−1 . (C.Q.F.D)
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Exemple 4.1.2. Soit Re(α) ≥ 0 (α 6= 0) , n = [Re(α)] + 1 et Re(β) > 0 :

Dα
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =

Γ(β)

Γ(β − α)
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1 . (4.1.11)

Preuve :

Soit :

Dα
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =

Å
1

ψ′(x)
D

ãn
In−αa,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1︸ ︷︷ ︸ , {voir (4.1.4) }

d’après (4.1.10), on obtient :

Dα
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =

Γ(β)

Γ(β − α + n)

Å
1

ψ′(x)
D

ãn
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n︸ ︷︷ ︸ ,

avec : D = d/dx .

On pose :
Å

1

ψ′(x)

d

dx

ãi
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n , tels que i = 1, ......., n .

Pour i=1 on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n =

1

ψ′(x)
(β − α− 1 + n)(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n−1 ψ′(x) ,Å

1

ψ′(x)

d

dx

ã
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n = (β − α− 1 + n)(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n−1 .

Pour i=2 on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã2
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãÅ
1

ψ′(x)

d

dx

ã
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n ,Å

1

ψ′(x)

d

dx

ã2
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã [
(β − α− 1 + n)(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n−1

]
,Å

1

ψ′(x)

d

dx

ã2
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n = (β − α− 1 + n)(β − α− 1 + n− 1)(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n−2 .

Anise de suite jusqu’à pour i=n, on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n =(β − α− 1 + n) (β − α− 1 + n− 1)..............

....(β − α− 1 + n− (n− 1))(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n−n ,

donc :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n = (β − α + n− 1).......(β − α) (ψ(x)− ψ(a))β−α−1 ,
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{on peut justifier ce résultat par une démonstration par récurrence}

sachant que :

Γ(β − α + n) = Γ(β − α + n− 1 + 1)

= (β − α + n− 1) Γ(β − α + n− 1)

= (β − α + n− 1)(β − α + n− 2) Γ(β − α + n− 2)

= (β − α + n− 1)(β − α + n− 2)........(β − α + n− n) Γ(β − α + n− n)

= (β − α + n− 1)(β − α + n− 2).....(β − α) Γ(β − α) ,

donc :

(β − α + n− 1).......(β − α) =
Γ(β − α + n)

Γ(β − α)
,

alors :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1+n =

Γ(β − α + n)

Γ(β − α)
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1 , (4.1.12)

alors :

Dα
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))β−1 =

Γ(β)

Γ(β − α)
(ψ(x)− ψ(a))β−α−1 . (C.Q.F.D)

Exemple 4.1.3. Soit Re(α) > 0 , a = −∞ , λ ∈ C∗
+ :

Iαa,ψe
λψ(x) = λ−α eλψ(x) . (4.1.13)

Preuve :

Soit :

Iαa,ψe
λψ(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞
(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) eλψ(t) dt ,

on pose : τ = ψ(x)− ψ(t) ,

donc : t = x =⇒ τ = 0 / (t→ −∞) =⇒ (τ → +∞) ,

ψ(t) = ψ(x)− τ =⇒ ψ′(t) dt = −dτ ,

alors : Iαa,ψe
λψ(x) =

1

Γ(α)

∫ 0

+∞
τα−1 eλ(ψ(x)−τ) (−dτ) ,

Iαa,ψe
λψ(x) =

1

Γ(α)
eλψ(x)

∫ +∞

0

τα−1 e−λ τ dτ ,
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on pose : λ τ = y ,

donc : τ = 0 =⇒ y = 0 / (τ → +∞) =⇒ (y → +∞) , { car λ ∈ C∗
+ }

τ = y/λ =⇒ dτ = dy/λ ,

alors : Iαa,ψe
λψ(x) =

1

Γ(α)
eλψ(x)

∫ +∞

0

(y
λ

)α−1

e−y
dy

λ
,

Iαa,ψe
λψ(x) =

1

Γ(α)
eλψ(x) λ−α

∫ +∞

0

yα−1 e−y dy︸ ︷︷ ︸
Γ(α)

=⇒ Iαa,ψe
λψ(x) = λ−α eλψ(x) . (C.Q.F.D)

Remarque :

Question ; pour quoi on vu quand (t→ −∞) alors (τ → +∞) pour τ = ψ(x)− ψ(t) ??

Reponse ; pare ce que généralement le choix de la fonction ψ(t) est toujours tend vers −∞

pour t tend vers a ; ( ”a” élément infinie ) , par exemple ;

si ψ(t) = t ; cas de l’intégrale fractionnaire au sens de RL , (t→ −∞) alors (ψ(t) → −∞),

si ψ(t) = log(t) ; cas de l’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard , (t → 0+) alors

(ψ(t) → −∞),

et pour notre exemple pour la fonction f est une fonction exponentielle il faut que ψ(t) définit

sur ]−∞, x] ; monotone et croissante , (t→ −∞) alors (ψ(t) → −∞) . Pour qu’on puisse

calcule Iα−∞,ψ e
λψ(t) par la méthode qui on ait fait dans notre exemple .

Exemple 4.1.4. Soit Re(α) ≥ 0 (α 6= 0) , n = [Re(α)] + 1 , a = −∞ , λ ∈ C∗
+ :

Dα
a,ψe

λψ(x) = λα eλψ(x) . (4.1.14)

Preuve :

Soit :

Dα
a,ψe

λψ(x) =

Å
1

ψ′(x)
D

ãn
In−αa,ψ eλψ(x) ,

d’après (4.1.13), on obtient :

Dα
a,ψe

λψ(x) = λα−n
Å

1

ψ′(x)
D

ãn
eλψ(x)︸ ︷︷ ︸ ,

avec : D = d/dx .
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On pose :
Å

1

ψ′(x)
D

ãi
eλψ(x) , tels que : i = 1, 2, ....., n .

Pour i=1, on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã
eλψ(x) =

1

ψ′(x)
λ ψ′(x) eλψ(x) = λ eλψ(x) .

Pour i=2, on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã2
eλψ(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã
eλψ(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã
λ eλψ(x) ,Å

1

ψ′(x)

d

dx

ã2
eλψ(x) = λ2 eλψ(x) .

Anise de suite jusqu’à pour i=n, on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
eλψ(x) = λn eλψ(x) ,

{on peut justifiée cette résultat par une démonstration par récurrence}

alors :

Dα
a,ψe

λψ(x) = λα−n λn eλψ(x) = λα eλψ(x) . (C.Q.F.D)

Lemme 4.1.1. Soit Re(α) > 0 , f ∈ C0([a, b]) , ψ ∈ C1([a, b]) :

lim
x→a+

Iαa,ψf(x) = 0 . (4.1.15)

Preuve :

Soit :

∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t)f(t) dt

∣∣∣∣ {voir (4.1.1)}

≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

|(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t)| |f(t)| dt ,

sachant que la fonction ψ(x) est une fonction monotone croissante sur [a, b] ;( a<x<b) ,

alors : (ψ(x)− ψ(t)) > 0 pour ∀t ∈ [a, x], et ψ′(x) > 0 sur [a, b] ,

donc :

∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t) |f(t)| dt ,
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avec : |f(t)| ≤ sup
t∈[a,x]

|f(t)| , où M = sup
t∈[a,x]

|f(t)| ,

donc : ∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ M

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t) dt ,∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ M

Γ(α)

ï
− 1

α
(ψ(x)− ψ(t))α

òx
a

,∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ M

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α ,

donc :

0 ≤ lim
x→a+

∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ lim
x→a+

M

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α︸ ︷︷ ︸

0

=⇒ 0 ≤ lim
x→a+

∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ ≤ 0 =⇒ lim
x→a+

∣∣Iαa,ψf(x)∣∣ = 0 =⇒ lim
x→a+

Iαa,ψf(x) = 0 . (C.Q.F.D)

Lemme 4.1.2. Soit Re(α) > 0 , f ∈ C0([a, b]) , ψ ∈ C1([a, b]) :

lim
α→0+

Iαa,ψf(x) = f(x) . (4.1.16)

Preuve :

D’après (4.1.10) et pour β = 1, on obtient :

Iαa,ψ 1 =
1

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α

=⇒ lim
α→0+

Iαa,ψ 1 = lim
α→0+

1

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α ,

alors :

lim
α→0+

Iαa,ψ 1 = 1 . (4.1.17)

Soit :∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t)f(t)dt− f(x)
1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1ψ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)(f(t)− f(x)) dt

∣∣∣∣ ,
sachant que la fonction ψ(x) est une fonction monotone croissante sur [a, b] ;(a<x<b) ,

alors : (ψ(x)− ψ(t)) > 0 pour ∀t ∈ [a, x], et ψ′(x) > 0 sur [a, b],

donc : ∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)|f(t)− f(x)| dt ,
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sachant que f ∈ C0([a, b]) ie f est continue sur [a, b], alors :

∀ ϵ > 0 , ∃ δ > 0 , ∀ x, t ∈ [a, b] ; |t− x| < δ =⇒ |f(t)− f(x)| < ϵ

donc ; |t− x| < δ =⇒ −δ < t− x < δ =⇒ x− δ < t < x+ δ ,

alors :∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ x−δ

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)|f(t)− f(x)| dt︸ ︷︷ ︸
∆

+
1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)|f(t)− f(x)| dt︸ ︷︷ ︸

Ω

,

d’après la definition de la continuité de la fonction f on a ;

si t ∈ [x− δ, x] alors |f(t)− f(x)| < ϵ ,

donc :

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)|f(t)− f(x)| < (ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) ϵ

1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)|f(t)− f(x)| dt < 1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) ϵ dt

=⇒ Ω <
ϵ

Γ(α)

∫ x

x−δ
(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) dt

=⇒ Ω <
ϵ

Γ(α)

ï−1

α
(ψ(x)− ψ(t))α

òx
x−δ

=⇒ Ω <
ϵ

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(x− δ))α ,

alors :

lim
α→0+

Ω < lim
α→0+

ϵ

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(x− δ))α︸ ︷︷ ︸

1

=⇒ lim
α→0+

Ω < ϵ ,

alors :

lim
α→0+

Ω = 0 , (4.1.18)

d’autre part quand t ∈ [a, x− δ], on a :

|f(t)− f(x)| ≤ |f(t)|+ |f(x)| ,

avec : |f(t)| ≤
M︷ ︸︸ ︷

sup
t∈[a,x−δ]

|f(t)| , et on pose ; |f(x)| = A ,
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donc : |f(t)− f(x)| ≤ M + A︸ ︷︷ ︸
c

, tels que ; t ∈ [a, x− δ] ,

alors :

∆ ≤ c

Γ(α)

∫ x−δ

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) dt ,

∆ ≤ c

Γ(α)

ï−1

α
(ψ(x)− ψ(t))α

òx−δ
a

,

∆ ≤ c

Γ(α + 1)
((ψ(x)− ψ(a))α − (ψ(x)− ψ(x− δ))α) ,

donc :

lim
α→0+

∆ ≤ lim
α→0+

c

Γ(α + 1)

Ñ
(ψ(x)− ψ(a))α︸ ︷︷ ︸

1

− (ψ(x)− ψ(x− δ))α︸ ︷︷ ︸
1

é
︸ ︷︷ ︸

0

=⇒ 0 ≤ lim
α→0+

∆ ≤ 0 ,

alors :

lim
α→0+

∆ = 0 , (4.1.19)

sachant que :

∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ ≤ ∆+Ω ,

donc : lim
α→0+

∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ ≤ lim

α→0+
∆+ lim

α→0+
Ω ,

d’après (4.1.18) et (4.1.19) , on obtient :

0 ≤ lim
α→0+

∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ ≤ 0

=⇒ lim
α→0+

∣∣Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1
∣∣ = 0

=⇒ lim
α→0+

(
Iαa,ψf(x)− f(x)Iαa,ψ1

)
= 0

=⇒ lim
α→0+

Iαa,ψf(x) = f(x) lim
α→0+

Iαa,ψ1︸ ︷︷ ︸ ,
d’après (4.1.17), on obtient :

lim
α→0+

Iαa,ψf(x) = f(x) . (C.Q.F.D)
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Proposition 4.1.1. Soit Re(α) > 0 , Re(β) > 0 :

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) = Iα+βa,ψ f(x) . (4.1.20)

Preuve :

d’après (4.1.1), on a :

Iα+βa,ψ f(x) =
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+β−1 ψ′(t)f(t) dt ,

d’autre part on a :

Iβa,ψf(t) =
1

Γ(β)

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(s))β−1 ψ′(s)f(s) ds ......(σ),

donc :

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)Iβa,ψf(t) dt ,

d’après (σ), on obtient :

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)
1

Γ(β)

∫ t

a

(ψ(t)− ψ(s))β−1 ψ′(s)f(s) ds dt ,

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 (ψ(t)− ψ(s))β−1 ψ′(t) ψ′(s) f(s) ds dt ,

on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverser l’ordre d’intégration, on obtient :

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

∫ x

s
(ψ(x)− ψ(t))α−1 (ψ(t)− ψ(s))β−1 ψ′(t) ψ′(s) f(s) dt ds ,

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

ψ′(s) f(s)

∫ x

s

(ψ(x)− ψ(t))α−1 (ψ(t)− ψ(s))β−1 ψ′(t) dt︸ ︷︷ ︸
(χ)

ds ,

pour (χ) on fait la même procédure qui on a fait déjà dans le 1èr exemple de cette section ,

tels que a=s et on obtient :

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α) Γ(β)

∫ x

a

ψ′(s) f(s) (ψ(x)− ψ(s))α+β−1 Γ(α) Γ(β)

Γ(α + β)
ds ,

Iαa,ψI
β
a,ψf(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(s))α+β−1ψ′(s) f(s) ds = Iα+βa,ψ f(x) . (C.Q.F.D)

Proposition 4.1.2. Soit n− 1 < Re(α) < n tels que n ∈ N∗ :

Dα
a,ψI

α
a,ψf(x) = f(x) . (4.1.21)
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Preuve :

Soit :

Dα
a,ψI

α
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
In−αa,ψ Iαa,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ , {voir (4.1.4)}

d’après (4.1.20), on obtient :

Dα
a,ψI

α
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
Ina,ψf(x) .

La question est de savoir si c’est vraiment
Å

1

ψ′(x)

d

dx

ãn
Ina,ψf(x) = f(x) ,

donc on fait une démonstration par récurrence :

Soit :

∀n ≥ 1 :

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
Ina,ψf(x) = f(x) .................P (n) ,

on démontre par récurrence que P(n) est vraie .

Pour n=1 :

1

ψ′(x)

d

dx
I1a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ = 1

ψ′(x)

d

dx

1

Γ(1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))1−1 ψ′(t)f(t) dt , {voir (4.1.1)}

1

ψ′(x)

d

dx
I1a,ψf(x) =

1

ψ′(x)

d

dx

∫ x

a

ψ′(t)f(t) dt︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (2.1.14), on obtient :

1

ψ′(x)

d

dx
I1a,ψf(x) =

1

ψ′(x)
ψ′(x)f(x) ,

alors :

1

ψ′(x)

d

dx
I1a,ψf(x) = f(x) . (4.1.22)

On suppose que P(n) est vraie :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
Ina,ψf(x) = f(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn+1

In+1
a,ψ f(x) = f(x) ,
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soit : Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn+1

In+1
a,ψ f(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
Ina,ψ I

1
a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après l’hypothèse, on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn+1

In+1
a,ψ f(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã
I1a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.22) , on obtient :Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn+1

In+1
a,ψ f(x) = f(x) ,

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie, d’après

(4.1.6) on peut écrire comme suit :

Dn
a,ψI

n
a,ψf(x) = f(x) , (4.1.23)

donc (4.1.21) est bien vérifiée .

Proposition 4.1.3. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , Re(β) > Re(α) :

Dα
a,ψI

β
a,ψf(x) = Iβ−αa,ψ f(x) . (4.1.24)

Preuve :

Soit :

Dα
a,ψI

β
a,ψf(x) = Dn

a,ψ I
n−α
a,ψ Iβa,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ , Dn

a,ψ =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
, {voir (4.1.4) et (4.1.6)}

d’après (4.1.20), on obtient :

Dα
a,ψI

β
a,ψf(x) = Dn

a,ψI
n−α+β
a,ψ f(x) = Dn

a,ψ I
n+(β−α)
a,ψ f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

sachant que Re(β) > Re(α) donc Re(β)−Re(α) > 0 et n ≥ 1 , alors d’après (4.1.20)

, on obtient :

Dα
a,ψI

β
a,ψf(x) = Dn

a,ψI
n
a,ψ︸ ︷︷ ︸ Iβ−αa,ψ f(x) ,
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d’après (4.1.23), on obtient :

Dα
a,ψI

β
a,ψf(x) = Iβ−αa,ψ f(x) . (C.Q.F.D)

Remarque :

En particulier si α = n ∈ N, alors :

Dn
a,ψI

β
a,ψf(x) = Iβ−na,ψ f(x) , Dn

a,ψ =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
, (4.1.25)

sachant que : Re(β) > n .

Proposition 4.1.4. Soit f, ψ ∈ Cn([a, b]) tels que n ∈ N∗ , −∞ < a < b < +∞ :

Ina,ψD
n
a,ψf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j , (4.1.26)

sachant que :

Dj
a,ψf(a) ≡ lim

x→a
Dj
a,ψf(x) ,

avec : Dj
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãj
f(x) , j = 0, 1....., n− 1 .

Preuve :

Soit :

Re(α)>0 , f, ψ ∈ Cn([a, b]) tels que n ∈ N∗, −∞ < a < b < +∞ et d’après (4.1.1) on a :

Iαa,ψf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t)f(t) dt .

On fait une intégration par partie sur Iαa,ψf(x) :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

tels que :

d

dt
u = u′ = (ψ(x)− ψ(t))α−1 ψ′(t) =⇒ u =

−1

α
(ψ(x)− ψ(t))α ,

v = f(t) =⇒ v′ = f ′(t) =
d

dt
f(t) ,

alors :

Iαa,ψf(x) =
1

Γ(α)

ï−1

α
(ψ(x)− ψ(t))α f(t)

òx
a

− 1

Γ(α)

∫ x

a

−1

α
(ψ(x)− ψ(t))α f ′(t) dt ,

Iαa,ψf(x) =
1

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))αf(a) +

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α ψ′(t)

Å
f ′(t)

ψ′(t)

ã
︸ ︷︷ ︸ dt ,
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d’après (4.1.7), on obtient :

Iαa,ψf(x) =
f(a)

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α +

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α ψ′(t)D1
a,ψf(t) dt︸ ︷︷ ︸

d’après (4.1.1), on obtient :

Iαa,ψf(x) =
f(a)

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α + Iα+1

a,ψ D
1
a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ . (4.1.27)

On fait une autre intégration par partie sur Iα+1
a,ψ D

1
a,ψf(x) :

soit :

Iα+1
a,ψ D

1
a,ψf(x) =

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α ψ′(t)D1
a,ψf(t) dt ,

on mette :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

tels que :

d

dt
u = u′ = (ψ(x)− ψ(t))α ψ′(t) =⇒ u =

−1

α + 1
(ψ(x)− ψ(t))α+1 ,

v = D1
a,ψf(t) =⇒ v′ =

d

dt
D1
a,ψf(t) ,

alors :

Iα+1
a,ψ D

1
a,ψf(x) =

1

Γ(α + 2)

Åî
− (ψ(x)− ψ(t))α+1D1

a,ψf(t)
óx
a
+

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+1 d

dt
D1
a,ψf(t) dt

ã
=

1

Γ(α + 2)

Å
(ψ(x)− ψ(a))α+1 D1

a,ψf(a) +

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+1 ψ′(t)
1

ψ′(t)

d

dt
D1
a,ψf(t) dt

ã
,

sachant que :

D1
a,ψf(a) ≡ lim

x→a
D1
a,ψf(x) ,

1

ψ′(t)

d

dt
= D1

a,ψ ,

Iα+1
a,ψ D

1
a,ψf(x) =

D1
a,ψf(a)

Γ(α + 2)
(ψ(x)− ψ(a))α+1 +

1

Γ(α + 2)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+1 ψ′(t)D2
a,ψf(t) dt︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.1), on obtient :

Iα+1
a,ψ D

1
a,ψf(x) =

D1
a,ψf(a)

Γ(α + 2)
(ψ(x)− ψ(a))α+1 + Iα+2

a,ψ D
2
a,ψf(x) , (4.1.28)
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si on remplace (4.1.28) dans (4.1.27), on obtient :

Iαa,ψf(x) =
f(a)

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α +

D1
a,ψf(a)

Γ(α + 2)
(ψ(x)− ψ(a))α+1 + Iα+2

a,ψ D
2
a,ψf(x) ,

ainsi de suite jusqu’à obtenue :

Iαa,ψf(x) =
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+na,ψ Dn

a,ψf(x) , (4.1.29)

sachant que :

Dj
a,ψf(a) ≡ lim

x→a
Dj
a,ψf(x) ,

avec : Dj
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãj
f(x) , j = 0, 1....., n− 1 .

Pour démontrer le résultat (4.1.29), on passe à la démonstration par récurrence :

Soit : Re(α) > 0 , ∀n ∈ N∗ et f, ψ ∈ Cn([a, b]) :

Iαa,ψf(x) =
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+na,ψ Dn

a,ψf(x) ...........P (n) .

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

Pour n=1 :

Iαa,ψf(x) =
D0
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + 0)
(ψ(x)− ψ(a))α+0 + Iα+1

a,ψ D
1
a,ψf(x) ,

avec : D0
a,ψf(a) = lim

x→a

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ã0
f(x) = lim

x→a
f(x) = f(a) ,

Iαa,ψf(x) =
f(a)

Γ(α + 1)
(ψ(x)− ψ(a))α + Iα+1

a,ψ D
1
a,ψf(x) ,

elle est vérifiée d’après (4.1.27) .

On suppose que P(n) est vraie :

Iαa,ψf(x) =
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+na,ψ Dn

a,ψf(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que f, ψ ∈ Cn+1([a, b]) :

Iαa,ψf(x) =
n∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+n+1

a,ψ Dn+1
a,ψ f(x) ,
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on fait une intégration par partie sur Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) :

soit :

Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) =

1

Γ(α + n)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+n−1ψ′(t)Dn
a,ψf(t) dt ,

tels que :∫
u′ v = u v −

∫
u v′ ,

d

dt
u = u′ = (ψ(x)− ψ(t))α+n−1 ψ′(t) =⇒ u =

−1

α + n
(ψ(x)− ψ(t))α+n ,

v = Dn
a,ψf(t) =⇒ v′ =

d

dt
Dn
a,ψf(t) ,

donc :

Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) =

1

Γ(α + n+ 1)

Å[
− (ψ(x)− ψ(t))α+nDn

a,ψf(t)
]x
a
+

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+n
d

dt
Dn
a,ψf(t) dt

ã
,

Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) =

Dn
a,ψf(a)

Γ(α + n+ 1)
(ψ(x)− ψ(a))α+n

+
1

Γ(α + n+ 1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+n ψ′(t)
1

ψ′(t)

d

dt︸ ︷︷ ︸
D1
a,ψ

Dn
a,ψf(t) dt ,

Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) =

Dn
a,ψf(a)

Γ(α + n+ 1)
(ψ(x)− ψ(a))α+n +

1

Γ(α + n+ 1)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))α+n ψ′(t)Dn+1
a,ψ f(t)dt︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.1), on obtient :

Iα+na,ψ Dn
a,ψf(x) =

Dn
a,ψf(a)

Γ(α + n+ 1)
(ψ(x)− ψ(a))α+n + Iα+n+1

a,ψ Dn+1
a,ψ f(x) ,

si on remplace cette résultat dans l’hypothèse, on obtient :

Iαa,ψf(x) =
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j +

Dn
a,ψf(a)

Γ(α + n+ 1)
(ψ(x)− ψ(a))α+n + Iα+n+1

a,ψ Dn+1
a,ψ f(x) ,

Iαa,ψf(x) =
n∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+n+1

a,ψ Dn+1
a,ψ f(x) ,

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’après le principe de récurrence P(n) est vraie, donc le

résultat (4.1.29) est bien vérifiée .
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On fait la limite quand α tend vers 0+ dans les deux cotée de (4.1.29), on obtient :

lim
α→0+

Iαa,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ = lim
α→0+

(
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(α + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))α+j + Iα+na,ψ Dn

a,ψf(x)

)
,

d’après (4.1.16), on obtient :

f(x) =
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(0 + 1 + j)
(ψ(x)− ψ(a))0+j + I0+na,ψ D

n
a,ψf(x) ,

Ina,ψD
n
a,ψf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j . (C.Q.F.D)

Proposition 4.1.5. Soit n− 1 < Re(α) < n , tels que n ∈ N∗ :

Dα
a,ψf(x) = 0 ⇐⇒ f(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n , (4.1.30)

avec cj ∈ R, (j=0,1,2,.........,n-1) ; des constantes arbitraires .

Preuve :

(=⇒) Dans le sens directe :

Soit :

Dα
a,ψf(x) = 0 =⇒ Dn

a,ψI
n−α
a,ψ f(x) = 0 , {voir (4.1.4)}

sachant que : Dn
a,ψ =

Ä
1

ψ′(x)
d
dx

än
,

on compose les deux cotés de l’équation par Ina,ψ :

Ina,ψD
n
a,ψI

n−α
a,ψ f(x) = Ina,ψ0︸︷︷︸

0

,

d’après (4.1.26), on obtient :

In−αa,ψ f(x)−
n−1∑
j=0

Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j = 0 ,

sachant que : Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(a) ≡ lim

x→a+
Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(x) ,

on pose :

cj =
1

Γ(j + 1)

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(x)

ò
, (4.1.31)
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alors :

In−αa,ψ f(x) =
n−1∑
j=0

cj (ψ(x)− ψ(a))j ,

on compose les deux cotés de l’équation par Dn−α
a,ψ :

Dn−α
a,ψ In−αa,ψ f(x)︸ ︷︷ ︸ = Dn−α

a,ψ

n−1∑
j=0

cj (ψ(x)− ψ(a))j ,

d’après (4.1.21), on obtient :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj D
n−α
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))j︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.11), on obtient

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n . (C.Q.F.D)

(⇐=) Dans le sens contraire :

Soit :

f(x) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n ,

on compose les deux cotés de l’équation par Dα
a,ψ :

Dα
a,ψf(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
Dα
a,ψ (ψ(x)− ψ(a))j+α−n︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.11), on obtient :

Dα
a,ψf(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)

Γ(j + α− n+ 1)

Γ(j + α− n+ 1− α)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n−α ,

Dα
a,ψf(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1− n)
(ψ(x)− ψ(a))j−n ,

sachant que ; 0 ≤ j ≤ n− 1 =⇒ 1− n ≤ j + 1− n ≤ 0 , pour n ≥ 1 ,

donc : (j+1-n)∈ Z−, alors ; Γ(j + 1− n) = ∞ =⇒ 1/Γ(j + 1− n) = 0 ,

alors : Dα
a,ψf(x) = 0 . (C.Q.F.D)
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Proposition 4.1.6. Soit n− 1 < Re(α) < n , tels que n ∈ N∗ :

Iαa,ψD
α
a,ψf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+α−n

Γ(j + 1 + α− n)

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(x)

ò
. (4.1.32)

Preuve :

Soit :

Dα
a,ψf(x) = Dα

a,ψI
α
a,ψ︸ ︷︷ ︸Dα

a,ψf(x) {c’est selon (4.1.21)}

=⇒ Dα
a,ψf(x)−Dα

a,ψI
α
a,ψD

α
a,ψf(x) = 0 =⇒ Dα

a,ψ(f(x)− Iαa,ψD
α
a,ψf(x)) = 0 ,

d’après (4.1.30), on obtient :

f(x)− Iαa,ψD
α
a,ψf(x) =

n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n ,

d’après (4.1.31), on obtient :

f(x)− Iαa,ψD
α
a,ψf(x) =

n−1∑
j=0

1

Γ(j + 1)

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(x)

ò
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)
(ψ(x)− ψ(a))j+α−n ,

Iαa,ψD
α
a,ψf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+α−n

Γ(j + 1 + α− n)

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

n−α
a,ψ f(x)

ò
. (C.Q.F.D)

Note :

La dérivée fractionnaire d’une fonction par rapport à une autre fonction qui on a vu dans

cette section c’est en sens de RL, en d’autre termes on appelle dérivée fractionnaire Psi-

RL . Dans la section suivante on verra la définition et quelques propriétés sur la dérivée

fractionnaire Psi-Caputo .
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4.2 La Dérivée Fractionnaire Psi-Caputo

Définition 4.2.1. Soit n− 1 < Re(α) < n tels que n ∈ N∗ , J = [a, b] un intervalle finie

ou infinie tels que −∞ ≤ a < b ≤ +∞ et f, ψ ∈ (Cn[a, b],R) deux fonctions tels que ψ(x)

une fonction monotone croissante sur J avec ψ′(x) 6= 0 pour ∀x ∈ J . On définit la dérivée

fractionnaire d’ordre α d’une fonction f par rapport à autre fonction ψ sur J (ou bien, la

dérivée fractionnaire ψ-Caputo ) par la fonction suivante :

CDα
a,ψf(x) = In−αa,ψ

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
f(x) , (4.2.1)

on pose : Dn
a,ψ =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
,

alors :

CDα
a,ψf(x) = In−αa,ψ Dn

a,ψf(x) . (4.2.2)

En d’autres termes, on a :

CDα
a,ψf(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(ψ(x)− ψ(t))n−α−1 ψ′(t) Dn
a,ψf(t) dt . (4.2.3)

Si α = n ∈ N :

CDα
a,ψf(x) = Dn

a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
f(x) . (4.2.4)

Remarque :

Si ψ(x) = x, donc (4.2.3) devient :

CDα
a,xf(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1

Å
d

dt

ãn
f(t) dt = CDα

a f(x) , (4.2.5)

( voir (2.3.2) ) .

Si ψ(x) = log(x), donc (4.2.3) devient :

CDα
a,log(x)f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(log(x)− log(t))n−α−1

Å
t
d

dt

ãn
f(t)

dt

t
= C−HDα

a f(x) (4.2.6)

(x>a>0) ,

( voir (3.2.2) ) .
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4.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire Psi-RL et la Dé-

rivée Fractionnaire Psi-Caputo

Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 , f, ψ ∈ Cn([a, b]) , −∞ < a < b < +∞ :

CDα
a,ψf(x) = Dα

a,ψf(x)−
n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1− α)
(ψ(x)− ψ(a))j−α . (4.2.7)

Preuve :

d’après (4.1.26), on obtient :

Ina,ψD
n
a,ψf(x) = f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j ,

on compose l’équation par In−αa,ψ et on obtient :

In−αa,ψ Ina,ψ︸ ︷︷ ︸
Ina,ψI

n−α
a,ψ

Dn
a,ψf(x) = In−αa,ψ

(
f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j

)
,

on compose l’équation par Dn
a,ψ et on obtient :

Dn
a,ψI

n
a,ψ︸ ︷︷ ︸ In−αa,ψ Dn

a,ψf(x) = Dn
a,ψI

n−α
a,ψ

(
f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j

)
,

d’après (4.1.23), on obtient :

In−αa,ψ Dn
a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ = Dn

a,ψI
n−α
a,ψ︸ ︷︷ ︸

(
f(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
(ψ(x)− ψ(a))j

)
,

d’après (4.1.4) dans la partie à gauche de l’équation et d’après (4.2.2) dans la partie à droite

de l’équation, on obtient :

Dα
a,ψf(x) =

CDα
a,ψf(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)
CDα

a,ψ (ψ(x)− ψ(a))j︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.11), on obtient :

Dα
a,ψf(x) =

CDα
a,ψf(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1− α)
(ψ(x)− ψ(a))j−α ,

Dα
a,ψf(x) =

CDα
a,ψf(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψf(a)

Γ(j + 1− α)
(ψ(x)− ψ(a))j−α . (C.Q.F.D)
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Proposition 4.2.1. Soit Re(α) > 0, n = [Re(α)]+1, f, ψ ∈ Cn([a, b]) ,−∞ < a < b < +∞ :

CDα
a,ψI

α
a,ψf(x) = f(x) . (4.2.8)

Preuve :

d’après (4.2.7), on obtient :

CDα
a,ψI

α
a,ψf(x) = Dα

a,ψI
α
a,ψf(x)−

n−1∑
j=0

Dj
a,ψI

α
a,ψf(a)

Γ(j + 1− α)
(ψ(x)− ψ(a))j−α ,

avec :

Dj
a,ψI

α
a,ψf(a) ≡ lim

x→a
Dj
a,ψI

α
a,ψf(x) ,

d’après (4.1.25) ; lim
x→a

Dj
a,ψI

α
a,ψf(x) = lim

x→a
Iα−ja,ψ f(x) ,

car Re(α) > n− 1 ≥ j ≥ 0 =⇒ Re(α) > j , pour 0 < j < n− 1 ,

d’après (4.1.15) ; lim
x→a

Iα−ja,ψ f(x) = 0 ,

donc : Dj
a,ψI

α
a,ψf(a) = 0 , pour j = 0, 1, ......, n− 1 ,

alors :

CDα
a,ψI

α
a,ψf(x) = Dα

a,ψI
α
a,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.21), on obtient :

CDα
a,ψI

α
a,ψf(x) = f(x) . (C.Q.F.D)
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4.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 4.3.1. La dérivée fractionnaire de Hilfer Dα,β
a de la fonction f ∈ Cn(a, b)

d’ordre α et de type β ; ( tels que n− 1 < Re(α) < n , n ∈ N∗ et 0 ≤ β ≤ 1 ), est définie

par :

Dα,β
a f(x) = Iβ(n−α)a

Å
d

dx

ãn
I(1−β)(n−α)a f(x) . (4.3.1)

Remarque :

Si β = 0 :

Dα,0
a f(x) =

Å
d

dx

ãn
I(n−α)a f(x) = RLDα

a f(x) , (4.3.2)

( voir (2.2.1) ) .

Si β = 1 :

Dα,1
a f(x) = I(n−α)a

Å
d

dx

ãn
f(x) = CDα

a f(x) , (4.3.3)

( voir (2.3.1) ) .
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4.4 La Dérivé Fractionnaire de Psi-Hilfer

Définition 4.4.1. Soit n − 1 < Re(α) < n tels que n ∈ N∗ , J = [a, b] un intervalle

finie ou infinie tels que −∞ ≤ a < b ≤ +∞ et f, ψ ∈ (Cn[a, b],R) deux fonctions tels

que ψ(x) une fonction monotone croissante sur J avec ψ′(x) 6= 0 pour ∀x ∈ J . La dérivé

fractionnaire de Ψ-Hilfer HDα,β
a,ψ(.) de fonction d’ordre α et de type β ( 0 ≤ β ≤ 1 ) définie

par :

HDα,β
a,ψf(x) = I

β(n−α)
a,ψ

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
I
(1−β)(n−α)
a,ψ f(x) . (4.4.1)

Remarques :

A) Si β = 0 :

HDα,0
a,ψf(x) =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
I
(n−α)
a,ψ f(x) = Dα

a,ψf(x) , (4.4.2)

( voir (4.1.4) ) .

Si β = 1 :

HDα,1
a,ψf(x) = I

(n−α)
a,ψ

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
f(x) = CDα

a,ψf(x) , (4.4.3)

( voir (4.2.1) ) .

B) Si ψ(x) = x, tels que x > a ≥ −∞ :

HDα,β
a,x f(x) = Iβ(n−α)a,x︸ ︷︷ ︸

Å
d

dx

ãn
I(1−β)(n−α)a,x︸ ︷︷ ︸ f(x) ,

d’après (4.1.2), on obtient :

HDα,β
a,x f(x) = Iβ(n−α)a

Å
d

dx

ãn
I(1−β)(n−α)a f(x) = Dα,β

a f(x) , (4.4.4)

( voir (4.3.1) ) .

C) On peut écrire (4.4.1) comme suit, tels que :

HDα,β
a,ψf(x) = I

β(n−α)
a,ψ

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
I
(1−β)(n−α)
a,ψ f(x) = I

β(n−α)
a,ψ

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
I
n−(α+β(n−α))
a,ψ f(x)︸ ︷︷ ︸
F

,

{ (1− β)(n− α) = n− α− β(n− α) = n− (α + β(n− α)) }
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sachant que : 0 ≤ β ≤ 1 ⇒ 0 ≤ β(n− α) ≤ n− α ⇒ α ≤ α + β(n− α) ≤ n

et n− 1 < α , donc : n− 1 < α + β(n− α) ≤ n ,

alors, on peut appliquée la definition de (4.1.4) sur F et on obtient :

HDα,β
a,ψf(x) = I

β(n−α)
a,ψ D

α+β(n−α)
a,ψ f(x) ,

on pose : β(n− α) = η , avec : 0 ≤ η ≤ n− α < 1 et n− 1 < α + η ≤ n, donc :

HDα,β
a,ψf(x) = Iηa,ψD

α+η
a,ψ f(x) , ( η = β(n− α) ) . (4.4.5)

Exemple 4.4.1. Soit Re(α) > 0 , n = [Re(α)] + 1 et 0 ≤ β ≤ 1 , Re(δ) > 0 :

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 =

Γ(δ)

Γ(δ − α)
(ψ(x)− ψ(a))δ−α−1 . (4.4.6)

Preuve :

Soit :

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 = Iηa,ψ Dα+η

a,ψ (ψ(x)− ψ(a))δ−1︸ ︷︷ ︸ , {voir (4.4.5) }

d’après (4.1.11), on obtient :

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 = Iηa,ψ

Γ(δ)

Γ(δ − α− η)
(ψ(x)− ψ(a))δ−α−η−1

=
Γ(δ)

Γ(δ − α− η)
Iηa,ψ (ψ(x)− ψ(a))δ−α−η−1︸ ︷︷ ︸ ,

d’après (4.1.10), on obtient :

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 =

Γ(δ)

Γ(δ − α− η)

Γ(δ − α− η)

Γ(η + δ − α− η)
(ψ(x)− ψ(a))δ−α−η−1+η ,

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 =

Γ(δ)

Γ(δ − α)
(ψ(x)− ψ(a))δ−α−1 . (C.Q.F.D)

Remarque :

d’après (4.1.11) et (4.4.6), on a :

HDα,β
a,ψ(ψ(x)− ψ(a))δ−1 = Dα

a,ψ (ψ(x)− ψ(a))δ−1 , (4.4.7)

pour β ∈ [0, 1] .
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Proposition 4.4.1. Soit f, ψ ∈ Cn([a, b]) , −∞ < a < b < +∞ , n − 1 < Re(α) < n

tels que n ∈ N∗ , 0 ≤ β ≤ 1 :

HDα,β
a,ψI

α
a,ψf(x) = f(x) . (4.4.8)

Preuve :

Soit :

HDα,β
a,ψI

α
a,ψf(x) = I

β(n−α)
a,ψ Dn

a,ψ I
n−α−β(n−α)
a,ψ Iαa,ψf(x)︸ ︷︷ ︸ ; Dn

a,ψ =

Å
1

ψ′(x)

d

dx

ãn
,

d’après (4.1.20), on obtient :

HDα,β
a,ψI

α
a,ψf(x) = I

β(n−α)
a,ψ Dn

a,ψI
n−β(n−α)
a,ψ f(x) = I

n−(n−β(n−α))
a,ψ Dn

a,ψ︸ ︷︷ ︸ In−β(n−α)a,ψ f(x) ,

sachant que : 0 ≤ β ≤ 1 ⇒ 0 ≤ β(n− α) ≤ n− α ⇒ α ≤ n− β(n− α) ≤ n

et n− 1 < α , donc : n− 1 < n− β(n− α) ≤ n ,

alors, on peut appliquée la definition de (4.2.2), on obtient :

HDα,β
a,ψI

α
a,ψf(x) =

CD
n−β(n−α)
a,ψ I

n−β(n−α)
a,ψ f(x) ,

d’après (4.2.8), on obtient :

HDα,β
a,ψI

α
a,ψf(x) = f(x) .

Proposition 4.4.2. Soit f, ψ ∈ Cn([a, b]) , −∞ < a < b < +∞ , n − 1 < Re(α) < n

tels que n ∈ N∗ , 0 ≤ β ≤ 1 :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψf(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+(β−1)(n−α)

Γ(j + 1 + (β − 1)(n− α))

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

(1−β)(n−α)
a,ψ f(x)

ò
(4.4.9)

Preuve :

Soit :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψf(x) = Iαa,ψI
η
a,ψ︸ ︷︷ ︸Dα+η

a,ψ f(x) , {voir (4.4.5)}

d’après (4.1.20), on obtient :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψf(x) = Iα+ηa,ψ Dα+η
a,ψ f(x)︸ ︷︷ ︸ ,

sachant que n− 1 < α + η ≤ n, donc d’après (4.1.32) on obtient :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψf(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+(α+η)−n

Γ(j + 1 + (α + η)− n)

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

n−(α+η)
a,ψ f(x)

ò
,
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avec : n− (α + η) = n− α− β(n− α) = (1− β)(n− α) ,

(α + η)− n = (β − 1)(n− α) ,

alors :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψf(x) = f(x)−
n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+(β−1)(n−α)

Γ(j + 1 + (β − 1)(n− α))

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

(1−β)(n−α)
a,ψ f(x)

ò
.

(C.Q.F.D)

Proposition 4.4.3. Soit f, g, ψ ∈ Cn([a, b]) , −∞ < a < b < +∞ , n− 1 < Re(α) < n

tels que n ∈ N∗ , 0 ≤ β ≤ 1 :

HDα,β
a,ψf(x) =

HDα,β
a,ψg(x) =⇒ f(x) = g(x) +

n−1∑
j=0

cj (ψ(x)− ψ(a))j+(β−1)(n−α) , (4.4.10)

avec : cj ∈ R , (j=0,1,2,.........,n-1) ; des constantes arbitraire .

Preuve :

(=⇒) Dans le sens directe :

Soit :

HDα,β
a,ψf(x) =

HDα,β
a,ψg(x) =⇒ HDα,β

a,ψ(f(x)− g(x)) = 0 ,

on compose l’équation par Iαa,ψ , on obtient :

Iαa,ψ
HDα,β

a,ψ(f(x)− g(x))︸ ︷︷ ︸ = Iαa,ψ0︸︷︷︸
0

,

d’après (4.4.9), on obtient :

(f(x)− g(x))−
n−1∑
j=0

(ψ(x)− ψ(a))j+(β−1)(n−α)

Γ(j + 1 + (β − 1)(n− α))

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

(1−β)(n−α)
a,ψ (f − g)(x)

ò
= 0 ,

on pose :

cj =
1

Γ(j + 1 + (β − 1)(n− α))

ï
lim
x→a+

Dj
a,ψI

(1−β)(n−α)
a,ψ (f − g)(x)

ò
, (4.4.11)

alors :

f(x) = g(x) +
n−1∑
j=0

cj (ψ(x)− ψ(a))j+(β−1)(n−α) . (C.Q.F.D)
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CONCLUSION

Dans ce mémoire , on a présenté plusieures types de dérivées fractionnaires :

� Dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville.

� Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

� Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard.

� Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard.

� Dérivée fractionnaire Psi-Riemann-Liouville.

� Dérivée fractionnaire Psi-Caputo.

� Dérivée fractionnaire au sens de Hilfer.

� Dérivée fractionnaire Psi-Hilfer.

ainsi que les relations les liant. Cette présentation n’est pas exhaustive vu qu’il existe d’autre

types de dérivations fractionnaires qui méritent d’être proposés comme thème pour d’autres

mémoires de Master.
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