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Réxumé

Résumé

Cwand wne lipgne darbre fonctionme au voisinage dune vitesse
dangereuse, elle est le siége dun phénoméne de résonance qui est. trés
souvent, destructeur, Pour éviter cc caractére dynamique génanl dans le
régime permanent, nous avens étudiés le comporiement vibratoire des

rotors en lorsion et en Hexion,

Abstract

When a line of trees functions m the vicinity of a dangerous speed. it is
the seat of the resonance phenomenon which is, very often, destructor. To
avoid this awkward dynamic character in the permanent mode, we smdied

the wbratory behavior of the rotors in torsion and flexion.
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Nomenclature

NOMENCLATURE

I Module d'Young

f Fréguence

F oy Force

G Module de cisaillement, centre de gravite
b4 Accélération de la pesanteur

/. Tenseur d'inerfie
! Ineriie diametrale

K Rigidiié

L. Longueur

M m Muosses
N Vitesse de rotation, nombre de degrés de liberte

0., 0. Amplitudes

) Section
¥ Bnergie cinetigue
L Energie de déformation

gl Travail virtuel des forces extérienres




Nomenclature

Facteurs des déplacements nodaux

Coefficient de poisson

Masse volumigue

Contrainie

Pulsation, fréequences

Vitesses de rofation

Matrice des masses

Matrice dos amoFtIESEmMents

Matrice dey ratdeurs

Arbre

Balourd

Critigue
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Inirodnction

INTRODUCTION

Les machines tournantes sont présentes dans de nombreux secteurs
d'activité. Elles sont trés diverses . compresseur, turbine, moteur davion.
pompes, alternateur. | et lorsqu'elles sont soumises a des sollicitations
dynamuques creces par des forces ou des deéplacements, 1l peut apparaitre
des phénomeénes wihratores le plus souvent prejudiciables. L'amplitude des
deplacements engendrés est souvent beaucoup plus mmportante que lors de
sollicitations  statiques ef les contraintes induites peuvent entrainer la
rupture, Afin d'éviter ces inconvénients, on ne se contente plus de renforcer
les parties de la structure les plus exposdes a wne degradation car le soua
actuel de compétitivitd pousse les constructeurs a lallépement tout en
amehorant les performances. 1l n'est donc plus possible dignorer les
phénomeénes wibratoires et 1l faut essayer de les prevorr pour dimensionner
les structures au stade du bureau d'études ou pour les madifier
Judicieusement s1 une fois construrtes elles ont des caractenstiques

dynamigues génantes,

Dans ce memotre on s'intéresse au comportement dynamique des
lignes d'arbre en forsion et en flexion, un rappel de notions fondamentales
les phénomeénes wibratores et quelgues defimhons nécessares  sont
ntroduts dans le premicr chapitre, le second chapitre conceme I'étude des
vibralions  en  torsion  considérées  solément  Clest-d-dire gu'elles  sont
dacouplées vis-a-vis des wibrations axiales et transversales, La dynamigue
des rotors en fleaon est effectuée dans troisiéme chapitre, deux méthodes
numériques; & méthode de  Ravicigh-Rirz  afin  de permettre un
developpement analylique mettant en @wvidence les phénomeénes de base et la
methode des élements fimis lorsquiil sagit de prévoir le comportement
vibratoire des machines réelles. dams les dewx demiers chapitres on tradtent
des apphcabons sur la tormon et la flexion respechvement et on termment

par une conclusion penérale suvie de deux annexes, et une bibliographie.
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Chapitre 1 = (rind raliic

I.1 Phénomeénes vibratoires

On dit quun enscmble mecanique est le siege de vibrations 5°1l est
animé de pelils mouvements au voisinage d’une position o Equilibre. Une
vibration est défine a l'ade dune ou de plusieurs fréquences; clle est

également caracténisée par son amplitude,

La wvibratton la plus simple peut étre tradute mathématiquement a
aide de la fonction sinusoidale Acos(wt+@); la fréquence f est le

nombre de fois que |2 phénomane se reproduit én une seconde

ou T st appelee période de la vibration; 'amplitude est la valeur
maximale /! prise par la fonction sinusoidale et @ est la pufsation de cetle

foncnon smusoidale.

De mamére genérals, les wibrations renconwées dans la prabgue ne
sont pas representables par ume seule fonction sinusoidale - souvent, ce sont
des sommes de plusiewrs fonctions de cc type ayant chacune une frequence
st une amplitude; ces fonctions sinusoidales sont les composanes de la

vibratton atudiee.

Le probléme des vibrations d'ensembles mécaniques complexes doit
ére rattacheé a certains schémas simplificateurs  le plus simple d'entre eux
est consttue d'une masse et d'un ressorl: la vibration de ce modele peut etre

libre ou forcée,

Si la wibraton est lbre, aucun apport dénergie n'est fourm a
I"ensemble mécanique au cours de son évolution, et la vibration résults de

perturbations mitiales telles que celles qui seront décrites dans les essais




Chapitre £

1.2

élémentaires. 81 ce modéle élémentaire n'est 'objet d'aucun amortissement,
la vibration est pénodique, ce qui constitue un schéma idéal de la realite
{I'échelle moléculaire des phénomeénes naturels en  fourmit  toutefors
quelgues  exemples) Dans la  plupart des ensembles mécamques
concréterment rencontrés. |'amortissement a pour effet une décroissance de
I"amplitude de la vibration qu tend, en un délai plus ou moins long, vers
une valeur nulle; de telles vibrations, qui disparaissent ainsi au bout d'un

certain temps, sont dites wihrations transitoires.

Par opposition aux wvibrations libres qui viennent d'étre défimies, les
vibrations forcées se répétent de mameére périodique par apport extérigur
d'une énergie gui se substitue dans 'ensemble mécamique a 'énergie
dhssipée par amortissement En général, la fréquence de la vibration forcce
est lice de maniére simple 4 la fréquence de distmbution de Penergie par le

FEsEnvolr exténeur.

Le plus souvant, les chocs ou foute autre excitation entrainent des
vibrations qui peuvent étre considérées comme parasites et quil ¥ a done
lizu d'éliminer ou de redmre de maniére § les rendre suppoertables ou non
dangereuses. Cette élimination ou cette reduction peut se faire soit a la
source méme des vibrafions. soit dans un envirormement plus ou moins
proche de cette source, le choix de 'emplacement du systéme antivibratoire

étant une guestion d’opportunite technologique.

Vibrations longitudinales d’une barre

prismatique

Le déplacement wix.r) de la section droite d'une barre prismatique
(fizure L1) qu a pour abscisse x a I'equilibre, est régl par I'équanon aux

dénvées partiellas

Crénéralitd

| o ]



Chapitre 1 ) _ {rendraliic

Scetion d'obseisse ¥ méme section
a I'équilibre en yibration

Hx

Figure L1 Barve prismatique : déplacement

&'n Fawu

e
) S+ B

A 2)

T.e matériau dont la barre est constituée a pour module de Young 11 el

pour masse spéctique volumique p

1.3 Vibrations de torsion d’une piéce

cylindrique

L'angle o« dont toume unc scction d'abscisse x au cours des
vibrations de torsion d'ume pigce cylindnque (figure L2) est une fonction

ce(x,r) donr les variations sont régi par |"equation aux derivées partielles -

-

Pl A A

— . (13)
o

dans laquelle (7 = est e modide de Cowdomb (cisailfement) et

B
2011 u)

w le coeflicient de Porsson du matériau dont est consttuée la barre,
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i

Figure 1.2 Torsion pure d'une poutre

1.4 Vibrations de flexion d’une barre

prismatique

Les vibratons de flexaon d’une barre prismatique sont ropresentees sur
la fisure L3 TL'équation aux dérivées partielles des ibrations
correspondantes est :

2 plat)  pS @yl

4 1 -
v 4 s R | ¥
ar’ Ef &

‘ barte on cquilibre
| M

4

barre en vibration de exion

Figure 1.3 Barre prismatique : vibration en flexion
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On cherche une solution de la forme © ¥(x.¢)= X {x)7(z). et I'on trouve

d:IﬁT aiil=, W)

dr- ' d’

@ i)f x)
Fixg J

Dans beaucoup de questons, on se contente de Teprésenier un systeme
conlinu par une équation pendulaire, ce qui permet déja d'en déterminer la
pulsation propre fondamentale (méihode de Ruyleigh) Ce resultat n'esl
quapproché, mas permet d'obtenir rapidement une solution simple ef

justilie les développements effectucs. [6] et [9]

1.4 Excitations permanentes

T est bon de rappeler I'évidence suivant laquelle, si un systeme recl
vibre de maniére permansnte, c'est quil est excité. Nous nous mteressons
dans ce paragraphe. aux excitarions permuanenies dont la vanaton au cours
du temps est périodique Par rapport a la partie de l'installation modéhsee.
ces excitations sont extérieures et elles doivent apporter de mamére
périodique une quantité d'énerme mecanique qui sera, dans le méme temps.
transformée en chaleur par les phénomenes dissipatifs. Ces dermiers soni

toujours présants dans la réalité, aussi fables sowent-ils,

Pur un modéle lméaire, toute excitation peul donc étre repreésentée apr
une  somme dexcitations sinusoidales élémentarres ou  harmoniques.

Chacune delle, note /7, est définic par sa pulsation Q. son amplitude €,

et, sa phase ¢, mesuree par rapport & une origine des temps donnee
Elle s'scrit sous al forme :

Bl el wdh Jiuiammmosmraanisimssmesseais o )

@ ) g ]
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avee {2, — L2
O (raet 5] vitesse de rolation du rotor,
if Ordre de [harmomque.

Parmi ces trois caractenstiquss, la pulsation est de lom la plu
importante dans la pratique Il est assee lacile de lidentfier et sa wvaleur

sera definie dans chague cas aborde. [1]

1.4.1 Balourds

L'équilibrage  imparfait des rotors peut éire représente par ung
excentration du centre de grawvite ¢ d'un trongon de masse m . Cefte
excentrafion de valeur e est mesurée par rapport a laxe geomelrique de
revolution maténalisé en générale par la droite passant par les centres
siomeétrigque des deux liaisons supportant le rotor. Pour une witesse de
rotation A donnee, les effets d'mertie centrifuge s'appliquant en ; font
flechir le rolor. La combinmson de ces effets condunt a une excrtation

périodique duge au momeant du poids mg par rapport a l'axe de rolation.

Pignon désequilibre

{34 . projection de [o ligne
neulre du eotor détorme
4. vue en bout

b. perspective

Figure 1.4 Rotor Néchi sous |'effet d'un balourd

0




Chapitre f (renéralie

La fpure L4 représente, vue en bout. un rotor 4 axe horizontal, fléch
spus l'effot des forces d'imertie centrifuge s'appliquant au centre de gravie

{7 d'un pigmoen deséquihibre de masse .

1.4.2 Engrenage
L'engrénement dune roue  portant 2 dents et toumant a la witesse
Alr/mn) produit sur son axe une excitation en vibration de torsion dont
la pulsation fondamentale exprimdée en radian par seconde est telle que [1]
o

30

Fizure LS 1.eg engrenages

La transmission du couple par contact entre les demures s'effectus
avec un nombre de dente en prise qui n'est pas constant dans le temps, ce
qui entraine une excitabon dengrénement penodique 4 chaque changement
du nomhre de contacts. Les harmonique de ceite excitanon ont pour

pulsations €2 26} 302
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DYNAMIQUE DES ROTORS
EN TORSION



Chapitre H :  Dhymamique des rotas en tursion

L'objet de ¢e chapitre est V'étude des vibrations en forsion considerées
isolément, clest-a~dire qulelles sont découplées vis-a-vis des wvibranons

soaales ef transversales

11.1 La modélisation en torsion

La modélisation véomélrique est un aspect tres imporiant, en effet,
¢’est le point de deépart de nombreuses autres fonctions, tant au niveau des
études quau niveau de la fabrication, elle aussi delicate et doit éire abordée
avec rigueur et méthode. L'article qui suit a pour objectif la présentation les
différentes reples 4 mettre en ceuvre dans le but de modéliser en torsion une
mstallation complexe par un simple modele, consifue de disques
indéforinables placés aux extrémités de ressorts de torsion sans masse, (on

se limite sur les cas qui nous intéressent dans notre projet seulement).

11.1.1 Hypothéses

- Le systéme obéit a la loi de Hooke (les déformations sont

proportonnelles aux efforis).
- Seules les deformations de torsion sont prises en compta.
- Le systéme est conservatif.
- L'axe de rotanon est un axe de référenticl fixe

- les centres de pravité des disques appartiennent 4 I'axe de rotation.




Chapiire ff _ Chnamiane dex rotos sn torsion

I1.1.2 Principe de la modélisation en torsion

Une ligne d'arbre est constituée d'un ensemble de piéces en liaison,
soit entre elle -ligison rotor-rotor- soif, entre le bén et un rotor — laison
rotor-bdti -. On représente de maniére discréte la répartition réelle de la
raideur en torsion et de linertie par rapport a l'axe de rotanon. Le modele est
consiitné dune succession de disques ndéformables placés arx exirémivés
de ressorts de torsion sans masse, La ligne d'arbre est decoupee survant un
ensemble de trongons en nombre et taille adaptés en fonction de ce que I'on
cherche et, de la complexité de la gométrie des rotors. Pour chaque
tongon, on identifie sa rigidité forsiomnelle équivalente et son moment
d'mertie équivalent par rapport a laxe de rotation. Le modele de chaque
rotor est obtenu par assemblage des éléments precedents | une liaison Fotor-
rotor peut éwe représentée que par un ressort de torsion, son moment
dinertie étant nul. c'sst l'exemple d'un compact entre dewx roues dentees
élastiques (on suppose que le contact cst permanent). De maniere
symetrique, une rone denrée est remplacde par un disque dinertie seule, sa
rigidité en torsion &tant trés grande par rapport a celle des arbres.

La figure IL1 mone un exemple de modélisation dun réducteur en
supposant que les dentures des roues dentées sont souples. En ngueur. les
bagues intérieures des roulements sont aussi a mtégrer au niveau des
inerties. Leur influence sur la rigidité du trongon est & quantifier en fonction

de l'myustement prevu
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Ihmamigtie des rotos € larsico

Limisons supposges

infimiment rigides °

Modéle torsionnel
ramens & ung vilosse
de rotalion donnee

4 | J:_;
=

L N ERE!

lalsls

Figure IL1 ﬁl’]ﬂdﬂt d'un réductenr de vitesse pour l'étude
des vibrations de torsion

]

Trongons réels T'H’lﬁgﬂ;::;:;::fﬂiﬂ | Rigidjtétifsuiiﬂm::]mlu en
[ 2 E
- T, L. - Infinic ]
1, I/, Mon déforme
Liaison entrc denis Nul E;
Ty 1, Nen déformé
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Chaptire £] s, Dynamique des volos en forsion

11.1.3 Modélisation d'un trongon axisymétrique

cylindrique plein de diamétre constant

11.1.3.1 Représentation de la raideur répartie

Elle est prise en compte par un ressort de torsion sans masse dont la
nedite est calculée 4 partir des résultats de la résistance des maériaux qui
suppose que toute section reste plane aprés déformation Dang la mesure ou
aucun couple extéricur n'est appliqué en cours de frongon, le moment de
torsion M, dans le trongon est constant amnsi que Tlangle de torsion

ungtarre ¢ ona!

B G T L RO SPUOISSUUUIUIURRPPRPRR | | X §

ou M, 8 Sotns

(Pa) module de cisaillement (ransversal du matériau du frongon,

- rx () moment quadratique polaire de la section de diametre 1) par
=, O rapport & l'axe de rotation,

1. () longueur du trongor,

Angle de rotanon relatif entre les deux sectioms limitant le
trongon

La rigidité équivalente K, en Nm/rd secntdonc:

B (ot

Ko L

SR . .-

desorteque M, =K«

11




Chapitre 11 ) Prnamigtee des rodos en forsion

11.1.3.2 Représentation de I'inertie répartie

Linertic répartie du trongon est representée par deux  disques
indéformables identiques placés amx extrémités du ressort de torsion. Si

i {ﬁg r"nr"} est la masse volumique du trongon et Dim) son diametre

constant, ces inerties ponctuelles 7., exprimées en kgm® ou Nms®. se

calculent ainsi |
||r zx b {r
I = g o | VYOO OT SN 1 2 1 '
A B

11.1.3.3 Précautions a prendre dans la modélisation

[ nombre de trongons choisi doit permetire une representation
safisfaisante de linertic réelle réparne Un cntere pratique applicable
mmpose que la valeur moment dinerie  concentre obtenue pour chaque
trongon soit plus petite ou égale au plus pent moment d'inertie concentre
modélisé dans |'installation.

En outre, plus le nombre de nceuds de la déformée, module a prendre

en comple, est erand, plus la discrétisation sera fine.

11.1.3.4 Longueur équivalente d'un tron¢oen

La valeur numérique K (Nam/rd)de la ngdité torsionnelle dun
frongon peut s'exprimer comme la longueur £, (m) d'un trongon cylindrique
de diamétre D, (m) et do module de cisaillement wansversal (7, (Pa) qui

aurait une rigidité éeale. Cette longueur équivalente /. permet de controler

plus facilement les ordres de grandeur relanfs aux rigidités  trouvees
numénguement. Son calcul estmse etona:

6wl




Chapitre I = Dvnamigee des rotos en forsion

¥ ( 3 moment quadratique polaire de torsion de la section circulare
Wi T 32 m ) équiv&lentﬂ.

I1.1.4 Modélisation d'un troncon axisymétrique
cylindrique de diamétre constant avec al¢sage

centré

Par combinaison de sections comme le présente la figure 112, 1l est
possible de déterminer les caractéristiques cherchées en « retranchant »
linertie ou la rimdité de l'alésage a linertie ou la ngidité du trongon

cylindrique plen

J [ R — = _E.

e = ot

Figure 11.2 Caleul des caractéristiques d’un trongon alésé

[1.1.5 Modélisation d'un trong¢on axisymétrique

conique

IL1.5.1 Représentation de la raideur et I'inertie réparties

De maniere usuelle, la discrétisation d'un arbre conigue conduit a des
frongons dans 1a longueur / est chaisi pour que la variation relative entre les

diameétres limites ne dépasse pas 15% (soit D, /D, <1]15) (figure IL3).

13




Chaptire 1 e Phnamigue des rofos en forsion

La mgdité el UVinertie sont calculées en considérant le trongon

cylindrique de méme longueur et le diamétre moyen 1 = (D, + D, y2.

¥ R N

L

Figure 11.3 Géoméirie d'un trongon conigue

Remarque

M et possible de caleuler exactement la ngdité torsionnelle dun arbre
conique d'un arbre sans avorr la nécessilé de la découper en trongons. Si [

est sa longueur, 7. et /2, ses diamétres mimimal et maximal, on obtient -

1

J’ ! {-J"l-w L |f l ] . {II
=l R — G = T N L L L R lt;'
i G 3(D,-D.) \ B b

La rigidité est exprimée en terme de longueur équivalente [/ d'un
trengon d'arbre cylindrique de diamétre D, dont le module de cisaillement
transversal est (7, Toutes les longueurs sont exprimées en metre et les
modules de cisaillement en pascal

Par contre, la longueur du trongon considérs doit permettre  une

représentation satisfaisante de la répartition de l'mertie.

11.1.1.5 Modélisation des hélices

A cause du type de modélisation choisie, on ne peut pas prendre en

compte les vibrations éventuelles des pales. On suppose donc lhelice

L4



Chapiire I1 Dhvmamique des rofos én lorsion

indéformable.

L'hélice est discrétisée suivant une succession d'éléement dm dont la
masse est situge & une distance r constante de l'axe de rotation {(figure T1.4),
L'inertie élémentaire de chaque élément est donc r dm. L'mertie de I'helice

ost calculée en sommant la contribution de chacun de ces éléments. |1]

Figure 1.4 Méthode de calcul du moment d'inertie d'une hélice

11.2 Mise en eéquation
I1.2.1 Equations de mouvement

Dans la majorité des cas. le modéle final obtenu peut &tre represente
simplement comme l'assemblage de ressorts de torsion sans masse dont on
connait la fgidité K et la connectivite. Les extrémités de chacun deux sont
ligces & des disques dinertie indéformables dont on a identfic le moment
dinertic 1. Le paramétrage caraclérise la position et la vitesse angulaire de
chaque disque du modéle. A partir des espressions de I'trerpne cinétique et
de la fonction de la force scrites en fonction des paramétres de vitesse el de

déplacement indépendants, le formalisme de Lagrange permet dobtenir le

15



Chaprire . [namigue des roluy en tarsion

systeme différentiel représentant les vibrations libres de torsion.

Pour illustrer le propos, on se place dans le cas d'un modele non

ramifié composé de n disques (figure IL3).

II l- Ij II i -I'j I'I ln ]n
Kl K‘\ KI RI i Kn-'l I
Parameires o) i 51 LN i, L T i i,

di position

Figure 11.5 Modéle torsionnel générique d'une ligne d*arbre

L'éneryie cinétique [~ et la fonction de force U s'écnvent !

| .
f#~=';§if4if._”_"_“””m"m_m"”_.W“m_m“_“..” (IL6)
] =l 'I
U =_§EK.'([I| _am)z B T T { [y

L'¢quation différentiells obtenue pour les parametres e, . d, est:

Fapr N AR ArT
I Y | | . )

di\ Oa, | 6a; Ouw
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Chapitee 17

Ihnamigue des rotas en torsion

f‘&J_Kr |£I1 +(Kl_|+K[hg_Kral—1:D
Sit=n

.Iruf?." — K’n Iu.r. i +K:n-!a..'1 = {'l'

|'éeriture du systéme dilférentiel sous forme matneielle conduit a

Ml [ floe) =0 s ssasuiiiaisise (59)

avec
fei} vecteur des accélérations i, .
|} vecteur des déplacements a,

[af ] matrice de masse diagonale (figure 11.6),

[&] matrice de rigidite symétmgue (ligure 1L7).

17



Chapire 11 Dhyncimigie des rodos en forsion

[

BRERE

K i, ‘
r '
=k K+¥, | =K L
_K: K—_KJ _K'l- E [

|

o

B
T
e
m

Figure 11.6 — structure de la matrice de rigidité du modéle de la figure 115

Remarque

Dans la mesure ou modsle est ramifié, la démarche de mse en
squations reste identique. La matrice de rigidite [K ] obtenue n'est plus

tridiagonale mais, dans tous les cas, elle reste symétrique.

18



Chapitre 11 Dyvramique des rofos en farsion

11.2.2 Résolution numérique du systéme aux

valeurs propres

On cherchent des solutions non identiquement nulles représentant &
partir des conditions initiales domnées les vibrations possibles des disques
du modéle soumis a aucune excitation exteneure permanente. Ces solutions

sont de la forme
b= abeos @t 1o (TL1O)

tw (rad ! s) Pulsation du mouvement libre.

En msérant ces solutions (IL10) dans le systéme différennel (IL9), on

obtient le svstéme aux valeurs propres suivant |
= D P e IR HEE=0 oo o e i ()

Les solutions obtenues délinissent les pulsations propres @, telles que :

det(K]-wi[M)=0 o L1Z)

Pour chaque pulsation propree,, le vecteur propre associé {®, jest

déterming. 11 est solution du systéme linéaire .

(Cao M [KDIR, ) 0 s (1L12)
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hapiire 1 . Ihmamigue dey rotos en torsion

Remarque

La premiére pulsation propre trouvée est nulle. car elle correspond au
mouvement de rotation de corps solide pour lcs rotors composant la ligne
darbre. [1]
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Chapitre 1  Ihnamigue des rotes en flexion

Pour prédire correctement le comportement vibratoire en flexaon, nous
avons utilisé deux méthodes numériques @ la méthode de Rapleigh-Hitz afin
de permettre un  developpement analybque mettant en  évidence les
phénomenes de base et la méthode des éléments fimis lorsquil s'agit de

prévorr le comportement dynamiquea des machines réelles.

III.1 Détermination des caractéristiques des
elements de rotor

Tes édléments de base dun rotor sont - disque, arbre et palier Te
balourd qui ne peul pas tre complétement éwvite dort aussi étre pris en
compte. T.es expressions de |'énergie cinetique sont necessaires pour
caracténiser disque, arbre ef balourd. L'energie de deformation est nécessaire
pour caractériser l'arbre. L'expression du travail wvirtuel des forces dues aux
paliers permet de déterminer les forces pénéralisées. les eéquations
genérales du mouvement d'un rotor sont oblenues a  partir des etapes

sLIvVantes

o L'énergie andtigue 1, Vénergie de déformation UV et le travail virtuel
dey forces extérienres S W sont calculds pour tous les éléments du

systeme |

o Les éguations de Lagrange som appliquées sous la forme suwvante -
d{ar & au
V‘ |~ By, s QL)
,_E}II.' 7 ﬂq; EEI.' I

ou N(l=7<N) est le nombre de degrds de hberté, g, sont les

%)
coordonnées sénéralisées et ot | J - par rapport aux temps,
L
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Chapitre HT

Dhmamigue des redoy en flexiva

« Deux méthodes numenques sont choisies | la méthode de Rayleigh-Ritz
pour mettrs en evidence les phénomenes cu la méthode des éléments

Sfinis pour les applications mdustnielles |

HI.1.1 Disque

Le disque est supposé rigide ef donc caracténsé par son E&nergie
cmétique. R, (X¥Z)est un repere galilden et R{xyz) un repére fixé au
disque (figure 1111} Le systéme de coordonnées XYZ par lintermédiaire
des angles ., @, ¢ Pour détermmer la posihon du disque, on toumne
nitialement d'un angle y autour de l'axe £ . puis dun angle # autour du
nowvel axe x. noté x : enfin dun angle ¢ autour de l'axe de rotation
propre du disque p  Le vecteur de rolation instantanée traduisant la position

du repére oz est:

Oy =2 Ei‘rl = ROy ! i PR e R U e Rt | 174

ou Z, x et y sont les vecteurs unilaires des axes E e, Oy
I'énergie cinétique du disque correspondant a son mouvement autour du
centre de masse () est caleulsz en utilisant le repére #. Dans ce repere, le

vacteur rotation nstantanée est |

Pr;r: —yrcos@sin ¢ + 6 cos ¢
BFig =@, | = p+irsin ¢ I ] | P
o, i cos @eos ¢ + Osin @

22



Chapifre IH

Prngmiyne des rofos en exion

Figure 1111 Repére de référence du disque sur 'arbre Mexible

Soient u et w les coordonneées swvant X, 7 de O dans i1, la
coordonnée suivant Y esi constante. Par ailleurs, la masse du disque est
M, et son tensenr d'inertie en (), comme xpz sont les directions

principales d'inertie, a comme expression

I, 0 0O

L=l 0 I, 0 SR 11 '3
0 0 1,

L'expression pénérale de Vénergie cmétigue dn disque s'écnt alors

ey | P 1 ] - o =

i =EM__,{u' ru-')+E{I¢fa; Ll Rl oot (LS

et peut étre simplifide car le disque est symétrique (7, =1,.) ; les
angles @ et v petits et la vitesse angulaire constante l:gi = ﬂ} L'équation

(1115} devient alors

]
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Chapitre 111

Dhvnamigne des rotos en flexion

|

E —%Adu,.{:}: w?) ;Iﬂ_ E:':"+qr}:)+%fil.{ﬂ“' L 20058) . (TIL6)

I . ; , ;
ou le terme —7,0Q° . qui est constant, na pas d'influence sur les

équations du mouvement et teprésente I'énergie cmétique du disque
tournant 4 la vitesse (). dans le cas ol mous les autres déplacements sont

nuls. Le dernier terme, /, C2if représente l'effet gyroscopique, (Conolis).

IM.1.2 Arbre

L'arbre est representé par une poutre de section circulare, il est

caractérise par ['énergie de cinétique et 'énergie de déformation,

111.1.2.1 Energie cinétique

La formulation générale de l'énerme cmétique de larbre est wme
extension de celle du disque (IL6). Pour un élément de longueur L, de

section droite constante, l'expression de 1'énergie cinétique est ©
8 plaps Von ; Lfm " 1 [
7, -’“TJ [FRRRTE) T f;j’ (" +0° Wy + plLe2 + 210 Gy ..o (MLT)

Qi p est la masse par unité de volume, & est lawre de la section

droite de la poutre et 7 le moment dinertie diamémal.

La premiére intéprale de (TIL7) est l'expression classique d'une poutre
de flexion ; la seconde intéprale correspond a l'effet secondaire dinertie de
rolation (poutre de Timoshenko) | le terme /€2 est constant et a une

contnbution nulle dans les équations du mouvement, enfin la demiere

intéorale représente P'effet gyroscopique.

24



Chapitre HI . Dvnamigue des rotos en flexion

111.1.2.2 Energie de déformation

Te point ¢ est le centre géometngue de la poutre, B(x,z) est un point
de la section drotte (figure TIL2), £ est le module d'Young, £ et o sont
les déformations ef les contraintes, #~ et w  soni les déplacements du
centre géométrique par rapporl aux axss x, z. Si les termes du szcond

ordra ne sont pas pris en compte. la déformation longitudinale du point 3

s'dcnt ;
& G
gt il Lo i (I
&y o’
Z,
K o
ot
"
X
5 i
Hq
X
Figure 111.2 Section droite de I'arbre
1.'¢nereie de déformation a comme expression
] 1 I
e [ R e L)

=

1« ( » est le symbole matriciel de transposimon.

L4 relation entre contraintes et délormations est




{ hapitre [T

T | P e T P RE OVM RSt | J | 8 L1

Alors
e fir -
rd_giafh.”.HMMNMWNMmmmwmmmwmmmmﬂnin

Compte tenu de (111.8) I'énergie de déformation s'écnt:

i [ - E F: Y
1, = FI [ L RN A PR (|
ZAnAE T gy avs o)

| ay

et «rr?-u+\q . E;Iﬁ"\'l A Prw
e 91k Jﬂ'“ | 42— diSdy | (TIL13)
e \ ¥ B |

Par suite de la symémie de la section d'intéprale correspondant au

trojsiéme terme de (111.13) est nulle. Fn introduisant les inerties diamétrales

de la section droite par rapporta x et 2 ona.

1 = j' 2B s s

et 'énergie de déformation a donc comme expression

Bl a5y CatwY
U, == [ L | #h| 5 | i (H1L16)
2l g oy’

Pour evite des tenmes périodiques, exphcitement en fonction du temps,

Dhnamigne des ratas en lexion
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Chapitre 1T Dvnamique des rotos en {lexion

il esi nécessaire compte tenu des propriétes des pabers (§ HL1LJ3),
dexprimer I'énergie de déformation en fonction de w et w composantes du

déplacement dans K, Lepassagede u, w a n', w' sécrit (figure H1L.2)

#' oS U —WSINEY s (THLLT)

1 0.0 T R T s 4 L UUOOPROPRPR I 1 1 °. }

L'équation (ITL16) devient alors

) F 51 5 o Fie i g
O 3] i U T

U, =] | 1. cosu T —sin 1w smeu s cosqu | |dy (111.19)
N R iy & ) { e o’

Finalement, pour l¢ cas le plus courant d'un arbre symetngqus (ou

1 =1, =1.), V'énergie de déformation sécrl

> | - -':_2 i T |
. = ﬁfjf|[" e ‘j] I | || ¥
4% ; Lo 1

I11.1.2 Palier

Les caractéristiques de raideur et damortissement sont  supposees
connues. Le pavail virmwel & W des forees extenieures agssant sur ['arbre

se met sous la forme (ligure ML3)

SW=rhk uSu—k wEu—h wdw-k udw—c,uid u—c wou
— W W—C_ 1 W e e (HL2T)

ou sous une forme plus compacts -
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Dvnamigue des rotos en flexion

CURL R L% TS (e M e e e P R e R SR § | | Bt

Figure T11.3 Amortissement et raideur d'un palier

F, et K, sont les composantes de la force geéndralisée et s'expriment

sous la forme matncelle suvante |

'—F:.-__ | k. k. [[u 3 [ L'n_|.i':‘-‘ (111.23)
kg koW lew el fw] e B

S

Frequemment en particulier dans le cas de palier hydrodynamique :

A 2k .c, #c..etk_ =k, ¢, #c,.

111.1.4 Balourd

Le balourd (figure IT1.4) est di 4 une masse m, située a la distance J
du centre géométrique de l'arbre et son énermie cinétique doit étre calculée
[.a masse reste dans un plan perpendiculaire a l'axc y ¢t sa coordonnee

selon l'axe v est constante.
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| X 7] O

Figure 1114 Balourd

Dans le repére R, les coordonnees de la masse sont ©

t +of s LY
OoD=| Cie s smes i e o TRERY
wod cos G

d'on la vitesse |

e i+ dQcos U
s D 0 B e e { {17

elt . :
W+ dﬂﬂlnﬂ.“

et I'énergie cinétigue

L PR : ;=
= ?*‘(‘ +H0°+ Qd + 20 uusﬂ.‘—lﬂ}ﬂrsmfh} e (111.26)

Le torme m Q%@ /2 est constanl et donc sans influence sur les
équanons du mouvement La masse my, es! sans commune mesure avec

cellz du rotor, alers I'énergie cinétigue peut se mettre sous la forme |




Chapitre 1If i Dhonamigue des rofos en flexion

1 = m, Qul (i 05 QU WS ovocovviemviviin s meecmrecsnrne (HL2T)

L'application des équations de Lagrange fournit la force toumante dus
au balourd,

111.2 La méthode de Rayleigh-Ritz

Elle est wilisée pour réduire le nombre de degrés de hbere # du
cystéme, of permet de déterminer simplement une valeur approchée de la
plus basse fréquence de résonance dun systeme avec une precision

satsfalisante

Le principe de la méthode et le swvant : & partir dune hypothese
raisonnable sur les déplacements des points du systéme (vénfiant
cssenticllement les condifions de la cinematique), on dédut une expression
de lénersie cinétique et de I'énergie potentielle. L'application des equations

de Tagrange conduit alors aux équations du mouvement. [6]

I11.3 La méthode des éléments finis

la détermmation du comportement stahque ou  dynamiqus  de
structures réalles ne peut seffectuer que numériquemen! & cause de la
complicité des géométries et de certaines conditions aux limites. Dans ce
cas la méthode des éléments fims est trés utilisée, est également efficace en

dynamigue des rotors.

111.3.1 Modélisation par éléments finis

- T est nécessaire de définir les éléments finis permettant de modéliser
les rotors © disques, arbres, paliers et de représenter les forces exténeures, 2n

- particulier celles dues aux balourds.
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Chapitre 11T

111.3.1.1 Disque

Chaque neeud posséde quatre degres de hiberté © deux déplacements |

v, suivant X et Z, et deux pentes @ et y autour de X et Z. Le vecteur

{ﬂi] des déplacements nodaux du centre du disque est :
I "application des équations de Lagrange a 'expression (IIL6) .

drary ar

'\ 6s5) @

M, 0 0 O] D6 0 0
: 0y  (111.29)
0 M, 0 0w e LR
= . + o
o 0 4, 0|8 00 0 —7,|8
6 0 0 I|w 0o 1, 0 |w

la premigre matnice est la matnee de masse et la seconde la matrice

SVIDSCOPIGUE.

111.3.1.2 Arbre

L'arbre est modélisé par des éléments de poutre de secton circulare
constante  ['8lément fini classique utilise a 2 neuds et 4 degrés de liberg
par necuds  les matrices ¢lementaires ont donc 8 degrés de liberte. Les

relations pentes-déplacements sont -

oy

B= e (1130)
oY

P o T e S s AR )
&

Evnamigue des rofes en flexion

31



Chapiive T _ . Dhnamriauee des rotos en fexion
zln
i

| = ﬂ'_*

oy
R

/ o ou

1) W D'}_,

X
Figure ITLS Deszrés de liberté

et le vecteur des déplacements nodaux est ;

{6} = fu w8 0 e W B

RO ;1 | P 4

De plus, on défint les vecteurs & u, 4 w tels que .

{&":z{“|-§”|-”:~'¥’:}r e

() =16 w.,0. ) ...

RSN i1 | =%

s (FEAS)

« Fonction de forme et les matrices élémentaires

On va présenter les fonctions de forme et les matrices élémentaires

pour les différents éléments finis (barres) utilisés dans notre projet.
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Chapitre TIT  Dhmamigune des rotes en Jexion

| 2 3 i
M, -M, T 7,
l 3l i 1) ({E :
f."r"'f-\. =1 II'\ lj_;l _H-‘:fa
i), Labre-Encasirde b} Encastrés-lingasirée c). Encasirée-Libre

Figure ITL8 Les différents éléments finis (barres)

a). Elément finis (barre libre-encastrée)

Comme il v a quatre déplacements nodaux par plan la fonction de

déplacement choisie pour woest

w(y)— ey +apray’ @y e (11138)
of la pente a comme expression -

oy)= II"'”:_:_1—'}=.:r_. T IR RPN | | | ..

Copediiions awx limites

¥»=0

w(0) - a, =w,

Newwd Lf"nff.[ﬂ‘_i:ﬂ:? d>wly) 0
) dy

=i, =0




Chapitre I

Prmamiagice des ratos en fexion

y=L
Neewd 22 wll)= i, 4 el +a, Dral =w,
#{l)= e, +2a,L+3a L’ =6.

Dot w{y)=

N, E_y]w] +N., {_}}9 + N, [_J;}A-: + Ny [}*]6‘2 - N :{_}'}’f W

AVEC
3y '
a'ill'r'\' LI == ___‘l x oy
( } 2L 25
E”'ﬂlﬂt},}_ﬂ
- ir ¥
Nolyl=—————
‘(’!} L 2E
3
,:"l,I' Pl=—-=—+4 =
A7) e
w— N
_Nﬂrl N2
| N
0.8 ™~ N4
1.6 \
04 4
[ L)
f ; -~ SR
HW 0.3 {4 L5 0K I 2
14
J

Figure 1119 Les fonctions d'interpolation pour un élément [imis
{barre libre-encastrée)

N:(J'}

s FE A i |-1 ! )
Bo1 W O LR A I O 111 )
35 2 2b 3f 2 2
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Chapitre I B i Dhvniamiquie des rofos en flexion

De la méme facon on ohtient |

3 /] _|':' 3 2 _-.‘ i
U ) T [ e R, . L O OV
B T T T

ou N (y) et N.(y) sont les fonctions de forme dune poutre en

flaxion {libre-encastréea),

Liénergic cinétigue est obtenue a partir de l'expression (IL7) qu
donne :

_[5 al ﬂzj %[a il o o) ‘ﬂf |5 1i-]-.afl

I = f;.‘.' [ s afwiwfs al+ fo v} win.lo iy + f f

dN| dN,
dy  dy

2000 [5 i} [ whtrer gl .o s (EOREE)

el en substituant (W1.37) ot (11138) ansi que leurs deénivées dans
(IT1.39) on abouttt a la forme compacte :

T =%[5 a] M [o |+ %[5 wiar, [s w]ﬂi[a el a]+%b‘ wlae [o i
+1515 b M |5 w]e e’ e (1040)

ou les matrices [Af.] et [M.] sont les matnces classiques de masse.
[v7,] et [Mm,] représentent Ieffet secondaire dinertie de rotation de la
sechon par rapport a un diamétre et [M.J] Teffet pyroscopique. Le demier
terme qui est une constante a une contribumion nulle lors de Tapplication des

equations de Lagrange a (II1.40) ; alors -




Chapitre 11

d(ar, aT,
di\ 08, o

on 0] et [ar,] sont déduites respectivement de [M. |, [M,] et [M,].

Dhvramivue des rotos en fexron

(] M DR (LA

[8,] ou [C] vient de [As.] Les matrices sont .

0 -6 0 0 0

‘ 6 0 00 6

¢ 0 00 0

Q 0 0 00 0

€] %'l 0 6 00 0
-6 0 00 &

L 6 0 0 -7

{n A

6 0 0 0 -6

g 6 0 0 0

0 0 00 0
D000 o0

In, )= f: 6 0 00 6
D -6 0 0 O

0 L 00 0

L 0 00 L

T 99 0 0

| B 99 0

0 0 0

[M]:ﬂﬁ;g: 0 0 0
470 585 0 fl

0 583 0

|0 1654 0

165 0 0

e S e N e Y o IR s R e [ e

- S S v T = 1

= B

SRS

204

{
36l

= T
0 -4
o 0|
o i
R oo (IHEAZ)
& SN 9
G -IF
' 0
0 7
L0
00|
0 0|
g H R 11 i
-L 0
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Chaptre 111 = Dyviramigue des rofos en flexion

Llénervie de déformation est obtenue a partir de l'expression (20) qui
donne !

v, =2 [s }" i “’N Yl ulefo wf LA wJufv e (45)

Aprés intégration, on a sous une forme compacte |

[ =%[5 ul K [5 u]+%r‘.}' whK [5w] o (M6

ot [K ] et [K, ] sont les matrices classiques de raideur,

T est fréeguemment nécessaire de prendre en compte Feffet de

cisaillement qui est caractérisé par la quantite

L NI | ¢ i
TGS, L

ou & le module de cisaillement est

s B e oy TN

v le coefficient de Poisson et §, = 5 . la section reduite.

Laffet de cisaillement modifie évidement la matrice classique qui peut
étre transformée pour nclure aussi le cisaillement. La matnee de raideur a

alors comme expression -
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Cheapitre IIT Dhvnamigue des rodos en flexion
{3 0 00 -3 0 0 -3
0 3 00 0 -3 3. 0
o 0o 00 0 0 0 0
Lo 0 00 0 0 0 0
el i (LAY
l+al®| 3 © 00 3 0 0 37
0 -3 00 0 3 -3 0
0 3L 0 0 0 3L Bral’ 0
-3 B B0 i ¢ 0 (3+all

Lorsque l'effet de cisallement n'est pas pris en compte, ¢ =10,

b). Eiément finis (barre encastrée -encastrée)

Comcditions ax limites |

y=1

Neewd 12 w{0) - a, —w,
No)=a, =6,
yF=1L

Newd 25 w(l)=o, el vald’ —al’ = w,
B(L)=a, +2a.L +3a,0’ =6,
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Chapitre I [vaamigue des rotos en flexion

w— NT
" Ny N2
'] N3
4 M4
(11
K|
et L{%5)

[I —— 1 S p— - e
s ) .2 0.4 e iR 1 L2
L4
o

Figure 1110 Les fonctions d'interpolation pour un élément finis
{barre encastrée -encasirée)

e _—i } j_i| (l“ﬂ]]

... (ITL.51)

0 -3 -3 0 0 36 -3, 0 |
136 0 0 -3L 3 0 0 -3
|3 o0 o —4* -3, o o P
gl b K 2 0 SR-R R (IM1.52)

0L 0 36 3L 0 o -36 3L n
36 0 0 3L 360 0 31
.0 0 I =3L 0 0 -4
0 3 -4 0 0 =3% 1 g




Chapitre 11 Dynamigue des rotus en flexon
| 36 O 0 -3L -36 0 ¢ —3I]
6 36 3L 0 g =36 3L O
0 3L 4L 0 8 =3 I B
[M:]:i,r 3£ 0 0 4L 3L U o - e (ULS2)
307! =36 © 0 3L 36 0 0 3L
0 36 —3L 0 0 3 -3 0
0 3L -I7 0 & =3L 4% 0
3, 0 0 -£ 3 0 0o 4 J
[ 156 0 0 -221L 54 0 0 130 |
0 156 221 0 0 s4 13, O
0 adt,. 41 0 4] 131, 3 O
lM]=£'E'— —22L 0 0 41> —=13L 0 0 =317 (ILS3)
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0 s4 131 0 0 15 -22L O
0 -131r. 3 0 0 221 A 0
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L (11L54)
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Chapitre 1]

¢ ). Elément finis (barre encastrée -libre)

Comaditions aux Iimites |

y=u

Neeue 1 wl0)=a, =w,
Bl0)=c. =8,
I1.? = I

wil)=a, +el+a 5 +a,l’ =w,

Neewd 2 frly)
e T ﬁL‘m —0
. ”—I}J‘ le=l
= 2a, + ol =10
— N
., oy N2
’I | N3
| N4
0.8
L&
(4 \\
0,2
| \\ L(%)
(il i e '
i [ 0.2 0.4 (6 0.8 1 1.2
>

Divaanmique des rotos en fleadon

Figure TIL11 Les fonctions d'interpolation pour un élément finis

(barre cncastrée -libre)

; . A " S PO 3
N.(y)= ]—J‘}—1+}—.;y—3" s 2 1 —Lﬁjﬂ‘ covorenee (ITLSS)
- 3 ar 2L 2T 2407 |
N (y)= -1—3']" G Y 5 g anse)
LE oS g ap gk apt
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Chapiive 11 - Ivnamigue des rotos en flexion

-6 L 0 0 6 00
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 hapnree 1 _ Dhnamigie des rotos en flexion

[ 3 0 0 -3 =3 P 0 4]
0 3 3L 0 3 00
0 3L [(B+ap’ 0 3L 0 0
K| =3L o 0 3eal® 3L 0 0 0O
K== (et v (1TL60)
(l+a)i| =3 0 0 31 30 00
0 3 =1L 0 0 3 00
00 0 0 ¢ 0 0 D)
00 0 0 ¢ 0 0 0]
111.3.1.3 Paliers

Les caractéristiques de raideur ot d'amortissement relient les forces aux
déplacements et vitesses, L'influence des pentes et des moments

habityellement neglipée et compte tenu de (11L23) on

r k. 0 k_ Olful e, 0 ¢ 0Offa)
o |Vﬂ 0 0 0\\w |7EI g 0 'DLI
T-H "k, 0 kL 0 n’_cr_r 0 c. 0w
£, 0 0 e L’} o o o0]#

(11L.61)

La premiére malrice est une malrice de raideur, La seconde une

matnee de d'amortissement visgueux

111.3.1.4 Balourds

L'expression générale de l'énergie cindtique due a un balourd est
donnée par l'équation (IIL27), l'application des cquations de Lagrange
donne :

N ar [ sin Q)
b bt 8 J — i, dO) RO . - -
di as ) 8o




Chapitre I Dhnamigue des rofos en flexion

aves {5}— bl e (TT163)

M1.3.1.4 Equations de mouvement

L'application des equations de Lagrange donne I'équation générale du

muyement ;

15+ [+ (KRS = ) oo, (11164)

ou Jo} est le vecteur contenant mamtenant tous les deplacements
nodaws, [M] est la matrice de masse symstrique, [C(€2)] est une matrice
non  symétrique, fonction de €2, incluant leffer gyroscopique
(anfisymémique). et les caractenstiques  d'amortissement des palicrs

frequemment non symetngue. If-'{r ‘,l] est le vecteur de forces.
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Clhapitre IV

DYNANMIQUE DES ROTORS
EN TORSION (APPLICATION)



Chapitre IV = )  Dhmamnigue des rodars en lorsion fApplicedion)

TV.1 Modélisation du turboréacteur en torsion

L'application des régles de la modéhsaton qu'on a wvue dans le
deuxieme chapitre afn de produre un modéle représentanl’ du
comportement forsiomnel de la hgme darbre du turbordacteuwr que l'on

souharte étudir, ¢'est bien L'objectif de cette ctape.

IV.1.1 Présentation du turboréacteur

La ligne darbre (figure IV.1), est celle dun petit turbordacteur
prototvpe  d'origine anglais, qu existe dans notre atelier de propulsion,
congu pour prelevement de puissance, 1l est compos2 de deux compresseurs,
le premier axial de deux étages, le deusiéme centrifuge, et dune turbine

axiale de dowx étapes aussi

Figure TV.]l Photos réelles de la ligne d'arbre du turboréacteur
prise dans |'atelier de propulsion




Chapiire 1 {Nnamigue des rotors en forsion (Application)

Nous présentons, sur la figure IV.4 un schema eclaté de notre moteur,

mpvec toutes les mesures necessaira,

Compresseur Compresseur Turbine
axaal centrifuge uxiale

| 1

(RA
L33
136

N\

Figure TV.2 Schéma veprésentatif de ligne d'arbre
avir tonles les mesnres nécessaires
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Chapitre fV = Divrnniipie des rotars en torvien (Application)

1V.1.2 Premiére ¢tape de modélisation en torsion
(Etape initiale)

Pusque les deux compresseurs sonl hiés & l'arbre dans un méme pomt,
dang une premiére etape de modelisanon on va les représenter par un
disque indéformable avec un moment d'mertic équivalent, c'est pareil pour

la turbine.

Disque n®1 représente
les doux compressenrs

— Dhsque n®2
représents la turbing

10 TZEL

Figure IV.3 premi¢re ¢étape de la modélisation
{Etape initiale)
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Chapiire 1 Phramiaue dex peiars én tarxion (Application)

IV.1.2.1 Moment d'inertie équivalent pour les deux

compresseurs

e T e :J':.fu

Figure IV.4 Caleul du mement d'inertie équivalent pour les compresseurs

La masse volunugue du matenau des compresseurs
o =T800 (kg /m")

P = (e =L+ (o = L)+ U =T )+ o ey + Lo = Tog) oo (IVA)

4%




Chapitre I3V e Dvrnamigue dex rotors en torsion (Application)
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Chrapiire {V

Phnamigue des rotors en tarston (Application)
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Chapitre £  Ihmamque des rotors en tarsian (Application)

IV,1.2.2 Moment d'inertie équivalent pour la turbine

- «-—E:|—+B-~E}
11 2 3 4

Figure TV.5 Caleul du moment d'inertie équivalent pour la turbine

La masse volumque du matérian de la turbme : o = 7800 I,f(,q m}

b = = L)l ~ T O =g Vi (INGE)

Do =By 1 Doy, 12 =(133 +136)/ 2= 134 5mm

o e 1l
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Chapiire IV

Dinamigue des rotors en forsion (Application)
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Chuapitre IV Ihmamegue des rofors en forsion (Application)

IV.1.3 Deuxié¢me ¢tape de modélisation en torsion

(Etape finale)

Pour obtenir le modele souhaitable. on peut découper l'arbre en trois
trongons convenables, pour chaque trongon on  évalue sa  rngdié
torsionnalle équivalents e son moment dinertie équivalent par rappon a

gon axve de rotahon

SO (e _"_ ...... ]
1z 3
| 1[ " i] il;« e 1]- 1[ ey
|

Figure 1V.6 Moments d'inertie équivalents et rigidités éguivalentes
pour les différents troncons d'arbre

La masse volumique du maténau de l'arbre

p = 7800 (kg /m®)

.2 module de cismllement transversal du matériau de 'arbre |

(G=8x10" [r"-" .'“mm:]

il 3 1330
I.-.- =-I ;}xﬁkﬂ"'yﬂmx_‘”
2{ 3 8 )
( 3 14« 0.039° 0397 5 ’
B P NP o oo AT N VML 1-—3.54@{1"-#'#!..;-
2l 1 8 )




Chapitre IV

Drhmamigue dex rotors en torsion (Application)
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D Al dex rofars en farsion (A pplicaiion}

Chapitre £V

Kii I{II:.

iy g e L ey Tas

Kas
laa Iy

aZ I Iﬁ‘.—"
L - L I K, =K,.K. =K,
ek, =K .

Figure IV.7 - Deuxiéme étape de la modélisation (Etape finale)

1V.1.4 Résultats de la modélisation

(Tableau IV.1)

Moment dincriic Rigidite torsionnelle

‘ squivalent [Nms”) (M /#d)

‘ Compresseurs Lo = | 757 =107 '

| Turbine 1, =9.889x107
- -

Trongon d'arbre n®1 2 = 3(3‘54 < 10 ‘) K, =454x10"

- Trongon d'arbre n”2 . = g{_5_3 1= 10 ] K_.=3.03x10"
- Trongon d'arbre n®3 3, =2{109x10*) K, =388x107

LA
A



Chapdire IV =, Ihnamigue des rotors en forsion (A pplication)

IV.2 Le comportement vibratoire en torsion

Comme nous l'avons montré au chapire 11, le medéle lorsionnel
représentant l'installation étudiée permet le calcul des premiéres pulsations
propres et des déformées modales assocides, Pour cela nous avons choisi
comme methode de résolution celle de Ruthishauser (voir annexe n®l), car
clle présente l'avanlaee d'dtre précise, rapidement convergente et clie
dispose des vecteurs au lieu des matrices. penmetiant la réduction de la

réServaton on espace memaoire,

1V.2.1 Exemple teste

La fimure TV.8 présente un exemple que nous avons pos du lhre de
Fechnigue dingenienr |3], afin de tester le programme de RUTHIY (voir

annexe n 1),

Nous présentons, sur la figure TV.8.a, la higne d'arbre dun groupe
compresseur  composé  dun moteur Slectrique M de 43087 . dun

accouplement grande vitesse A, de moment dmertie 7., d'un réducteur
4 engrenage R, d'un accouplement petite vitesse A, de moment d'inertie
I dun volant d'inertie ¥ o dun compresseur dair bicylindre (°. Le
moteur tourne & fa moyenne vitesse N, = 14874 (min , et le compresseur a

la vitesse & .. =—425m/min,

Te modale torsionnel de l'installanon est constitué de huit disques relie

par set ressort de torsion (figure 1V.8.a)




Chapitre {V

Ihnamigue des rotors en torsion (Application;

Frommére
manivells

Comp

Paramétre
de position

Figure IV.8 Groupe

Rouc
T .
{ — .:,g.‘b‘ﬂ
Seconde + N
manivelle ) RO e el
|
ressenr O VoApy  Réducteur Ay Maoteur |
électrique M
a schéma
: b ds I Y roa P
- - 1 o I
K, K, K, K K K5 A

i Oy 0y, g Oy ﬂ:‘:\ al) r:zsh

b. modéle torsionnel ramend a la vitesse
de rutation du compresseur
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Chapitre IV

IV.2.1.1 Les données

Ihnamigue des roters en torsian (Application)

| Tableau 1.2 - Valeurs numériques des moments d'inertie des disques

o du madéle du groupe compresseur (figure TV.8)
Disque n° Moment d'inertie ( =BT )
L B.25
2 B.25
3 S49.5
3 2,75
5 20007
6 | 3.52
|
7 3.32
8 116

ah



{Thepitre 1V {vnamigue des rotors en torsion (Applicalion)

Tableau 1V.3 — Connectivité et valeurs numériques des rigidités des ressorts

de torsion du modéle du groupe compresseur {figure IV.8)

Ressort de
Connectivités | Rigidité torsionnelle (N.m/ rad )
orsion n®
T
] 2 33«10
|
2 2 ‘ 3 2.78 %107
3 3 4 16x10°
4 - 3 1.52107
5 5 6 5.86x10°
6 ( | 7 6.41x10°
7 | 7 B 4.59%10"




Dvrcrnique des_rators en torston (Application)

Chapitre 1V

1V.2.1.2 Les Résultats

Tableau TV.4 — Pulsations propres . | du modéle

| du groupe compresseur (figure TV.8)

‘ (¢r/ min)) (rad/s)
Ndumode 1 _
Y Ruthis T.d. Ruthis
1 1276 1275.21 1336 [33.54
2 5690 S687.75 | 5956 | 59562
l_
3 11237 1123216 1176.2 1176.23
4 25899 25886,61 27108 2710.84
|
MNota
e T [ . Lesrésultats qu figurent dans Technigue o' ingémienr |3
e HNuthis :© que nous avons trouves en appliquant le programme de

RITHIS.




Chaptire IV Divrennigue des rotors en torsion (Application)

Tableau 1V.5 — Amplitude relatives du modéle du groupe compresseur (figure I'V.8)

pour les trois premiéres pulsations propres non nulles

Mode 02 | Mode n"2 | Mode n"4
. 2 133 6pacd 8 [ . =395 6paed [ ' o, = 1176 Zrad [ &
| Disque n - i :
Fk futhis 4 ! Ruthis Tif Ruthis
I
| 1 1 1 1 |
b 099 {1,998 091 [ 09l 0.65 n.651
i :
3 098 | 0087 071 0.702 L0025 0.0251
q | =1.78 =177 =39 29 -3925 =0 002 -0.002
A -2.43 =242 =46.24 -46.242 00034 000343
i |
|
& -2 58 -2.58 -42.43 -42.434 00033 0 0053
7 | =396 -3.96 0.63 0,63 0.0001 0.0001
!
8 414 4,14 6,60 6.69 - 0,002 \ _0.002

61




Chapitre I

1V.2.2 Comportement vibratoire du turboréacteur

1V.2.2.1 Les données

Ihnamzgue des rators en tarsion (Application)

Tubleaw 1V.6 - Valeurs numérigues des moments d'inertie des disques

L

du modéle du turboréacteur (figure IV.7)

b
e

Moment d'inertie ( i

sque n®
1 | J3.54+10 .
n 21165107
; i
| 3 1.62%10" |
|
4 9998 « 10~

]

Tableau 1V.7 — Connectivité ¢t valeurs numériques des rigidites des ressorts

de torsion du modéle du turboréacteur (figure IV.7)

Rﬁssfuj'l d? Connectivites Rigidité torsionnelle (N .m /rad )
tersion n”
] | 2 4.54 %107
2 2 3 3.03x107
3 3 4 388x10
|
|

— 62



{hapitre £V

Chnamigue dex rofors en tarsion (Applicetion)

1V.2.2.2 Les Résultats

Tablean IV.8 - Pulsations propres

, du modéle du turbaréacteur (ligure 1V.7)

N* du mode ¢/ min)) (rad | 5)
1 18.86 1.97
2 44017 46.07
. 1OB2 BR 113.34

Tableau 1V.9 — Amplitude relatives du modéle du turboréacteur (figure 1V.7)

pour les trois premiéres pulsations propres non nulles

Di = Mode n*2 Mode n"2 Mode n°2
squen @ =197rad s e, = Ao 07rad | s m, =113 34rad | s
I 1 I
2 0,99 - 97693 -3.58
3 073 14292.6 320478
1 - 141 916 - 143634.5

3




Chapire IV

Fhnamigue des rotars en lorsion (Application)

Premier mode

Ampdinde
refaiive des
“disques

|

1 L

I —-—.._\

il = i = 3 |

e
1

5
-1 N=des disques

Deuxiéme mode
Amplimude

(® e'rFH.r'w des

1500y
i e
10008

L

N N°des disgques
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“S00d !

troisieme mode
Amplinede

relative des
E LT
disgues

200 -

-
-
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1] TRt L .
- NV des disgues
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Figure IV.9 Les déformée modale du modéle de Ia (figure IV.8)




Chapitre IV

Dhynamiqie des rotors en tarsion (Application)

iV.3 Interprétation des résultats

Tableau IV.1 : présente les résultats de la modélisation en torsion du
rboréacteur de la figure IV.1, on remarque que les valeurs numengues
des inerties des différents trongons d'arbre somt trés proches l'une de
l'autre, sunsi que pour les rigidités. ce qui peux &tre considére comune un

signe d'une bonne modélisation.

‘Tableau TV.4 et IV.5 : présente les pulsations propres et les ampliludes
relatives de linstallation de la figure IV.8, on remarque que les resultats
que nous avons obtenus en appliyuant le programme de ruthis, sont
convenables avec ceux de la littérature spatialisée [3], ansi notre

programime gst bien valide.

Tableau TV.8 et IV.9 : présente les pulsations propres et les amplitudas
relalives qui permettent une premiére prévision du comportement
vibratoire en torsion de la liene darbre du turboréacteur de la figure
IV.], on remarque que les fréquences propres somt trés petites
(< 1100 /min) par rapport au point de fonctionnement nominale de
notre moteur (= 50000 &r/min), d'ou le rémme permanant est acheve

sans probléme.




Clhapitre m°V

DYNAMIQUE DES ROTORS
EN FLEXION (APPLICATION)



Chapitre F Lhenammigue des rotors en flexion (Application)

V.1 Modéle avec un seul disque

Les phénoménes de base principaux, caractenistiques de la dynamique
des mtors sont présentés en utilisant un exemple simple mais realiste
modélisé dans une premicre étape par la mothode de Rayleigh-Ritz. ensuite

par la méthode de éléments finis,

Il s'aeir du modéle présente sur la figure L R (XTYZ) est le repere

galiféen, l'axe du rotor est suvant I'axe ¥, le rotor est suppose en appul aux

dewrs extrémités, 1 est constitug |

d'un arbre de longueur 7. et de section circulaire constanle |

d'un disoue symetmque comportant un balourd, situe a4 y =171

Figure V.1 Modéle avee un disque
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Ciapitre | Dviapiigue des rotors en flexion (Application)

Donneées :

* Disgue

L masse & les inerties du disque sont

M, =16.4Thg

P T =9247 %107 kg™
{ = 0.186 Lkg.m™
L
f ==
3
+ Arbre

[ongueur T = 0.4m
rayon de section droite &, = 0.01m

p = TR00kg { a1
E-2x10"N/m’

L'aire de la section droite et le moment d'inertie diamétral sont

S=gxR =3142x107"'m’

s ZHI_ — 7854 « 10" m"

* Balourd
masse m, — 10 kg

distance o =10 | 5m

&7
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Chapitre 1 Frhmamigue des rators en fexton (Applicotion)

V.1.1 La méthode de Rayleigh-Ritz

» Les fonclions de déplacements sont celles du premier mode d'une

poutre, en flexion et appuyee aux deux extrémites, soil
. D o :
,ﬂ:}‘)=51ni:5m — R S SR e T S LN S 20 (V.1)
l 0.4

Les expressions de I'énergie cinétique, de I'énergie de delormation et
du travail virtuzl etablies dans le chapitre TII sont utihsees pour chaque
dlément of lo terme constanl apparaissant dans lexpression de l'énergie
cinctique est systématiquement omus. Les expressions de déplacements dans

les directions X et Z sont

ol (= .-":-H|

wlp. )= 10 (t)= flylg, = sm| — Gy oo (V.2)
m oot

wiyv.t) = fllg.(e)= 3y, —sin % :q: ............ e (VES)

ol ¢4, # g. sont les coordonnges generalisees mdependantes. Comme

las pentes 1 et @ sont petites elle sont approsamees par -

o oy P ‘v ;
PR 40 P R Eacl |
dv & T 04 {047
w X f iy
v I } ¥
BN O\ ST A i S (V.5)
fJ- D}: ﬂ4 \ D4 )ll

Les dérivées du second ordre de wet w  sont nécessaires pour

it




Chrapitre 17

Drymcimitaise dies rotors en flexion (Applicaivon)

gxprimer I'cnergie de deformation | leurs expressions sont -

#u P, [ 2V Gl i
gt LUAJ e
_1; / “I: ; I.l' z : IZH !\

alll R jf@y}q” - _|_3;W sin| —2 |g. NPT} 4.
ay- & 7t \o4) lolg)e

» Les expressions genérales de 'émergic cinétique T, de I'énergie de
déformartton U et travend verfued & W peuvent étre obtenues,

L'énergie ¢inélique & comime exprassion |

o JERT R NP (4.1

ou T,, 1., 7. somt les énergies cinetiques respeclives du disque, de

I'arbire et du balourd.




Chermitre | Fhnanitane des renors e flexion (Apolicatiom

R v ;i-'}—i!r&(é': 7 )+ i—f:ﬂ,(ﬂ"' +2026)

) g
. o WS
T w15, s
e A e kT
L, g )
I ; i
1 , r b '.le-"" .
iy e m-—m\—- (va
2 " .\0.4 | 0.4
s & ¥ /
= I.-" _t"\."‘.\' ra 4"\“-.“
—I
'~. J e L L 3 |E'.'§ ,:]
—I64? sin T q, +q: —-9;4?\<If1 —m'-; — g, + s
\ \ b Wy !
[ O o4y
g b |"‘LTJ {
+—0. 1861 £27 - 200 —~cos 16 )
2 - 0.4 0.4 hi
| \ A
A, o

= %15.4?{{13&-:3 Flg: «4: ]—%9.24? «107(3.927) (g% + ¢ )

e %U.LEM{EI" 2003 927) (g,4. )]

—6.176lg7 142 )+ 071307 + 7)1 9305 <10 (07 —30.8420g 4, )|
— 6.889(% + 47 )+ 9305 <10 {2’ —30.8420¢,q.))

=2 [ v b2 (576 Yo+ purt s 2000 v

gt P o MHE 5 o e
AN il R ol e| @ [rr} 54 "'-}d'
I =il . a4+ = Ccog| —— i - kil
2 Lk“”L04J; A | 0.4 UA_;(f .

I\
Ny E

(¢, Kby

~ 3 1 .y TROOxT7.854x10°"
=JED{]>=._3_142::[D {J'.Eff;ffﬂi'{]"' “

12337 +¢?

3 g; +4s - (¢ +43)
L7800 % 7854 %10 “ % 0.4 x O + 2% 7800 x 7.854 x 10 * x Q=12337(§,4- )
0245037 < ¢2) 1 377910 g7 + 431 24510 7 Q7 —1.51x 107 Qg g, )

—0.245{g7 1 §F )+ 2454107 Q% 1 L51x107 g ¢ )

Lif f ;

4 =Ll AT ¥

— pILEY +2pICY| g8 —
04T 04

H}




 hapiire 1 Ihmamigue oy cotors on [fesion (Application)

1, = m, £ ik cos 4 — wsin )

i ||" i T fTI "|| | \I ll" ) ."'ﬂ_ I,] "'|| . N . ™,
=m Luf sm‘ — g, lma:fl: —' sin| ——— ¢ sin £
Wk BA oA )
r-'lll" - .‘"n_q 5 \ e ||" f ( Dld"\l -"|| o0 1"‘|I
T o | s
107" Q0,15 | sin| —* = |¢, |cosCu —| sin Yo g |
0.4 | 0. .
|\k \ i y L J| / i

=1.5<10 *©(0.8864, cos QO - 0.8664, sin {¥)
—1.299 <107 ¢, cos€x — ¢, sin )
= 1.299 %10 “ g, cos U — g sin Q1)

F=T, 7,47,

_g880lg - 42)+ 930510740 — 3084204, 4. ))

—2aslg +g0 )+ 245410 T07 1 L5107 G )+ 1.299 < 10 "Olg, cos Qo —g-sm LU
—713algl +42) 2870(g,q,) - 9.307 <1077 +1,299x10 P Qg; cos  — ¢ sn )

L'enargie de déformation & comme expression |

; grealfes &w)
b, === — T v
29\ Ly ) JJ
.-" 3 r W32 1
EI T (,.‘I’ y ) T J 2 2
= odul AE ; f S at | v
3 I |_L vy J :.ulk A ” (th q- JJ ;

_ 210" % 7.854 <107
2

«761.01g* + g2)=5.977x10°{¢" + ¢1)

Tos équations du mouvement sont alors dedutes des equations  de

Lagrange




Chagritre 17

Inmamigue dex roturs en flexion (Application)

i

afar o av
di | g, / defy O,

d alr13ale 1 d7)-28700(4,4.) + 930710 7O 11299510 "I, cosCu g, sin nf})‘]

oty o4, ¢
alrasalg; 43 )- 28709, )+ 9.307 <107 Q" ~1.299x10 Qg cos Q4 ¢, 5in ¥ i)
iy,

o597 107°(g" +47))

Ay
%{1 13427 2870, —1.299%10 "Qcos )+ 5977 %107 % 2¢,
of

=14.27§, - 2876, + 1.195x107q. +1.299«10 "Q* sin €4 = 0
= 14.275. - 2.87%, +1,19510%g, — 1299 x107 0 sin ¥

g o o

dr\ 6q.) &4, oq.
d(alrsalas + g2 )-2.870g.q. )+ 9.307 <1072 + 1,299 10 "¢ cos n:-q;mmj)“‘
d | &4 )
A7.134lg7 + 47 ) - 2870(4,9.)+ 9307 x10 Q7 +1.299 210 "Olg, cos € — ¢ sms:;]]

diy
{':-{:'\_ 977 %107 {_q: - qf }J
ETE

4+

= ‘; (7,134 % 24, — 2,870, —1.299 %10 “Qcos )+ 5977 %107 <24,
o

14270 — 28704 ~1.195x10%¢. ~1.299 <10 Q" sm (U =0
= 14274, —2.870%, 11.195x107g, = -1.299=1077 2" sin L

14.274. — 2.87€%), + 11952 10%, = - 1.299x10 " sinC¥ ... (V.9)

14,274, — 28705, +1.195 % 107 g, =—-1.299%10 "€°sin € ... (V.10)
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Chemvitee VY Prnamiane dey roters en Nexion (Application)

V.1.1.1 Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de

rotation (diagramme de Campbell)

Le diagramme de Campbell [7, = £(N). £ f.(N)] est présenté sur
la fieure V.2 Les points A ot B correspondent aux intersecnions de f(N),
fAN) avec la dioite /=N /60. a ces deux ponts une fréquence du roter

gpale la [requence de rotaton.

PR 13 5 U
£l —'_‘__’r‘-"“,’-
_-‘—__H___'___,._—-F---.— -_J“.?'. L"
A
20 -
0 ) B0 S
N min)
o

Figure V.2 — Diagramme de Campbell (M. B. &)
V.1.1.2 Réponse aux forces d'excitation

mi, —alg. + kg, SHUERENEN. s ROV AR

wg, - aldg, +hg. =1 sin €Y (VD)

Et comme il n'y a pas damortssement, les solutions peuvent Ctre

cherchees sous la forme

TR e L AV.13)

o =ELesn EN svmnnie e R TT A {V.14)




Chapitre 1 Pronamique des retors en exion (Application)

En reportant (V.13) et {¥.14) dans (V.11) et (V.12), 1l vient :

mEL O, L al¥ O, ~ kO = FTOY .. (V.15)
o MEUTE G g HOTIL 3 3 0 T o R —l | 7).
sont

e =16 B e (VL16)

er == mmm;

La vitesse critique .. correspond @ la valeur de la witesse qui rend

les deplacements infinie et lannulation du dénominateur de (V.16) :

f
e e RV

299 10 T o
O T o S S R A A ()

- 1195« 10% — 11480

s
Amplivude (i

1 IiE=01 +
LHE-HNZ -
1403
LA0E-4

|
JEs | g

e SR
108 /
LOE-07 .
Nftemin)

[ 2 | — — =

1 LA N4 4000 A0 R (LKA

Fipure V.3 — Répons: au balourd (Pr. D}

74



hapnre V [hvrramisue des rotors en flexion {Application)

V.1.2 La méthode des éléments finis

| I

Figure V.4 Modélisation en M. E. F7 du rotor d'un seul disque
réalisé avec 2 eléments

£ (Hz)
A0 o
.Fr-d-
250 :
20 g 5
150 e
101 S =
i | ——— R
|
) 2000 S0 ERiH BLEA) 0400 | 2035000
N (i
&

Fisure V.3 — Diagramme de Campbell du rotor d'un seul disque
modéliseé par 2 éléments (M. E F)




Chapitre V Divaanmigue des ratory en fTexion (Application)

'1."

[

Fieure V.6 Modélisation en M. E. F. du rotor d'un seul disque
réalisé avee 6 éléments

b (Hz)
i e
A0 = —_ .
20 - s
I-‘I'l .;-— -:\-F.'.—.‘: "i;_'__; . —— —
[0 r’- = = e
50 | - e — ——T——
b :
0 X 4000 RN RO | G0 1 2000
N (emin)
o

Figure V.7 — Diagramme de Campbell du rotor d'un seul disque
modélisé par 6 éléments (M. £ F)
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Tableau ¥.1 - Fréquences naturclles (Hz) en fonctions des vitesses de rotation du

premier mode { Pr.1) obtenues par la méthode des éléments finis (M. E. F.)

ou de Rayleigh-Ritz (M. £ R.) pour le rotor d'un senl disque.
Points ‘ 0 ‘ 3000 o000 000
M.R. R, 46.057 | 51338 57.158 63 548
M. E, F. (2 éléments) FURRS 40.716 41 131 41 337
M. E. F. (6 élémenis) 46095 50,133 52,496 53932

“f“ Mb “l H'I- 'El

0,08 134 ‘ 8 16 15.13
M.E. F. (6 Cléments)

Figure V.8 Modéle i deux disques




{ homitre Blvremiiee des rotors en flexton (A pplicating)

Données ;

Arbre Acier- F=2x10° N /m* . p—7800kg im*: =03
[ =0.12m: R, —0.005m
# Mg B M=0T7kg: 1, =10 e m I, —2x 10 kgm

D M =0Tk 1, =10 "hgm™ . 1, = 210 kg m”

I
L

Figure V.9 Modélisation en M. E. I\ du rotor i deux disques
réalisé avec 3 clements

I(H:
i
£l . I
a0 P e
wi e
Y s = .
| == — —
a0 = — o =
) e o —_— =
0 A A0 A0 B0 e
N firiming
)

Figure V.10 — Diagramme de Campbell du modéle avee
deux disques modélisé par 3 éléments (M. £ £)




Chupitre 1 Phnamtigne des rotors en flexion (Apphication;

V.3 Turboréacteur (M. E. F.)

—D, 1 £k 13,

Figure V.11 Modele simplifié de ligue d'arbre du turboréacteur

Données :

Arbre - Agice: E=2x10"N/m*; p - 7800kg/m’: v=03
Diiseite - £, M, =5429%¢g . [, =9.889 A0 kg

I, =3514x10 *kgm’

De M, —449%kg: T, = 175710 kgm':

[, 1978x10 “hgm

T4




Chensitre 7

Prncmigue des rotors en fexion (Application)

Figure V.12 Modélisation en M. E. F. du Modele simplifie
de ligue d'arbre du lurboréacteur réalisé avec 6 neuds

wooo T (F2) R
B | — R
GO e = — .
4008 — — e ——
- = — e —
200t e =
i- PR _:..___;_..--_ —— — ———— e R —
1
i A LI ERT
N firmein)
J

Figure V.13 — Diagramme de Campbell du turboréacteur
modélisé par 6 neeuds (M. E. F}

A




Chapitre V

Dhvnanmigue dis rotars en flexion (Appifeation)

V.3 Interprétation des résultats

Figure V.2 : Elle presente le diagramme de Campbell pour le rolor d'un
seul disque (figureé V.1), obtenue par la methode de Kayfeigh-Ruz. on
remarque deux fonctions, une croissante celle de la précession directe,
lautre décroissante celle de la précession rétrograde, ce graphe est celui
du premier mode de wibration. car cefte techmque permet de determiner
simplement une wvalsur approchée de la plus basse frequence de

[ESONAnce,

Figure V.3 : Flle présente la reponse au balourd pour le rotor d'un seul
disque (figure V,1), on remarque quz lamplitude de vibration atteint son

maximum (= 10 ’m} pour une vwitesse de rotaton proche de

{3000 #/min). se qui comespond exactement a la witesse cntique
représenté dans  le  diagramme  de  Campbell (figure V.2) pa
lintersection de (N} (Fri¥ avec =N /60 T fam avssi remarguer
gue lorsque A (tr/min) croit, lamplitude du déplacement abouti a une

valsur stable egale a 107 m

Figure V.5 et V.7 : Elles présentent les diagrammes de Campbell pour
le rotor d'un seul disque (figure V.1) modélisé en éléments finis réalise
avee 2 et 6 éléments respectivement. On remargue que la modehsation
du rotor avec 6 éléments est biem meilleure (au pomnt de wvus des
résultats) quavec 2 éléments, car elle présente l'avantage d'étre précise

el elle offre plus de détals sur d'autre mode de vibration,

Tablean V.1 : 1l presente des valeurs de fréquences propres du premier
mode (Pr.D)) obienues pour déférents regimes de rotation par la méthode
Ravleigh-Ritz et colle des éléments finis réalisc avec 2 el 6 ¢lements. On

remarque que les résultats obtenus par les deux meéthodes sont proches
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Chapitre V

que pour les basses vilesses de rotation, parce que la forme des modes
svolug avec la vitesse de rotanon alors que la meéthode de R R
considere la forme nvariante. Pour les deux prenugres [requences sonl
prévues d'une marere satisfusante (frrenr < 5%) avec la M. R R. du
fait que lallure des modes change peu avec la wvilesse de rotahien, o
I'approximation de cette méthode pour décrire le phénoméne de

vibration, reste raisonnable pour les basses vitesses seulement

Figure V.10 : Flle presente le diagramme de Campbell pour le rotor
avec deux disques (Hegure V.8) modélisé en eléments fims realise avee 3
dléments les résultais que mous avons obtenus par la M. E, F., sont
convenables avec ceux de la litterature spatialisee |5). ansi notre
programme donne de bons résultats. On remarque pour ce graphe que
L'effei gyroscopigue a apporié une contribution stabilisante sur le
mouvemen! du rotor, car 1l influe sur T'écarlement entre les frequences
propres et les vitssses cringques. Cefte contnbution ¢st beaucoup plus

importante pour les vitesses de rolation elevées.

Figure V.13 : Elle présente le diagramme de Campbell pour le
mirboréacteur de la fisure V.11, modélisé par la methode des élements
fms avec 5 éléments. Pour cc moteur on a deux vilesses dangersuses,
gui se trouvent dans Fintervalle [350ﬂﬂ__4ﬁﬂm}rr .-’min], qui implique que
le régime permanant de notre machine  doit étre au-dela de cot

mtervalle.

~ 8

Dheriamiguie des rotors en flexion (Application)
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Conclusion

CONCLUSION

Les méthodes numeériques tiennent une place capitale dans la
simulation du comportement dynamique des rotors, car nous trallons de
problémes classiques & un niveau heaucoup plus complexe (par exemple la
rasolution de systemes linmres 4 un grand nombre d'inconnues et
d'équations  différenticlles), les maoyens classiques n'armvent pas @ les
aborder.

La présente €tude nous a permis daveir unc bonne connassance sur le
comportement vibratowe des rotors en torsion et en flexion, et dexercer
loutil numérigue, avec le quel nous avens élabore un programme de calcul
basé sur la méthode des éléments finis (son efficacité a été démontree), afin
de nous fournir I'évolution des fréquences maturelles en fonction des vilesse

de rotation pour les monorotors.
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Animexes

ANNEXE N°1

* PROGRAMME RUTHIS *
PCALCUL DES FREOUENCES PROPRES EN VIBRATIONS DE TORSION

PROGRAM RUTHIN

REAL INERT(20).RATD{20),C120). D(20) ALPHA(20),OM{20), TM{20)
+.X(20,20)

OPENY], FILE="RESULTATS. DAT')

7O FCRMATY  * ™ REPAIRE { PXECUTION?  [-0OUT 2 NONY)

80 FORMATY  CALCUTL DES FREQUENCES PROPRES EN VIBRATION I TORSION
I

B FORAATY Y NEMBRE DES DSOS DU SCHIEMA EOUTVALENT -

ST FORMATEX I2)

B3 FORMATY  *** ESTH CORRICT? =007 2=NON

ad PORMATT MOAENTS L) INERTTES 2

83 FORMATISEILS5)

K6 FORMAT  RIGIDITES TORSTONNELLES -')

87 FORMATIEX. N° DE MODE' AX (TRMIN \8X, TRATLS))

B8 FORMATTEX, AMPITUDES RETATIVES -1

WRITE* #0)
JEEREERR R R RRR L EOTURE DES DONNEES trbessihusnban ks sskbbssditats
P11 WRITE A1)

READ* N

WRITE* 820V

Wit a3

READ{* *JANS

I TANY £O.2) GOTO 11
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Annexe:

L2 WRITT 8d)
READ(* YW INERTYT)I=1.N)
WRITE(™ SSHINERT().S 1N}
WRITE(* 83)
READ(* MIANS
T (TANS K0.2) GOTO 142

115 WRITE?* 86}
READC* 2RANNT)I=1X)
WRITEC® 85)(RAID) TN
WRITF™.83)
READ{* *JIANS
IFANS KO 2) GOTO |3

EPSI=TE-16

ET bl s Pt P e e P L LR R PR RS IR E RS E S PSR EL S 2 2T

L=N-]

C(1) RAIDVINERTYL)

) il

DOT-2L

J=T-1

AT =(RAIDI) | RALYI INER TV

DA-CHl)

ALPTIA (B ~(RAIDCT) **2) (INERT(D) *INERT(S))
TN DO

CYN) ~RAID(L ) INERTEN)

DIV Cov

ALPHAN)  RAID(L)**2{INERT{I) *INERT(J))
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Annere:

NE={]

Hid WB=B1 1

A Crl)

DOT-1IL

B=ALPHAT I}A
Cr)-A+B

A=C{I )-R
ALPHA(f+1)=A"B

NI NS

Ny -4

510

52=0)

POK LN
S1=581-ABS{CKI-D(K))
82 82-CfK)

1HK) =CrK)

N DO

O-S182

IEOGI EPSTAND NBLT [00)GOTEY T 14

WRITES* 57)

DO =18

OM(I) - SORTEABSICLI))
T —(OMET) 303,14
FENT) T

DO =1L

IT=N-1

WRETE(* 311, FMITT). OMYTT)
WRITE(] %311, TM{LL, OM{i1)
END DO

PAUSE
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WRITE* 88)

DO =14

JONT

XL !

Xe2B) I-(CEh INERTE)RAID L)

DOK 21

X(K | 1D (INERTYK) RANMKI H(((RAID(K-1} | RAINK)) INERT(K) -
O XA - RAID(K- 1) AXTK- 1, DINERT(K) )

END DO

ENIY 1O

IF(N.LES)THEN
DG LN

WRITE® %X(T.0). J=1.N-1)
WRITE XN (X(LT. J=I.N-1}
SN 10

FISE

DO LN

WRITE* *)(X(L0). J 1.4
WRITE(] *)(X{1.J), J—1.4}
END DO

END I

WRITET™ 79}
READ MIRLIN
HIRUN EQ. D GOTO [

Stor
ENLD

Annexes
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Aviniexes

ANNEXE N°2

Schéma de fonctionnement du programme qu caleul les frequence

prapre  en fonction des witesses de rotation pour le  comportement

dvnamigues des monorotors en flexion |

Lecture des

données
W Ly CTH )

| Matrices |
| délémentaires |
|

T

Assemblage

e

Mettre les matrices
glohales sous la forme :
T I 1
k)] -[&Flel |
=y | T

T

' Résolution du systéme
par la méthode
de QR

Affichage des [véquences |
naturelles en fonction de I
- 'II

Ia vitesse de redalion

BE
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