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RESUME 

La Méthodologie de Ia recherche expérimèntale est une discipline des 

mathématiques relativement récente, faisant pat -tie des statistiques. Elle est trés utilisée 

aussi bien par les chercheurs que par les industriels pour planifier leurs experiences, 

modéliser les résultats et effectuer leurs analyses. 

Ce travail comporte deux objectifs: développement d'un logiciel oU huit plans 

d'expériences classiques ont été programmes et décrits et une proposition de deux plans 

d'expériences présentant des avantages pour les critêres d'optimalité. 

L'utilite d'avoir son propre logiciel est évidente. La planification des experiences 

que nous aurons a effectuer, Ia modélisation et l'analyse des résultats se trouveront 

considérablement facilités. On peut également améliorer ultérieurement ce logiciel en 

ajoutant d'autres options. 

ABSTRACT 

Experimental search methodology is recent mathematical discipline and part of 

statistics. This methodology is designed and used by many industrialist or the searchers for 

the organization of their experiences and analysis. 

This work contains tow objectives the development of logiciel form witch eightr 

classical experimental designs were programmed and described and a proposition of tow 

experimental designs. 

The benefit to have a self logiciel of each one is very evident. To make easier the 

organization of experiences which we will effect, the modelisation and the analysis of 

result, we can also improve this Logiciel for adding other options. 
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INTRODUCTION 

La Méthodologie de Ia Recherche Expérimentale (Méthode des Plans 

d'Expériences) sont utiles a toutes les personnes qui entreprennent des reeherches 

scientiliques ou des etudes industrielles. L'emploi des plans d'expériences pour l'étude 

empirique d'une loi de réponse pose aux statisticiens ou aux chercheurs des problémes 

particuliers. Alors qu'ils ont peu d'informations sur cette loi, us ne peuvent disposer en 

gCnéral que d'un échantillon d'observations trés liniité au regard du nombre des paramétres 

des modéles qu'ils peuvent envisager pour leurs analyses. Avant toute observation de Ia 

réponse ii dolt done préciser, non seulement quels modéles utiliser, mais encore, comment 

organiser les experiences. En effet, Ia qualité de l'analyse statistique depend étroitement du 

plan experimental utilisé pour observer Ia réponse. Par ailleurs, ii faut géneralement 

recourir a l'analyse combinatoire pour construire les plans d'expériences proposes. 

Pour proposer une solution répondant aux objectifs industriels, ii est done parfois 

nécessaire de chercher l'information manquante en réalisant un ensemble d'expériences. 

Les decisions importantes prises a partir des résultats expérimentaux et le coüt non 

négligeable d'une experimentation interdisent de laisser a Ia seule intuition de 

I'expérimentateur Ia recherche de Ia solution du probléme. II est nécessaite d'utiliser une 

approche méthodologique qui permet non seulement de réduire le coüt de 

l'expérimentatjon, mais aussi d'établir une organisation optimale des experiences. 

Le but de Ia méthode des plans d'expériences est de proposer une ou plusieurs 

strategies pour résoudre un probléme particulier pose par la recherche expérimentale. 

Dans notre travail, les principes généraux de construction des plans d'experiences 

sont présentés a partir de Ia notion d'espace experimental. La representation géométrique 

des points expérimentaux est trés parlante mais elle est vite limitée Iorsque Ia dimension de 

I'espace augmente. C'est pourquoi I'on utilise Ia representation matricielle. A l'aide des 

deux representations, géométrique et matricielle, les principaux plans d'expériences sont 

it; 
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décrits plans factoriels complets a deux niveaux;  plans fractionnaires, plans de 
Mono, plans factoriels complets a trois niveaux, plans composites, plans de Box-

Behnken, plans de Doehiert et plans Rybrides. 

La diversite des plans d'expériences proposes dans Ia littérature vient du fait qu'il 

n'existe pas un plan parfait oil tous les critéres d'optimalité sont verifies en même temps. 

Chaque plan présente des avantages pour un certain critére d'optimalite et un thconvénient 

pour un autre. II s'agira donc de trouver un compromis pour les besoins de chaque étude. 

C'est pour ces raisons que, dans notre travail, nous avons également propose deux plans 

qui essayent d'améliorer les critéres d'optimalite. Une comparaison avec d'autres plans 

décrits dans Ia littérature a été effectuée pour les besoins de chaque étude et chaque 
utilisateur. 

Un logiciel appelé HIDE1 a été établi. II permet Ia construction des huit plans 

énoncés ci-dessus, de donner le modéle, les graphes représentatifs ainsi que I'analyse et les 
résultats numeriques permettant de mener a bien une étude expérirnentale. 

Les principales notions développees dans Ia Méthodologie de Ia Recherche Expérimentale, 
ont été abordées au premier chapitre. 

Dans le second chapitre deux méthodes de regression différentesMLR (Multilinear 

Regression) et PLS (Partial Least Square Regression) ont été décrites. Elles ont été 

utilisees dans le logiciel, akin de calculer les coefficients du modèle. Pour valider ce 

dernier, un rappel sur les outils statistiques a été effectue (Analyse de Ia variance Analyse 
des résidus etc ... ). 

Les importantes notions de transmission des erreurs aux coefficients du modéle et 

done aux réponses prédites ainsi que les critères d'optimalité ont été également décrites an 
chapitre trois. 

Le chapitre quatre est consacré a Ia description de huit plans classiques ayant fait 
l'objet de l'établissement du Jogiciel. Les deux proposes sont décrits au cinquiéme 
chapitre. 



Enfin Ia description du logiciel élabore a été abordec an chapitre six. 

11 



CRAPITRE 1 

GENERALITES, METHODE ET MODELES POUR PLANS D'EXPERIFNCES 

1.1. Historique 

La méthode des plans d'expériences est a Ia fois nouvelle et ancienne [1]. Les 

scientifiques n'ont abordé ce sujet que depuis peu d'années. Les premiers qui se sont 

penchés sur ce probléme sont des agronomes et des statisticiens. Les techniques et les 

notions qu'ils ont développees sont Si générales qu'elles peuvent être utilisées dans 

beaucoup de domaines. Cette méthode est récente puisqu'on peut Ia faire démarrer avec les 

travaux de RA .Fisher (debut de vingtieme siècle). Aussi binirre que cela paraisse, die ne 

porte pas encore de nom [2]. Les chercheurs ont proposes Expérimentique Cu 

Expérimentologie. Aprés 1945, les plans d'expériences suscitent de nombreuses 

publications et recherches dans le monde anglo-saxon. Des statisticiens comme Yate, 

Youden, Cochran, Plackett et Burman, et bien d'autres, enrichissent et divulguent la 

méthode. Box et Hunter, s'appuyant notamment sur les travaux de Yate, développent des 

méthodes particulières de construction de plans fractionnaires I deux nivaux. A partir 

des années 50, en s'attaquant a l'amélioration de Ia qualité, le Japon imprime un nouveaux 

souffle. Taguchi et Masuyama élaborent des tables permettant de construire des plans 
d'cxpériences orthogonaux adaptés a Ia majorité des problémes industriels. Ces tables omu 
ëté publiées en 1959 et 1961. Par Ia suite les méthodes initiées par Taguchi se sont 

répandues aux Etats-unis puis en Europe. II faut signaler l'existence sur le marché de 

logiciels de plus en plus conviviaux destinés a Ia construction et I l'analyse des plans 

d'expériences. II faut noter cependant que si ces logiciels déchargent l'utilisateur de 

certains calculs parfois fastidieux, ils ne permettent pas de poser le problême. En d'autres 

termes les logiciels ne doivent étre utilises qu'aprês une solide formation a Ia méthode. 

Autrement les risques de fausses conclusions seront importantes. 

12 
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1 .2. Limites des méthodes traditionnelles d'essais 

1.2. 1. Etude d'un phénomene 

L'étude d'un phénomene peut se schématiser de la manière suivante: 

I'expérimentateur s'intéresse a une grandeur, par exemple le rendement en blé d'une 

parcelle de terre, le prix de revient d'un produit chimique ou l'usure d'une pièce de moteur 

automobile. Cette grandeur dépendra d'un grand nombre de variables. Le rendement en blé 

sera fonction de Ia nature du terrain, de Ia qualité d'engrais incorporé, du climat, de 

t'exposition au soleil, etc... Sous une forme mathématique, on peut écrire que La grandeur 

d'intérét y est une fonction de plusieurs variablest. 

xk) 	 (1.1) 

L'étude du phénoméne se raméne alors a Ia mesure de Ia grandeur en fonction des 

différentes valeurs que l'on peut donner aux variables. Nous ailons décrire rapidement Ia 

méthode classique pour étudier Ia fonction (1.1). 

1.2.2. La méthode classigue et ses inconvénjents 

Traditionnellement, les essais sont effectués de maniêre séquentielle [3] en faisant 

varier les variables l'une aprés l'autre sans planification prealable de l'ensemble des essais 

a réaliser. On fixe le niveau de toutes les variables sauf une (variable) et l'on mesure La 

grandeur y correspondant différents niveaux de cette dernière. 

y 

xi  
Figure 1. 1 : Seule La variable Y, prends des niveaux différents, les autres variables étant 

flxées a des valeurs bien définies 

A Ia fin de l'expérimentation a l'aide de cette premiere variable, on peut tracer une 

courbe representative de y = f ( x 1 ) (Figure 1.1). On peut refaire Ia méme experience avec 

chacune des autres variables. Si I'on desire étudier siniplement sept variables et que I'on 

decide de prendre cinq points expérimentaux par variable, it faut executer 5 7 = 781125 

experiences. Ce chiffre représente un travail gigantesque qui dépasse les limites du 
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faisable. L'expérimentateur doit réduire le nombre des essais et ii n'a, a sa disposition, que 

deux attitudes possibles: 

• Diminuer le nombre de points expérimentaux : pour trois points au lieu de cinq par 

variable, nous aurons 32 187 experiences a réaliser. Pour deux points, ii faut 

2=I28 experiences, ce qul est encore important et dépasse souvent les budgets 

disponibles ou le temps que l'on peut consacrer a l'étude. 

• Diminuer le nombre de variables. Pour quatre variables prenant chacune trois 

valeurs, ii faudra executer 3=81 essais. 

Sans parler du grand nombre d'essais qu'il faut réaliser avec cette méthode, ii est 

difficile d'obtenir l'optimum de cette fonction et impossible d'obtenir les interactions entre 

les facteurs. On mesure les inconvénients de cette approche quand sont en jeu des risques 

lies a la sécurité ou des montants financiers importants. C'est pourquoi nous allons 

examiner Ia méthode des plans d'expériences. 

1.3. La méthode des ylans d'expériences 

La difference capitale avec Ia méthode classique tient au fait que I'on fait varier, a Ia 

Ibis, les niveaux de toutes les variables a chaque experience, mais de maniére programmée 

et raisonnée, Aussi choquant que cela paraisse au premier abord, le fait de faire varier 

toutes les variables a Ia fois n'est pas un inconvenient mais au contraire oee de nombreux 

avantages parmi lesquels: 

- Diminution du nombre des essais 

- Nombre de facteurs étudiés peut étre trés grand 

- Detection des interactions entre facteurs 

- Meilleure precision sur les résultats 

- Modélisation des résultats et l'obtention de l'optimum 

Les plans d' experiences permettent 1' étude de nombreux facteurs tout en maintenant le 

nombre des essais a des valeurs raisonnables. line de leurs applications principales est Ia 

recherche des facteurs influents. La comprehension de Ia méthode des plans d'expériences 

s'appuie sur deux notions essentielles, celle d'espace experimental et celle de modélisation 

mathématique des grandeurs étudiées [4]. 
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I .4. Notion d'espace experimental 

1.4.1. Réponses, facteurs, niveaux 

• La grandeur d'thtérêt mesurée a chaque essai est appelée Ia réponse. La valeur de 

cette réponse, depend de plusieurs variables. Au lieu de terme variable nous 

emploierons Ic mot facteur. 

• Le premier facteur peut Si-c représenté par un axe gradue et orienté (Figurel.2). La 
valeur donnée a un facteur pour réaliser un essai est appelée niveau. Lorsque Von 

étudie 'influence 'un fact cur, en général, on limite ses variation entre deux bornes 

(borne inférieure c'est Ic niveau bas; borne supérieure c'est le niveau haut). 

Niveau bas 	Domaine du facteur 
Niveau haut 

r 

+1 	Axedufacteur 

Figure 1.2 Domaine de variation du facteur 

• L'ensemble de toutes les valeurs que peut prendre Ic facteur entre Ic niveau bas et 

Je niveau haut, s'appelle le domaine de variation du facteur. On a I'habitude de 

noter Ic niveau bas par-i et le niveau haut par +1. 

• S'iI y a un second facteur, ii est représente, lui aussi, par un axe. On définif, comme 

pour Ic premier facteur, son niveau bas, son niveau haut et son domaine de 

variation. Ce second axe est dispose orthogonalement au premier. On obtient ainsi 
un repére cartésien qui définit un espace euclidien a deux dimensions. Cet espace 
est appelé l'espace experimental (Figurel .3). 

Facteur 2 t 

Espace experimental 

Facteuj- I 
Figure 1.3 Definition de l'espace experimental 

Le niveau x1  du facteur I et Ic niveau x 2  du facteur 2 peuvent être considérés 

comme les coordoimees d'un point de l'espace experimental (Figure 1.4). 



Facteur 2 

x2 	

Point experimental 

XI 	 Fa&eur I 
Figure 1.4 : Niveaux des facteurs définissant des points expérimentaux dans l'espace 

experimental 	- 

Une experience doimee est alors représentee par un point dans ce systême d'axes. 

Un plan d'experiences est représente par un ensemble de points expérinientaux. 

1.4.2. Domaine d'étude, surface de réDonse 

• La reunion des domaines de chaque facteur définit le domaine d'étude. Ce domaine 

d'étude est La partie de l'espace experimental retenu par l'expérimentateur pour 
faire ses essais. Une étude, c'est a dire un ensemble d'expériences bien définies, est 
represents par une série de points disposes dans le domaine d'étude. Cette maniere 

de représenter une experimentation par un ensemble de points darts un espace 

cartésien est une representation géométrique de l'étude (Figurel.5). 

16 

Facteur 

4 

-' 	 -i-i 	Facteur 1 
Figure 1.5 : Definition du domaine d'étude 

• La representation géométrique de Ia réponse s'effectue dorm darts un espace ayant 
une dimension de plus que celle de l'espace experimental. A l'ensemble de tous les 

points du domaine d'étude correspond un ensemble de réponses qui se localisent 
sur une surface appelée surface de réponse (Figurel.6). 
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:4 	 +1 	Facteur 1 
Figure 1.6 Definition deJa surface de réponse 

1.4.3 Coordonnees centrées rëduites 

Lorsqu'on attribue Ia valeur -1 au niveau has d'un facteur et Ia valeur +1 au niveau haut, 

on effectue deux modifications importantes: 

- on déplace l'origine des mesures 

- on change l'unité des mesures 

Ces deux modifications entrainent l'introduction de nouvelles variables que l'on appelle 

variables centrées réduites, centrëes pour indiquer Ie changement d'origine et réduites pour 

signaler Ia nouvelle unite. Le passage des variables d'origine z aux variables centrées 
réduites x (variables sans dimensions), et inversement est donne par Ia formule suivante: 

Z - ZO  

IRIS 

OCt 	zo = (niveau haut + niveau bas)12 

pas = (niveau haut - niveau bas)/2 

L'intéret des variables centrées réduites est de pouvoir presenter les plans 

d'expériences de Ia méme maniere quels que soient les domaines d'études retenus et quels 

pie soient les unites des facteurs. La theorie des plans d'experiences présente ainsi une 
grande généralite [2]. 
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144. Plans d'experiences 

Chaque point du domaine d'étude représehte des conditions opératoires possibles, 
done une experience que l'opérateur peut réaliser. 

Facteur 2 

1  ri - 	A 

-1 	+1 	Factcui-1 
Figure 1.7 : La théorie des plans d'expenences Illonue que les meilleurs emplacements 

sont les sommets A, B, C et D du domaine d'étude 

Le choix du nombre et de l'emplacement des points d'experiences est le problême 

fondamentaj des plans d'expériences On a l'habitude d'appeler plans d'experiences des 
ensembles de points exp6rimentaux répondant a des propriétes bien précises. Ce sont les 
plans d'experiences classiques. us sont connus et largement publiés. Lorsque les points 
expérinlentaux sont disposes autrement que dans les plans d'experiences classiques, on 

pane de plans non conventjopJels Leurs proprietes sont Ic plus souvent moths bonnes que 

celles des plans classiques. Mais ce sont des plans que Von rencontre car il n'est pas 
toujours possible de respecter les ilnpératifs des plans d'expéniences classiques [5]. 

1.4.5. Matrice d'expériences 

La representation géométnjque d'un plan d'expéniences est commode pour imaginer 
Ia position des points exP61imentaux dans le domaine d'Etude. Mais elle ne peut plus être 
employee des que le nombre de facteurs est superieur a deux. Pour les espaces 
multidimensionnels nous adopterons une representation sous forme de tableau ou man

-ice 
d'expeniences La matrice d'expeniences (Tableau 1.1) définit les essais a réaliser. Le terme 
essai est "equivalent de point d'experience 
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Tableau I. I Matrice d'exp6liences  

1.5. 	de modélisation mathématigue 

Le modéle est une relation entre les facteurs x 1 , x2 ,..., X. et Ia réponse que I'on 
desire étudier. La fonction y = f (xi, x 2  ..... XK) correspondant a une surface de réponse 
(appelee hyper surface si k =f 3) est trop générale et ii est d'usage d'en prendre un 

développement limité de Taylor [4]. Si les dérivées du développement de Taylor peuvent 

étre considérées comme constantes, le développernent précédent prendra Ia forme d 'tin 
polynôme de degre plus ou moms élevé: 

Y= ao  + I a, ;+ I a, x, X1+ a,, x2 

y est Ia grandeur a laquelle s'intéresse l'expérimentateur 

• x, représente le niveau attribue au facteuri C'est Ia valeur de Ia coordopjiee 

centrée réduite du facteur / retenue par l'expérimentateur pour réaliser un essai. 
Cette valeur est parfaitement connue 

• a0 , a, a,1 , a ....sont les coefficients du modéle. us ne sont pas connus et doivent 
étre calculés a partir des résultats des experiences. 

.LJ. Intéret de Ia representation polynoaJe 

La représentaijon polynomiale de Ia réponse permet l'utilisation du calcul matriciel, 

contrajrement aux autres formes de Ia modélisation, d'oà son wand intérét. File perniet 

aussi de faire apparaltre dans i'expression die méme de y les effets des facteurs, ainsi que 

leurs interactions ce qui n'aurait pas été possible si on avait utilisé d'autres fonctions 

mathématiques telles que les logarithnies, Jes exponentiejies etc... Enfin I'usage montre 

que lies polynômes permettent de résoudre Ia plupart des probiemes et ce sont eux qui ont 
la faveur des expérimentateurs 
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1.5.2. Modéles mathématigues pour plans d'expériences 

Les rdponses mesurëes an cours d'une experimentation sont des grandeurs 

aléatoires, qu'il faut traiter d'une maniere aléatoire. La réalité doit être prise en compte. 
Malgré tous les soins que l'on peut prendre, Ia méme experience ne doimera pas 

exactement le méme résultat a chaque determination. Chaque mesure est entachée d'une 
incertitude appelée erreur expérimentale ou erreur de mesure on erreur pure. Ceci est 
dii a Ia variation de certains paramétres qui ne sont pas connus par l'expérimentateur. On 

peut classer les modêles en 3 categories [5]. 

I .5.2.1 . Modéle du niathématjcjen 

On exprime Ia valeur de Ia réponse en fonction d'une relation mathématique faisant 
interyenjr des coefficients (Ms at) et les niveawc des facteurs (Ms z). Le modéje 

mathematique du mathématicjen est caractérisé par l'absence d'erreur experimentaje Par 

exemple pour deux facteurs 

y = a0+ a1 x1 +a2 X2  + a12 	+ a11 x12  + a22 x 

1.5.22. Modéle de l'expérjmenateur 

Deux complements doivent .étre apportés au modeM précédemment écrit. Le 

premier est Ic manque d'ajustement ou bien l'erreur d'ajustement. Cette expression traduit 

le fait que le modeM choisi par l'expérimentateur avant les essais est probablement un peu 

different du modèle reel qui régit le phénoméne étudié. Ii y a un écart entre ces deux 

modéles. Cet écart est le manque d'ajustement A (Lack of Fit). Le second est Ia prise en 

compte de Ia nature aléatoire de Ia réponse. En effet Si Von mesure plusieurs fois une 
réponse en un méme point experimental, on n'obtient pas exactement le méme résultat. n y 
a une dispersion des résultats. Les dispersions ainsi constatees sont appelees erreurs 

aIéatoiresg Ces deux écarts sont souvent réunis dans un seul écart, le résidu. Le modele 
utilisé par l'expérinlentateur pour deux facteurs s'écrit alors: 

y = a0+ a1 +a2 x2 + a1 2  x1 x2 + a2 , x, + a22  x + A + cr, 

Ce modele se compose de trois parties. La premiere panic est un modéle du 

mathématicien, Ia seconde partie est )'écart d'ajustement. L'objectif de I'expénmentateur 
est de réduire cc terme pour le ramener a une valeur de I'ordre de grandeur de I'erreur 

expérimentaje La troisiéme partie est l'erreur aléatoire Cette erreur est due a Ia variation 
des niveaux des facteurs non contrôjés 
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15.2.3 Modéle du statistjcjen 

Le modéle précédent est trop compliqud pour faire des caiculs. On effectue les 
simplifications suivantes: 

• L'erreur d'ajustement entre le modéle choisie a priori et le modele Mel est supposée 
négligeable 

• Les erreurs aléatojres sont issues d'une méme population, pour tout le domaine 

d 'étude 

II s'agit de vat eurs ayant Ia méme moyenne, le méme écart type et provenant de Ia 
theme Distribution. II faut bien voir que les valeurs de l'erreur sont différentes les unes des 

autres, Puisqu'elles résultent de tirages au hasard dans une population donnée. Pour un 
modéle polynomial du second degre a deux facteurs, le modele de statisticien s'écrit: 

y = a0 + a1  x1  +a2  x2  + a12 ; x2  + a11  x 2  + a22  x 2+ cry 

Systême d'épuations 

Chaque point experimental apporte une valeur de Ia réponse. Or cette representation 

est modélisee par un polynôme dont les coefficients sont les inconnues qu'iI faut 

determiner. A Ia fin du plan d'expériences, on a un système de N equations (s'il y a 
N essais) a q inconnues (s'il y a q coefficients dans le modéle choisi a priori). Ce 
sytème s'écrit d'une manière simple en notation matricielle: 

J y=XA+e 	 (1.2 
AvL: 

y Vecteur des réponses 

X : Matrice de calcul, qui depend des points expérimentaux choisis pour executer le plan 
et du modéle postulé 

A : Vecteur des coefficients 

Vecteur des résidus 

Ce système ne peut pas, en général, étre résolu simplement car le nombre 
d'équations est Inférieur au nombre d'inconnues. En effet, il y a Néquations et q+N 
inccnnues Cette resolution ne peut pas étre menée a bien que si l'on utilise une méthode 

de égression qui introduit q equations supplémentaires. La plupart du temps cette 

méthode est basée sur le critère des moindres carrés qui sera exposé au chapitre suivant. 



CHAPITRE 2 

REGRESSION MLR, PLS ET VALIDATION DU MODELE MATHEMATIQUE 

Dans ce chapitre, nous allons decrire deux méthodes de regression utilisées dans Ia 

théorie des plans d'expériences et permettant de calculer les coefficients du modéle 

mathénYatique recherché a partir d'un certain nombre d'expériences. La premiere méthode 

est une méthode classique et trés connue sous le nom de méthode des moindres carrés. La 

seconde, moms connue et plus récente est contrairement a la précédente, une méthode 

iterative qui donne également de bons résultats. La validation du modéle obtenu a l'aide de 

ces deux méthodes de regression est effectuée par une analyse de Ia variance et une analyse 

des résidus. Ces deux derniêres analyses statistiques seront également décrites dans ce 

chapitre. 

2.1. Regression multilinéaire MLR (Multilinear Regression) 

L'objectif est de trouver un ensemble de q coefficients qui résout le mieux possible 

le système d'équations (1.2). 

2.1.1. Principe 

La regression multiineaire est une généralisation de Ia regression linéaire simple. 

Dans Ia regression linéaire simple I'expeiimentateur dispose des résultats de N 

experiences. 

22 



23 

Tableau 2.1 : Presentation des résultats d'essais pour une regression simple 

x  y 
x1  

x2  

xi  yi 

xw YN 

Au cours de l'essai n ° i, Ia variable explicative ou le facteur x a Ia valeurx, Ia 

réponse mesurée est y1 . Si les points (x 1  , y.) s'alignent correctement dans le plan (x , 

'l'expérimentateur cherchera I'équation de Ia droite qui s'ajuste au mieux a ces résultats. 

yt 

Figure 2.1 Droite des moindres carrés 

Sur Ia figure 2.1, nous voyons qu'á chaque valeur xi de x correspondent deux 

valeurs de la réponse y1  valeur mesurée et 5' valeur donnée par Ia droite, avec y1 = 

+e.. Cette droite recherchee satisfaite au critére des moindres carrés Ze, 
2 minimale. La 

démarche se généralise au cas oA l'expérimentateur desire étudier une réponse y en 

fonction non plus d'un seul facteur x, mais de K facteurs x1 , x2 , , x, -. Le tableau des 

résultats d'une regression Iinéaire multiple est présenté par Ic tableau 2.2 
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Tableau 2.2 : Presentation des résultats d'expériences pour une regression multiple 

xI ... x i  ... xx Y 

Y1 

XNI x  Y, 

Au cours de I' essai n °  1, le facteur x 1  a Ia valeur x, le facteur x 2  a Ia valeur x, 2 , 

:.., le facteur x, a la valeur x v.. ... .et le facteur x 1  a Ia va1eurx 1 . La réponse observée 

sty 1  .L' experimentateur fail l'hypothêse que Ia réponse peut être approchée par an modéle 

lineaire de type: 

ya0 +a1  X 1 	£22 X 2 +...+ a 1  X 1 + ... + aq  xq  

Dans lequel une variable quelconque x 1  peut représenter: 

- L'un des facteurs x 1 , x2 , ..., X K  

- Une interaction quelconque entre ces facteurs 

- TJne fonction de ces facteurs: x, Iog( x 1 ), ... etc. 

Les coefficients a du modéle sont estimés par Ia méthode des moindres carrés. 

21.2. Hypotheses de Ia regression multilinéaire 

La valeur attendue pour y dans les conditions de l'expériencei, si le modéle ci- 

dessus est valide est 

7(y 1 )a0 +a3  x+ a2 x+ ...+ 

En raison des erreurs aléatoires, Ia valeur y 1  obtenue expérimcntalement différe de 

I q (y3 d'une quantité e [6]. 

La methode des moindres carrés ne nécessite aucune hypothése sur Ia distribution 

des réponses. Cependant, elle posséde certaines proprietés intéressantes sous reserve que 

soient satisfaites le mieux possible les conditions suivantes [7] 
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- Les erreurs c doivent We distribuées suivant une Ioi Normale de moyenne 0 et de 

variancecr 2  , N (0,c), ce qui s'écrire: 

E (ei ) = 0 

var (c)= a 2  

2.1.3. Estimation des coefficients par Ia méthode des moindres carrés 

Lorsqu'on estime les inconnuesa 0  ,a 1  ,. .., a par a0 , 	1 	nous pouvons 

cakuler la réponse au point i par: 

1 â0 +â1  X 13 + â2 X 12 + ... + aj X4 +...+aq Xjq  

La valeur 5' différe du résultat experimental y de Ia quantité c  (de môme que les. 

61  sont les estimateurs dea,, Iese 1 , sont des estimations dess). 

Yl = .2 + e1 . 

Nous écrirons cette égalité quelque soit I, nous obtenons le système linéaire: 

y 1 â0 +â 1  X 11 +a2 X 12 +...+af  X 11 ++ âq x1q +e1  

y2 =â0 â1 x 21  + â 2 X 22 + ... + a1  21 +...+a X 2. +c 2  

yi=ao+axn+a2x12+ ... +âj x+ ... +âq xjq +ej  

L yNaO+axNl+a2xN2+ ... +a) xm  ... aq xxqN  

Nous cherchons les valeurs des a1  qui minimisent Ia soimne des canes des 

écarts I  e. Concrêtement nous cherchons le modèle linéaire qui passe au plus prés de 

I' ensemble des points expérimentaux. Pour simplifier 1' écriture, nous adoptons Ia notation 

matricielle 

I 	(YI 	(1 	 Xiq 	('' 	(e0 ' 
1321 	11121 	.X23. 	... 	X7qj 	1a1( 	e l  

= 	1 	Xfl 	 ... 	Xjq I 	I a j  I 	+ I C.
IV 

) 	1 X 	... 	 xj 	q) 
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Le système a résoudre s'écrit : y = X4 + e, et le critére des moindres carrés 'ee soit 

minimale on a: 

r ee=r(y _X4)U'_X4) 

=ey_ rAtXxy  - XA) 

—5y'A 'ICy— t  yXA+'A txxT4 

=tyy —2'A'Xy+'A tfl4 

Calculons Ia dérivée de 'ce par rapport a I'inconnue A 

D('ee) =  8(yv) —2 
D(AXy) + aA'Xt4) 

aA 	ôÀ 

[11 

- 	3(l ) 
ÔA 

OA
-  

a('AtA%4) 
=2'XZ4 

ÔA 

1 vient donc: 

car t yy ne depend pas de A 

car 'A'Xy est une forme linéaire en A 

car 'A'XZ4 est une forme quadratique en A 

aee)  
aA 

= 
—2'Xy +2'Xt4 

La valeur de A qui minimise t ee  doit verifier: 

ä(ee) 
3A 

=O-2'Xy+2'LYAO 

=tflc ty 

Si Ia matrice('XK 1  n'est pas singulière on a: 

A =XK'Xy 	 (2.1) 

Cette relation est fondamentale et nous l'utiliserons constamment par Ia suite. Elle 

est valabIe pour tous les modéles polynomiaux quelque soit leur degré et quel que soit te 

nombre de coefficients. Les coefficients ainsi obtenus sont utilisés pour écrire le modéle 

mathématiqut Ce modéle permet de calculer les réponses (qui sont souvent appelées les 

réponses preditesfl dans tout le domaine d'etude. 

XA 
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Elles sont trés utiles pour faire des previsions, tracer les diagrammes d'isoréponses, 

chercher des optimums ou des valeurs bien précises. C'est on précieux outit de prevision. 

2.1.4. Propriétés des coefficients 

Les coefficients a1  sont fonction des résultats expérimentaux et doivent étre 

considérés comme des variables aléatoires, donc nous pouvons calculer leur espérance 

mathématique ainsi que leur variance. 

2.1.4.1. EsDérance mathématiciue des coefficia 

D'aprés Ia formule (2.1) l'espérance mathématique de A a pour expression: 

E(A) = E[CXXI' 'Xy] 

=XX 'XE(y) 

Car les éléments de X sont considérés comme fixes. En désignant par A le vecteur 

des coefficients vrais et e Je vecteur des N écarts entre les résultats expérimentaux et les 

réponses théoriques alors: 

y = £4 + e 

Et 
E(y)=E(XA+e)=E(XA) 

= XE(A) 

Car E(e) =0 par hypothese. Nous trouvons: 

E(A) =('X1fl' tXXA = A 

Le résultat que nous venons d'établir signifie que les distributions des â sont 

centres sur les valeurs vraiesa 1 . 

2.1.4.1. Variance des coefficients 

Par definition La variance de A est 

var(A)=EI(A—A) f (4A)} 

Remplacons A par ('Xfl 'Xy et y parXA + am Nous obtenons: 

(A - A) =CY1 'X(X4 + e) - A = A +fl' 'Xe - A = ( I Xfl" Xe 

Puisque 	
r  (A - A) = eX(' AX) 



Donc 

var(A) = E[('XX')' t Xs' & XCXXY' J = ( t XX)' 'X E(s's)X XXI' 

Remplacons E(s's) parE[(s - O)t (& - 0)] = var(s) = a 2 . Nous pouvons écrire: 

var(A) ( tfl' Xc 2 XCXKY 1  

= a2 
(t X1)' 'XK( t  XX)' 

' var(A) = a2XCXVI1 	 (2.2) 

En multipliant les éléments de la matrice ('AX) parcr 2 , nous obtenons la matrice 

de variance-covariance: 

var(â 0 ) 	... 	 ... cov(&,â o ) 

var(A) 	
var(â 1 ) 	ccv(â f ,&1 ) 

= cov(3 1 ,â,) 	var(â 5 ) 

	

cov(â 0 ,a) ... 	 ... 	var(â) 

La matrice de variance-covariance ci-dessus est comme 
(t X[', une matrice 

carrée symétrique. Les éléments de Ia diagonale sont les variances des coefficients, tandis 

que les termes hors diagonale correspondent aux covariances. 

2.2. Regression PLS (Partial Least Suuares Regression) 

La regression PLS reléve d'une toute autre stratégie. C'est une méthode d'analyse 

des données. Elle a été proposée par World, Aibano, Dunn, Esbensen, Hellberg, Johansson 

et Sjostrom en 1983 [8]. A la difference de La regression MLR qui calcule les coefficients 

an cours d'une seule iteration, la méthode PLS est une méthode qui améliore Ia qualité de 

l'ajustement a chaque nouvelle iteration. 
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2.2.1. Algorithme dela regression PLS 

On cherche a realiser une regression d'une variable a expliquer y sur des variables 

explicatives XI,X2,...,Xk  qui peuvent être hautement corrélées entre cues. Par ailleurs les 

coefficients de regression doivent étrc interprétabies c'est-â-dire qu'on souhaite prendre en 

compte Ic fait que Ic chercheur mesure Ia contribution de Ia variable x, a la construction 

de Ia variable y a I'aide du coefficient de regression. On peut atteindre I'objectif d'une 

regression interpretable de Ia maniêre suivante [9] 

On construire tout d'abord one composante 

4 = W11X1 	 WIq 	 (2.3) 

• 

w1i 

 - 	cov(x,y) 
(2.4) - 

q 

cov 2 (x1 ,y) 
1=' 

Dans Ia formule (2.4) w 1 , représente Ia pente de la droite des moindres carrée, 

passant par l'origine dii nuage de points (w 15 , x 11 ). Pus on effectue me regression de y 

sur 

y=c1 11  +y1 	 (2.5) 

Oü c est le coefficient de regression et y1  Ic vecteur des résidus. D'oü une 

premiere equation de regression: 

Y=C 1 W 11 X 1  +...+C1 W 1q X q  +y 	 (2.6) 

Si Ic pouvoir explicatif de cette regression est trop faible, on cherche a constnuure 

une deuxiéme composante '2'  combinaison linéaire des x i  non corrélée a 4 et expliquant 

bien Ic r6siduy 1 . Cette composante 12  est combinaison linéaire des r6sidusx 11  des 

regressions des variables x i  sur Ia composante t. 

On obtient t2  a I'aide de La formule 

12 = 211  +...+W2q X 1q 	 (2.3) 

Oâ 

- 	cov(x 11 ,y1 ) 

- I q 	
(2.4) 

cov 2 (x 1 ,y) 

1=' 
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On effectue ensuite une regression de y sur t et '2 

y=c1 1 1  +c2 t 2  +y2 	 (2.9) 

En exprimant / et '2  en fonction des variables x1 , l'équation de regression (2.9) 

peut s'écrire en fonction de ces variables. D'oü une deuxiême equation de regression plus 

precise que Ia premiere. Cette procedure iterative se poursuit en utilisant de méme les 

résidus 2 ., 
des regressions de y, x1 ,..., Xq  SUf / et t2 . 

Le nombre de composantes t 11 1 2, - 1,, a retenir est habituellement determine par 

validation croisée. Pour chaque valeur h on calcule les predictions YM et 	de YE, 

l'aide du modéle a h composantes, calculees en utilisant toutes les observations puis sans 

utiliser I'observation i. On calcule ensuite les critêres RSSh (Prediction Sum of Squares) et 

PRESSh (Residual Error Sum of Squares) définis par: 

RSS h  — (Y1 Yhco) 

Et 

PRESS,, =(Y1 Yh(-o) 

La composante est retenue si 

IPRESS I, ~ 0,9506S,, 1  

2.2,1.1. AlgorithmePLS 

Nous notons V Ia matrice des variables dépendantes Y1 1 )'2 , . . ., 
y centrées réduites 

et X Ia matrice des valeurs des variables indépendantes x 1 , x2  ,,. x centrées réduites. La 

matrice X est derange a. L'algorithme de Ia regression PLS peut s'écrit comme suit: 



1. pour chaque colonne 1 de Y ,poser X0  = X, y0  = y1 

2.pourh=I ,..., a: 

2.1. 4 h = 
Xiy_j 

 
Yb—I Yn-1 

2.2. normer 11h  a 1 

2.3. th =Xh_IWh 

24.ph= ' 
h-1 h 

 I 
hh 

2.5. X h  = Xh_! - thPh 

2.6. Ch- _______ 

- H 

2.7. Ub 	
Yh1 

 
Ch  

2.8. Yh =Yn-i Chih 

2.2.1.2. Commentaire del'aigorithme 

Les coordonnées des vecteurs Wh th,Ph et Ch représentent toutes des pentes des 

droites des moindres carrés passant par l'origine et peuvent done être calculées avec 

donnees manquantes: 

- La coordonnée whf  du vecteur Wh représente le coefficient de regression de Yh1 

dans Ia regression de Ia JiEme  colonne de Ia matrice Xhl sur Ia variable y,,1 

- La coordonnée t, du vecteur th représente le coefficient de regression de w,, dans 

Ia regression sans constante de Ia variable définie par Ia 1ème  ligne de Ia matrice 

X h_l  sur Ia variable définie par le vecteur Wh 

- La coordonnde Phf du vecteur Ph représente le coefficient de regression de 
th 

dans la regression de Ia JhITh colonne de Ia matrice X h_l  sur Ia composante i',, 

- La valeur Ch représente le coefficient de regression de i, dans Ia regression de Ia 

variable YhI sur Ia variable t h  

31 
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La matrice X. est le résidu de Ia regression de Xh_I sur th•  La variable Yb  est 1€ 

vecteur des résidus dans Ia regression de Yhl  sur I,,. On peut déduire de ces regressions 

les propriétés d'orthogonalité: 

thXh=0 	et 	It 
hYh=° 

Nous ailons décrire un ensemble de propriétés de l'algorithme PLS, ces propriétés 

permettant de le simplifier. 

Proposition 191 

Les vecteurs et les matrices issus d'une regression PLS vériflent Jes propriétés suivantes 

1) t t htl =0 	 pour It < 

'WhP,,  =1 

t w'XO 

' WhPI = 0 

' WhWI = 0 

t t h Xj  = 0 

pour h < I 

pour h< 1 

pourhh< 1 

pour h < I 

7)Xh =xll(I_wtp 1 ) pourh > I 

Preuve 1 

On va Ia montrer par recurrence. Pour h=J et 1=2 on a I t/ 2 
t 1 1 X 1 w2  =0 

(puisque't fl X =0). 

Supposons 11 ,4 .....th  orthogonaux, alors Ms vecteurs t, , t2l %+ sont orthogonaux. 

Montrons que th+1  est orthogonal aux vecteurs t t2l .... I,, 

hhWh + I = 0, (car thXh = 0) 

j 	=' 
h_IXhWh+I 

=' t, [X,,_1 - thPh J 'h+I 

= [t 
'h-I Xh_I -' t h-] thPJ, ]wh+I  

MK 

Puisque ' Ih_IXh_I = 0 et par hypothése de r 6currence'th-lih-I =  0. 

th-2th+I = 
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=' t_2[.X_ 
- th 1  P H' 

	

hJ 	/,.-I 

=t 
1h2[h_2 - thI Pn_i - thPh]WhFI 

= 0, puisque th2A' h 2  = 0 et par hypothese' 'h2'h =0 

Preuve 2 

La propriété (2) est immediate: 

Wp 
= wX•t 

- '(.Xh_ l wh )th  = tb/h 
=1 

th th 	- 	 thth 	 hth 

Preuve 3 

On a: 

tWEX = W, (Xh_I hPh) 

= Wh Xh  I WhPh t th 

=' Ih 
'
WhPh

'=' 
 th 	h = 0 

Montrons 	maintenant 	que 	I'égalite t  Wh ' XJ  = 0, 	pour 	un 	indiceh:~ /, 

= 0. On a: 

=' w (x, - t) 

=' 

wX, 
- WX/t 

11+111+1  

D'oâ le résultat. 

Preuve 4 

En utilisant (3) on a 

w hp,= =0,pourh 	1,soith<1 
'ti /I  

Preuve 5 

En utilisant (3) on a: 

tWW 
= WXy 	

0,pourh<1. t yI_IyI_I  

Preuve 6 

L'égalite est vraie pour Ii = 1. En utilisant I'orthogonalite des 
th' on a pour h < / 
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't,,X, =f1h  (X,_ 1  - I, 'p1) 

_lhX!_l (car t l h l f  = 0) 

- l,_ 'P,_) 

=thXi_2 = . . .=t ),J(/, = 0 

Preuve 7 

Montrons la par recurrence. Pour /, = / on a: 

X 1  =X —1 1 tp1  

= X - Xw 1  'p 1  

=X(I—w 1 1 p1 ) 

Supposons que ce résultat est vrai pour Ii = j. montrons qu'iI est vrai pour 

h=j+1 

f*I  =x - t j+I 'P+i 

= xi  - x i Wj+I'Pj+l 

= X 1  (I - w+1 
tp11) 

h=f 

= XJJ(I - Wh Ph)(' —w1 tp+I) 
h=I 

D' oü le résultat. 

2.2.2. Simplification de l'aIorithme de regression PLS 

L'orthogonalité des composantes 1k permet de simplifier l'algorithme de regression 

.PLS. Elle rend inutile le calcul des résidusyh. Cette orthogonalité entraine en effet les 

résultats suivants [9]: 

- La matrice Xn des résidus de Ia regression de Xh-1 sur /b est aussi Ia matrice des 

résidus de la regression de X sur 11,12.....lb 

= Xh_I  thPh 

- Le vecteur yh des résidus de Ia regression de yb-i sur lb est aussi Je vecteur des 

résidus de Ia regression de y sur 11,12,.. 

)/, =y—c1t 
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= yb-i —Chth 

Montrons que le calcul a chaque étape de yh n'est pas nécessaire. On a tout d'abord 

	

' X_ 1 _ 1 	Xh_I (y—c14 	—...—Ch_jth_) 
= 

Puisque le résidu Xh-I de la regression de X sur t1 ,t2,..  .,t,1_1  est orthogonal aux 

composantes tt,12r,'hI On a done: 

'V 

	

h-IYh-I 	Xh_IY 

= I = li 

	

II 
t v 

hII 	II' X1Yj 

Et de méme 

- c1 t 1  - .. - C_1 thi )th 

	

C,, = 	= 
' 
t,t/, 	 thth 

tYt 

-. 
it 

On peut aussi simplifier Ic calcul du vecteur P  L'orthogonalité des lb conduit a: 

On peut remplacer les étapes 2], 2.4 et 2.6 de l'algorithme PLS par les étapes 

suivantes: 

'X,, I Y 
2.1.b. W = 

35) 

2.4.b. P = 
t h th 

2.6.b. Ch 
- 

La regression PLS permet d'obtenir une decomposition du vecteur 

)_1 Xy solution des equations normales de Ia regression multiple. 

h 

A=çxxy' Xy=>c1w1 
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Ainsi Ia solution A,, = 	C}V, de la regression PLS a l'ordre h tend vers la solution de Ia 

regression MLR et I'atteint pour h=q. 

2.2.3. Ayplication de La regression PLS 

La regression PLS s'applique également an cas on le nombre de variables de Ia 

matrice X est grand, yoke supérieur ou trés supérieur au nonibre IV des essais. Ce cas est 

trés courant lorsque l'ensemble des variables provient d'un spectre en proche Infrarouge, 

•de RMN, ou dans les procédés industriels oà les informations sont fournies trés 

fréquemment par de nombreux capteurs installés a demeure sur l'unité de production. 

L'algorithme de PLS a de plus l'avantage d'accepter les valeurs manquantes. 

2,3. Evaluation de la pualité des modéles 

L'évaluation de Ia qualité du modéle permet de savoir si le modéle resume bien les 

iésultats des essais du plan d'expériences. On peut juger de cette qualité a l'aide d'outils 

:statistiques. Quatre techniques ant été décrites pour effectuer cette evaluation. 

2.3.1. Examen grapgue des résultats 

Lorsque cet examen est possible, 11 est toujours riche d'enseignements et permet 

souvent d'éviter de grosses fautes d'interprétation. 

2.3.2 Analyse de Ia variance 

2.3.2.1. Propriétés de y, 9 et e 

Pour le modéle des moindres carrés, les N resultats expérimentaux )4 et les 

réponses calculées par le modéle 9i ont Ia même moyenne générale JY, les sommes des 

carrées vérifiant Ia relation: 

= 	
-z:- 

Cette égalité est facile a demontrer. On a: 

t ee  = tyy  2tA 'Xy + 'A tj  

Pour le modéle des moindres cares: 

'Xy = txxA 



Et par consequence: 

tee = 'yy —21A yJ4 + ç4 	= 5y  

Revenons aux scalaires correspondants. 

'Ce = 	 tA I XXA _t55,_ 

Nous obtenons l'égalité (2.10). Les pi opriétés de y, 9 et e sont a Ia base de 

I'analyse de la variance qui suit. 

2.3.2.2. Signification du modèle 
L'égalité (2.10) peut s'écrire 

= 	+ 

Retranchant N j72  aux deux membres de l'équalité. On obtient: 

y? —Ny 2 = —Ny 2  + 

La dispersion des y autour de leur moyenne, encore appelée dispersion totale, se 

decompose en deux part: 

- La dispersion des 	autour de leur moyenne. Elle correspond a Ia dispersion 

expliquée par le modéle 

- La dispersion des écarts autour de leur moyenne correspond a Ia dispersion 

résiduelle. Elle est appelée somme des carrés des écarts 

Les degrés de liberté correspondant a chacune de ces sommes des carrés sont: 

N—i 	 Pour 	YYZ2— N Y 2  

q 	 Pour 	!u);2 Ny2 

N—q-1 	Pour 

Par definition Ia variance est obtenue en divisant Ia somme des carrés par le nombre 

de degrés de liberté de ces sommes. On obtient ainsi les variances: 
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Variance totale 	= i=1 

N.1 

;2 p2 

Variance d'ajustement 	= 1=1 

q 

Variance résiduelle 	= 	1=1 

N—q—i 

L'analyse consiste a comparer Ia variance d'ajustement a Ia variance expérimentale 

en caiculant leur rapport appele F de Ficher. 

F= 	
q 

N—q-1 

Le modêle sera déclaré globalement significatif si F > F q N_ q_1. On peut dire 

aussi que la qualité du modéle est d'autant meileure que Ia variance d'ajustement est plus 

faible par rapport a Ia variance expérimentale. 

2.3.3. Tests statistigues 

Ces tests utilisent les résultats de l'analyse des variances. us permettent de caiculer, 

sous certaines hypotheses, trois statistiques trés répandues: 

23.31. Le coefficient de correlation multiple R 2  

On appelle R 2  le rapport de Ia partie des résultats expliques par le modéle a Ia 

totalité de ce qu'iI devrait expliquer: 

R 2 = 
	

= I_I=N e 

D'aprés cette formule on volt que le rapport R 2  vane entre 0 et I. S'il vaut zero 

c'est que le modéle n'explique rien, s'il vaut 1 c'est que Ie modéle explique toutes les 
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réponses mesurées. Attention Le rapport R 2  n'est pas une qualité d'un modêle. Tout 

depend du nombre de résultats et du modéle choisi. Par exemple, si Von posséde deux 

réponses et que l'on souhaite utiliser on modéle du premier degré, on aura toujours un R2  

de I. En effet, par deux point ii passe toujours une droite. Le modéle explique bien les 

deux réponses. Si l'on a trois réponses le R 2  ne sera probablement plus de 1. Mais si on 

veut faire passer une courbe du second degré par les trois points, le R 2  sera a nouveau égal 

a 1. C'est pour cette raison que certains auteurs ont introduit le R 2  ajusté. 

2.3.3.1. LeR2  ajusté 

Par definition ce coefficient est donné par larelation: 

2 
- N—q—1 

afte41 	f=f 

Ces deux rapports varient entre 0 et L us mesurent en quelque sorte le degré 

d'ajustement du modèle. Plus us sont voisins de 1 et plus le modéle représente bien les 

points expérimentaux. 

2.3.3.1. Leg2  

Par definition ce coefficient est donné par Ia relation: 

N 

Ci'? 
J2)  

Q2 = 

Oà It est Ia / élément diagonal de Ia matrice X ('XX} tX 

Souvent un seuil est fixé pour se prononcer sur Ia qualité de l'ajustement, en 

général un Q 2  d'une valeur 0,7 ou plus signifie que l'ajustement est d'une bonne qualité. 
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2.3.4. Analyse des résidus 

11 s'agit d'une representation graphique des résidus. En abscisse on porte Ms valeurs 

des réponses prédites par le modèle 5i et en leur coordonnée on porte les valeurs des 

résidus Ci. On regarde si les résidus semblent être distribués aléatoirement ou non. Un 

modêle est bon si les points ($t ,ei) semblent disposes au hasard. 



CIIAPITBE 3 

TRANSMISSIONS DES ERREIJRS ET CRITERES D'OPTJMALITE 

Nous savons que chaque mesure est entachée d'une incertitude appelée erreur 

expérimentale. L'examen de Ia formuie (2.2) permet de voir que cette effeur expérimentale 

sur Ia réponse observée y, se transmet aux coefficients du modele recherché. Des erreurs 

nioins connues par les expérimentateurs sont dues également an type du modéle postulé a 
priori et aux dispositions des points expérimentaux dans le domaine d'étude. Dans ce 

chapitre nous verrons done ces notions de transmissions des erreurs ainsi que certains 

critéres d'optimalite dont on donnera Ia definition. 

3.1. Transmissions des erreurs 

Les réponses mesurées par I'expérimentateur sont entachées d'une erreur 

expérimentale. Ce sont donc des grandeurs aléatoires. Cette erreur peut étre estimée par 

I'ecart-type de Ia population et déterminée sur une échantillon. Les niveaux des facteurs et 

Ic modéle mathématique choisi a priori sont supposes n'introduire aucune erreur et ne sont 

pas considéres comme des variables aléatoires. La matrice X n'est done pas une grandeur 

aléatoire et elle n'introduit aucune erreur. Seule Ia matrice y est une mali -ice dont les 

éléments sont des variables aléatoires. Les variations des éléments de cette matrice 

entralnent done des variations on des erreurs sur les coeflicients du modéle mathématique 

puisqu'il existe Ia relation 

A =( tx -1  'Ily 

Les coefficients déterminés par La méthode des moindres carrés sont des grandeurs 

aléatoires. us vont donc it leur tour, engendrer d'autres variables aléatoires lorsqu'ils 

figureront dans une relation mathématique. Par exemple, les réponses prédites sont des 

grandeurs aLéatoires puisqu'il existe Ia relation 

41 

9=XA 
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111 resulte de cette courte analyse que les erreurs sur les coefficients du modèle et sur 

les réponses prédites ne seront pas les mémes selon Ia valeur des erreurs sur les réponses 

mesurées, le modéle choisi a priori et l'emplacement des points. expérimentaux dans le 

domaine d'étude. Nous allons examiner en detail les liens qui existent entre ces differentes 

erreurs. 

3.1.1. Prisions sur les coefficients 

Dans Ia relation (2.2), les variances des coefficients sont disposées sur Ia diagonale 

principale devar(A), Ia formule précédente, pour l'usage que nous voulons en faire, 

devient alors 

Dictg[var(A)] = a2  Diag(tXY) -1 	 (3.1) 

C'est la relation des variances des coefficients. Cette relation est trés importante. En 

effet, elle montre qu'il y a trois composantes qui induisent des erreurs sur les coefficients. 

Ces composantes sont: 

. l'erreur commise sur les réponses a cause du termec 2 , les erreurs commises sur les 

réponses mesurées se transmettent donc aux coefficients du modele mathématique 

L'emplacement des points expérimentaux. La position des points expérimentaux, 

dans le domaine d'étude génére des erreurs plus on moms élevées sur les 

coefficients du modéle mathématique. C'est Ia matrice X qui est responsable de ce 

transfert. Cela signifle qu'un expérimentateur qui conduit des experiences avec 

beaucoup de soin et obtient des résultats d'essai três précis peut quand méme avoir 

des modéles mathématiques mtdiocres s'il a mal dispose les points expérimentaux 

dans le domaine experimental 

Le modéle mathematique choisi a priori. Le choix initial du modéle mathématique 

engendre des écarts d'ajustement plus on moms élevés sur les coefficients du 

modéle. Les responsables de ce transfert sont a 2  et Ia matrice X, cela signifie que 

l'on doit s'attendre a de grosses erreurs sur certains coefficients lorsque le modile 

mathématique choisi a priori est trés éloigne du modéle reel 

3.1.2. Precision sur les réponses prédites 

La méthode des moindres carrés permet, grace an jeu des coefficients qui a été 

calculé, d'obtenir les réponses dans tout Je domaine d'étude, c'est a dire que Von pçut 
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calculer les réponses pour tous les points du domaine d'étude méme si aucune experience 

n'y a été réalisée. Soit un point ii du domaine d'étude, défini par ses coordonnées, Ia 

réponse prédite en ce point est donnée par: 

= 'xA 

Si ii est un des point expérimentaux du plan d'expériences, Ia matrice vecteur 

est une ligne de Ia matrice X, Ia man-ice vecteur x. sera appelée le vecteur modélisé du 

point u, A est Ia matrice des coefficients calcules avec Ia méthode des moindres carrés. 

L'incertitude stir les coefficients se transmet a Ia réponse calculée: 

var(5)= var ('xA) 

Dans cette relation Ia matrice ligne tXu depend des coordonnées d'un point du 

domaine d'étude et ii a été admis par hypothèse que les coordonnées des points 

expérimentaux étaient parfaitement connues et n'introduisaient pas d'erreurs. On petit done 

sortir le vecteur modélisé du point xi des parentheses 

var(53= 'x,, var (A) x 

Dans cette expression la variance de A est connue et I'on sait qu'elle est égale a: 
var(A) = 

La variance de Ia réponse calculée au point xi est done: 

var(93= IX. g 2 ( t%y) l x 

Cette relation permet de calculer l'incertitude sur la réponse calculée au point xi. On 

constate que cette erreur sur Ia réponse calculée (ou réponse prédite) depend de quatre 

grandeurs: 

I'en-eur expérimentale sur les réponses mesurées 

• Ia position du point xi dans le domaine d'ëtude 

• l'ensemble des points qui ont été utilises pour établir les coefficients du modèle, 

c'est a dire le p]an d'expériences ]ui méme 

• le modèle postulé choisi pour interpreter les résultats (par Ia man -ice de calcul des 

coefficients et la variance des résidus) 

3.1.3. Fonction de variance de prediction 

L'erreur commise sur les réponses mesurées depend de Ia nature de 

I'expérimentation, du degré de precision de Ia technologie employee, du soin, de I'habilite 



de l'expérimentateur, et de bien d'autres facteurs dont l'expérimentateur est responsable. 

Ces facteurs ne dependent pas de Ia thëorie des plans d'expériences mais de Ia pratique 

expéritnentale [5]. Pour séparer cette partie expérimentale de celle qui depend de la 

théorie, on introduit Ia fonction de variance de prediction d 2  (5) 

d 2 ('j' t x( tXX)r 

En prenant Ia racine carrée de Ia fonction de variance, on obtient Ia fonction 

d'erreur de prediction 

d(j)= ['xv  ('AX)-' ;]2 

On peut tracer les courbes d'égak erreur de prediction dans le domaine d'étude. II 

est intéressant de constater que Ia fonction d'erreur de prediction ne depend pas des 

résultats des experiences c'est a dire des valeurs des réponses mesurées. Elle depend 

essentiellement de l'emplacement des points expérimentaux dans le domaine d'étude et du 

modèle postulé. On peut done savoir, avant de commencer l'expérimentation, comment Ia 

precision des réponses prédites sera affectee par le choix de l'emplacement des points 

expérimentaux et par celui du modéle. En faisant apparaItre les écarts-types et la fonction 

de Ia variance de prediction, Ia relation peut s'écrire: 

var(5)= c12  'x,, ('.XK)_' ;=cr 2  d 2 (fr) 

Si la fonction d'erreur de prediction est plus petite que 1, on a une meilleure 

precision sur les réponses prédites que sur les réponses mesurées. Si Ia fonction d'erreur de 

prediction est plus grande que 1, c'est l'inverse. En général, on s'arrange pour que l'erreur 

de prediction ne soit pas plus élevée que l'erreur expérimentale. On évite done de faire des 

previsions dans les regions oà Ia fonction d'erreur de prediction est supérieure a I'unité. 

3.2. Critéres d'oytimalité 

Les erreurs stir les réponses prédites sont flees a Ia matrice X. Comme cette 

matrice est connue, it est possible d'évaluer Ia qualite de I'expérimentation avant le debut 

des experiences. La matrice X depend du modéle mathématique postule et de 

l'emplacement des points expérimentaux. Un hon plan d'expériences sera un plan 

permettant d'obtenir Ia plus faible erreur sur les réponses prédites. La rêgle que l'on peut 

suivre est d'obtenir une erreur sur les réponses prédites de I'ordre de grandeur de I'erreur 

sur les réponses mesurées. Selon les critéres choisis, I'emplacement des points 

expérimentaux pourra varier d'un plan a l'autre. 11 y a plusieurs critéres d'optimalite. 11 y a 
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ceux qui s'intéressent a Ia r6partition de Ia variance dans le domaine d'etude. C'est par 

exemple Ic critére d'iso variance par rotation. TI y a les critéres d'optimalité qui ont pour 

objectif d'obtenir un modéle mathématique de bonne qualité. Ces derniers critéres 

s'intéressent a Ia precision des coefficients du modéle. 

32.1. Oualité de Ia representation des coefficients 

Plusieurs auteurs ont montré que Ia limite du domaine de confiance des coefficients 

est donnée par Ia relation [110] 

'(A —A)( 'Xfl(A —A) = qs 2 	 (3.2 

On 

s2  est une estimation de Ia variance expérimentale 

F est Ia statistique correspond au test de Fisher 

a est Ic niveau de confiance choisi 

dd/ est Ic nombre de degrés de liberté associé a s2  

Ce domaine est un hyper ellipsoide dans I'espace des coefficients, centre sur le 

vecteur calculé A. Avec un risque a, on peut dire, que les valeurs vraies des coefficients 

sont dans cet hyper ellipsoIde. Pour deux coefficients, l'hyper ellipsolde est représenté 

graphiquement par: 

a2 
(lrace(X 

var(a22j

- - - 

j 
4 	var(Ai)" 	 :1 

cov(ã 1 ,ã,)/ var(ái)" 

Figure 3.1: EllipsoIde de confiance 

Oà (a1 , a) sont les deux coefficients trouvés par Ia regression multilinéaire, 

les deux valeurs propres de I'ellipsoIde. Cet hyper ellipsolde représente les 

performances de I'ensemble des observations pOur un modéle donné. II peut étre décrit par 
3 caracterisations 



Volume 

Le volume de l'ellipsoide est égal a (22)2(det(IXY)-I)2. Ce volume est lie 

au determinant de Ia matrice de dispersion ('XX') - '. Plus le volume sera petit, plus l'hyper 

ellipsolde tend vers un point et plus on se rapprochera de Ia solution vraie A. 

Forme 

Lorsque la forme est trés allorigée, abcs ii existe une grande disparite sur la 

precision des coefficients. Si 21  = 22  l'ellipsoIde devient une hyper sphere, et done tous 

Jes coefilcients sont déterminés avec Ja mème precision. 

Orientation 

Si les axes principaux de l'hyper ellipsoIde sont paralléles aux axes des coefficients 

alors, Ia valeur calculée d'un coefficient sera indépendante des valeurs calculees des autres 

coefficients. 

D'après la formule (3.2), l'hyper ellipsoide depend de Ia matrice de ( 'XX) donc les 

critéres sont fondes sur les matrices d'information ('XX) et de dispersion ( 'XX) -1  

3.2.2. CritéreA 

Une matrice d'expériences est dite optimale—A, si elle conduit a la trace de 

('X1) -1  minimale. 

3..2.3. CritêreD 

Tine matrice d'expériences est dite optimale —B, si cUe conduit au determinant 

minimal pour sa matrice de dispersion. 

3.2.4. CritèreE 

Une matrice d'expériences est dite optimale—E, si elle conduit a Ia valeur propre 

maximale de ('Xfl Ia plus faible possible. 

3.2.5. Critére G 

Le critére —G prend en compte Ia plus grande valeur, sur tout le domaine 

experimental, de Ia fonction de variance d2 (5'.,) engendré par Ia matriceX. 
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dmM  =Max(d 2 (5'j) 

La meilleure matrice d'expériences vis a vis de ce critère étant celle qui a Ia plus petite 

valeur. 

3.2.5.1. Eflicacité-G. 

L'efficacité—G d'une matrice d'expériences est donnée par Ia formule suivante: 

Eff —G= 
q 
 100 

Nd 

Une matrice d'expériences est proche de Ia matrice d'expériences optimaleG, si Ia valeur 

de!'efficacité —G avoisine 100% [11]. 

3.2.6. CritéreM 

Le critére Al permet de tenir compte de la qualité d'information apportée par 

l'expérience. Ce critére est indépendant du nombre des essais du plan d'expériences. 

On appelle matrice des momentsM, ía matrice définie par: 

• ('fl) 
M= 

N 

Grace a ce critére on peut comparer deux matrices d'expériences, n'ayant pas 

forcément le méme nombre d'expériences. Soient Mi et M2 deux matrices des moments 

associées a deux matrices d'expériences constituées respectivement de M et N2 

experiences. - 

('X,X 1 ) 

= 
N1  

('X 2 X 2 ) 

M 2  = 
N2  

Nous dirons que le premier plan est plus efficace que le deuxieme plan vis-à-vis du 

critéreM Si: 

HM2I 

3.2.7. Critére d'orthogonalité 

Une matrice d'expériences est orthogonale si dIe permet d'obtenir des estimations 

des coefficients inddpendants. CeJa se caractérise par des axes de l'ellipsoide paralléles aux 
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axes des coefficients. Cette propriété est obtenue quand ('XX) (ou 'XX) est diagonale, 

donc quand les covariances des coefficients sont nulles [12]. 

3.2.8. Critére de presciue orthogonalité 

Si ia sous matrice obtenue en retirant La premiere ligne et Ia premiere colonne de Ia 

matrice (IXX) -1  est diagonale, le critére de presque orthogonalite est respecté. 

3.2.9. Critêre d'iso variation par rotation 

On desire que les réponses calculées avec le modéle issu du plan d'expériences aient une 

erreur de prevision identique pour des points situés a Ia méme distance du centre du 

domaine d'étude. Dans ce cas on pane de plan iso variant par rotation (ratable). 



CRAPITRE 4 

ÉTUDE DE DIVERS PLANS D'EXPERIENCES 

Dans cc cbapitre, nous introduirons les principaux plans d'expériences. Ces plans 

peuvent étre classes en deux categories : plans pow tin modèle de premier degre (plans 
Jäctoriels complet a deux niveaux, plans 1iactionnaires et plans de Mozzo), plans de 
modelisation (plans flictoriels complets a trois niveaux, plans composites, plans de Box-
Behnken, plans de Doeblert et plans de Roquemore). Ces deux categories concernent les 

facteurs indépendants. Par definition des facteurs indépendants sont des Iheteurs dont on 

petit choisir les niveaux comme on le desire. Le choix du niveau d'un fäcteur n'entraIne 

aucune contrainte stir Ic choix des niveaux des autres thcteurs. 

4.1. Plans lhctoriels complets a deux niveaux 
Les plans fhctoriels complets a deux mveaux sont les plus simples. Its sont aussi les 

plus utiles car cc sont eux qu'on utilise an debut de tome étude. Its permettent en effet de 
thpondre de façon oplimale aux questions: 

- quels sont les fhcteurs qui influencent Ic plus sur le phénoméne étudié? 

- si influence it y a, pie vaut-elle? 

- y a t-il des interactions entre facteurs et queue est l'importance relative de chacune 
d'elles? 

Les plans factoriels complets a deux niveaux permeftent aussi d'étudier k facteurs 
a raison de deux niveaux par facteur. Its renlennent toutes les combinaisons des k facteurs 
a lews deux niveaux, soit 2k combinaisons. 

4.1.1. Construction des plans factoriels coniplets a deux niveaux 
4.1.1.1.Matricethsessis 

Pour étudier l'influence d'un facteur stir tine réponse, it faut liii affecter an moms deux 

niveauL Reprenons les notions du chapitre 1, le premier niveau est repdré par -1, le second 

49 
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par + 1. Pour I'étudier dewc làcteurs I et 2, a raison de deux nivcaux pour chaque facteur, ii 
flat réaliser 22=4 essais. Les conditions opératoires tie chaque essai sont décrites dans Ic 

tableau 4.1. 

Tableau 4.1: Matrice d'experiences d'un plan 22 

F
Essai MIFacteur 

 

* 
¶b \ç+\ tt 

Pour trois facteurs Ic nombre des essais a réaljser est c= 8 essais. La matrice des 
essais on d'expériences est donnée par le tableau 4.2. 

Tableau 4.2 : Matrice d'expdrience d'un plan 2 

Essai N° Facteur I Facteur 2 Facteur 3 
1 -1 -1 -1 
2 1 -1 -I 
3 -I I -1 
4 1 1 -I 
5 -1 -1 1 
6 1 -1 1 
7 -1 I 
8 1 1 1 

Pour k fIcteurs, le nombre d'essais est tie 2' d'oü le nom tie plan 2 donne I cette 

famille tie plans. La matrice des essais comporte at colonnes et 2k  ligues. Elle se construit 
sunpleinent: 

Colonne du 1°' facteur: alternance de -1 et + I 

Colonne tin 	facteur: altemance tie-I et +1 tie 2 en 2 

- Colonnedu 31 facteur:aJtemancetie..1et+1 de4en4 

- Colomiedu 4'facteur:afternancede4 ct-i-Ide 8en8,...etc 
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Facteur 2 

N 

Cr) 
I- 
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4.1.1.2. Domaine experimental 

Le domaine d'étude peut être représenté thus l'espace experimental des facteurs a 
k dimensions. Lorsque k = 2, nous obtenons on cane. Les points expérimentaux sont 

situés aux quatre sommets du cane (Figure 4.1). 

Facteur 2 

	

ssth3 	 Rssai4 
+1 - 	

4Essai2 

	

-t 	+1 	Factewl 

Figure 4.1: Domaine d'étude d'un plan 22 

Lorsque k = 3, Ic domaine experimental est représenté par un cube, dont Ics huh 

sommets représentent les huit essais du plan (Figure 4.2). 

Figure 4.2 Domaine experimental d'un plan 2 

Quand k >3 Ia representation géométhque du domaine n'est plus possible mais les 

points expérimentaux sont toujours aux sommets d'un hyper-cube a k dimensions. 

4.1.2. Plan factoriel a dewc facteurs 

Pour deux facteurs, nous avons vu que Ic domaine d'étude est un cant Par exemple 

Ia figure 4.1 représente tin plan factoriel cornplet a deux facteurs. Le modèle mathéinatique 

postulé est un modéle du premier degré par mpport a chaque facteur. Le modèle est: 

y = a0+ aj xj + a2x2 + aj2x1 x2 	 (4.1) 
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y 	Ia réponse 

niveau attiibue an facteur I 

a0 	valeur de Ia réponse an cenire du domaine d'ëtude 

a1  (resp. a2 ) I 'effet principal dii facteur I (resp. facteur 2) 

a12 	interaction entre les facteurs I et 2 

4.1.2.1. Effet d'un facteur 

L'expérimentateur ayant réalisé les essais est en possession de quatre valeurs de Ia 

réponse Yi. Y2, y3, et y4 - II a done tin système de quatre equations a quatre inconnues. 

Les inconnues étant les coefficients du modêle: tio, a1 , 55 2 , et a.12  . En mmplaçant dans 

Ia relation (4.1) les xi par leur valeur, on obtient: 

3'I =a0-01 —a2 +a12  

Y2 =a0+a1 —a2 —a12  

y3 =a0 —a1  +112 —a12  

Y4 =110+114+112+1112 

La resolution de cc système donne: 

(y1+y2+y3+y4) (4.2) 

a1 = 	(—yj+y2 — y3+y4) (4.3) 

w 	—y1 	Y2 +3/3  +3/4) (4.4) 

a2 =-!_y_y3+y4) 
(4.5) 

4.1.2.2. Signification de % 

Si nous donnons a .xi et a n Ia valeur zero, nous définissons Ic centre dii domaine 

d'étude. La relation (4A) devient alors: 

Le coefficient cm est Ia valeur de Ia réponse au centre du domaine d'étude. La 

formule (4.2) montre égalemwn que cm peut être considéré comme Ia moyenne des quatre 
réponses. 
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4.1.2.3. Signification de a1 

Plaçons nous maintenant an niveau moyen du facteur 2. Pour cela, donnons Ia 

valeur zero ax2  - La relation (4.3) devient: 

y = a0 + a1 x1 

Cette relation pennet de tracer !'évolution de Ia réponse prédite dans un plan de 

coupe x2 =0 (Figure 4.3). ['effet du facteur 1 apparait comme Ia variation de Ia réponse 

quand on passe du niveau bas au niveau Mat du facteur I. 

VA 

-I 	0 	+1 	Facteurl 

Fièure 4.3 : Effet du facteur I 

Oü y4resp, y) est Ia valeur moyenne de la réponse an niveau haut (resp. bas)du facteurl. 

4.1.14. Signification de au 

La relation (4.5) petit s'écrire: 

II 	1 	1, 
y= E{Y4 — Y3) — &2 — YI)1= ( y+ -  y.) 

L'intemction apparait comme étant Ia demi difference entre l'effet dii Jicteur I an 

niveau hait dii fäcteur 2 (effet note 'y+) et l'effet dii flicteur 1 au niveau has dii facteur 2 

(effet note 'y.). Elle traduit une variation de l'effet d'un facteur en fonction dii niveau d'un 

autre facteur. 

4.1.2.5. Calcul de l'effet d'unfacteur 

Reprenons Ia formule (4.3) qui donne l'effet dii flicteur 1: 

a1 = 

On constate: 

- Que toutes les réponses participent an calcul de I'effet 
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- Que chaque réponse est precédée d'un signe et que Ia suite de ces signes est Ia 

méme que celle de Ia colonne du facteur I dans Ia matiice d'expéxiences (Tableau 

4.1) 

- Qu'il y a un coefficient, ici, dont le dénominateur est egal an nombre 

d'expériences effectuées 

Le calcul pratique d'un effet est le suivant: on multiple chaque réponse jr Ic signe 

correspondant de Ia colonne du fcteur, on additionne Its produits et l'on divise Ia somme 

par Ic nombre d'expériences. 

4.1.2.6. Matrice des effets 

Nous venons de volt que les signes de Ia mathce d'expériences permettent de 

calcWer les effets, mais II faudrait pouvoir calculer aussi Ia moyenne et I'interaction. 

Calcut de la moyenne 

Le processus de calcul a adopter pour les effets peut s'appliquer en utilisant une 

colonne de signe + puisqu'il n'y a que cc signe thus Ia formule (42). 

Calcul de l'interaction 

La suite des signes de la relation (4.5) est + - - +. Chacun des ces signes provient du 

produit .,n figurant dans Ia relation (4.1). On peut retrouver cette suite de signes de Ia 

manière suivante écrit en colonne, les signes correspondants a .r et a x, puis en faisant 

it produit scalaire des élSnents conespondants des colonnes des flicteurs. 

x t  xz  x 1 x 2  
—I —1 +1 

—i +1 —i 
+1 +1 +1 

Ayant Ia matrice d'expérienccs, 11 est facile de construire Ia matrice des effets 

(Tableau 4.3) en ajoutant une colonne de signe + pour Ia moyennc et en calculant celle de 

I 'interaction comme prtcédemment 
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Tableau 4.3 : Matrice des effets pour un plan 22 

Essai N° tvloyenne Facteur I Facteur 2 Interaction 12 

2 

3 

4 1 1 1 1 

4.1.2.7. Notation de Box 

La colonne des signes du facteur I sen notée par un chiffie 1, celle des signes du 

facteur 2 par 2. La multiplication de ces deux colonnes scion Ic wocessus expliqué au 

paragraphe précédent nous donne Ia suite des signes de i'interaction entie les facteurs I et 

2. On petit donc écrizt que Ia colonne des signes de cette interaction est 12, on introduit 

ainsi tine algébre des colonnes de signes, algébre dont nous venons de délinir Ia 

multiplicatiolL Si nous niultiplions tine colonne de signes par cue même, nous obtenons 

tine colonne qui ne contient quc des signes +. Cette colonne sera noted , d'oü 

1.1=1 etonaurademême2.2l. 

4.1.3. Plans ftctoriels a IrS facteurs 2 

4.1.3.1. Exeniple 1 ­3 

Pour l'entretien du réseau routier, les pétroliers sont amenés a preparer des 

emulsions de bitwne. Ces emulsions doivent rester stables depuis leurs fabricaiionsjusqu'ã 

leur misc en place. L'étude que nous présentons est Ia recherche des conditions de stabilité 

de i'émulsion de bitume en fonction de sa composition. Le responsable a retenu Irois 

facteurs: 

- Facteurl acide gras a faible et fotle concentration 

- Facteur2 acide chlorhydrique trés et peu dilué 

- Facteur3 : nature de bitume A et B stir la stabilité d'une emulsion de bitume. 

Le plan réalisé est tin plan 2, 3 facteurs et 2 niveaux par facteur Ce plan totalise 

2 3=  S essais. La figure (4.2) donne l'image geométrique du plan d'expériences. Pour 

calculer les effets de chacun des facteurs, on construit Ia matrice de calcul des effets 

(Tableau 4.4) 



Tableau 4.4 : Matrice des effets d'un plan 2 

EssaiN° Moy 1 2 3 12 13 23 123 

1 -1 -1 -1  

2 1 1 -1 -1. -1 -1 1 1 

3 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 

4 1 1 1 -I 1 -1 -1 -t 

5 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

6 1 1 -1 1 -1 1 -1 -i 

7 1 -1 1 1 -I -I 1 -I 

8 1 1 1 1 1 1 1 1 

Effets 27,25 -1 -6 -4 0,25 0,25 0,25 0 

Souls los effets 2 et 3 sont signhficatifs. 
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Réponses 

38 

37 

26 

24 

30 

28 

19 

16 

4.1.3.2. Conclusions do l'étude 

La concentration do l'aeide gras est pratiquement sans influence sur la stabilité de 

I'émuision. Par conire, Ia dilution do l'acide chiorhydrique est on facteur important I effet 

négatif La nature du bitume est également importante, Ia meilleure stabilité son obtenue: 

avec to bitume B, ii n'y a aucune interaction significativo. 

Remargue 

L'effet est négatif quand Ia réponse diminue lorsquo le ticteur correspondant passe 

duniveau-Iauniveau+1. 

4.1.4. Plan complot I puatre facteurs 2 

Nous pouvons genéralisor Ia démarehe précédente an cas do 4, 5 facteurs ou plus. 

Pour 4 facteurs Ic plan factoriel complet comporte 2 4= 16 essais. La matrice des effets 

pérmet d'obtenir seize informations qui portent sur: 

- los effots de chaque thcteur an nombre de 4 

- los interactions do deuxième ordre 12, 13, ... etc, dont Ic nombre est do Cj = 6 

- les interactions du troisiéme ordre 123, 124, ... etc, dont le nombre est do C2 4 

- L'interaction dii quatriéme ordre 1234 qui ost unique 

- La moyenne qui est unique 
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4.1.5. Plan complet 2k 

II s'agit de plans pour lesquels on etudie k fteurs prenant chacun deux niveaux. 

Le niodèle mathématique adopté a pxioxi est un polynoine prenant en coinpte Ia moyennc, 

les effets de chaque facteur et les interactions entre les facteurs pris deux a deuix. 

y= cz0  + >aj; + E ayxixj 	 (4.6) 

Si on remplace les xi par leurs valeurs en coordonnées centrées réduites on petit 

éciire sous fonne matticielle: 

yXA 
	

(47) 

Si nous reprenons Ic système du plan 22,  Ia relation (4.7) piend Ia fonne suivante: 

1 	—1 	—I 	1 a0  

Y2 = —1 a 1  

I-il—la2  
314  1 	1 	1 	1 a12  

Dans Ic cas des plans thctoriels a deux niveaux, la matrice X qui est orthogonale est 

appelée matrice d'Hadamard. Bile posséde l'importante propriété: 'XX = N I oü N Ic 

nombre d'essais et I Ia matrice d'unité. Si I'on reporte cette expression dans Ia fonnule 

(2.1) on obtient: 

A= ('flf 1  XY = (Nl)' 'X C,, 

D'oü 

A=j 'x 

4.1.6. Optiinalité des plans 2' 

Tous les effets et les interactions sont estiniés d'une manière indépendante, avec Ia 

vaiiance mrnirnale var(y)/N. 

4.1.7. Avantages et inconvénients des plans flictoriels complets a deux niveaux 

o Les avantages [13] des plans factoriels sont nombreux et nous n'en citerons que tes 

prncipaux: 

- Les plans factoriels cotnplets sont faciles it construire 
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Comme chaque fäcteur ne prend que deux niveaux les essais sont faciles a conlroler et 

les risques d'ezreur sont minimisés 

- Le calcul des effets et des interactions est trés simple 

- L'interprétation des résultats est a Ia portée de tout expérimentateur et ne demande pas 

des connaissances approfondies en statistique 

- Les resultats obtenus avec un premier plan peuvent être utilisés en paitie on en totalité, 

soit pour explorer une autre zone du dornaine experimental soft, pour établir un modéle 

mathématique de degré plus élevé 

• L'inconvénient de ces plans est que Ic nombre des essais I réaliser devient 

rapidement important. Dc plus, on ne peut calculer que les efiTets principaux et les 

interactions donc on ne peut pas obtenir de modéles du second degré et plus 

4.2. Plans factoriels fractionnaires I deux niveaux 

Etant donné que pour un plan làctoiiel complet I deux niveaux, Ic nombre des 

essais devient rapidement prohibitif, on utilise les plans fractionnaires afin d'étudier le 

même nombre de facteurs tout en réalisant moms d'essais. Mais, pour que les résultats de 

tels plans soiem correctement interprétés, ii faut connaItre Ia théorie des aliases [14]. 

4.2.1. Definition des plans fractionnaires 

En pratique nous remarquons que les interactions d'ordre 3 (type 123) et plus sont 

souvent négligeables. Ainsi pour cinq facteurs, le plan complet propose 232 essais, alors 

que nous ne sommes vraiment intéressés que par 16 informations. 

- la moyenne qui est unique 

- les effets des facteurs 

- les interactions de deuxiéme ordre au nombre de C52  =10 

Pour recueillir seulement 16 infonnations, ii est dommage de devoir Ihire 32 essais. La 

solution proposde par les plans fractionnaires, consiste I utiliser pour l'étude de k lhcteuis 

les matrices des effets des plans complets 2', 21c.2  ou 21q'• L'avantage de ces plans est 

k 

evident: ]a charge expérimentale est divisée par 2" car 2 =
2 

2'° 
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422. Theorie des aliases 

Reprenons Ic dernier exemple. L'expérimentateur a réalisé hull cssais. Await-il Pu 

en réaliser moths, par exemple, Ia moitié? Supposons qu'il ne realise que Ia moilié des 

essais soil 231 = 2 2 = 4 essais. La matrice d'expériences se présente selon Ic tableau 4.5 et 

les réponses sont, bien sôr les mêmes que celles de l'exemple précédent 

Tableau 4.5 Matrice des experiences (étude d'une emulsion tic bitume) 

EssaiN° 1 2 12 y 

1 -1 -1 1 =30 

2 1 -1 -1 j37 

3 -i 1 -1 
y3=26 

4 1 1 
34=16 

On peut comparer les effets calculés a partir tie cc plan fractionnaire avec le plan 

complet (Tableau 4.6). 

Tableaux 4.6 Comparaison des effels calculés 

Effets Plan complet Plan fractionnaire 

Moyenne 27,25 27,25 

1 -1 0,75 

2 -6 -6,25 

3 -4 -4,25 

Ces résultats sont tout a fail comparables a ceux qul ont été obtenus avec Ic plan 

complet de hull essais. II sernble done que, pour un effort moindre on puisse obtenir les 

mémes résultats. Cela parait surprenant et n'a-t-il pas fitilu iien donner en échange des 

quatre essais ? Quel est done Ic prix a payer pour lure moms d'essais pour fine apparaitre 

Ia réponse? Reprenons Ia valeur de I'effet 3 et de I'intemction 12 calculéc avec Ic plan 

complet: 

a1 2 

El additionnant: 
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a3  +a12 = (—Y2 —y +y +y8) 

On retrouve Ia quantité: 

03 = a3 +a12  =-4,25 

C'est a dire que n est égal a l'effet principal a augmenté de l'interaction a 12 . On 

dit que a1  et a12  sont aliases La quantité c3 pent eke appelee alias on contraste on 

simplement effet. 

On vein de même que: 

ci 	 a23 

c2 =a2+a13 =-6,25 

Le niodêle du plan fractionnaire 2' s'ecrit: 

y=co+c1x1+c2x2+c3x3 

4.2.3. Les hypotheses d'inteii.nétation 

L'interprétation des plans fractionnaires est plus complexe que celle des plans 

complets. Nous indiquons les hypotheses d'interpthtation des plans couramment utilisés. 

Elles sont commodes et souvent vérifiées mais H faut toujours les gather a l'esprit car elks 

peuvent être mise en défaut [3]. 

Hypothêse I 

Les interactions du troisiême ordre on d'ordre plus élevé sont considérécs comme 

néghgeables. 

Hypothêse 2 

Si un contraste est nul, cela peut signifier: 

- Que Jes effets aliases sont thus nuls, cas le plus probable que nous retiendrons 

- Que les effets aliases se compensent Cette hypothêse est peu probable. Ble n'est pas 

retenue 

Hypothése 3 

Si deux effets sont forts, on se méfiera de leur interaction qui peut également être 

forte. 
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D. Hypothése 4 

Si deux effets sont faibles, on supposera que leur interaction I'est aussi. 

414. Calcul des contrastes 

Reprenons la matrice des effets d'un plan 2 oü l•'ordre•des•essais a été choisi pour 

hire ressortir deux plans 22 pour les facteurs 1 ci 2. Le plan 2 3 a done été divisé en deux 

demi-plans (Tableau 4.7). 

Tableau 4.7 Matrice de calcul des contrastes pour les deux demi plans fiacionnaires 

EssaiN° I 1 2 3 12 13 23 123 

5 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

2 1 1 -I -1 -I -I 1 I 

3 1 -I 1 -I -1 1 -I 1 

8 1 1 1 1 1 1 1 

6 

7 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 

4 1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 

l demi plan 

2 	demi plan 

Considérons le demi plan supérieur. En notation de Box, on constate que 3 et 12 

sent égaux puisqu'ils ont Ia même suite de signes + - - +, on petit écrim: 

3=12 

Or, on avait demontré 

c3 =a3+a12 

Done 3 = 12 estéquivalentã c3  = a3 +a12 . Cette relation d'equivalenceestvalable 

dans les deux sens ci dIe constitue Ia base de la théorie des aliases. On montre de mêine 

que: 

1 =23 est equivalent a c1  = a1  + 

2 = 13 est equivalent ác2 = a2 +a13 

On peut trouver ces relations toujours dans le demi plan supéricur, les deux 

colonnes de signe + pennettent d'écxire: 

I = 123 
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En muitipliant successivement cette relation appelée le générateur des aliases par 1, 

2 et3: 

1.1 =1.123=1223=23 

2.1 = 2.123 = 12 23 = 13 

11=3. 123=1232 =12 

4.2.5. Construction pratigue d'un plan fractionnaire 

La construction pratique des plans fractiom,aires est bat stir: 

• On choisit un plan complet et l'on éerit sa maince de calcul des efiëts. On appelle 

cette maince le plan de base 

• Dans ye plan de base, on choisit uric colonne de signes correspondant a une 

interaction Ia plus élevée possible (pour qu'elle ait Ic plus de chance d'être lIible) 

pour étudier le lhcteur supplémentaire 

Pour illustrcr cette construction des plans fiactionnaires prenons comme plan de base 

2, Ia matrice des effets comprend 3 interactions d'ordre 2 et une d'ojxlre 3. Le plan 

complet permet d'étudier trois facteurs sur les colonnes 1,2 et 3. 

Essais 1 1 2 3 12 13 23 123 

1 

2 	
1 -I -I -•1 1 	1 	1 -1 

5 

6 

7 

gIl 	1 	1 	1 	1 	1 	1 

Si nous voulons étudier 4 facteurs, nous consexvons les Irois premieres colonnes de 

signes pour les trois premiers facteurs et nous choisirons La colonne d'une interaction pour 

Ic quatriême facteur. Pour fixer les idécs, prenons Ia colonne de l'interaction 12 et écrivons 

que l'on altribue an flicteur supplémentaire 4 les niveaux définis par les signes de cette 

interaction: 

4 = 12 

D'•oü Ic générateur d'aliases 

4.4 = 4.12 
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I = 124 

En multipliant cc générateur successivement par 1,2,3 et 4, on obtient: 

1 =24 est equivalent a. a=a+w. 

214 est equivalent a o=w+au 

412est6quivalentâ c4=a4-I-aa2 

3 = 1234 est equivalent c 

On aurait Pu aliaser le fhcteur 4 stir tine autre interaction, on aurait cut d'autres 

valeurs des contrastes. 11 est tout a iait possible d'étudier deux fiteteurs supplémentaires, 

plan 2 2. On pent choisir comme aliases: 

4=12 

5=13 

D'oü les générateurs d'aliases independants: 

1 =124 

1 =135 

Si l'on multiple ces deux générateurs membre a membre, on obtient un troisiême 

générateur: 

1.1 = 124.135 

1 =2345 

Deux facteurs supplémentaires introduisent donc tin groupe d'aliases on GOA 

comportant quatre termes. 

1 = 124 = 135 = 2345 

On utilise cc (]{IA pour savoir continent les facteurs et les interactions sont aliases 

dans les conirastes que l'on calcule avec cc plan fractionnaire. Par exemple pour 

détenniner le contraste cI on multipliant tous les termes du GOA par La colonne 1: 

1.1 = 1. 124 = 1. 135 = 1.2345 

1 =24 =25 = 12345 cstéquivalentà q = a1  +a24  +a35  +a145 

Pour tin plan de base 24, Ia matrice des diets comprend six interactions d'ordrc 2, 

quatre d'ordre 3, Ct une d'ordre 4. Le plan complet pemtet d'étudier quatre &cteurs 1, 2, 3, 

et 4. Pour étudier 8 tIcteurs, Ic plan complet contient 256 effets et interactions, Ic plan 2 

ne pennettra de calculer que 16 contrastes. II flint quatre interactions pour étudier les 

quatre facteurs supplémentaires. On peut choisir comme aliases: 

5 = 123 

6=124 
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7= 134 

8=1234 

Les quatre générateurs d'aliase indépendants sont: 

1 = 1235 = 1246 = 1347 = 12348 

Les généfatetffS dépendants se cakutent a paitir des générateurs indépendants en les 

muJtipliant2â2,3ã3,et44. 

Multiplication 2 a 2: 

1235.1246 = 3456 

1235.1347 = 2457 

1235. 12348 = 458 

1246.1 347 = 2367 

1246.12348 = 368 

1347.12348 = 278 

Multiplication 3 a 3: 

1235.1246.1347 = 1567 

1235.1246.12348 = 12568 

1235.1347.12348 = 13578 

1246.12348.1347= 14678 

Multiplication 4 a 4: 

1235.1246.1347.12348 = 2345678 

Le groupe de générateurs d'aliases (GGA) sera done: 

1= 278= 368= 458= 1235 = 1246= 1347= 3456= 2457- 2367 

= 12348 = 1567 = 12568 = 13578 = 14678 = 2345678 

It calcul complet est présenté ici pour le facteur 1: 

Cl =01 +0235 +a246 +0347 +0557 +a1278 +0J35,8 +0J453 +013456 +012457 + 

aI367 + 02568 + 112348 + p3578 + 04678 + 012345678 

Dc méme Si l'on néglige les interactions d'odre supéricur a trois on pent écrire: 

= 014 + a26  + 1137, 

c2=a2+08, 	 c23=a73+a(5+a67 

C3 =fl +a, 	C9 = a +a4s+u136+027 	C24 =024+016+1157, 

C4 = a, +0g, 	C12 = 012+035+046, 	C34 =a34+017+056, 

C5 = a + 048, 	CD = a13  + 025 + 047, 	C234 = a + (1(3, 
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4.16. Notion de resolution 
Nous avons vu que dans tin plan fractionnaire les effets.piincipauX sont aliases avec 

des interactions dordres différents. La resolution [Al d'un plan est egale a i plus Ia valeur 

de l'ordre de l'interaction d'ordre le moms élevé. Par exemple Si Lit facteur principal est 

aliasé avec des interactions d'ordre 2, 3  et 4, Ia resolution scm 1+2 = 3. On écrit souvent La 

resolution en chiflies romains. On écrit resolution IlL 

42.7. Avantages et inconvénients 
Les avantages des plans fractionnaires sont les mêmes pie ceux des plans factodels 

complets I deux niveaux- Mais, en plus us permettent d'échapper auprincipai inconvenient 

de ces derniers : le grand nombre d'essais. 11 faut ajouter un avantage considerable, celui 

de pouvoir meter les travaux par sequences. Par exemple on commence par nit plant 3  et 

s'il s'avère nécessaire de faire des essais complementaires pour lever les ambiguités, on 

poursuvra les experiences en exécutant un deuxièrne plan t3  qui., ajouté an premier 

donnera deux plans 2" soit 2t on que l'on écrira plus siniplement 16-2 . 

En face de tous ces avantages, ily a peu d'inconvénients. Le plus important semit 

peut &m que l'experimentateUr dolt faire on  effort pour apprendit a maIiziscr I'emploi des 

plans lictoriels fiactionnaires. 

flPlans de MOZZO 
Ces plans out la particutarité d'être séquentiels 1151. On peut d'abord étudier deux 

ftcteurs en trois essais clans un domaine triangulaire. Puis, si You decide d'etudier on 

troisième Ilicteur, on fern trois essais dc plus (essais 4, 5 et 6 du tableau 4.8). Cette 

séquentialité n'est obtenue que Si on a pit Ia precaution de fixer les fitcteurs non étudiés I 

un niveau constant pendant I 'etude des premiers facteurs. Par exemple, Ic facteur 3 scm 

flxé au niveau -1 pendant l'étude des facteurs I et 2. Pour etudier Je Iuicteur 3, on fixera son 

niveau a +1 et on exécutera on plan triangulaire avec les deux premiers facteurs. An fur et 

I mesure que Von ajoute des facteurs, on pent ajouter certaines interactions an premier 

modéle debase. 



Tableau 4.8 : Plans de Mono pour 2,3 et 4 factews 

yacteur  

-i 

-0,732 -1 

-0,268 -I

-1 1 U
1 

0,732 1 -1 

0,268 1 -I 

-1 -1 1 

 0,732 -1 1 

0,268 -1 1 

10 0,268 1 1 1 

11 0,732 -0,732 1 1 

12 -I -0,268 1 1 

4.3.1. Plan de Mono pour deux ficteig 

II s'agit d'un plan permettant d'étudier deux facleurs en trois essais. Les points 

experimentaux sont disposes en triangle. La figure 44 indique l'une des dispositions 

possibles de cc triangle. 

Facteur2 
3 

+1  

M7 

 F ! 

2 
M:73 

- 	

2 

-1 
• 	 I 
• 	I 	• 

0,27 0,73 	Facteur I 
-1 	+1 

Figure 4.4 Domaine d'étude dii plan de Mono pour deux facteurs 

Le modéle mathematique a priori est trés simple puisqu'il it y a que pen de points 

expérimentaux. C'est tin modéle de premier degré sans interaction. 

y = a0  + a1x1  + a2x2  + a3x3  

Ectivons Ia matrice des effets X 
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1 	0,268 	1 

X = I 1 	0,732 	- 0,732 

1 	—i 	—0,268 

Le calcul de Ia matnce fl se fait immédiateineflt: 

	

3 	0 	0 

	

tflI0 	1,608 	0 

	

0 	0 	1,608 

La matrice X est bien orthogonale. On constate que les elements des tennes do 

premier degré sont égaux. II en résulte que cc plan satisfait aussi le critére d'isovariaflce 

par rotation. 

.4.3.2. Plan de Mono pour Irois facteg 

11 s'agit des six premiers essais dii tableau 4.7. La figure 4.5 indique Ia disposition 

des points experimenlauX dans l'espace expésimental. 

Facteur 2 

icteur 1 

Facteur 3 

Figure 45 Domaine d'etude du plan de Mono pour trois Facteurs 

Comme it y a six points experimentaux, on peut, theoriquement. determiner six 

inconnues. On peut done adopter un modèle du premier degré avec des interactions. Mais 

étant donné Ia disposition des points, on ne peut pas obtenir d'interaction avec le troisièine 

facteur. On ne peut introduire que l'interaction entre les factews I et 2. Soit Ic modéle: 

y = a.3  +a1 x1 +a2x2 +a3x3  +a12X1X2 

Ecrivons la matrice X 
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1 0,268 1 —1 0,268 

1 0,732 - 0,732 —1 - 0,536 

1 —1 —0,268 —1 0,268 

- 1 —0,268 —1 1 0,268 

1 —0,732 0,732 1 —0,536 

1 1 0,268 1 0,268 

On petit calculer Ia matiice d'information pour voir si l'orthogonalité est toujours 

conservée. 

6 

3,22 

'xx= 	3,22 

6 

0,86 

4.3.3. Avantages et inconvénients 

• L'avantage principal de ces plans est Ic nombre d'essais a réaliser qui est trés resUeint- 

Pour deux fäcteurs it fäut réaliser juste trois essais et chaque theteur prend trois niveaux.. 

• Les inconvénients des plans de Mono sont le plan n'existe pas pour n'importe quel 

nombre de facteurs, le modtle retemi n'admet pas d'une fàçon génerale toutes les 

interactions entre les facteurs. 

4.4. Plans factoriels complets a trois niveaux 

Ces plans penuettent d'étudier k facteurs a. raison de trois niveaux par facteur. La 

notation de ces plans est 3", le k en exposant signifie qu'il y a k facteurs a étudier, et le 

trois signilie que chaque thcteur prend 3 niveaux. Cette notation indique également Ic 

nombre d'essais a efl'ectuer. 

4.4.1 -Construction des plans complets 61 3  niveaux 

Les plans a 3 niveaux seront tous définis de Ia maniére suivante: 

• Ia suite des chiflI'es du premier facteur est -1,0, +1; -1,0, +1;... 

• Ia suite des chiffres du deuxiéme facteurest consiituée dc-I, -1,-I suivis de 0,0,0 et 

de+1,±1,+l ,, -1,-I,-l;0,0, 0;+1,+1,+1; -1,-1,-I; 0,0,0 ;+1,+1,+1 

• le troisiême facteur aura 9 niveaux égaux a -1 suivis de 9 égaux a 0 ci enfin de 9 égaux 

a+1 



Ic quatriême facteur aura 27 niveaux ëgaux a -I suivis de 27 ëgaux it 0 et enlin de 27 

égauxl -'-J 

• etc... 

Pour deux facteurs, Ic nombre d'essais a réaliser est 33 = 9 essais. L.a matrice 

d'expériences est donnée par Ic tableau 4.9. 

Tableau 4.9 Matrice d'expérience pour un plan 32 

Essai N° Facteur I Facteur 2 

1 -1 -1 

2 0 -1 

3 1 -1 

4 -J 0 

5 0 0 

6 1 0 

7 -1 

8 0 

9 1 1 

Le domaine d'étude est représenté par Ia figure 4.6. 

Facteur 2 

7 	8 	9 
+1 ------ 	• 

o 	
4f 

-1 	 , 

-1 	0 +1 	Facteurl 

Figure 4.6 Domaine d'étude pour un plan 32  

Pour 3 fäcteurs nous obtenons un cube dont les vingt sept essais sont indiqués dans 

Ia figure 4.7. 



C 
In 

I 
0 
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Facteur 2 

 

Figure 4.7: Domaine d'étude pour un plan 33 

4.4.2. Avantages et inconvénients 

• Les avantages des plans factoriels complets a tmis niveaux sont les mémes que ceux 

des plans factoriels complets it deux niveaux. Mais, le modéle retenu par ces plans est du 

second degré 

• L'inconvénient principal de ces plans est que Ia taille du plan peut être très grande 

Iorsque le nombre de Iheteurs augmente 

4.5. Plans Composites 

Les plans composites [16, 171 sont des plans souvent utilisés car ils se prêtent bien 

au déroulement séquentiel d'une étude. La premiere partie de l'étude est un plan thetoriel 

complet auquel on ajoute des points an centre afin de verifier Ia validité dii modéle de 

premier degré. Si les tests de validation sont positifs, l'étude s'achêve le plus souvent, mais 

s'ils sont négatift, on enireprend des essais supp]émentaixes pour établir un modéle dii 

second degré. Ces essais constituent Ia seconde étape du déroulenient de I'étude. Les essais 

supplémenlaires sont situés sur les axes de chacun des facteurs, et sont appelés Ics points 

en étoile. Its plans composites wésentent donc trois parties: 

plan fàctoriel a deux niveaux par facteur analogue a ceux que nous avons 

précédemment décrits 

plan en étoile oü tous les points sont situés a La méme distance dii centre de 

domaine d'étude 

on realise au moms un essai an centre du domaine expeiimental. Ces points sont 

imporlanis et ils ont plusieurs roles: 

- us servent a tester Ia validité dii modéle du premier degré 

- Ils servent a s'assurer qu'il n y a pas de glissement (stabilité) entre les deux series 
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d'essais 

- us pennettent d'ohtenir une estimation de l'eneurexp&imentale 

Le nombre total des essais N a réaliser est Ia somme: 

- des essais du plan factoriel, soit 
flj 

- des essais an centre, soil tb 

- des essais du plan en étoile, soil no  

Le nombre total des essais d'un plan composite est donné par: 

N = flj +fla  + 170 

Le nombre de niveaux d'un plan composite est de cinq par Ilicteur: le point central, 

les deux niveaux du plan factoriel et Its deux niveaux des points en étoile. 

Facteur2 

I 
C __ __ D 

I I 	U 

F 	 j G 
-J 	—0-- 

-a 	F 

An___-J 
 lB 

HtrU 

Figure 4.8 : Plan composite pour l'étude de deux täcteurs 

La figure 4.8 représente nit plan composite pour deux flicteurs. 

- les points & B, C et D sont les points experimentaux d'un plan lhctoriel 2 2  

- Le point E est le point central. Ce point petit avoir été répliqué une on plusieurs this 

- Les points F, (1, H et I sont les points d'un plan en étoile 

La mattice d'expéiiences conespondante a ce plan est donnée par le tableau 4.10. 

La distance des points en étoile au centre du domaine est notee par Ia lettre grecquea. 
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Tableau 4.10 Mathee d'expériences d'un plan composite pour deux licteurs 

Essal N° Facteur I Facteur 2 

1 -I -1 

2 1 -1 

3 -1 1 

4 1 1 

S -a 0 

6 a 0 

7 0 -a 

8 0 a 

9â11 0 1 

4.5.1. Propriétés des plan composites 

4.5.1.1. Modèle mathematigue postulé 

Le modéle dii mathematicien utilisé awe les plans composites est no modéle du 

second degré avec interactions. En général, on ne conserve que les interactions d'ordre 

dewc. 

Pour deux facteurs 

y=a0+a1x1+a2x2+a12x1 +aiix?+a22x 

Pour trois fàcteurs 

y = a0  +a1x1  +a2x2  +a3x3  +a12x1 x2  +a13x1x3  +a23x2x3  +aj1x? i-a4 +a334 

1.2. Maftice de calcul 

Pourdeuxfijceurslamjcedecalcul X estunematrice(l1,6)puisqu'flyall 

experiences et 6 coefficients dans Ic modéle postulé: 



I -ii -II I I I 

11 1 1 1 1 

I -a 0 0 a2  0 

X=I a 0 0 a2  0 

1 0 -a 0 0 a2  

1 0 a 0 0 a2  

10 0000 

10 0000 

1 0 0 0 0 0 

43.1.3. Matriee d'information 

La matrice d'information est calculée a partir de Ia matrice de calcul 'XX Pour 2 

Ihcteurs on a: 

11 0 0 0 42  4+2& 
0 4+2a2  0 0 0 0 
0 0 42  0 0 0 

- 0 0 0 4 0 0 
4-i-2a2  0 0 0 4+2a4  4 
42  0 0 0 4 4+2a4  

D'une maniêre générale, Ia matrice d'information petit s'éczire: 

N 0 0 0 n1 +2a2  n1 +2a? 
0 n1 +2a2  0 0 0 0 

txx- = 0 0 nI  +2a2  0 0 0 
0 0 0 RI  0 0 

n1 +2a2  0 0 0 n1 ±2a4  nf  

n1 +2a2  0 0 0 nf  n1 +2c? 

4.5.1.4. Critères d'oplimalité 

Suivant Ic critére d'optimalité choisi, Ia valeur de a ne sen pas Ia ménic. 

A. Isovariance par rotation 

Les éléments deJa matrice d'information doivent salisfaire Ia relation [5]: 

73 
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3fl f  = 	+ 2cr 

2n1  = 2cr 4  

a = (1 ) 

Dans Ic cas d'un plan composite pour deux facteurs ayant ses points en étoile SitUdLS 

a 1,414 du centre, Ia matiice d'information est Ia suivante: 

	

Ii 	8 8 

8 

8 
tn-= 	

4 

	

8 	12 4 

	

8 	4 12 

Cette inatrice respecte bien Ic cite d'isovariance par rotalion : trois fois 4=12. 

B. Prcscjue orthogonalité 

Au lieu de l'isovariance par rotation, on pourrait vouloir respecter Ic ciittie 

d'orthogonalité. II lhudrait une disposition des points qui entramne une malrice 'XX 

diagonale. Cela n'est paz possible car on ne peut paz annuler les éléments correspondants 

aux termes constants et aux termes cant. Rappelons qu'iI faut que Ia sous matrice, 

obtenue en éliminant la premiere ligne eLla premiere colonne de ('XX) -' doit être 

diagonale. On démontre que cela est possible si [5]: 

Jnf 
Ct  )4 

Pour deux facteurs on a a=1 .21. Ecrivons Ia mairice d'inlormation correspondante 

12 0 0 0 6,928 6,928 
0 6,928 0 0 0 0 
0 0 

0 
6,9280 
040 

0 0 
0 

6,928 0 1 0 8,287 4 
6,928 0 0 0 4 8,287 

La maince de dispersion correspondante est bien presque orthogonale puisque si 

I'on élimine Ia premiere ligne et Ia premiere colonne, on obtient une matrice diagonale. 
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0,239 0 0 0 —0,135 —0,135 
0 0,144 0 0 0 0 
0 0 0,144 0 0 0 

, 
0 0 0 0,25 0 0 

—0,135 0 1 0 0,233 4 
—0,135 0 0 0 0 0,233 

4.5.1.5. Ecart type des coefficients du modéle predictif. 

La variance de chacun des coefficients du modéle postulé est donnée par Ia formule 

var(&) = Diag var(A) = a2  Diag (in)-' 

En prenant les racines carrées des éléments diagonaux de La matrice de variance 

covariance, on oblient les écarts types des coefficients. 

o(âo) = 0,500 a 

c*ât) = 0,353 a 

= 0,353 a 

0(&2) = 0,500 a 

o(äu) = 0,395 a 

o(am) = 0,395 o 

o(âo) = 0,489 or 

= 0,380 a 

c(âi) = 0,380 a 

£(a12) = 0,500 or  

= 0,483 a 

c(â22) = 0,483 a 

4.5.2. Avantages et inconvénients 

Les plans composites pemwttent de mener un travail progressif et rationnel. 

L'expérimefltateUr peut réaliser tin premier plan factoriet. Ce plan tui indiquera silt 

domaine retenu doit être conserve et queue sen l'influence des différents facteurs. S'il 

existe encore des ambiguités a la fin de l'analyse de ce premier plan täctoriel, 

l'expérimentateur pourra faire tin plan complementaire. Ayant défini it bon domaine et 

connaissant les Iäcteurs influents, ii doit s'assurer que Ic modèle du premier degré est 

valide. S'iI I'est, ii peut s'arrêter, s'ii ne l'est pas, ii doit passer a un modéle du second 

degrC. C'est là que les points expérimentaux supplementaires du plan en étoile sent 

précieux. 
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4.6. Plans de Box-Behniccli 
Box et Bebnken out propose en 1960 [18] ces plans qui pennettent d'établir des 

modêies du second degré. En effet bus les facteurs out trois niveaux, -1,0 et + 11. Ces plans 

sont faciles a mettre en oeuvre et possédent La propriété de seq uentialité. 

4.61. Construction des plans de Box-Bebnkefl 

Pour 3 facteurs nous avons un cube pour 4 et 5 facteurs nous aurons des hyper 

cubes a 4 et 5 dimensions (lorsque le nombre de facteurs dépasse 3, nous parlemns de 4-

cube, 5-cube, . , k-cube). On place Jes points experimentaux non pas aux sommets du cube 

on  l'hyper cube, mais au milieu des arêtes, an cenire des faces (canes) on an centre des 

cubes. 
Pour trois ftcteurs, on a un cube. Le cube posséde 12 arètes et done It plan a 12 

essais. On ajoute 3 essais au centre du domaine d'étude. On obtient an total 15 

essais (Figure4.9) 

a 

ii I 

2 

Facteur I - 

Figure 4.9 Plan de Box-Behijkefl pour trois flicteurs 

La construction du plan suit le principe suivant : deux facteurs décrivent un earth (4 

essais d'un plan 22) Ct les coordonnées correspondantes dii troisiéme flicteur valent zero. 

Le tableau 4.11 indique ces essais. 
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Tableau 4.11: Plan de Box-Behnkcfl pour trois facteurs 

Essai No Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3 

0 

2 1 -J 0 

3 -1 1 0 

4 1 1 0 

5 -i 0 -1 

6 1 0 -i 

7 -1 0 1 

8 1 0 1 

9 0 -1 -I 

10 0 1 -1 

Il 0 -1 1 

12 0 1 1 

13115 0 0 0 

• Pour 4 facteurs, le plan eM ban sur un hyper cube a 4 dimensions- Les points 

expérimentaux sont situés an centre des 24 carrés. La construction du plan eM la 

suivante: deux flicteurs décrivent un carré (4 essais d'un plan 22 ), Ic troisième et Ic 

quatñôme fäcteur oil Jews coordonnécs égales I zero. On pounait ajouter trois 

points au centiv du domaine d'étude (Tableau 4.12) 

Tableau 4.12 : Plan de Box-Behnken pour quatre factews 

Facteur 2 Facteur 3 

1a4  ±1 0 

518  

Essai NfF7u,r 

0 ±1 0 

9112  0 0 ±1 

13116 0 ±1 ±1 0 

17120 0 ±1 0 ±1 

21124 0 0 ±1 ±1 

25127 0 0 0 0 



iT:] 

Dans ce tableau les niveaux des facteurs sont indiqués part!. Cela signifie que cc 

thcteur wend successivement les niveaux +1 et -1 et que toutes les combinaisons sont 

realisées. 

46.2. Propriété dii plan de Box-Behnkefl 

46.2.1. Modéle mathornatique postulé 

Le modêle utilisé est un inodéle du second degré avec les interactions d'ordre deux. 

Pour 3 fIcteurs Ic modéle s'écrit: 

y = a0 + a1x1  + a2x2 + a3x3 + a12x1x2 + a13x1x3 + a23x7x3 + 
aj 1xjZ + a224 + 

4.6.2.2. Matrice de calcul 

La matte de calcul est constnuite a padir dii plan d'expénienees et dii modèle 

postul& Pour trois facteurs la matrice est donnée par: 

1 —I —1 0 1 0 0 1 1 0 

1 1 —I 0 —1 0 0 1 1 0 

I. —i 1 0 —1 0 0 1 1 0 

1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 

1 —J 0 —1 0 1 0 1 0 1 

1 1 0 —i 0 —1 0 1 0 1 

1 —J 0 1 0 —1 0 1 0 1 

'XX= I. 1 0 1 0 1 0 0 0 1 

1 0 —1 —1 0 0 1 0 1 1 

1 0 1 —I 0 0 —I 0 1 1 

1 0 —1 1 0 0 —I 0 1 1 

10 1 1 0 0 1011 

10 0 0 0 0 0000 

10 0 0 0 0 0000 

10 0 0 0 0 0000 

4.6.2.3. Matnice d'informatiOn 
Pouriroisfacteurs 

on a: 



15 	888 
8 

8 
8 

IXK= 	44 

4 
8 	844 
8 	484 
8 	448 

On remarque que pour 3 &cteurs Ic plan ne iespecie paz l'isovariance par rotation, 

8n'estpasb-oisfois4. 

46.24. Matrice de dispersion 

Cent matrice est l'inverse de Ia matrice d'information. Pour 3 facteurs on obtient: 

	

0,333 	 —0,167 —0,167 —0,167 
0,125 

0,125 
0,125 

0,25 
' 	' 	 0,25 

0,25 

	

—0,167 	 0,271 0,021 0,021 

	

—0,167 	 0,021 0,271 0,0214 

	

—0,167 	 0,021 0,021 0,271 

La matrice de dispersion montre que cc plan tie respecte paz Ic critêre de presque 

orthogonalite. Mais si l'on ajoute quatre points an centre an lieu de trois, on obtiendra tin 

plan de Box-Behnken qui respecte cc critèrc. 

4.6.3. Principaux plans de Box-Behnken 

Le plan de Box-Belmken Ic plus utilisé est Ic plan pour trois täcteurs (Tableau 4]1) 

mais Il en existe pour on nonibre quelconque de flicteurs. Nous indiquons également Ic 

plan pour 6 et 7 facteurs (Tableau 4.13 et Tableau 4.14) tels qu'ils ont été publiés par les 

auteurs [181. 
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Tableau 4.13 Plan de Box-Behnken pour six theteurs 

rEai N° Facteur I Facteur 2 Facteur 5 Facteur 6 
1ã8 ±1 ±1  0 0 

9â16 0 ±1 

T3Facteu,, 

±1 0 
17â24 0 0  0 
25a32 0 0 ±1 ±1 0 
33â40 o ±1 0 0 ±1 ±1 
41à48 ±1 0 ±1 0 0 ±1 
49ã52 o 0 0 0 0 0 

Tableau 4.14 Plan de Box-Belmicen pour sept facteurs 

Essai No Facteur I Facteur 2 Facteur 3 Facteur 4 Facteur 5 Facteur 6 Facteur 7 
laS 0 0 0 ±1 ±1 ±1 0 

9â16 ±1 0 0 0 0 ±1 ±1 
17â24 0 ±1 0 0 ±1 0 ±1 
25à32 ±1 ±1 0 ±1 0 0 0 
33â40 0 0 A ±1 0 0 ±1 
41â48 A 0 ±1 0 0 0 
49452 0 ±1 ±1 0 0 ±1 0 
57â62 0 0 0 0 0 0 0 

4.6.4. Avautages et inconvénients 

Les plans de Box-Benlienicen sont täciles a construire, et permettent de réaliser un 

modéle du deuxiême degré. Mais des que le nombre de facteurs a étudier devient grand ces 
plans obligent a faire beaucoup d'essais. 

4.7. Plans de Doehlert 

La caractéristique principale des plans de Doehlert [19, 201 est d'avoir tine 

repartition unifonne des points expérimentaux dans l'espace expéiimentaL C'est tme 

démarche différente de celle que nous avons rencontrée jusqu'ici. On ne cherche pas le 

meilleur emplacement des points expérimentaux pour un modéle donne. On répaitit 

simplement les points de maniCre régulière sans se poser de questions stir Ic ciitèm 

d'optünalite. 
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4.7.1. Plans de Doehiert your deux factews 

Pour deux facteurs les points expérimentaux forment un hexagone régulier (Figure 

4.10). Tousles points sont ala méme distance dii centre du domaine d'étude. 

Facteur2 

4p I 

0T5  Facteur I I 	 I 

Figure 4.10: Plan de Doehiert pour l'étude de deux facteurs 

La inatrice d'expériences correspondante a cc plan est donnée par Ic tableau 4.15. 

Tableau 4.15 Matrice d'expériences d'un plan de Doehlert pour deux flicteurs 

Essai N° 

1 

2 

700,50,866 3 

4 -0,5 0,866 
5 -I 0 
6 -0,5 -0,866 
7 0,5 -0,866 

La disposition des points expérimentaux scion Ia figure 4.9 conduit it cing niveaux 
pour le premier flicteur x ci trois niveaux pour Ic deuxieme facteurn. Tous les points du 

plan de Doehlert sont sur un cercle de rayon unite (en grandeurs centrécs réduites). Le 

domaine défini par les plans de Doehiert est urn domaine sphérique, un cerele pour deux 

facteuis, une sphere pour trois facteurs ci one hyper sphere pour plus de trois facteurs. 

4.7.2. Module mathématipue postulé 

Le modéle mathématique postulé des plans de Doehlert est, en général, un modêle 

du second degré avec interactions d'ordre deux. Pour deux Iäctcurs, on a: 

y=a0  +a1x1  +a2x2+a12x1x2  +ajjxjZ+a4 
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4.7.3. Plan de Doehiert pour k facteurs 

Les plans de Doehlert sont utilisables pour tm nombre quelconque de facten 

Nous indiquons sur tm seul tableau les plans de Doeblert jusqu'l quatre facturs. Le plan a 
quatre làctews comprend les essais de 1 121. Le tableau 4.15 montre bien que Ic premier 

plan de Doehlert (essais I 17) est au niveau zero du tmisième facteur. On peut done traiter 

deux facteurs en réalisant les essais 117. Puis, si cela est nécessaire effectuer les essais 81 

13 pour étudicr le troisième facteur. II en sen de même pour Ic quatriême facteur. Cette 

possibilité de conduite séquentielle d'une étude est fort appiéciable dans cerlains cas. Nous 

n'avons signalé qu'un seW point central, mais rien n'empèche, d'en réaliser plusieurs. 

Tableau 4.16 Plans de Doehiert pour deux a quatre licteurs 
Essai N° Facteur I Facteur 2 

1 0 0 

2 1 0 

T3Factew 

3 0,5 0,866  
4 -1 0,866 0 0 
5 -0,5 0 0 0 
6 0,5 -0,866 0 0 
7 0 -0,866 0 0 
8 0,5 0,289 0,816 0 
9 -0,5 0,289 0,816 0 
10 0 -0,577 0,816 0 
11 0,5 -0,289 -0,816 0 
12 -0,5 -0,289 -0,816 0 
13 0 0,577 -0,816 0 
14 0,5 0,289 0,204 0,791 
15 -0,5 0,289 0,204 0,791 

16 0 -0,577 0,204 0,791 
17 0 0 -0,612 0,791 

18 0,5 -0,289 -0,204 M,971 

19 -0,5 -0,289 -0,204 -0,971 
20 0 0,577 -0,204 -0,971 
21 0 0 0,612 -0,971 
22 0 0 0 0 
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4.7.4. Avantages et inconvénjents 

La multiplicite des niveaux dans les plans de Doehiert ne läcilite pas Ia construction 

du plan d'expéxiences. Lorsqu'on passe a quatre lücteurs et plus ii devient difficile de 

définir méme les mveaux de chacun des facteurs. II faut alors avoir recours a des matrices 
prëpaies a l'avance. Les plans de Doehiert pennettent d'obtenir tm modéle du second 

degré avec un minimum d'essais. Si on les compare mix plans composites on constate un 

léger gain pour deux fàcteurs (sept essais) alors qu'il fliut neuf essais avec un plan 

composite pour explorer le domaine experimental et calculer les coefficients du modéle. 

Dans le cas oà les essais sont longs et coüteux, I'économie de deux experiences peut We 

avanlageuse. 

4.8. Plans de Roquemore 

Les plans d'expériences proposes par Roquemore en 1976 [21] sont conçus pour des 

surfaces du second degré. Its essayent de respecter a Ia fois Ic critére d'isovariance par 

rotation et Ic critère de presque orthogonalite. C'est La raison pour laquelle on les appelle 

Ies plans hybrides. 11 est impossible de respecter simultanement ces deux critères. Ces 

plans sont presque saturés. Ils sont donc utiles lorsqu'on vein faire Ic moths d'essais 

possible. Ces plans existent pour trois, quat.re et six facteurs et portent des noms 

particuliers. Ces noins sont constitués de trois indicateurs: 

Le nombre de facteurs 

Le nombre d'expériences 

Une lettre pour différencier deux plans ayant le méme nombre d'expériences et 

construits pour traiier Ic même nombre de facteurs 

Pour trois facteurs, il y a deux plans de Roquemore, Ic 31 IA et Ic 31 lB. Ils permettent 

d'étudier 3 facteurs en 11 essais. Pour quatre facteurs il y a deux plans de Roquemore Ic 

416A et Ic 416W Pour 6 fäcteurs, ii y a un plan de Roquemore, le 628k Nous étudierons 

en detail Ic plan 31 IA et nous indiquerons simplement les autres plans sans les analyser. 

4.8.1. Plan 31lAde Roquemore 

Comme son nom l'indique, cc plan permet d'étudier 3 facteurs en 11 essais. 

4.8.1.1. Mafriced'expérjences 

Les points expérimentaux sont situés comme l'indique Ic tableau 4.17. 
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Tableau 4.17 Plans de Roquemore 31 IA pour trois thcteurs 

Essai N° Facteur I Facteur 2 Facteur 3 

1 0 0 2 

2 0 0 -2 

3 -1,414 -1,414 1 

4 1,414 -1,414 1 

5 -1,414 1,414 1 

6 1,414 1,414 1 

7 -2 0 -1 

8 2 0 -1 

9 0 -2 -1 

10 0 2 -1 

ii 0 0 0 

4J.1.2. Emplacement des points expérimentaux 

L'examen du tableau 4.17 permet de distinguer les tléinents suivants: 

- Un plan 22  est constitué de quatre points situés aux sommets d'un cant (essais 3,4, 

5 et6). Cesessaissontauniveau+I pourlethcteur3. 

- Quatre points situts aux soinmets d'un cane (essais 7, 8, 9 et 10) décalé de 450 par 

rapport an cant préctdent Ces points sont an niveau -1 du facteur 3 

- Trois points situts sat un axe passant par les centres des deux cant préctdents, Ic 

premier point est situé au riiveau 0 du facteurs 3, c'est le point central. Les deux 

autres points sont respectivement sitnés an niveau +2 et -2 pour le troisiéme iäcteur 

(Figure4il). 
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3 F', 
Facteur 3 

1,5 

Facta3rl 	,s 

Figure 4.11: Emplacement des points expérimentaux du plan de Roquemoze 31 1A 

4.8.1.3. Modèle Mathématigue 

Le modéle mathématique postulé des plans de Roquemore est nit modéle dii 

seconde degré avec interactions d'ordre deux. Pour trois facteurs on a: 

y = 00 +a1x1 +a2x7 +a3x3 +a12x1x2 +a13x1x3 +a23x2x3 +afl.r? --4 +0334 

4.8.1.4. Matrice de calcul 

Pour le plan de Roqewnore 31 IA, Ia mairice de calcul X est une matrice (10,10) 

puisqu'il y a 10 coefficients dans Ic modéle postulé ci que l'on effectue ii essais. Ce plan 

est done presque saturé. 

4.8.1.5. Malrice d'informatjon 

La matrice d'information est tine matrice (10,10) 

II 

 

16 16 16 
16 

16 
16 

Sn,- 	
16 

16 
16 

16 	 481616 
16 	 164816 
16 	 16 1640 



L'isovaxiance par rotation est respectéc pour les facteurs I et 2 car 48=3x16. Elle 

nel'estpaspourlefacteuxs3(40 # 3x16). 

4.8.1.6. Matrice de dispersion 

L.a matrice de dispersion est également une matrice (10,10). Elle va nous servir a 
calculer Its variances des coefficients. 

I 
0,0625 

0,062 5 

('n)' =1 	0,0625 0,0625 

0,0625 

I —0,188 
1-0,188 
L-0 25  

—0,188-0,188 —0,25 

0,0625 
0,061 0,029 0,029 
0,029 0,061 0,039 
0,029 0,039 0,094 

4.8.1.1. Critére d'optimalité 

L'examen de Ia matrice d'information montre que le plan de Roquemore 31tA pour 

3 facteurs respecte It crittre d'isovariance par rotation pour 2 fäcteurs et ne le respecte pas 

pour le troisième. L'examen de la matrice de dispersion montre que Ic plan de Roquemore 

311A ne respecte pas Ic ciitêre de presque orthogonalité. Mais les valeurs des éléments 

hors diagonale piincipale sent faibles. 

42.2. Autres plans de Roauemore 

Les principaux plans hybrides de Roquemore concement les plans a trois on quatre 

facteurs. Ils existent aussi pour six facteurs. Nous indiquons ces divers plans dans les 

tableaux suivants: 4.18,4.19. Les propriétés & ces plans s'obtiennent de Ia méme maniêre 

queleplan3llA. 



Tableau 4.18 : Plans de Roquemore 31 lB pour trois facteurs 

Essai NO Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3 

1 0 0 2,449 

2 0 0 -2,449 

3 -0,751 -2,106 -1 

4 0,751 -2,106 1 

5 -0,751 2,106 1 

6 0,751 2,106 -1 

7 -2,106 -0,751 1 

8 2,106 -0,751 -1 

9 -2,106 0,751 -1 

10 2,106 0,751 1 

Ii 0 0 0 

Tableau 4.19 : Plans de Roquemom 416B pour quake facteurs 

Essai NO Facteur I Facteur 2 Facteur 3 Facteur 4 

1 0 0 0 1,732 

2 0 0 0 -0,269 

3 -I -1 -1 0,605 

4 1 -1 -1 0,605 

5 -1 1 -t 0,605 

6 1 1 -1 0,605 

7 -i -1 1 0,605 

8 1 -i 1 0,605 

9 -1 1 1 0,605 

10 1 1 1 0,605 

11 -1,518 0 0 -1,050 

12 1,518 0 0 -1,050 

13 0 -1,518 0 -1,050 

14 0 1,518 0 -1,050 

15 0 0 -1,518 -1,050 

16 0 0 1,518 -1,050 
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Tableau 4.20 : Plans de Roquemore 41 6C pow quatre lhcteurs 

Essai N° Facteur I Facteur 2 Facteur 3 Facteur 4 

1 0 0 0 1,765 

2 -1 -1 -1 0,568 

3 1 -1 -1 0,568 

4 -I 1 -1 0,568 

5 1 1 -1 0,568 

6 -1 -i 1 0,568 

7 1 -I 1 0,568 

8 -I 1 1 0,568 

9 1 1 1 0,568 

10 -1,470 0 0 -1,050 

11 1,470 0 0 -1,050 

12 0 -1,470 0 -1,050 

13 0 1,470 0 -1,050 

14 0 0 -1,470 -1,050 

15 0 0 1,470 -1,050 

16 0 0 0 0 

4.8.3. Avantages et inconvénients 

Avec ces plans on petit étudier 4 iheteurs en 16 essais seulement ci réaliser tnt 

modèle du deuxième degré. Si on les compare aux plans de Doehlert, ii faut rëaliser 21 

essais. L'inconvénient de ces plans est qu'ils existent pie pour 3,4 ci 6 facteurs seulement. 



CRAPITRE 5 

PROPOSITION DE DEIJX NOIThEAIJX PLANS D'EXPERIENCES 

Dans cette panic nous proposons deux plans d'expériences. Nous avons décrit et 

défini ces deux plans a partir de Ia tepresentation géométrique du domaine d'étude. Nous 

comparerons leurs caracléristiques avec celles données par d'autres plans étudids dans cc 

mémoire. 

5.1. Premier plan propose 

5.1.1. Domaine d'étude, matiice d'expériences 

La matrice d'expériences représentant Ic plan est tine matrice orthogonale. La 

mathce de dispersion est donc diagonale. Ike telle mairice est dite optimale. L'idée est 

d'ajouter des points a l'intérieur dii domaine d'étude tout en conservant l'orthogonalité des 

matrices des plans fäctoriels. Pour deux 6cteurs les points expérimentaux sont disposes 

comme l'indique Ia figure 5.1 : on ajoute aux quatre points expérimentaux d'un plan 

thctoriel complet 22  quatie autres points intéiieurs an domaine et dont les coordonnées sont 

égales a -i-aou—a. On petit généraliser cette procedure plus de trois facteurs. Nous 

obtiendrons alors de nouveaux cubes ou hyper cubes situés a l'intéiieur dii doinaine initial. 

Facteur2 

 11 
-1 

~O 
r AM 
Lug 

I 
Facteurl 

Figure 5.1: Domaine experimental pour deux facteurs 

La plan associé ala figure 5.1 est représenté par le tableau 5.1. 
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Tableau 5]: Matrice d'exp&iences pour deux facteurs 

Essai N° Facteur I Factew-  2 

1 -1 -1 

2 1 -1 

3 -1 1 

4 1 1 

5 —a —a 

6 a —a 

7 —a a 

8 a a 

Le modèle mathématique postulé avec ce type de plan est un modéle du premier 

degré avec interaclions d'ordre 2. Le calcul de Ia matrice d'information est immédiat: 

80 

° 4+4a 

0 
	

4 + 

0 
	

4+4a 4  

5.1.2. Caractéiistigues du premier plan propose pour deux Jäctews 

Dans lc tableau 12 qui regroupe les canctézistiques des matrices d'expériences, 

nous avons reporté pour chaque matrice d'expériences : Le nombre d'expériences (Nb.exp), 

le nombre de niveaux par facteurs (Nb. niveaux), le determinant de Ia matrice de dispersion 

critére optimal-D), Ia trace de 'XX (critére A), le détenninant de la thatrice des 

moments note IMI  (critère M), la valeur maximale de Ia fonctiort de variance de 

prediction dma et l'efficacité -G (critére G). 
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Tableaux 5.2 : Comparaison des caractéristiques du premier plan propose avec le plan 

factoriel a deux niveaux et Ic plan de Mono 

Plan propose 

a = 0,9 

Plan complet a niveaux 

Awe deux points an centre Plan de MOZZO 

Nb.exp 8 6 3 

Nb.niveaux 4;4 3;3 3;3 

J( 'n)-'J 3,599 io 2,61 iO 3  0,129 

trace (mfl-1 0,552 0,92 1,5771 

PLI 0,678 0,296 0,287 

dmax 0,54 0,805 1,564 

Eff - G(%) 92,59 82,81 63,394 

D'aprês le tableau 5.2, si on compare les propriétés des trois plans plan propose, 

plan complet a deux niveaux et plan de Mono, on constate qu'a part l'économie du 

nmbre des essais a effectuer, toutes les propriétés d'optimalite sont améliorée& 

- pour le plan propose le determinant de ('fl)-' est petit par rapport mix autres plans. 

Suivant le critére de 0-optimalité le plan propose est meilleur. II en est de même pour Ia. 

(race de ( tXX)-1  et done le critère A est mieux respecté 

- on volt quc le determinant de Ia matrice des moments pour le plan propose est plus grand 

que celui des deux autres plans. Suivant le critère M Ic plan propose est plus eflicace 

- de méme les valeurs de dmax  et Eff - G(%) montrent que le plan propose est touj ours 

nieilleur 

5.2. Deuxiême plan propose 

5.2.1. Domaine d'etude, Matrice d'expétiences 

Le premier plan propose perrnet d'etablir un modéle dii premier degré avec 

interactions. Afin d'obtenir un modéle du second degre, on ajoute, comme pour les plans 

composites, deux points expérimentaux sur chaque axe et situés a Ia distance a du centre du 

domaine d'étude. Pour deux facteurs le domaine d'étude est représente par Ia figure 5.2. 



MCI 
i -I  

.1 
4 

I 

+ Facteurl 

Facteur 2 

a 
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Figure 12 Domaine d'étude pour deux factews 

La inatrice d'expériences conespondante est représentée par le lableau 5.3. 

Tableau 5.3 : Malrice d'expériences pour deux factews 

EssaiN° Facteurl Facteur2 

1 -J -1 

2 1 -1 

3 -1 1 

4 1 1 

5 -a -a 

6 a -a 

7 -a a 

S a a 

9 -fi 0 

10 p 0 

11 0 fi 
12 o P 
13 o o 

Chaque facteur prendra sept niveaux. Le modéle mathématique postulé de ces plans 

est tin modêle du second degré avec interactions d'ordre 2, la inatrice de catcul est: 
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11 1 1 1 1 

1 —a —a a2  a2  a2  

I a —a a2  a2  a2  
X= 11 —a a cz 2  a2  a2  

1 a a a2  a2  a2  

1 --ft 0 0 ft 2  0 
1 ft 0 0 ft 2  0 
1 0 —ft 0 0 62  
1 0 ft 0 0 ft 2  
1 0 0 0 0 0 

Ecrivons Ia matrice d'information 'fl' 

13 0 0 0 4-f-4a2+2fi2  4+4a2+2fl2  
o 4-i-4a2+2ft2  0 0 0 0 
o 0 4+4a2 -i-2fl2  0 0 0 
o 0 0 4+4a4  0 0 

4i-4a2+2/P 0 0 0 4-i-4a4+2ft4  4-i-4a4  
4+4a2+2/P 0 0 0 4-i-4& 4-f-4&-I-2ft 4  

D'une maniere générale Ia matrice d'infom,aiion s'écrit: 

• 	 N 0 0 0 n,r-J-n, a2+2ft2 ni-I-nia2+2/P 
o nh-i-nj-a2 +2/32  0 0 0 	 0 
o 0 nf+nfa2+2/P 0 0 	 0 
o 0 0 nj-I-nj-a4  0 	 0 

nj-I-nj-a2  +2/62  0 0 0 nj+nj-&+2ft4 	flf+flf& 
ni+nja2 -e-2/P 0 0 0 nf-i-nja4 	nj+nj-a4 +2ft4  

12.2. Deuxieme plan propose respectant le critére d'isovariace par rotation 

Pour que le plan satisfasse le critére d'isovariance par rotation ii hut comme pour 

les plans composites que nous ayons Ia relation suivante: 

(nj +nja).3=nj 	 2,64  

soft 



2/34  =2(njr+njra4 ) 

on 

16=(nj +n1a4) 

5.2.2.1. Caractéthtipues du plan 

Comme pour le premier plan, nous avons fäit une comparaison avec les plans 

composites rotables et les plans complets a trois niveaux. Pour différentes valeurs de a 
nous avons représente les différentes caractéristiques du deuxiéme plan propose pour deux 

facteurs (Tableau 5.4). Nous avons rapporté, pour chaque matrice le nombre d'expériences 

(Nb.exp), Je nombre de niveaux par vaiiable (Nb.niveaux), et les valews des critères 

retenus. 

Tableau 5.4 : Canetéristiques du deuxième plan propose a deux factews en fonction de a 

I 
Plan 

propose 

a=O, I 

Plan 

propose 

a=0, 18 

Plan 

propose 

a=0,5 

Plan 

propose 

a=0,7 

Plan 

propose 

a=0,8 

Plan 

propose 

a=0,9 

13 13 13 13 13 13 

/Vb.niveaux 7;7 7;7 7;7 7;7 7;7 7;7 

6,096 10 623 10' 6,31310 4,58 io 3,27 I0' 1,99 10' 

tr'ice( 'fl'1 0,991 1,003 1,125 1,29 1,392 1,4 

3,39 .10.2  3,34 10.2  3,4 10.2 4,53 10.2  6,306 10.2  0,105 

dmax  0,61 0,60 0,55 0,483 0,61 0,705 

Eff - G(%) 75,66 76,92 83,39 95,56 75,66 65,54 

Var('ao) 

Var(aj 

Var(a,) 

Var(a1) 

0203 

0,124 

0,25 

0,145 

0,211 

0,123 

0,25 

0,148 

0,312 

0,111 

0,235 

0,178 

0,484 

0,096 

0,202 

0,209 

0,603 

0,088 

0,177 

0,218 

0,706 

0,081 

0,151 

0,211 

Dans le tableau 5.5, nous avons representé les caractéiistiques pour les plans 

composites et plans factoriels complets a trois niveaux. 
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Tableau 5.5 : Caractéristiques des plans d'expériences elassiques I deux thcteui -s 

Factoriel 3K  Composite Composite (no=4) 

Nb. exp 9 9 12 

Nb..niveaux 3 ; 3 5 ; 5 5;5 

1,92 io 3,051 1W5  •7,63 1O' 

trace( tfl)1 2,1389 2,18 1,0625 

PI 9,754 icr3  6,16 1-2  4,38 lo2 

dmM  0,81 0,99 0,84 

Eff - G(%) 82,30 67,34 59,52 

Var('ap) 

Var(aj 

Var(a& 

Var(a,,i) 

0,556 

0,167 

025 

0,50 

1 

0,125 

025 

0,344 

0,25 

0,125 

0,25 

0,156 

D'aprês ces résultats, le deuxiême plan donne encore une amelioration pour les 

ciitères d'optimalité. D'après Ic critére At on volt que les matrices d'expériences dii 

de6ciême plan propose pour deux facteurs sont plus efficaces que celles du plan iüctoriel 

complet a trois rnveaux. 

Pour tj-ois facteuxs Ic nombre des coefficients a estimer est dix (q = 10), ce qui 

représente Ic nombre minimum d'expéziences a effectuer pour I'étude de trois variables. 

Les caractérisliques des matrices d'expériences a trois variables pour les plans composites, 

Ic deuxième plan propose et les plans coinplets I Irois niveaux sont assembles dans le 

tableau 5.6. 
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Tableau 5.6 Comparaison des caractéristiques des plans d'experiences classiques avec le 

deuxiême plan propose pour trois facteurs 

Composite Plan propose 

cr=O,9 

Factoricl 3 

Nb.exp 15 23 27 

]Vb.niveaux  

7,44 10 5,75 1W' 3  1,702 1 0-11  

trace( 'n)_1 2,08 1,304 1,176 

IMI 2,33 j2  4,207 10.2 2,85 10' 

0,99 0,639 0,51 

Eff - G(%) 67,34 68,04 72,62 

Var('a& 

Varaj 

Vat(a1) 

Varj'a1) 

0,995 

0,073 

0,125 

0,166 

0,64 

0,045 

0,075 

0,099 

0,259 

0,055 

0,083 

0,167 

On remarque qu'il y a tine amelioration dans J'ensemble et plus particulièrement 

pour le critèreM, Ia matrice d'expériences du deuxième plan propose est plus eflicace que 

ceiles des deux autres plans. 

5.2.3. Deuxième plan propose respectant Ic critére de prtsque oilhogonalité 

Nous voulons respecter Ic critére d'orthogonalité. 11 faudmit tin choix des points qui 

entjamne tine math cc 'XX diagonale. Comme pour les plans composites cela est 

impossible, mais on petit viser Ic critére de presque orthogonalite. 

Proposition 

Pour que Ic deuxiême plan propose respecte Ic critére de presque oxthogonalité, ii faut 

choisir tin ft tel que: 

ft41_ 2a2n1 —2n1 +24a4Nni +nj N 

Pour arriver ace résu]tat nous avons suivi les étapes suivantes: 

1. On calcule l'inverse deJa matrice d'information 1 XX en fonction de a,fl,N et iz.i. 
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Pour que Ia sous matrice, obtenue en éliminant Ia premiere ligne et Ia premiere colonne 

de La matrice(' xxr', soit diagonale, it taut que les termes rectangles de type 

E.A/xjl soient nuls, c'est a dire: 

I 
	—na 4  +a4Nnf - 2nja2  —4n1a2fi2  —n —4n jrfi2  +Nnr —4 

4 nfra4  -t-a4Nn1 —2na 2  —4n 	—4n1/3 2 +Nn1+Nfi4 - 

ME 

Ce qui implique J'équation bicarrée du quatriême degré en ft 

- 	+ a4  Nnj  - 2na2  - 4nja2/32  - - 4nj p2  + JVn1  - 4fl4  =0 

On résout cette equation, en tirant ft en fonction de cN et nj - 

Pour a= 0, 1, si 011 ''eut que le deuxième plan propose pour deux tactews, respecte le 

critêre de presque orthogonalité, ii faut choisir ft = 1, 26. Ecrivons Ia mairice 

d' information correspondante: 

( 	 13 0 0 0 7,21527,2152\ 
0 7,2152 0 0 0 	0 	I 
0 0 7,2152 0 0 	0 	I 
0 0 () 4,0004 0 	0 

7,2152 0 0 0 9,0413 4,00041 
7,2152 0 0 0 4,0004 9,0413) 

La matrice de dispersion conespondante est presque orthogonale puisque si l'on 

élimine la premiere ligne et Ia premiere colonne, on obtient une matrice diagonale. 

10199 
0 0 0 —0,111-0,111' ) 

0 0 ,139 0 0 0 	0 	I 

1  
0 
0 0 

00,1390 
0 0,25 

0 	OJ 
0 	0 

—0,111 0 0 0 0,199 	0 	I 
t-o,iii 0 0 0 0 	0,199 1  

5.2.3.1. Caractéristipues du plan 

Si nous comparons cette nouvelle matrice d'experiences avec celle du plan 

composite pour dewc thcteurs, nous trouvons les résultats suivants: 



Tableau 5.7 Comparaison des caractéristiques du plan composite avee Ic deuxiême plan 

Propose pour deux lücteurs. 

Plan composite 

(m=4) 

Plan propose 

(a=0,1) 

Nb.exp 12 13 

Nb.niveaux 5 ; 5 7;7 

I taj_lJ 2,36 10 1,45 iw 

lrace('XX)-' 1,244 1,124 

1 ,41810-2  1 ,4231(12  

dnmx 0,705 0,66 

Eff - G(%) 71,43 69,93 

Var('ag) 

Var(a) 

Var('a) 

Var(a,) 

0,238 

0,144 

0,25 

0,233 

0,199 

0,139 

0,25 

0,199 

Pour trois facteurs. Les caractéristiques des matrices d'expériences pour les plans 

composites, Ic deuxiôme plan propose et les plans de Box-Behnken sont rassemblés dans Ic 

tableau 5.8. 
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Tableau 5.8 : Comparaison des caractéristiqucs des plans d'expériences classiques avec le 

deuxieme plan propose pour trois facteurs 

Plan propose 

a=0,1 8 

Plan 

Composite 

Plan 

Box.-Behnken 

Nb.exp 23 15 15 

Nb.niveawc 7;7;7 5;5;5 3;3;3 

f( lfl.)_lj 1,205 10" 1,194 10 9  3,97 io 

trace( 'fly1 0,926 1,769 2,270 

JJ 2,003 102 1,452 10.2 4,364 i0 

d. 0,36 0,525 0,73 

Var(ao) 

Var(aj 

Var(a& 

Var(aJ 

0,117 

0,074 

0,125 

0,071 

awz0,432 

0,091 

0,125 

0,229 

0,333 

0,125 

0,25 

0,270 

D'aprês les résultats des tableaux 5.7 et 5.8, Ic plan propose anthliore les valeurs 

des différents critéres. 



CHAPITRE 6 

DESCRIPTION flU LOGICIEL 

La construction des plans d'experiences est faeilitée par l'utilisation de logiciels 

spécifiques. L'interprétation des plans d'expériences nécessite de nombreux caiculs et de 

nombreux graphiques. Là encore, le logiciel que nous avons réalisé facilite Ia construction 

des plans d'expériences les plus classiques. Ii permet d'effectuer les calculs nécessaires a 
l'interprétation des résultats et il donne Ia possibilité de tracer de nombreux graphiques qui 

illustrent les résultats. II est ainsi possible de se rendre compte des possibilités offertes par 

un logiciel des plans d'expériences. Le lecteur intéressé pourra l'utiliser, en choisissant un 

des plans programmes pour différentes etudes de domaines trés varies. 

Ii existe plusieurs logiciels de plans d'expériences qui ont chacun leurs avantages et 

leurs inconvenients [22]. La version de ce logiciel donne une bonne idée de l'apport de 

l'infoi-matique aux plans d'expériences et de l'aide qu'un expérimentateur peut en attendre. 

6.1. Démarrage 

Le logiciel étant instalté sur le disque dur, dans le repertoire choisi, on effectue, pour 

l'ouvrir, les instructions suivantes: 

• Double die sur le repertoire du logiciel 

• Double die sur l'icône du logiciel (Figure 6.1): 

3 

Figure 6.1: leone du logiciel 
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On obtient Ia fenétre d'ouverture du logiciel (Figure 6.2): 
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; 	
aG 

Figure 6.2 Fenétre d'ouverture 	 .. 

Au bout de quelques secondes, on accede a Ia fenétre d'accueil (Figure 6.3) 

cdnstituee de: 
/ 

I' 	FrtiL/c- :ç tl*'r- 	-rq1 

Figure 6.3 : Fenétre d'accuei! 	 •1 

. La barre des menus. II y a six titres de menus : Fichier, Objectifs, Analyse, 

Affichage, Voir et Aide. 

.. La bane des outils. Plusieurs icônes sont aflichées dans cette bane. Elles sont 

considérées comme des raccourcis des menus fichier et affichaEe afin de simpIier 

J'utilisation du logiciel. 
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Afficb,e 

Th 5tS 	Ii kti L 

Figure 6.4 Bane du menu, bane des outils 

Nous allons decnire I 'utilisation du logiciel en nous appuyant sur I 'exemple suivant 

[5] 

6.1.1. Exemple 

Un contremaitre cherche a améliorer J'état de surface des pièces métalliques 

fabriquées dans son atelier. L'état de surface est caractérisé par la rugosité et par le nombre 

de pies par unite de longueur. Le contremaitre serait enchanté s'il pouvait obtenir des pics 

de nugosité inférieur a 0,15 et un nombre de pies inférieur a 50. S'il atteint cet objectif 

l'état des pièces serait considéré comme parfait. La pièce est usinée a l'aide d'un outil 

tranchant. Cet outil est un disque abrasif qui tourne a grande vitesse et avance lentement. 

Les réglages en usinage dans l'atelier sont: 

- La vitesse tangentielle de coupe (20 metres par seconde) 

- L'avance (0,9 metre par minute) 

Choix de facteurs : le contremaltre retient deux facteurs. Le premier facteur est Ia vitessé 

d'avancement de l'outil. Le deuxiéme facteur est Ia vitesse tangentielle de coupe. Cette 

vitesse est Iiée a Ia vitesse de rotation et au diamètre de 1' outil. 

Choix des réponses: 

L La rugosité est mesurée par une méthode normalisée. Ii faut obtenir une valeur la 

plus faible possible. 

2. Nombre de pies par unite de longueur on compte le nombre de pies par unite de 

longueur. On vise un nombre infénieur a 50 par unite de longueur. 

Le plan d'expéniences utilise est un plan composite respectant le critère de presque 

onthogonalité. La matnice d'expénienees et les réponses observees sont indiquées dans le 

tableau 6.1. 



Tableau 61: Plans d'expériences et résultats 

Essai N° Avance Coupe Rugosite Pics 

1 -1 -1 194 77,8 

2 1 -1 282 68,4 

3 -1 1 120 65,3 

4 1 1 91 96,1 

5 -1,21 0 154 52,3 

6 1,21. 0 195 60,4 

7 0 -1,21 278 87 

8 0 1,21 122 95,7 

9 0 0 232 61,5 

10 0 0 230 60,5 

11 0 0 233 91,1 

12 0 0 235 63,9 

6.2. Description de Ia barre des menus 

6.2.1. Menu fichier 

II comporte les champs suivants: 

'I 	.n,nesu 

- 

- 	 nreflttr-er CzrI-Ait-t. 

Qeite CtH-Q 

Figure 6.5 : Menu Fichier 

6.2.1.1. Nouveau 

II permet l'introduction des données du probléme. 

• Cliquer sur nouveau, une zone apparaIt dans laquelle on entre le nom de l'étude 

103 
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- Main do retu*M 
La ,ec(iIication dii conhiemaiI,e 

I 
Ualider 

Figure 6.6 Nom de l'étude 

• Cliquer sur Valider, one fenétre apparalt et propose de définir successivement le 

nom et l'unité du f'acteur puis Je type (Quantitatif ou Qualitatif) et enfin le niveau 

bas et le niveau haut de ce facteur. Valider 
•- adam 
r 0mML 

lion, 	 an, Av 

nit6 r Ti. do 

r NSoaun do iacto.it • 
Heta 

- - 
gisalnatly 

flat 	 OS - 

II II 
Figure 6.7 Introduction des facteurs 

Cliquer sur le bouton Suivant plusieurs fois afin d'introduire tons les facteurs 

Cliquer sur Terminer. Une fenétre apparalt et permet i'introduction des différentes 

réponses (Nom et Unite) 
HSpOflsO 	 - 	I 

Non. 	 PIat •  

1 
UnkS 	 ) 

F_ J F (U!U at 

Figure 6.8 : Introduction des Réponses 

Aprés l'introduction des réponses, cliquer sur le bouton Terminer. On fixe le 

nombre d'expériences a réaliser au centre du domaine d'étude afin de différencier l'erreur 

expérimentale de J'erreur d'ajustement du modéje (lack of Fit). Valider. 

Norotha do points au ceatto 

	

: 	1 
Figure 6.9 : Nombre de points au centre 
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6.2.1.2. Ouvrir 

Ouvrir une application deja enregistrée par l'utilisateur. 

6.2.1.3. Enregistrer 

Enregistre les données du probléme dans un fichier. 

6.2.1.4. Imprimer 

Imprime les résultats de l'étude. 

61.1.5. Ouitter 

Permet de quitter Ic logiciel. 

61.2. Menu objectifs 

TI permet Ic choix entre un plan de Criblage ou un plan d'Optimisation (figure 

6.10). 

hlltJlp] 	dttn 

Fjar V(jj. 	- et 	 J 	l32tOpi(!5 tYGltt.. 

t!tfl'- 

-->11 vma 

all 

Figure 6.10 Objectifs 

En choisissant le plan d'expériences, le logiciel nous donne Ia matrice d'expériences ainsi 

que Ic nombre des essais a réaliser. Valider Ic choix du plan, puis introduire les réponses. 
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- nan Dtxperences 

- 	 - 

' 	 - 

- 

iEMiX1 	0.9 _JaY  

Réponsa, obntves 

jfacteur5-.> Avance 	 A-  Répon,es.-> Euosjt4 	f rEt' 

Eo5aiN2 	2.4 	 1' 

1E55aiN3 	0.9 	 2! 

	

2,4 	 2! 

E,5M.\''5 	0.7125 

E!5.,iX'6 	2.5575 	 2( 

292 	 9: 

120 	- 	 -9! 

91 	 91 

154 	 5: - 

-9! 
r. 

:195 

1E5aiN'2 	- 

E,ethN3 

ks,N74 

jE5;aiX5 

Figure 6.11: Plan d'expériences et introduction des réponses 

Valider de nouveau, une petite fenétre apparalt sur le haut du côté droit de Ia fenétre 

d'accueil permettant de choisir Ia réponse a étudier. Valider. Le menu Analyse devient 

actif 

Choix de Ia réponse a étijdje- ------------ 

RéponseE 	- 	 - - - 

Figure 6.12 Choix de Ia réponse a étudier 

6.2.3. Menu analyse 

II comporte deux champs: choix entre une regression MLR ou tine regression PLS. 

Aff±cl'jsrc-c -. 
- é n,trion AJLR 

Figure 6.13 : Menu Analyse 

6.2.4. Menu aflichage 

11 comporte les champs suivants: 



107 

I S(fjch.ve Lou' .:d. 

tUtu er !r.t,,i,ccloi:, 

ço.ffics.,,, <It, od.l. 	 F 

Cs*ffIcferLrr 

£isln. <It Is tanstic. 

AntI",. <Itt r4rdot 

, •IW 	 psi' Tra,,. 

itstDor.tfl -..r tnc.rv,II., 

n,-Ac. <I. Sporn. 

• 	 Ctrnt., It ilV.au <I. I, (or.ctiot, d'.rr.t,i 4. pMdlctiar. 

i,ph. 4.. upon... ot.n4.x •n for.cuor. d.t ripo,,,., ;i4dIt., 

oe#d.r.r 4.13 fnc,foi, d.n-.t,: d. pridicifoc 

• 	ltorôor.,.r pin.- pmu,1.un ,4pon,.r 3t31 	 u• gr.pbiqn. 	
j 

Manic. <Itt ton-4)acion; 	 P 

Figure 6.14 : Menu Affichage 

6.2.4.1. Effets 

B permet d'afficher les valeurs des effets et des interactions d'ordre deux et de 
tracer les graphes correspondants. 

Figure 6.15 : Graphes des effets 

6.2.4.2. Coefficients du modéle 

II permet d'afficher les coefficients du modéle 

- • 	D-IndèIo tin duuxiènie deane nvec ii 	 'e cleQro 	i"terad,uns d'oidy 2 

FT- 

Figure 6.16: Coefficients du modéle 



6.2.4.3. Histogramme des coefficients 

TA pennet d'afiicher Jes coefficients sous Ia forme d'un histogramme. 
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It  

I .r;;rnn: 

In.vjifl 	- 

Rugosité 	 Pics 

Figure 6.17 Hlstogramxne des coefficients 

6.2.4.4. Analyse deJa variance 

11 permet d'afficher Ia variance expliquee par Je modéle, Ia variance totale, Ia 

variance des résidus, le R earth, le R carré ajusté, l'erreur expérimentale (Pure Error), 

manque d'ajustement (Lack of fit), Ia valeur de Fisher calculee, I'histogramme de Ia valeur 

de R2  et R2  ajusté et le coefficient de prediction Q2. 

DIre,flM 	 DOt.fl 

Dic- 1— 	l347. 	00111 

oso 	 I34 	 O45 

Y.,c. lckj. 	 .7vn 

fl.p.. 	13MW DOt-fl 

M..qu.fljntl..d 15. 001.13 

ut• 	
;; 	

C. 

DtS,RMtaI. 14.S1S 00'.,; 

271L&O17 DDt.ii 

Dthn 14e 	.iim DLt,5 

Vce lISt 	JltZln 

1I 	 _ 

En. 	 5.771 001.43 

W.t*in_ jiW 003 

• 'we 

w 

Rugosite 	 Pics 

Figure 6.18 Analyse deJa variance 

6.2.4.5. Analyse des résidus 

11 permet d'afflcher les réponses mesurées, Ies réponses prédites, les résidus ainsi 

que le diagramme des résidus. 
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w 

Rugosité 	 Pies 

Figure 6.19 Analyse des résidus 

D'aprês les figures 6.18 et 6.19, les tests statistiques montrent que le modéle établis 

pour chacune des réponses expliquent bien les résultats expérimentaux. Ces modéles vont 

être utilisés pour faire des previsions dans Je domaine d'étude. 

6.2.4.6. Isoréponses par traits 

11 permet de tracer des courbes d'isoréponses dans un diagramme a deux 

dimensions. On doit choisir deux facteurs parmi tous les facteurs de l'étude. On introduit La 

valeur maximale et rninimale entre lesquelles I'utilisateur souhaiterai tracer ses 

isoréponses. Pour cela ii faut fixer le pas. 

.uur fl:un 

Pu-I 	IS 

I 	•. 	4W 
flfl!3EAU 

I 
tH1,-k. n' 	V 

IRa 

2W 

lz 
Ill 

• 	 I
YC 1315 	x ) 

• v.a 	 - 
YCam. 	 - - C 

50 ra 	 _ 
r- 	- 5'J 	EzfZz 

-- 	Ill 	0 	 5.21 

- •Th0 fl 
• 	

. 

	

J . . 	W 	•: aim 

Rugosité 	 Pies 

Figure 6.20 : Isoréponses par traits 

On peut obtenir les coordonnées d'un point et Ia réponse correspondante en 

maintenant Ie die de Ia souris dans le diagramme d'isoréponses. 

6.2.4.7. Isoréponses par intervalles 

On peut égaiement, con-mie pour les isoréponses par traits obtenir Ies isoréponses 

par intervalles. 
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Figure 6.21 : Isoréponses par intervalles 

6.2.4.8. Surface de réponse 

11 permet de tracer des courbes d'isoréponses dans un diagramme a trois 

dimensions. 
F_a_f 

tat_n 	
•1'iG 

t •e'e 

F K 

45 

 

sa . 

_ g 
'I. 

41 

U! 

Ru go site 
	

Pies 

Figure 6.22: Surface de réponse 

6.2.4.9. Courbes de niveaux de Ia fonction d'erreur de prediction 

II permet de tracer les courbes de niveaux de Ia fonction d'erreur de prediction. On 

doit choisir deux facteurs parmi tous Jes facteurs de I'étude et fixer Jes autres. 

I Coat.. do ,i,ow - I. jontilon Cwoa -  pAthctio.i 
ode, a actnf 

I 	
121 

Anne. 

i_)fo 
VXon0e I Cp.Ad)on 

I *MftuIAd)M 	0 	 I I 

I2 

ILY 	 IM 	M M 	I 

Figure 5.23 : Courbes de niveau de Ia fonction d'erreur de prediction 
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D'aprês les figures 6.20, 6.21 et 6.22, on peut tirer directement les valeurs estimées 

de Ia réponse a n'importe quel point du domaine d'étude. 11 suffit de choisir une vitesse 

d'avance et une vitesse de coupe qui ensemble, donnent une réponse se situant sous Ia 

ligne de niveaux 150 pour La rugosité et une réponse se situant sous La ligne de niveaux 50 

pour le nombre de pics. 

6.2.4.10. Isoréøonses par traits pour ylusieurs réponses sur Je méme diagrarnme 

Ii permet de tracer des courbes d'isoréponses dans un diagramnie a deux 

dimensions pour plusieurs réponses 
retet SW mei 	gIpt.Ije 

{R6P 

O,càl.ctejn . Annct 

V. Cowie 
Cm) —a- - 

• 

Ase 1 Avarice fl.09 _._4 _!.__  
Al, 2 v.cc.pe fluio,0t 

- 
151A05 j 

Yn TOO Flee 
- 

'0 •)21 

iv'... 
L 

Figure 6.24 : Isoréponses par traits pour plusieurs réponses 

On peut obtenir les coordonnées d'un point et les réponses correspondantes en 

maintenant le clic de la souris dans le diagramme d'isoréponses. 

D'après La figure 6.24, on constate qu'il existe une petite surface øü les deux 

objectifs sont respectes. line vitesse d'avance de 0,75 m/min et une vitesse de coupe de 21 

m/& 

6.2.4.11. Matrice des correlations 

B permet d'afticher Ia maffice des correlations entre Ia grandeur d'intérêt et les 

facteurs 

Avence 	 fflJgjj• 

Ave,ce L' 0.00 0.20 

V.Catt 0.00 1.00 .093 

Rugaift 020 fli 1.00 

Rugositt 

AjV.CoiPks 	J 
jAvarice WI 0.00 0.24 

0.00 1.00 0.20 

0.21 030  

Pics 

Figure 6.25 Matrice des correlations 
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6.2.4.12. Coefficients de Ia fonction d'erreur de prediction 

11 perruet d'afficher Ms coefficients de Ia fonction d'erreur de prediction. 

6.2.4.13. Graøhe des réDonses observées en fonction des réponses prédites 

11 permet d'afficher fe graphe des réponses observées en fonction des réponses 

prédites. 
do, rOponn.. obnnt* . (OnCtI, do, cpoqIscs pt6do, -= 	ci.,m dot ton,e, nbw.vêo, en foection on 'oanet 

-- :---:-.O 

220 
"a . 	............... .. . 

...... 

- 	. 	--. 	- 	- 
:-------------------- 

° ----  dP - 	-, 	............ 

ci 	------------------- - ------------------------------------------ 
- 	. 	. -------------- 

Valour. procf3 	 - It 	50 	tO 	S0 y.0L°,. 	 ,t01 €0 
	to 	It 

w 
Rugosité 
	

Pics 

Figure 6.26 : Graphe des réponses observées en fonction des réponses prédites 

6.2.5. Menu voir 

II permet de rappeler Je nom des facteurs, des réponses, des unites et enfin 

d'afficher les trois matrices: d'expét -iences en variables centrécs réduites, d'information et 

de dispersion.  

I Vairj - Mae? 

.çsne 4. travail 	F 

:lnfo,tnation 

,at,itt de,p4riencex 

ltl,n4t. d'h,(onnst$on 

Figure 6.27 : Voir 

6.2.6. Menu aide 

11 contient un fichier pdf contenant Ia description du logiciel et Ia théorie des 

différents plans étudiés. 

L 	- 	- - 
Mti]i.ter raicit 

Figure 6.28 : Aide 



CONCLUSION 

Les mathématiciens ont toujours ete a l'avant garde de Ia recherche aussi bien 

fondamentale que pratique en développant plusieurs theories scientiuiques. us les ont 

constainment améliorécs et perfectionnees. Mais ii s'est toujours 6COUI6 tin certain temps 

entre Ia découverte de ces theories et leur application pratique dans le monde industrieL La 

raison en est simple, car ces theories, lors de leur application pratique, nécessitent souvent 

un volume considerable de calculs. C'est évidemment l'outil infomiatique, venu a Ia 

rescousse qui a pu débloquer Ia situation en évitant an chereheur des calculs fastidieux et 

souvent impossible a effectuer. On peut citer par exemple l'Analyse des données dont les 

premiers développements theoriques furent établis pour Ia premiere fois en 1930 et leur 

vulgansation et utilisation pratique dans Ic monde industriel ne flit effective que vers les 

années 1960. II en est de mêine de l'applicalion de Ia théozie des graphes et de beaucoup 

d'autres theories mathématiques. 

La Méthodologie de Ia Recherche Expéiimenta.Ie, appeléc aussi planilication des 

experiences, est une discipline mathémalique fluisant panic de Ia slatistique inférentieue. 

La thémie de Ia méthode des plans d'expériences reste toujows en développement 6 elle a 

pris une importance Si grande, grace a l'existence de logiciels spécifiques, que Von est en 

droit de se demander si cette discipline ne pourrait pas ëtm enseignée trés tOt dans le cursus 

universitaire. It travail qui nous a ete propose avait deux objectift: 

Premièrement, développer notre propre logiciel. Ce qui nous permettra non seulement de 

nous afkanchir des calculs fastidieux et de pouvoir titter et analyser n'importe quelle 

experience pralique dans les domaines chimiques, pharmaceutiques, agronomiques, 

physiques etc... mais aussi d'avoir Ia possibilité de perfeclionner cc logiciel. 

Deuxièmeinent, essayer de contribuer modestement an développement de Ia théorie en 

proposant une certaine disposition de points expérimentaux afin d'azneliorer Ic plus 

possible les critéres d'optirnalite. Ic seul inconvenient est l'augmentation du nombre des 

essais a effectuer. 
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B serait intéressant de développer un logiciel spécifique pour plans de mélanges trés 

UtiliSés en phannaceutique et dans beaucoup d'autres domaines. L'industrie du pétrole et 

du gaz naturel, constitue un vaste champ d'applications des Plans d'Expériences. 



APPENDICE A 

LLSTE DES SYMBOLES ET ABREVIATLON 

Constant d'un modèle. 

ci 	Coefficients des tames de premier degrd 

Coefficients des tennes carrés 

Coefficients des tames rectangles 

a 	Coefficients de Ia vaziables xi dans wi inodèle dttennine par Ia méthode des 

moindres earths 

A 	Vecteur des coefficients du modele 

A 	Vecteur des coefficients détermint par Ia méthode des moindres earths 

a 	Distance an centre des points en étoile dans un plan composite, niveau attnbué 

ft 	Distance au centre des points expérimenlaux pour le 2p1an propose 

a 	Contraste du facteur 1 

a 	: Vecteur des pentes des droites des moindres earths passant par I'origine 

(Regression PLS) 

t4) 	Fonction d'erreur de prediction 

d2(54,) : Fonclion de Ia variance de prediction 

dill 	: Degré de liberté 

A 	L'écart d'ajustement 

a 	Ecart residue! 

a 	: Valeur vraie de I'écart e1  

€ 	: Vecteur des écarts 

E 	Espérance mathématique 

Eff—G : Efficacite vis a vis du critére G 

f 	: Fonction 

F 	F de Fisher-Snedecor 

In 	: Le nombre de composantes a retenir dans ía regression PLS 
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Ii, 	: Le 1he  élément diagonal de Ia mathce X( fly' 'x 

I 	matrice unite, générateur d'aliases, moyenne thins tin tableau des eflts 

k 	: Nombre de facteurs 

RCponse théorique de I'essai no I 

no 	Horn bre d'essais au centre du dornaine d'étude 

Nombre d'essais dii plan ihetoriel 

Nornbre d'essais du plan étoile 

N 	Nombre d'essais d'un plan d'expériences 

p 	Nombre de ftctetir supplémentaires pour tnt plan fractionnaire 

Ph 

	

	Vecteur des pentes des droites des moindits cant passant par I'origine 

(Regression PLS) 

q 	: Nombre de coefficients d'un modêle matbématique 

Coefficient dii prediction 

Coefficient de correlation 

R2ajusté Coefficient de conélation ajusté 

Estimation de variance 

a,, 	: Ecart-type de l'erreur sw les réponses mesurées 

Variance des écarts 

o(â,) 	Ecart-type des coefficients détenuinés par Ia méthode des moindres canes 

Vecteur des pentes des droites des moindres canes passant par l'origiue 

(regression PLS) 

var(A) 	Variance des coefficients estiniés par Ia inéthode des moindres canes 

van(j') 	: Variance de l'erreur sur les réponses mesurées 

Niveau attribué aux différents I'acteurs et exprirné en valeurs centrdcs réduite, 

variable I 

xUr 	 Element de Ia ligne 1 et de Ia colonne jde Ia matnice K 

X. 	 Vecteur modelisé du point ii 

X 	: Malrice de calcul 

K 	Matrice des résidus clans Ia regression PLS 
Ix 	:MatricetransposéedeX 
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('XX) 	: Mao-ice d'information 

(1 fl) 1  Matrice de dispersion 

Wh 	 Vecteur des pentes des droites des moindi -es cant passant par J'origine 

(Regression PLS) 

:Réponsedel'essain°i 

y 	: Vecteur des réponses observécs 

9, 	Réponse prédite de l'essais I 

Vecteur des réponses prédites 

Y. 	Moyenne des réponses an niveau haut d'un facteur 

Moyenne des réponses au niveau bas d'wi facteur 

Y 	Matrice des réponses observées 

z 	Nivean attribué au Jhcteur exprinié en unite courante 

zo 	Valeur centrale de l'intervalle [-1, +11 exprimé en unite courante 
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