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RESUME
La Meéthodologie de la recherche expérimentale est une discipline des
mathématiques relativement récente, faisant partie des statistiques. Elle est trés utilisée
aussi bien par les chercheurs que par les industriels pour planifier leurs expériences,

modéliser les résultats et effectuer leurs analyses.

Ce travail comporte deux objectifs : développement d’un logiciel ou huit plans
d’expériences classiques ont été programmés et décrits et une proposition de deux plans

d’expériences présentant des avantages pour les critéres d’optimalité.

L’utilité d’avoir son propre logiciel est évidente. La planification des expériences
que nous aurons a effectuer, la modélisation et I'analyse des résultats se trouveront
considérablement facilités. On peut également améliorer ultérieurement ce logiciel en
ajoutant d’autres options.
ABSTRACT
Experimental search methodology is recent mathematical discipline and part of
statistics. This methodology is designed and used by many industrialist or the searchers for

the organization of their experiences and analysis.

This work contains tow objectives : the development of logiciel form witch eiglit:
classical experimental designs were programmed and described and a proposition of tow-

experimental designs.

The benefit to have a self logiciel of each one is very evident. To make easier the
organization of experiences which we will effect, the modelisation and the analysis of

result, we can also improve this Logiciel for adding other options.
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INTRODUCTION

La Méthodologie de la Recherche Expérimentale (Méthode des Plans
d’Expériences) sont utiles & toutes les personnes qui entreprennent des recherches
scientifiques ou des études industrielles. L’emploi des plans d’expériences pour 1’étude
empirique d’une loi de réponse pose aux statisticiens ou aux chercheurs des problémes
particuliers. Alors qu’ils ont peu d’informations sur cette loi, ils ne peuvent disposer en
genéral que d’un échantillon d’observations trés limité au regard du nombre des paramétres
des modéles qu’ils peuvent envisager pour leurs analyses. Avant toute observation de la
réponse il doit donc préciser, non seulement quels modéles utiliser, mais encore, comment
organiser les expériences. En effet, la qualité de I’analyse statistique dépend étroitement du
plan expérimental utilisé pour observer la réponse. Par ailleurs, il faut généralement

recourir 4 Panalyse combinatoire pour construire les plans d’expériences proposés.

Pour proposer une solution répondant aux ‘objectifs industriels, il est donc parfois
nécessaire de chercher I'information manquante en réalisant un ensemble d’expériences.
Les décisions importantes prises a partic des résultats expérimentaux et le colit non
négligeable d’une expérimentation interdisent de laisser & la seule intuition de
’expérimentateur la recherche de la solution du probléme. Il est nécessaire d’utiliser une
approche méthodologique qui permet non seulement de réduire le cotit de

expérimentation, mais aussi d’établir une organisation optimale des expériences.

Le but de la méthode des plans d’expériences est de proposer une ou plusieurs

stratégies pour résoudre un probléme particulier posé par la recherche expérimentale.

Dans notre travail, les principes généraux de construction des plans d’expériences
sont presentés a partir de la notion d’espace expérimental. Ia représentation géométrique
des points expérimentaux est trés parlante mais elle est vite limitée lorsque la dimension de
I"espace augmente. C’est pourquoi I’on utilise la représentation matricielle. A 1’aide des

deux représentations, géométrique et matricielle, les principaux plans d’expériences sont
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décrits : plans factoriels complets a deux niveaux; plans fractionnaires, plans de
Mozzo, plans factoriels complets A trois niveaux, plans composites, plans de Box-

Behnken, plans de Doehlert ct plans Hybrides.

La diversité des plans d’expériences proposés dans la littérature vient du fait qu’il
n’existe pas un plan parfait ou tous les critéres d’optimalité sont vérifiés en méme temps.
Chaque plan présente des avantages pour un certain critére d’optimalité et un inconvénient
pour un autre. II s’agira donc de trouver un compromis pour les besoins de chaque étude.
C’est pour ces raisons que, dans notre travail, nous avons egalement proposé deux plans
qui essayent d’améliorer les critéres d’optimalité. Une comparaison avec d’autres plans
décrits dans la littérature a été effectuée pour les besoins de chague étude et chaque

utilisateur.

Un logiciel appelé HIDE]1 a été établi. Il permet la construction des huit plans
énonceés ci-dessus, de donner le modéle, les graphes représentatifs ainsi que I’analyse et les

résultats numériques permettant de mener 4 bien une étude expérimentale.

Les principales notions développées dans la Méthodologie de la Recherche Expérimentale,

ont €t€ abordées au premier chapitre.

Dans le second chapitre deux méthodes de régression différentes MLR (Multilinear
Regression) et PLS (Partial Least Square Regression) ont été décrites. Flles ont été
utilisées dans le logiciel, afin de calculer les coefficients du modeéle. Pour valider ce
dernier, un rappel sur les outils statistiques a été effectué (Analyse de la variance; Analyse

des résidus etc...).

Les importantes notions de transmission des erreurs aux coefficients du modéle et
donc aux réponses prédites ainsi que les critéres d’optimalité ont été égatement décrites an

chapitre trois.

Le chapitre quatre est consacré ala description de huit plans classiques ayant fait
Pobjet de I’établissement du logiciel. Les deux proposés sont décrits au cinquiéme

chapitre.



Enfin la description du logiciel élaboré a été abordée au chapitre six.

11
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CHAPITRE 1
GENERALITES, METHODE ET MODELES POUR PLANS D’EXPERIENCES

1.1. Historique
La méthode des plans d’expériences est 4 la fois nouvelle et ancienne [1]. Les

scientifiques n’ont abordé ce sujet que depuis peu d’années. Les premiers qui se sont
penchés sur ce probléme sont des agronomes et des statisticiens. Les techniques et les
notions qu’ils ont développées sont si générales qu’elles peuvent étre utilisées dans
beaucoup de domaines. Cette méthode est récente puisqu’on peut la faire démarrer avec les
travaux de R.A .Fisher (début de vingtiéme siécle). Aussi bizarre que cela paraisse, elle ne
porte pas encore de nom {2]. Les chercheurs ont proposés Expérimentique ou
Expérimentologie. Aprés 1945, les plans d’expériences suscitent de nombreuses
publications et recherches dans le monde anglo-saxon. Des statisticiens comme Yate,
Youden, Cochran, Plackett et Burman, et bien d’autres, enrichissent et divulguent la
meéthode. Box et Hunter, s’appuyant notamment sur les travaux de Yate, développent des
méthodes particuliéres de construction de plans fractionnaires 4 deux nivaux. A partir
des années 50, en s’attaquant & ’amélioration de la qualité, le Japon imprime un nouveaux
souffle. Taguchi et Masuyama élaborent des tables permettant de construire des plans
d’expériences orthogonaux adaptés a la majorité des problémes industriels. Ces tables ont
¢été publies en 1959 et 1961. Par la suite les méthodes initiées par Taguchi se sont
répandues aux Etats-unis puis en Europe. Il faut signaler ’existence sur le marché de
logiciels de plus en plus conviviaux destinés a la construction et a I'analyse des plans
d’expériences. Il faut noter cependant que si ces logiciels déchargent Putilisateur de
certains calculs parfois fastidieux, ils ne permettent pas de poser le probléme. En d’autres
termes les logiciels ne doivent étre utilisés qu’aprés une solide formation a la méthode.

Autrement les risques de fausses conclusions seront importantes.
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1.2. Limites des méthodes traditionnelles d’essais
1.2.1. Ftude d’un phénoméne

L’¢tude d’un phénomeéne peut se schématiser de la maniére suivante:
Pexpérimentateur s’intéresse 4 une grandeur, par exemple le rendement en blé d’une
parcelle de terre, le prix de revient d’un produit chimique ou 'usure d’une piéce de moteur
automobile. Cette grandeur dépendra d’un grand nombre de variables. Le rendement en bié
sera fonction de la nature du terrain, de la qualité d’engrais incorporé, du climat, de
Pexposition au soleil, etc... Sous une forme mathématique, on peut écrire que la grandeur

d’intérét y est une fonction de plusieurs variables x; .

y:f(xth:"':xk) (11)
L’étude du phénomeéne se raméne alors 4 la mesure de la grandeur en fonction des
différentes valeurs que 1’on peut donner aux variables. Nous allons décrire rapidement la

méthode classique pour étudier la fonction (1.1).

1.2.2 La méthode classique et ses inconvénients

Traditionnellement, les essais sont effectués de maniére séquentielle [3] en faisant
varier les variables ’une aprés I’autre sans planification préalable de I’ensemble des essais
a réaliser. On fixe le niveau de toutes les variables sauf une (variable x: ) et I’on mesure [a

grandeur y correspondant différents niveaux de cette derniére.

VA

\
1
1
1
F
i
1
1
1
1
1

'
3
1
[}
'
|

>
xi
Figure 1.1 : Seule la variable x: prends des niveaux différents, les autres variables étant

fixées 4 des valeurs bien définies

A la fin de I'expérimentation 3 I’aide de cette premiére variable, on peut tracer une
courbe représentative de y =f ( x;) (Figure 1.1). On peut refaire la méme expérience avec
chacune des autres variables. Si ’on désire étudier simplement sept variables et que I’on
décide de prendre cing points expérimentaux par variable, il faut exécuter 57 = 781125

expériences. Ce chiffre représente un travail gigantesque qui dépasse les limites du
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faisable. L’expérimentateur doit réduire le nombre des essais et il n’a, 4 sa disposition, que
deux attitudes possibles :
¢ Diminuer le nombre de points expérimentaux : pour trois points au lieu de cing par
variable, nous aurons 3’=2187 expériences a réaliser. Pour deux points, il faut
2'=128 expériences, ce qui est encore important et dépasse souvent les budgets
disponibles ou le temps que I’on peut consacrer a I’étude.
¢ Diminuer le nombre de variables. Pour quatre variables prenant chacune trois

valeurs, il faudra exécuter 3*=81 essais.

Sans parler du grand nombre d’essais qu’il faut réaliser avec cette méthode, 1l est
difficile d’obtenir I’optimum de cette fonction et impossible d’obtenir les interactions entre
les facteurs. On mesure les inconvénients de cette approche quand sont en jeu des risques
liés & la sécurité ou des montants financiers importants. C’est pourquoi nous allons

examiner la méthode des plans d’expériences.

1.3. La méthode des plans d’expériences

La différence capitale avec la méthode classique tient au fait que Ion fait varier, 4 la
fois, les niveaux de toutes les variables 4 chaque expérience, mais de maniére programmée
et raisonnée. Aussi choquant que cela paraisse au premier abord, le fait de faire varier
toutes les variables 4 la fois n’est pas un inconvénient mais au contraire offre de nombreux
avantages parmi lesquels :

= Diminution du nombre des essais

— Nombre de facteurs étudiés peut étre trés grand

— Détection des interactions entre facteurs

~ Meilleure précision sur les résultats

— Modélisation des résultats et I’obtention de I’optimum

Les plans d’expériences permettent I’étude de nombreux facteurs tout en maintenant le
nombre des essais a des valeurs raisonnables. Une de leurs applications principales est la
recherche des facteurs influents. La compréhension de la méthode des plans d’expériences
s’appuie sur deux notions essentielles, celle d’espace expérimental et celle de modélisation

mathématique des grandeurs étudiées [4].
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1.4. Notion d’espace expérimental

1.4.1. Réponses, facteurs. niveaux

La grandeur d’intérét mesurée a chaque essai est appelée la réponse. La valeur de
cette reéponse, dépend de plusieurs variables. Au lieu de terme variable nous
emploierons le mot facteur,

Le premier facteur peut étre représenté par un axe gradué et orienté (Figurel.2). La
valeur donnée a un facteur pour réaliser un essai est appelée niveau. Lorsque I'on
étudie ’influence ’un facteur, en général, on limite ses variation entre deux bornes

(borne inférieure c’est le niveau bas ; borne supérieure c’est le niveau haut).

Domaine du facteur

Niveau bas )
l Niveau haut

: b 4 >
-1 . +1 Axe du facteur

Figure 1.2 : Domaine de variation du facteur

L’ensemble de toutes les valeurs que peut prendre le facteur entre le niveau bas et

le niveau haut, s’appelle Je domaine de variation du facteur. On a ’habitude de
noter le niveau bas par -1 et le niveau haut par +1,

8’1l y a un second facteur, il est représenté, lui aussi, par un axe. On définit, comme
pour le premier facteur, son niveau bas, son niveau haut et son domaine de
variation. Ce second axe est disposé orthogonalement au premier. On obtient ainsi
un repere cartésien qui définit un esbace euclidien a deux dimensions, Cet espace
est appel€ I’espace expérimental (Figurel .3).

Facteur 2 *

Espace expérimental

Facteur 1
Figure 1.3 : Définition de I’espace expérimental

Le niveau x, du facteur 1 et le niveau x, du facteur 2 peuvent étre considérés

comme les coordonnées dun point de I"espace expérimental (Figure 1.4).
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Facteur 2

et

X3

—>

Point expérimental

Facteur 1
Figure 1.4 : Niveaux des facteurs définissant des points expérimentaux dans espace

expérimental

Une expérience donnée est alors représentée par un point dans ce systeme d’axes.

Un plan d’expériences est représenté par un ensemble de points expérimentaux.

1.4.2. Domaine d’étude, surface de réponse

* La réunion des domaines de chaque facteur définit le domaine d’étude. Ce domaine
d’étude est la partie de 'espace expérimental retenu par Pexpérimentateur pour
faire ses essais. Une étude, ¢’est 2 dire un ensemble d’expériences bien définies, est
représentée par une série de points disposés dans le domaine d’étude. Cette maniére
de représenter une expérimentation par un ensemble de points dans un espace

cart€sien est une représentation géomeétrique de I’étude (Figurel.5).

Facteur ZT

! H >
-1 +1 Facteur 1

Figure 1.5 : Définition du domaine d’étude

* La représentation géométrique de la réponse s’effectue donc dans un espace ayant
une dimension de plus que celle de Iespace expérimental. A V’ensembie de tous les
pomnts du domaine d’étude correspond un ensemble de réponses qui se localisent

sur une surface appelée surface de réponse (Figurel.6).
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Réponse y ?
Facteur 2

) -1 +1 Facteur 1
Figure 1.6 : Définition de Ia surface de réponse

1.4.3. Coordonnées centrées réduites

Lorsqu’on attribue la valeur -1 au niveau bas d’un facteur et Ia valeur +1 au niveau haut,
on effectue deux modifications importantes :

- on déplace I'origine des mesures

- on change I’'unité des mesures

Ces deux modifications entrainent Fintroduction de nouvelles variables que I’on appelle
variables centrées réduites, centrées pour indiquer le changement d’origine et réduites pour
signaler la nouvelle unité. Le passage des variables d’origine z aux variables centrées

réduites x (variables sans dimensions), et inversement, est donné par la formule suivante -

Ou zo= (niveau haut + niveau bas)/2

pas = (niveau haut - niveau bas)/2

L’intérét des variables centrées réduites est de pouvoir présenter les plans
d’expériences de la méme maniére quels que soient les domaines d’études retenus et quels
que solent les unités des facteurs. La théorie des plans d’expériences présente ainsi une

grande généralité [2].
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1.4.4. Plans d’expériences

Chaque point du domaine d’étude représente des conditions opératoires possibles,

donc une expérience que Popérateur peut réaliser.

Facteur ZT

+1f-----

i,

—>
-1 +1 Facteur 1
Figure 1.7 : La théorie des plans d’expenences momue que les meilleurs emplacements

sont les sommets A, B, C et D du domaine d’étude

Le choix du nombre et de "emplacement des points d’expériences est le probléme
fondamental des plans d’expériences. On a I’habitude d’appeler plans d’expériences des
ensembles de points expérimentaux répondant 3 des propriétés bien précises. Ce sont les
plans d’expériences classiques. Ils sont connus et largement publigs. Lorsque les points
expérimentaux sont disposés autrement que dans les plans d’expériences classiques, on
parle de plans non conventionnels. Leurs propriétés sont le plus souvent moins bonnes que
celles des plans classiques. Mais ce sont des plans que I’on rencontre car i n’est pas

toujours possible de respecter les impératifs deg plans d’expériences classiques [5].

1.4.5 Matrice d’expériences

La représentation géométrigue d’un plan d’expériences est commode pour imaginer
la position des points expérimentaux dans le domaine d’étude. Mais elle ne peut plus étre
employée dés que le nombre de facteurs est supérienr 3 deux. Pour les espaces
multidimensionnels, nous adopterons une représentation sous forme de tableau ou matrice
d’expériences. La matrice d’expériences (Tableau 1.1} définit les essais 3 réaliser. Le terme

essai est I’équivalent de point d’expérience,
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Tableau 1.1 : Matrice d’expériences
E" essal | Facteur ] Facteur 2

1(A) 1 1
2(B) 1 -1
3(C) 1 1

4(D) 1 1 J

1.5. Notion de modélisation mathématique

Le modéle est une relation entre les facteursx,, x, .., X et la réponse que I’on
désire étudier. La fonction y= fx, Xy, X ) correspondant 4 une surface de réponse
(appelée hyper surface si & = 3) est trop générale et il est d’usage d’en prendre un

développement limité de Taylor [4]. Si les dérivées du développement de Taylor peuvent
étre considérées comme constantes, le développement précédent prendra la forme d’un
polynéme de degré plus ou moins élevé .
' y=a,+ Ya x+ Da; X, x,+ Da, xP o+
* yestla grandeur a laguelle s’intéresse I'expérimentateur

* Xxreprésente le niveau attribué ay facteuri. Cest la valeur de la coordonnée
centrée réduite du facteur i retenue par Pexpérimentateur pour réaliser un essai.
Cette valeur est parfaitement connue

@;, ... sont les coefficients du modéle. Ils ne sont pas connus et doivent

i)

* a,, a., a,.j,

étre calculés a partir des résultats des expériences.

1.5.1. Intérét de la représentation polynomiale

La représentation polynomiale de 1a réponse permet Yutilisation du calcul matriciel,
contrairement aux autres formes de la modélisation, d’onr son grand intérét. Elle permet
aussi de faire apparaitre dans I"expression elle méme de ¥ les effets des facteurs, ainsi que
leurs interactions ce qui n’aurait pas été possible si on avait utilisé d’autres fonctions
mathématiques telles que : les logarithmes, les exponentielles, etc... Enfin Pusage montre
que les polyndmes permettent de résoudre la plupart des problémes ¢t ce sont eux qui ont

la faveur des expérimentateurs.



20

1.5.2. Modéles mathématiques pour plans d’expériences

Les réponses mesurées au cours d’une expérimentation sont des grandeurs
aléatoires, qu’il faut traiter d’une maniére aléatoire. La réalité doit étre prise en compte.
Maigré tous les soins que I’on peut prendre, la méme expérience ne donnera pas
¢xactement le méme résultat a éhaque détermination. Chaque mesure est entachée d’une
incertitude appelée erreur expérimentale ou erreur de mesure ou erreur pure. Ceci est
dit 4 la variation de certains parametres qui ne sont pas connus par I’expérimentateur. On

peut classer les modéles en 3 catégories [5].

1.5.2.1. Modéle du mathématicien

On exprime la valeur de 1a réponse en fonction d’une relation mathématique faisant
intervenir des coefficients (lesa) et les niveaux des facteurs (lesx:). Le modéle
mathématique du mathématicien est caractérisé par 1’absence d’erreur expérimentale. Par
exemple pour deux facteurs

- 2 2
Y =a,tax +a, x, +ta,xnx, ta, x +a,x

1.5.2.2. Modéle de I’expérimentateur

Deux compléments doivent étre apportés au modéle précédemment écrit Le
premier est le manque d’ajustement ou bien Perreur d’ajustement. Cette expression traduit
le fait que le modéle choisi par I'expérimentateur avant les essais est probablement un peu
différent du modeéle réel qui régit le phénoméne étudie. 11 Yy a un écart entre ces deux
modeles. Cet écart est le manque d’ajustement A (Lack of Fit). Le second est la prise en
compte de la nature aléatoire de la réponse. En effet si ’on mesure plusieurs fois une
réponse en un méme point expérimental, on n’obtient pas exactement le méme résultat. Il y
a une dispersion des résuitats. Les dispersions ainsi constatées sont appelées erreurs
aléatoires o . Ces deux écarts sont souvent réunis dans un seul écart, le résidu. Le modéle
utilisé par I’expérimentateur pour deux facteurs s’écrit alors

YE=a&taxta;x, +a,xx,+ @ X +ay X+ A+ oy

Ce modéle se compose de trois parties. La premiére partie est un modele du
mathématicien, la seconde partie est I’écart d’ajustement. L objectif de Iexpérimentateur
est de réduire ce terme pour le ramener a une valeur de I’ordre de grandeur de I’erreur
expérimentale. La troisiéme partie est I’erreur aléatoire. Cette erreur est due a la variation

des niveaux des facteurs non contrdlés.
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1.5.2.3. Modéle du statisticien

Le modéle précédent est trop compliqué pour faire des calculs On effectue les
simplifications suivantes -
* L’erreur d’ajustement entre le modéle choisie 4 priori et le modeéle réel est supposée
négligeable
* Les erreurs aléatoires sont issues d’une méme population, pour tout le domaine
d’étude
Il s’agit de valeurs ayant la méme moyenne, le méme écart type et provenant de la
méme Distribution. 11 faut bien voir que les valeurs de I’erreur sont différentes les unes des
autres, Puisqu’elles résultent de tirages au hasard dans une population donnée. Pour un
rnlodéle polynomial du second degré 4 deux facteurs, le modéle de statisticien s’écrit -

_ 2 2
Y=aytax +a, x, +a, x x, + a, x tayx, + oy

I
1.6. Systéme d’équations

Chaque point expérimental apporte une valeur de la réponse. Or cette représentation

est ~modélisée par un polyndme dont les coefficients sont les inconnues qu’il faut
deterrmner A la fin du plan @’ expériences, on a un systéme de N équations (s’il y a
Nlessms) a ¢ inconnues (sl y a g coefficients dans le modéle choisi a priori). Ce
systeme s’écrit d’une maniére simple en notation matricielle :
y=X A+e¢ (12

Av-éc:
Y Vecteur des réponses
X : Matrice de calcul, qui dépend des points expérimentaux choisis pour exécuter le plan
et du modéle postulé
A4 : Vecteur des coefficients
€ : Vecteur des résidus

Ce systéme ne peut pas, en geénéral, &tre résoh simplement car le nombre
d’équations est Inférieur au nombre d Inconnues. En effet, il y a N équations et q+N
mconnues Cette résolution ne peut pas €tre menée a bien que si Pon utilise une méthode
de regressmn qui introduit ¢ équations supplémentaires. La plupart du temps cette

méthode est basée sur le critére des moindres carrés qui sera €xpos€ au chapitre suivant.
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CHAPITRE 2
REGRESSION MLR, PLS ET VALIDATION DU MODELE MATHEMATIQUE

Dans ce chapitre, nous allons décrire deux méthodes de régression utilisées dans la
théorie des plans d’expériences et permettant de calculer les coefficients du modele
mathéniatique recherché a partir d’un certain nombre d’expériences. La premiere méthode
est une méthode classique et trés connue sous le nom de méthode des moindres carrés. La
seconde, moins connue et plus récente est contrairement a la précédente, une méthode
itérative qui donne également de bons résultats. La validation du modéle obtenu a I’aide de
ces deux méthodes de régression est effectuée par une analyse de la variance et une analyse
des résidus. Ces deux derniéres analyses statistiques seront également décrites dans ce

chapitre.

2.1, Réeression multilinéaire MLR (Multilinear Régression)

L’objectif est de trouver un ensemble de g coefficients qui résout le mieux possible

le systéme d’équations (1.2).

2.1.1. Principe
La régression multilinéaire est une généralisation de la régression linéaire simple.
Dans la régression linéaire simple l’expérimentateur dispose des résultats de N

expériences.
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Tableau 2.1 : Présentation des résultats d’essais pour une régression stmple

X Yy
1 B4
2 Y2

X; Y

Xy Yn

Au cours de ’essai » 7, la variable explicative ou le facteur x 4 la valeurx;, la
réponse mesurée est y,. Si les points (x,,y;) s’alignent correctement dans le plan (x,y),

I’expérimentateur cherchera 1’équation de la droite qui s’ajuste au mieux a ces résultats.

X, X

P

Figure 2.1 : Droite des moindres carres

Sur la figure 2.1, nous voyons qu’a chaque valeur xi de x correspondent deux

valeurs de la réponse : y,valeur mesurée et , valeur donnée par la droite, avec y, = y,
+e, . Cette droite recherchée satisfaite au critére des moindres carrés » e minimale. La
démarche se généralise au cas ou I'expérimentateur désire étudier une réponse y en

fonction non plus d’un seul facteur x, mais de K facteursx;, x,,... , X, . Le tableau des

3

résultats d’une régression linéaire multiple est présenté par le tableau 2.2 :
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Tableau 2.2 : Présentation des résultats d’expériences pour une régression multiple

[ X, X; Xy y
Xy X Xk 34
xr] xij xiK yl
Xy Xy Xk Yu

Au cours de P'essai 77, le facteur x, a la valeurx,, le facteur x, a la valeurx,,,
* ' le facteur x, ala valeur x; ,.., et le facteur x; a la valeurx,, . La réponse observée
est y, L’ expérimentateur fait I'hypothése que la réponse peut &tre approchée par un modele

linéaire de type :
y=a,ta x + a, x, +. .+ a; x; ..t a, x,

[}
' Dans lequel une variable quelconque x; peut représenter :

- L’undes facteurs x,, X;, ..., Xg
| - Une interaction quelconque entre ces facteurs
. R
- Une fonction de ces facteurs : x;, log(x;), ... etc.

Les coefficients a, du modéle sont estimés par la méthode des moindres carrés.

2 1.2. Hypothéses de la régression multilinéaire

| La valeur attendue pour y dans les conditions de I’expérience, si le modéle ci-

 dessus est valide est :

! ' -
i n(y,y=a,*a x, t a, X, .+ a, x,

| En raison des erreurs aléatoires, la valeur y, obtenue expérimentalement differe de
| n(y,) d’une quantité &, [6].

| Y =n(y)+ &

La méthode des moindres carrés ne nécessite aucune hypotheése sur la distribution

des réponses. Cependant, elle posséde certaines propriétés intéressantes sous réserve que

soient satisfaites le mieux possible les conditions suivantes |7] :
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— Les erreurs &, doivent étre distribuées suivant une loi Normale de moyenne 0 et de

variance o>, N (0, ), ce qui s’écnre
E(¢)=0

var (g,)= 0"

2 1.3. Estimation des coefficients par la méthode des moindres carrés

Lorsqu’on estime les inconnuesa,,q,,...,d, par dy, @;,...,d,n0Us pouvons
calculer la réponse au point i par:
Jo=a,+a x, t @ xp+.F 4 x; tFa,x,
La valeur §, différe du résultat expérimental y, de la quantité e, (de méme que les
a. sont les estimateurs dea, , lese, , sont des estimations dess; ).
=9 te.

Nous écrirons cette égalité quelque soit 7, nous obtenons le systéme lin€aire :

( y,=a,+a x,ta, x, t.ra x; .+ ax+te

Y, =d, Fa Xy T Xpt ot A Xyt T A, Xy, t e,

y,=a,tax,+a x,+. . +a x; +.+a x,+e

9 Yy =@t a xyta, x, vt a; xytoota, xytey
Nous cherchons les valeurs des &; qui minimisent la somme des camrés des
écartsZe,.z. Concrétement nous cherchons le modéle linéaire qui passe au plus prés de

I’ensemble des points expérimentaux. Pour simplifier I'écriture, nous adoptons la notation

matricielle :

e 4 4
| ¥, W 1 X, o Xy o Xy, (G, (ey )
; -
i ¥, T ox, X2 X2q a, €,
L}

= ’ : ‘A + )
y,' } .xr-l Xl-j .x,;q aj e,‘
a
LJ’N/ 1 Xy o Xy o Xpg L g ) €y J
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Le systéme a résoudre s’écrit . y = XA + e, et le critére des moindres carrés ‘ee soit
minimale on a :
‘ee="(y ~ XA)y - XA)
=(y-"AX)y - X4)
=tyy—A' Xy~ y XA+ A' XXA
gy 2 Xy A XY
Calculons la dérivée de ‘ee par rapport a I'inconnue A:

oCee) _a(yy) (AN  o(AXXA)

oA oA oA o4
Ou:

t ~
- 6(}:31):0 car 'yy ne dépend pasde 4

0A
- _6_(%_5()_22:,)@ car ‘A'Xy est une forme linéaire en A

i) p 1 y - ~ p

%fﬂ;) =2'XXA car 'A'XXA est une forme quadratique en A
11 vient dong :
o('ee)

- 2" Xy +2' XXA
0A

La valeur de 4 qui minimise ‘ee doit vérifier :

t
9Cee) _ o= 2'xy+2'XXA =0
oA

= XXA="Xy
Si la matrice ("XX)~' n’est pas singuliére on a :
A=(XX)" Xy 2.1)
Cette relation est fondamentale et nous I'utiliserons constamment par la suite. Elle
est valable pour tous les modéles polynomiaux quelque soit leur degré et quel que sott le
nombre de coefficients. Les coefficients ainsi obtenus sont utilisés pour écrire le modele

mathématique. Ce modéle permet de calculer les réponses (qui sont souvent appelées les

réponses prédites 3 ) dans tout le domaine d’étude.

y=XA
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Elles sont trés utiles pour faire des prévisions, tracer les diagrammes d’isoréponses,

chercher des optimums ou des valeurs bien précises. C’est un précieux outil de prévision.

2.1.4. Propnétés des coefficients

Les coefficients &, sont fonction des résuitats expérimentaux et doivent étre

considérés comme des variables aléatoires, donc nous pouvons calculer leur esperance

mathématique ainsi que leur variance.

2 1.4.1 Espérance mathématique des coefficients

D’aprés la formule (2.1) I'espérance mathématique de A a pour expression :
E(4)= E[(XXy™" %]
=("XX)" ' XE(y)

Car les éléments de X sont considérés comme fixes. En désignant par A le vecteur
des coefficients vrais et £ le vecteur des N écarts entre les résultats expérimentaux et les
réponses théoriques alors :

y=XA+e¢
Et
E(y)=E(XA+£)=E(X4)
= XE(4)
Car E(g)=0 par hypothése. Nous trouvons :
E(A) =("XX)" ' XXA= A
Le résultat que nous venons d’établir signifie que les distributions des a, sont

centrés sur les valeurs vraiesa; .

2.1.4.1. Variance des coefficients

Par définition la variance de A est :
var(d) = E[(4 - 4) '(A- A)]
Remplagons A par (‘XX)''Xy et y par X4 +¢& . Nous obtenons :
(A= A)=(XXY " X(XA+£)~ A= A+(XX)" Xe—A=("XX0)" Xe

Puisque "(A- A)=" eX( XxX)”
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Donc
var(A) = E[( X0 Xe's X(XX)]=(XX)" X EE )X ( Xx0)"
Remplagons E(g's) parE[(¢ - 0)' (g — 0)]=var(¢) = o *. Nous pouvons écrire :
var(4) =(‘XX)" ' Xo? X (' XX)™
= XX)” XX (XX

= var(4) = o2 X (' XX) (2.2)

En multipliant les éléments de la matrice (‘XX)™ paro’, nous obtenons la matrice

de variance-covariance :

[ var(@,) .. o cov(@,,d,))

var(a,)  cov(a,,a,)

var(4) = cov(d,,d,) var(d,)

\cov(@,a,) .. var(&q)J

La matrice de variance-covariance ci-dessus est comme(‘ XX)™', une matrice

carrée symétrique. Les éléments de la diagonale sont les variances des coefficients, tandis

que les termes hors diagonale correspondent aux covariances.

2.2. Régression PLS (Partial Least Squares Regression)

La régression PLS reléve d’une toute autre stratégie. C’est une méthode d’analyse
des données. Elle a été proposée par World, Albano, Dunn, Esbensen, Hellberg, Johansson
et Sjostrom en 1983 [8]. A la différence de la régression MLR qui calcule les coeflicients
au cours d’une seule itération, la méthode PLS est une méthode qui améliore la qualité de

I’ajustement a chague nouvelle itération.
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2.2.1. Algorithme de la régression PLS

On cherche a réaliser une régression d’une variable a expliquer y sur des variables
explicatives x,,x,,...,%, qui peuvent &tre hautement corrélées entre elles. Par ailleurs les
coefficients de régression doivent étre interprétables c’est-d-dire qu’on souhaite prendre en
compte le fait que le chercheur mesure la contribution de la variable x, 2 la construction
de l1a variable y 4 ’aide du coefficient de régression. On peut atteindre I’objectif d’une

régression interprétable de la maniére suivante [9] :
On construire fout d’abord une composante

L =w.x, +...+wW,_ X 23
1 11 lg™q

= cov(x,,y) (2.4)

\/zq: cov’(x;,)

Dans la formule (2.4) w,, représente la pente de la droite des moindres carrée,

passant par Porigine du nuage de points(w,;,x ;). Puis on effectue une régression de y
sur f,: |
y=of +y (2.5)
Ou ¢, est le coefficient de régression et y, le vecteur des résidus. D’ou une
premiére équation de régresston
y=ow,x, + . How X, + ), (2.6)
Si le pouvoir explicatif de cette régression est trop faible, on cherche a construiré
une deuxiéme composante?,, combinaison linéaire des x, non corrélée a 7, et expliquant
bien le résiduy,. Cette composante 7, est combinaison hnéaire des résidusx, des
régressions des variables x; sur la composante?, .
On obtient ¢, a 'aide de la formule :

Ly =Wy Xy +.. Wy %, (2.3)

COV(XU, ¥

W2-:

) g 2
> covi(x,, )

i=l

(2.4)



On effectue ensuite une régressionde y sur f, et 7, :
y=ol e, +y, (2.9)
En exprimant 7,et 7, en fonction des variablesx;, I’équation de régression (2.9)

peut s’écrire en fonction de ces variables. D’oti une deuxiéme équation de régression plus
précise que la premicre. Cette procédure itérative se poursuit en utilisant de méme les

résidus y,,x,,...,X,, des régressions de y, X5, X, Sur f eti,.

Le nombre de composantes #,,7,,....f, a retenir est habituellement déterminé par
validation croisée. Pour chaque valeur # on calcule les prédictions 3, et y,_, de y,, &

I'aide du modéle & »# composantes, calculées en utilisant toutes les observations puis sans
utiliser ’observation 7. On calcule ensuite les critéres RSSy, (Prediction Sum of Squares) et

PRESS,, (Residual Error Sum of Squares) définis par :
RSS, = 2.0 = Fuy)”
Et
PRESS, =2V = Pepy)’

La compaosante est retenue si :

JPRESS, <0,95/RSS, .

2.2.1.1.Algorithme PLS

Nous notons ¥ la matrice des variables dépendantes y,, y,,..., ¥, centrées réduites
et X lamatrice des valeurs des variables indépendantes x|, x,,...,x, centrées réduites. La

matnice X est de rangea . L algorithme de la régression PLS peut s’écrit comme suit :
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1. pour chaque colonne / de ¥ ,-poser Xo=X,y,=y

2 pour A=1,.., a:

2.1. PVh :L;igﬁ:LZﬂ:L
Y1V

2.2. pormer w, al

23. 1, =X, \w,
‘X, .t
2.43 }7h — ! h-1"h
thth

26. ¢, =2t
thth

2.7, u, =2
Cy

28 Vi = Voo — Gl

2.2.1.2. Commentaire de Ialgorithme

Les coordonnées des vecteurs w, 7, p, et c, représentent toutes des pentes des

droites des moindres carrés passant par I’ origine et peuvent donc &tre calculées avec
données manquantes :

- Lacoordonnée w,; du vecteur w, représente le coefficient de régression de Vi
dans la régression de la 7™ colonne de la matrice X, _, sur la variable Ynor
— Lacoordonnée 1, du vecteur th représente le coefficient de régression de w, dans

la régression sans constante de la variable définie par la ™ ligne de ja matrice

X, sur la variable définie par le vecteur w,

- Lacoordonnée p,. duvecteur p, représente le coefficient de régression de f,
dans la régression de la j*™ colonne de la matrice X »1 SUr la composante ¢,

— Lavaleur ¢, représente le coefficient de régression de 7, dans la régression de Ia

variable y, | surla variable 7,



La matrice X, est le résidu de la régression de X, , sur z,. La variable y, est le
vecteur des résidus dans la régression de y, , sur 7,. On peut déduire de ces régressions
les propriétés d’orthogonalité :

,X,=0 et ‘t,y, =0

Nous allons décrire un ensemble de propriétés de I’algorithme PLS, ces propriétés

permettant de le simplifier.

Proposition [9]

Les vecteurs et les matrices issus d’une régression PLS vérifient les propriétés suivantes :

‘1,1, =0 pour A <

2} 'w,p, =1

3) ‘w,' X, =0 pour k <]
4) ‘w,p, =0 pour A<l
5) ‘'w,w, =0 pour hh</]
6) ‘t,X, =0 pour 2 </

IV
o

j=h
X, =X[[d-w,p,) pourh
=1

Preuve 1
On va la montrer par récurrence. Pour k=1 et /=2 on a 't,1, = £ X W, =0
(puisque’?, X, =0).
Supposons 2,,1,,...,2, orthogonaux, alors les vecteurs 1,,4,,..,1,, sontorthogonaux.
Montrons que 7,,, est orthogonal aux vecteurs 1,,1,,...1, :
Tl =" 6,X,W,, =0, (car '1, X, =0)
Tl =" L X Wy =" 1,,[ X, _’hrph}wml
=["t,, X\, " 1, th‘ph L
=0
Puisque "7, |.X, , =0 et par hypothése de récurrence s, 1, =0,

4 _t
Lialyn = L, X,w,



=’ 1, .[X, . — thtph My
=! o[ X, _th—lrph—] _thrph]whﬂ
=0, puisque ‘7, , X, , =0 et par hypothése's, 7, =0

Preuve 2

La propriété (2) est immédiate

!wh‘Xhﬁlth - t(Xh-twh)th _ lthth -1

t
WPy = = =
‘1,1, ‘1,2, 1,1,

Preuve 3
On a:
t t t
:wh X, =! w, (X, -4, p,)
_t t t !
= w, X,,~"w,pt,
="t~ w,p, 1, =1, -1, =0
Montrons  maintenant  que  Iégalité‘w,'X, =0, pour un indiceh</ ,
implique‘w,’X,,, =0. On a:
i it
tw:aXm =! wh(XI —1 Pm)

ot t ¢
= w,X,— w,p., i

1 { !
w, Xyt,'t

1+1
=" w, X, - t
Ii+ltl+1
=0
D’ou le résultat.
Preuve 4
En utilisant (3) on a :
! t
w, X, 1 .
‘W,p, =—2"H1L =0 pourh<] -1, soit h<l.
tlif
Preuve 5
En utilisant (3) on a :
[w IX
‘w,w, =r—""‘—y‘“‘=0, pourh<1.
Yo

Preuve 6

L’égalité est vraie pour A=/ . En utilisant I'orthogonalité des?, , on a pour k<] :



X =X -0 e
=1, X, (car't,t, =0)
=X, =1, Py
="t,X,,=.=1,X,=0

Preuve 7

Montrons la par récurrence. Pour A=/ ona :
X, =X-t"p,
=X-Xw 'p,
=X(U-w'p,)
Supposons que ce résuitat est vrai pour A= j. montrons qu’il est yrai pour
h=j+1:
Xin=X;=10'Psu
=X, -Xw..'Pa

:Xj(]_wjﬂtpjﬂ)
h=j .
:XH(I_whrph)(I_ij!pj+1)
h=1

D’on le résultat.

2.2.2. Simplification de I’algorithme de régression PLS

L’orthogonalité des composantes t» permet de simplifier I’algorithme de régression

PLS. Elle rend inutile le calcul des résidus y». Cette orthogonalité entraine en effet les

résultats suivants [9]:
- La matrice X» des résidus de la régression de X»-1 sur #» est aussi la matrice des

résidus de la régression de X sur f.fz,..0» -
X, =X~1'p,-..~1, D,
=X, —1,'p;
- Le vecteur y» des résidus de la régression de y»-1 sur f» est aussi le vecteur des
résidus de la régression de y sur At tn

Ve =Y—Ch —...— G,
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= Yr-1—Ciilh

Montrons que le calcul & chaque étape de y» n’est pas nécessaire. On a tout d’abord

KV = Xpmr—aty ——Cpityy) =" Xy
Puisque le résidu Xw-1de la régression de X sur #,,f,,..1,, est orthogonal aux
composantes #,,7,,...,7,, Onadonc:

"X Y _ "X,y

wh = =
!
tIXh—lyh—l(’ “ Xh-ly”
Et de méme
"Vl _ "y-oty—.—caty ),
= - ¢
Ity Ll
o,
1 =
1,1,

On peut aussi simplifier le calcul du vecteur p, . L’orthogonalité des 7 conduit & :

" Xt,
Pn=

trhth

! On peut remplacer les étapes 2.1, 2.4 et 2.6 de 'algonthme PLS par les étapes

suivantes :
t
2.1b. w, =— 1)
»y
"Xt
24b. Pv=7T
thth
? th
1 26b & = ;
kth

| La régression PLS permet d’obtenir une décomposition du vecteur

~ t
A=(XX)"' Xy solution des équations normales de la régression multiple.

a t h
A=(XX)" Xy=>cw,

i=}
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h
Ainst la solution 4, = Zc,.w,. de la régression PLS a I'ordre # tend vers la solution de la

i=1

régression MLR et I’atteint pour s=q .

2.2.3_Application de la régression PLS
La régression PLS s’applique également au cas ou le nombre de variables de la

matrice X est grand, voire supérieur ou trés supérieur au nombre N des essais. Ce cas est
trés courant lorsque ’ensemble des variables provient d’un spectre en proche Infrarouge,
de RMN, ou dans les procédés industriels ou les informations sont fournies tres
fréquemment par de nombreux capteurs installés 4 demeure sur l'unité de production.

1’algorithme de PLS a de plus I’avantage d’accepter les valeurs manguantes.

2.3. Evaluation de la qualité des modéles

L’évaluation de la qualité du modéle permet de savoir si le modéle résume bien les
résultats des essais du plan d’expériences. On peut juger de cette qualité & I'aide d’outils

statistiques. Quatre techniques ont été décrites pour effectuer cette évaluation.

2.3.1. Examen graphique des résultats

Lorsque cet examen est possible, il est toujours riche d’enseignements et permet

souvent d’éviter de grosses fautes d’interprétation.

2.3.2 Analyse de la variance
2.3.2.1 Propriétésde y, y et ¢

Pour le modéle des moindres carrés, les N résultats expérimentaux y: et les
réponses calculées par le modéle § ont Ja méme moyenne générale y, les sommes des

carrées vérifiant 1a relation :
i=N s i=N 5 i=N
e, = Yi _Z.y ?
1 i=1

i=1 3=
Cette égalité est facile & démontrer. On a :
fee=tyy -2'A Xy + ‘4 "XX4
Pour le modéle des moindres carres :

~

Xy =" XXA



Et par conséquence :
e = tyy —2'4 XXA+ 4 XXA =ty -4 XXA

Revenons aux scalaires correspondants.

i=N =N . N =
e = e, Gy= pyr, 4 XXA=9p= ¥
i=1 i=1 i=1
Nous obtenons I’égalité (2.10). Les propriétés de y, J et e sont & la base de

I’analyse de la variance qui suit.

2.3.2.2. Signification du modéle
L’égalité (2.10) peut s’écrire :

i=N i=N =N

= 12 2
S =S5+ S
i=1 i=1 i=]

Retranchant N ¥? aux deux membres de 1’équalité. On obtient :

i=N i=N i=N
Dy Ny =35 -Ny+ Ye
=1 i=l

=l
La dispersion des y, autour de leur moyenne, encore appelée dispersion totale, se
décompose en deux part :
- La dispersion des j autoﬁr de leur moyenne. Elle correspond a la dispersion
expliquée par le modéle
- La dispersion des écarts autour de leur moyenne correspond & la dispersion
résiduelle. Elle est appelée somme des carrés des €carts

Les degrés de liberté correspondant a chacune de ces sommes des carrés sont :

-
=N
N-1 Pour >yl -N
i=1
i=N
< q Pour >3 Ny
=1
=N
L N-g-1 Pour D e
i=]

Par définition la variance est obtenue en divisant la somme des carrés par le nombre

de degrés de liberté de ces sommes. On obtient ainst les variances :



i=N 5 .,
Z.y i Nf i
Variance totale =
arian ~
i=N
> yi-Nyt
ﬁ Variance d’ajustement = = ———
q
i=N
2.8l
Vanance résiduelle = =
N-g-1

1L’analyse consiste & comparer la variance d’ajustement 4 la variance expérimentale

en calculant leur rapport appelé F de Ficher.

i=N

52 -1
i=1

N-g-1
Le modéle sera déclaré globalement significatif si £ > F_, _,_.,. On peut dire

aussi que la qualité du modéle est d’autant meilleure que la variance d’ajustement est plus

faible par rapport a la variance expérimentale.

2.3.3. Tests statistiques

Ces tests utilisent les résultats de I’analyse des variances. Ils permettent de calculer,

sous certaines hypothéses, trois statistiques trés répandues :

2.3.3.1. Le coefficient de corrélation multiple R*

On appelle R? le rapport de la partie des résultats expliqués par le modele a la

totalité de ce qu’il devrait expliquer :

i=N

2y N ef
—_ I=1 i
R= Z— —=
2 Ny 2N
i=1
D’aprés cette formule on voit que le rapport R? varie entre 0 et 1. S’il vaut zéro

c’est que le modéle n’explique rien, s’il vaut 1 c’est que le modele explique toutes les
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réponses mesurées. Attention ! Le rapport R? n’est pas une qualité d’un modéle. Tout

dépend du nombre de résultats et du modéle choisi. Par exemple, si I’on posséde deux

réponses et que 1’on souhaite utiliser un modéle du premier degré, on aura toujours un R?

de 1. En effet, par deux point il passe toujours une droite. Le modéle explique bien les

deux réponses. Si I’on a trois réponses le R? ne sera probablement plus de 1. Mais si on
veut faire passer une courbe du second degré par les trois points, le R? sera a nouveau égal

" 41. Cest pour cette raison que certains auteurs ont introduit le R* ajusté.

23.3.1 Le R? ajusté

Par définition ce coefficient est donné par la relation :

i=N
5o
i=i

, _ N-g-1
gt o
>y -W
i=1
N -1

Ces deux rapports varient entre 0 et 1. Ils mesurent en quelque sorte le degré
d’ajustement du modéle. Plus ils sont voisins de 1 et plus le modéle représente bien les

points expérimentaux.

233.1.1e0Q*
Par définition ce coefficient est donné par la relation :
) .. X e
oy -NH-2——
= (1-h)
0= ‘
2y W

Ou 7 estla 7™ élément diagonal de la matrice X (XX)! X

Souvent un seuil est fixé pour se prononcer sur la qualité de I’ajustement, en

général un O d’une valeur 0,7 ou plus signifie que I’ajustement est d’une bonne qualité.
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2.3.4. Analyse des résidus

Il s’agit d’une représentation graphique des résidus. En abscisse on porte les valeurs
des réponses prédites par le modéle i et en leur coordonnée on porte les valeurs des
résiduse: . On regarde si les résidus semblent étre distribués aléatoirement ou non. Un

modéle est bon si les points ( i, e ) semblent disposés au hasard.
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CHAPITRE 3
TRANSMISSIONS DES ERREURS ET CRITERES D’OPTIMALITE

Nous savons que chaque mesure est entachée d’une incertitude appelée erreur
expérimentale. L’examen de la formule (2.2) permet de voir que cette erreur expérimentale

sur ia réponse abservée y , se transmet aux coeflicients du modéle recherché. Des erreurs

moins connues par les expérimentateurs sont dues également au type du modéle postulé a
priori et aux dispositions des points expérimentaux dans le domaine d’étude. Dans ce
chapitre nous verrons donc ces notions de transmissions des erreurs ainsi que certains

criteres d’optimalité dont on donnera la définition.

3.1. Transmissions des erreurs

Les réponses mesurées par [Dexpérimentateur sont entachées d’une erreur
expeérimentale. Ce sont donc des grandeurs aléatoires. Cette erreur peut étre estimée par
Pecart-type de la population et déterminée sur une échantillon. Les niveaux des facteurs et
le modele mathématique choisi a priori sont supposés n’introduire aucune erreur et ne sont
pas considérés comme des variables aléatoires. La matrice X n’est donc pas une grandeur
aléatoire et elle n’introduit aucune erreur. Seule la matrice y est une matrice dont les
€léments sont des variables aléatoires. Les variations des éléments de cette matrice
entrainent donc des variations ou des erreurs sur les coefficients du modéle mathématique
puisqu’il existe la relation

A=(0X X" ‘Xy

Les coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés sont des grandeurs
aléatoires. Ils vont donc & leur tour, engendrer d’autres variables aléatoires Jorsqu’ils
figureront dans une relation mathématique. Par exemple, les réponses prédites sont des

grandeurs aléatoires puisqu’il existe la relation

y=Xx4
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11 résulte de cette courte analyse que les erreurs sur les coefficients du modéle et sur
les réponses prédites ne seront pas les mémes selon la valeur des erreurs sur les réponses
mesurées, le modéle choisi 4 priori et Iemplacement des points. expérimentaux dans le
domaine d’étude. Nous allons examiner en détail les liens qui existent entre ces différentes

CITeUrs.

3.1.1, Prisions sur les coefficients

Dans la relation (2.2), les variances des coefficients sont disposées sur Ia diagonale
principale devar(;i), la formule précédente, pour 'usage que nous voulons en faire,
devient alors : _

Diag{var(ﬁ)] = ¢? Diag('XX)! (3.1
C’est la relation des variances des coefficients. Cette relation est trés importante. En
effet, elle montre qu’il y a trois composantes qui induisent des erreurs sur les coefficients.

Ces composantes sont :

e [’erreur commise sur les réponses a cause du terme o2, les erreurs commises sur les

réponses mesurées se transmettent donc aux coefficients du modéle mathématique

e L’emplacement des points expérimentaux. La position des points expérimentaux,
dans le domaine d’étude génére des erreurs plus ou moins élevées sur les
coefficients du modéle mathématique. C’est la matrice X qui est responsable de ce
transfert. Cela signifie qu’un expérimentateur qui conduit des expériences avec
beaucoup de soin et obtient des résultats d’essai trés précis peut quand méme avoir
des modéles mathématiques médiocres s’il a mal disposé les points expérimentaux
dans le domaine expérimental

e Le modéle mathématique choisi a priori. Le choix initial du modele mathématique
engendre des écarts d’ajustement plus ou moins élevés sur les coefficients du

‘modéle. Les responsables de ce transfert sont a2 et la matrice X', cela signifie que

’on doit s’attendre & de grosses erreurs sur certains coefficients lorsque le modéle

mathématique choisi a prion est trés éloigné du modeéle réel

3.1.2. Précision sur les réponses predites

La méthode des moindres carrés permet, grice au jeu des coefficients qui a été

calculé, d’obtenir les réponses dans tout le domaine d’étude, c’est a dire que 'on peut
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calculer les réponses pour tous les points du domaine d’étude méme si aucune expérience
n’y a été réalisée. Soit un point ¥ du domaine d’étude, défini par ses coordonnées, ia
réponse prédite en ce point est donnée par :
-~ - t ~
yu - xu A
St u# est un des point expénmentaux du plan d’expériences, la matrice vecteur ‘x.

est une ligne de la matrice X, la matrice vecteur xu sera appelée le vecteur modélisé du

~

point u, A est la matrice des coefficients calculés avec la méthode des moindres carrés.

L’incertitude sur les coefficients se transmet a la réponse calculée :
var(§.) = var (‘x, 4)
Dans cette relation la matrice ligne ‘xu dépend des coordonnées d’un point du
domaine d’¢étude et il a été admis par hypothése que les coordonnées des points

expérimentaux ¢€taient parfaitement connues et n’introduisaient pas d’erreurs. On peut donc

sortir le vecteur modélisé du point # des parenthéses :
var(y, )= 'x, var (A) x,
Dans cette expression la variance de 4 est connue et I'on sait qu’elle est égale & ;
var (4) = o*('XX)" ’
La vanance de la réponse calculée au point # est donc :
var(p, )= 'x, o’ (XX)" x,

Cette relation permet de calculer Pincertitude sur la réponse calculée au point w. On
constate que cette erreur sur la réponse calculée (ou réponse prédite) dépend de gquatre
grandeurs :

¢ lerreur expénmentale sur les réponses mesurées

* la position du point u dans le domaine d”¢tude

e I’ensemble des points qui ont été utilisés pour établir les coefficients du modéle,

c'est a dire le plan d’expériences lui méme

» le modele postulé choisi pour interpréter les résultats (par la matrice de calcul des

coeflicients et la variance des résidus)

3.1.3. Fonction de variance de prédiction

L’erreur commise sur les réponses mesurées dépend de la nature de

Pexpérimentation, du degré de précision de la technologie employée, du soin, de I’habilité
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de I'expérimentateur, et de bien d’autres facteurs dont I’expérimentateur est responsable.
Ces facteurs ne dépendent pas de la théorie des plans d’expériences mais de la pratique

expérimentale [5]. Pour séparer cette partie expérimentale de celle qui dépend de la

théorie, on introduit la fonction de variance de prédiction d*(p,) :
d*(3,)= "%, (‘XX)" x,
En prenant la racine carrée de la fonction de variance, on obtient la fonction

d’erreur de prédiction :

1
@)= ', (‘XX) " x,)?

On peut tracer les courbes d’égale erreur de prédiction dans le domaine d’étude. 11
est intéressant de constater que la fonction d’erreur de prédiction ne dépend pas des
résultats des expériences c’est a dire des valeurs des réponses mesurées. Elle dépend
essentiellement de Pemplacement des points expérimentaux dans le domaine d’étude et du
modéle postulé. On peut donc savoir, avant de commencer l’expérimentation; comment la
précision des réponses prédites sera affectée par le choix de I'emplacement des points
expérimentaux et par celui du modeéle. En faisant aﬁparai‘tre les écarts-types et la fonction
de la variance de prédiction, la relation peut s’écrire -

var(p, )= o 'x, ('XX)" x,=02 d*(3,)

Si la fonction d;’erreur de prédiction est plus petite que 1, on a une meilleure
précision sur les réponses prédites que sur les réponses mesurées. Si la fonction d’erreur de
prédiction est plus grande que 1, c’est I'inverse. En général, on s’arrange pour que I’erreur
de prédiction ne soit pas plus élevée que I’erreur expérimentale. On évite donc de faire des

prévisions dans les régions ou la fonction d’erreur de prédiction est supérieure a I’unité.

3.2. Critéres d’optimalité

Les erreurs sur les réponses prédites sont liées a4 la matrice X . Comme cette
matrice est connue, il est possible d’évaluer la qualité de I’expérimentation avant le début
des expériences. La matrice X dépend du modéle mathématique postulé et de
I'emplacement des points expérimentaux. Un bon plan d’expériences sera un plan
permettant d’obtenir la plus faible erreur sur les réponses prédites. La régle que P'on peut
suivre est d’obtenir une erreur sur les réponses prédites de Iordre de grandeur de I’erreur
sur les réponses mesurées. Selon les critéres choisis, Uemplacement des points

expérimentaux pourra varier d’un plan a Pautre. Il y a plusieurs critéres d’optimalité. Il y a
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ceux qui s’intéressent & la répartition de la variance dans le domaine d’étude. C’est par
exemple le critére d’iso variance par rotation. Il y a les critéres d’optimalité qui ont pour
objectif d’obtenir un modéle mathématique de bonne qualité. Ces derniers critéres

s’intéressent a la précision des coefficients du modéle.

3.2.1. Qualité de la représentation des coefficients

Plusieurs auteurs ont montré que la limite du domaine de confiance des coefficients

est donnée par la relation [10] :

“(A-D(XX)A-A) = g5 (3.2)

§% est une estimation de la variance expérimentale

I est la statistique correspond au test de Fisher
a est le niveau de confiance choisi
ddl estle nombre de degrés de liberté associé a s2
Ce domaine est un hyper ellipsoide dans I’espace des coefficients, centré sur le
vecteur calculé 4. Avec un risquer, on peut dire, que les valeurs vraies des coefficients
sont dans cet hyper ellipsoide. Pour deux coefficients, ’hyper ellipsoide est représenté

graphiquement par :

«—r ¢ var(d; *? I &
cov(dy. A7)/ var(d,) ?

Figure 3.1 : Ellipsoide de confiance

Ou (a,,a,) sont les deux coefficients trouvés par la régression multilinéaire,
(4,4,) les deux valeurs propres de Iellipsoide. Cet hyper ellipsoide représente les

performances de [’ensemble des observations pour un modéle donné, Il peut étre décrit par

3 caracténsations °
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A. Volume

1

1
Le volume de I’ellipsoide est égal a 7(42,)* =z (det('XX)™")2. Ce volume est lié
au déterminant de la matrice de dispersion(‘XX)™. Plus le volume sera petit, plus ’hyper

ellipsoide tend vers un point et plus on se rapprochera de 1a solution vraie 4 .

B. Forme
Lorsque la forme est trés allongée, alors il existe une grande disparité sur la

précision des coefficients. Si A, = 1, Pellipsoide devient une hyper sphére, et donc tous

les coefficients sont déterminés avec la méme précision.

C. Orientation
Si les axes principaux de ’hyper ellipsoide sont paralléles aux axes des coefficients
alors, la valeur calculée d’un coefficient sera indépendante des valeurs calculées des autres

coefficients.

D’apres la formule (3.2), I'hyper ellipsoide dépend de la matrice de('XX), donc les

critéres sont fondés sur les matrices d’information (‘XX et de dispersion( ‘' XX)™.

3.2.2 Critére A

Une matrice d’expériences est dite optimale—4, si elle conduit & la trace de

('XX)™ minimale.

3.2.3. Critére D

Une matrice d’expériences est dite optimale—2, si elle conduit au déterminant

minimal pour sa matrice de dispersion.

3.2.4. Critére E

Une matrice d’expériences est dite optimale—F | si elle conduit a la valeur propre

maximale de ("XX)™' la plus faible possible.

3.2.5 Cntére G

Le critétre-G prend en compte la plus grande valeur, sur tout le domaine

expérimental, de la fonction de variance d°(J,) engendré par la matrice X .
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Co o
d e =Max(d” (3, ))
La meilleure matrice d’expériences vis & vis de ce critére étant celle qui a la plus petite

valeur.

3.2.5.1. Efficacité-G

L’efficacité -G d’une matrice d’expériences est donnée par la formule suivante

q
Eff ~G=—=—100
i Nd

max
Une matrice d’expériences est proche de la matrice d’expériences optimale G, si la valeur

de Pefficacité -G avoisine 100 % [11].

3.2.6. Critére M

Le critére Af permet de tenir compte de la qualité d’information apportée par
I’expérience. Ce critére est indépendant du nombre des essais du plan d’expériences.
On appelle matrice des momentsM , la matrice définie par |
- (X0
N
Gréce 4 ce critére on peut comparer deux matrices d’expériences, n’ayant pas
forcément le méme nombre d’expériences. Soient M1 et M2 deux matrices des moments
associées & deux matrices d’expériences constituées respectivement de N et MN:
expériences. '
_ ( er X])
1 T
ar, (XX
N,
Nous dirons que le premier plan est plus efficace que le deuxiéme plan vis-a-vis du

critere si:

| > (g

3.2.7. Cntére d’orthogonalité

Une matrice d’expériences est orthogonale si elle permet d’obtenir des estimations

des coefficients indépendants. Cela se caractérise par des axes de Pellipsoide paralléles aux
>
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axes des coefficients. Cette propriété est obtenue quand (‘XX)™" (ou ‘XX ) est diagonale,

donc quand les covariances des coefficients sont nulles [12].

3.2 8. Critére de presque orthogonalité

Si la sous matrice obtenue en retirant la premiére ligne et la premiére colonne de la

matrice (“XX) est diagonale, le critére de presque orthogonalité est respecté.

3.2.9 Cntere d’iso variation par rotation

On désire que les réponses calculées avec le modéle issu du plan d’expériences aient une
erreur de prévision identique pour des points situés 3 la méme distance du centre du

domaine d’étude. Dans ce cas on parle de plan iso variant par rotation (rotable).
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CHAPITRE 4
ETUDE DE DIVERS PLANS D’EXPERIENCES

Dans ce chapitre, nous introduirons les principaux plans d’expériences. Ces plans
peuvent étre classés en deux catégories : plans pour un modéle de premuer degré (plans
factoriels complet & deux niveaux, plans fractionnaires et plans de Mozzo), plans de
modélisation (plans factoriels complets a trois niveaux, i)lans composites, plans de Box-
Behnken, plans de Doehlert et plans de Roquemore). Ces deux catégories concement les
facteurs indépendants. Par définition des facteurs indépendants sont des facteurs dont on
peut choisir les niveaux comme on le désire. Le choix du niveau d’un facteur n’entraine

aucune contrainte sur le choix des niveaux des autres facteurs,

4.1. Plans factoriels complets 4 deux niveaux
Les plans factoriels complets 4 deux niveaux sont les plus simples. Iis sont ausst les
plus utiles car ce sont eux qu’on utilise au début de toute étude. Ils permettent en effet de
réﬁondrc de fagon optimale aux questions
- quels sont les facteurs qui influencent le plus sur le phénoméne étudié ?

-~ siinfluence il y a, que vaut-¢lle ?

"=y at-il des interactions entre facteurs et quelle est I’importance relative de chacune

' dlelles?

| :
t  Les plans factoriels complets 4 deux niveaux permettent aussi d’étudier k& facteurs
a raison de deux niveaux par facteur. Iis renferment toutes les combinaisons des % facteurs

a leurs deux niveaux, soit 2¥ combinaisons.

L]

4.1.1. Construction des plans factoriels complets a deux niveaux

4.1.1.1. Matrice des essais d

Pour étudier Pinfluence d’un facteur sur une réponse, il faut i affecter au moins deux

niveaux. Reprenons les notions du chapitre 1, le premier niveau est repéré par -1, le second
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par +1. Pour ’étudier deux facteurs 1 et 2, a raison de deux niveaux pour chaque facteur, il

faut réaliser 22= 4 essais. Les conditions opératoires de chaque essai sont décrites dans le
tableau 4.1.

Tableau 4.1 : Matrice d’expériences d’un plan 22

Essai N° | Facieur | Facteur 2
1 -1 -1

2
3 -1 1
4

Pour trois facteurs Ie nombre des essais a réaliser est c= 8 essais. La matrice des

essais ou d’expériences est donnée par le tablean 4.2

Tableau 4.2 : Matrice d’expérience d’un plan 2¢

Essai N° | Facteur 1 | Facteur2 | Facteur 3
1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 -1 1 -1
4 1 1 -1
5 -1 -1 |
6 1 -1 1
7 -1 1 1
5 8 1 1 1

i
Pour £ facteurs, le nombre d’essais est de 2* d’od le nom de plan 2¢ donné i cette

famille de plans. La matrice des essais comporte £ colonnes et 2¢ lignes. Elle se construit

simplement :

*  Colonne du 1 facteur : alternance de -] et + |

- Colonne du 2% facteur : alternance de -1 et +1 de2en?2
- Colonne du 3“m facteur : alternance de -1 et +1 dedend

- Colonne du 4% facteyr : alternance de -1 et +1 de 8 en8, .. elc.
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4.1.1.2. Domaine expérimental

Le domaine d’étude peut &tre représenté dans I’espace expérimental des facteurs a
k dimensions. Lorsque 4= 2, nous obtenons un carré. Les points expérimentaux sont
situés aux quatre sommets du carré (Figure 4.1).

Factewr2? 4

Essai 3 Essai 4

-1 +1 Facteur 1

Figure 4.1 : Domaine d’étude d’un plan 2°

Lorsque k=3, le domaine expérimental est représenté par un cube, dont les huit
sommets représentent les huit essais du plan (Figure 4.2).

Facteur 3
Lh
v\
F- o0

0
I
\

1 2

:F :

acteur 1

Facteur 2

Figure 4.2 : Domaine expérimental d’un plan 2*

Quand £ >3 a représentation géométrique du domaine n’est plus possible mais les

points expérimentaux sont toujours aux sommets d un hyper-cube 4 £ dimensions.

4.1.2. Plan factoriel 4 deux facteurs

Pour deux facteurs, nous avons vu que le domaine d’étude est un carré. Par exemple
la figure 4.1 représente un plan factoriel complet 2 deux facteurs. Le modile mathématique
postulé est un modéle du premier degré par rapport & chaque facteur. Le modéle est -

Yy = apt ayxqt agxat appxyxy 4.1)
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b% : la réponse
X; - niveau attribué au facteuri
ag : valeur de la réponse au centre du domaine d’étude

a; (resp. a, ) : Ieffet principal du facteur I(resp. facteur 2)

ajy  Interaction entre les facteurs 1 et 2

4.1.2.1. Effet d’un facteur

L’expérimentateur ayant réalisé les essais est en possession de quatre valeurs de la

reponse ¥y, ¥, ¥3, et y,. Il a donc un systéme de quatre équations a quatre inconnues.
Les inconnues étant les coefficients du modéle : dg, &y, d,, et 4y . En remplacant dans
la relation (4.1) les x: par leur valeur, on obtient :

Nh=aG-q—a+ay

YV2=dqptq—ay—ap

V3=q-ayta;—ap

Ya=aptay+ay+ay

La résolution de ce systéme donne :

i
@ =;(yl + ¥+ y3+ y4) (4.2)
1
a = Z(“J’l +¥2-¥3+y4) (4.3)
1
@ =z(-}'1 — Y2 +Yy3+y,) (4.4)
[
@2 =z(}’1 —Y2—~¥3+¥s) (4.5)

4.1.2.2_ Signification de ag

Si nous donnons 4 x eta x: la valeur zéro, nous définissons le centre du domaine
d’étude. La relation (4.1) devient alors :
y=a
Le coeflicient @ est la valeur de la réponse au centre du domaine d’étude. La
formule (4.2) montre également que @ peut &tre considéré comme la moyenne des quatre

réponses.
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4.1.2.3. Signification de a;

Plagons nous maintenant au niveau moyen du facteur 2. Pour cela, donnons la
valeur zéro 4x,. La relation (4.3) devient :
Yy =agtax
Cette relation permet de tracer I'évolution de la réponse prédite dans un plan de
coupe x,=0 (Figure 4.3). L effet du facteur 1 apparait comme la variation de Ia réponse

quand on passe du niveau bas au niveau haut du facteur 1.

:}Eﬁet du factear 1
]

SR -
I Y p—

.

-1 0 +1 Facl;nr 1

Figure 4.3 : Effet du facteur 1

Ou y.(tesp. y-) est la valeur moyenne de la réponse au niveau haut (resp. bas)du facteurl.

4.1.2.4. Signification de a,,
La relation (4.5) peut s’écrire :
= =320 == Cya ")
22 2 2

L’interaction apparait comme étant la demi différence entre 1’effet du facteur 1 au
niveau haut du facteur 2 (effet noté 'y,) et 'effet du facteur 1 an niveau bas du facteur 2
(effet noté "y ). Elle traduit une variation de I’effet d’un facteur en fonction du niveau d’un
autre facteur. |

4.1.2.5. Calcul de 'effet d’un facteur
Reprenons la formule (4.3) qui donne I'effet du facteur 1 :

a; = %(—)HYZ—J‘H}“)

On constate :
- Que toutes les réponses participent au calcul de Ueffet
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- Que chaque réponse est précédée d’un signe et que la suite de ces signes est la
méme que celle de Ia colonne du facteur 1 dans la matrice d’expériences (Tableau
4.1)

- Qwil y a un coefficient, icil, dont le dénominateur est égal am nombre

d’expériences effectuées

Le calcul pratique d*un effet est le suivant : on multiple chaque réponse par le signe
correspondant de Ia colonne du facteur, on additionne les produits et I’on divise la somme
par le nombre d’expériences.

4.1.2.6. Matrice des effets
Nous venons de voir que les signes de la matrice d’expériences permettent de
calculer les effets, mais il faudrait pouvoir calculer aussi la moyenne et I’interaction.

A. Calcul de la moyenne
Le processus de calcul & adopter pour les effets peut sappliquer en utilisant une

colonne de signe + puisqu’il n’y a que ce signe dans 1a formule (4.2).

B. Calcul de I’interaction
La suite des signes de la relation (4.5) est + - - +. Chacun des ces signes provient du

produit x,x: figurant dans la relation (4.1). On peut retrouver cetie suite de signes de la

maniére suivante : écrit en colonne, les signes correspondants @ x et & xz, puis en faisant
le produit scalaire des éléments correspondants des colonnes des facteurs.

X, X, XX,

-1 -1 +1

+1 -1 -1

1 +1 -1

+1 +1 +1

Ayant la matrice d’expériences, il est facile de construire la matrice des effets
(Tableau 4.3) en ajoutant une colonne de signe + pour la moyenne et en calculant celle de

I’interaction comme précédemment.
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Tableau 4.3 - Matrice des effets pour un plan 2°

Essai N° | Moyenne | Facteur 1 | Facteur2 | Interaction 12
i I - -1 1

1 i -1 -1

1 -1 1 -1

1 1 1 1

o WM

4.1.2.7. Notation de Box
La colonne des signes du facteur 1 sera notée par un chiffre 1, celle des signes du

facteur 2 par 2. La multiplication de ces deux colonnes sclon le processus expliqué au
paragraphe précédent nous donne la suite des signes de I"interaction entre les facteurs 1 et
2. On peut donc écrire que la colonne des signes de cette interaction est 12, on introduit
ainsi une algébre des colonnes de signes, algebre dont nous venons de définir Ja
multiplication. Si nous multiplions une colonne de signes par elle méme, nous obtenons
une colonne qui ne contient que des signes +. Cette colonne sera notée/ ,dou

1.1=17 etonaurade méme 2.2=1.

4.1.3. Plans factoriels & trois facteurs 2°
4.1.3.1. Exemple [3]

Pour I’entretien du réseau routier, les pétroliers sont amenés & préparer des
émulsions de bitume. Ces émulsions doivent rester stables depuis leurs fabrications jusqu’a

leur mise en place. L’étude que nous présentons est la recherche des conditions de stabilité
de Pémulsion de bitume en fonction de sa composition. Le responsable a retenu trois
facteurs:

—  Facteur! : acide gras 4 faible et forte concentration

~ TFacteur? : acide chlorhydrique trés et peu dilué

_  Facteur3 - nature de bitume A et B sur la stabilité d"une émuision de bitume.

Le plan réalisé est un plan 2°_ 3 facteurs et 2 niveaux par facteur. Ce pian totalise
2% = 8§ essais. La figure (4.2) donne Fimage géométrique du plan d’expériences. Pour
calculer les effets de chacun des facteurs, on construit la matrice de calcul des effets
(Tableau 4.4)
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Tableau 4.4 : Matrice des effets d’un plan 2°

EssaiN° [Moy | 1 | 2 | 3 [ 12 | 13 [ 23 | 123 | [Réponses
i T IS T T T A A T 38
2 1 bl a) g | 37
3 O S T T T A T T O O (O B A | 26
A U T U T T S O 24
5 {1 S T T S T D T O U A A 30
6 111t || 1]aala 28
7 I S T S U S T S T T O (S 19
8 1 N T S S T A T S N O O O 16
Effets |2725| -1 | 6 | 4 |025[025][025| 0

Seuls les effets 2 et 3 sont significatifs.

4.1.3.2. Conclusions de ’étude
i " La concentration de P’acide gras est pratiquement sans influence sur la stabilité de
I’émulsion. Par contre, la dilution de I’acide chlorhydrique est un facteur important 3 effet

négatif La nature du bitume est également importante, la meilleure stabilité sera obtenue :

avec le bitume B, il n’y a aucune interaction significative.

Remarque
L’effet est négatif quand la réponse diminue lorsque le facteur correspondant passe

du niveau -1 au niveau +1.

4.1.4. Plan complet 3 quatre facteurs 2!

Nous pouvons généraliser la démarche précédente au cas de 4, 5 facteurs ou plus.
Pour 4 facteurs le plan factoriel complet comporte 2'= 16 essais. La matrice des effets
permet d’obtenir seize informations qui portent sur :
- les effets de chaque facteur au nombre de 4

- les interactions de deuxiéme ordre 12, 13, ... etc, dont I nombre est de C7= 6
- les interactions du troisié¢me ordre 123, 124, ... etc, dont le nombre estde CI=4
- L’interaction du quatriéme ordre 1234 gui est unigque

- La moyenne qui est unique
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4.1.5. Plan complet 2°

Il s’agit de plans pour lesquels on étudie & facteurs prenant chacun deux niveaux
Le modéle mathématique adopté & priori est un polyndme prenant en compte la moyenne,
les effets de chaque facteur et les interactions entre les facteurs pris deux a deux.

y=ag+ Y aix; t Y a5, (4.6)

Si on remplace les x par leurs valeurs en coordonnées centrées réduites on peut

écrire sous forme matncielle :
y=X A4 (4.7)
S1 nous reprenons le systéme du plan 22 1a relation (4.7) prend 1a forme suivante :

by P -1 -1 1Y{ag
y2{ {1 1 -1t 1] ¢
il 11 -1 1 -il|a
¥4 1 11 1 )\ap

‘Dans le cas des plans factoriels a deux niveaux, la matrice X qui est orthogonale est
appelée matrice d’Hadamard. Elle posséde I"importante propriéi€ : ‘XX= N1 ou N le
nombre d’essais et / la matrice d’unité. Si I’on reporte cette expression dans la formule
(2.1) on obtient :

A= (o0 x, = 7 'x,
D’ou

'x

A= y

1
N
4.1.6. Optimalité des plans 2*

Tous les effets et les interactions sont estimés d’une maniére indépendante, avec la
variance minimale var(y)/N.

4.1.7. Avantages et inconvénients des plans factoriels complets & deux niveanx

e Les avantages [13] des plans factoriels sont nombreux et nous n’en citerons que les
Principaux :

- Les plans factoriels complets sont faciles 4 construire
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- Comme chaque facteur ne prend que deux niveaux les essais sont faciles a contrdler et
les risques d’erreur sont minimisés

- Le calcul des effets et des interactions est trés simple

- L’interprétation des résultats est 3 la portée de tout expérimentateur et ne demande pas
des connaissances approfondies en statisique

- Les résultats obtenus avec un premier plan peuvent étre wtilisés en partie ou en totalité,
soit pour explorer une autre zone du domaine expérimental soit, pour établir un modele
matﬁc'maﬁc]ue de degré plus élevé

e L’inconvénient de ces plans est que le nombre des essais a réaliser devient
rapidement important. De plus, on ne peut calculer que les effets principaux et les

interactions donc on ne peut pas obtenir de modéles du second degré et plus

4.2 Plans factoriels fractionnaires a deux niveaux

Etant donné que pour un plan factoriel complet 4 deux miveaux, le nombre des
essais devient rapidement prohibitif, on utilise les plans fractionnaires afin d’étudier le
méme nombre de facteurs tout en réalisant moins d’essais. Mais, pour que les résultats de

tels plans soient correctement interprétés, il faut connaitre 1a théorie des aliases [14].

4.2.1. Définition des plans fractionnaires
" En pratique nous remarquons que les interactions d’ordre 3 (type 123) et plus sont

- souvent négligeables. Ainsi pour cinq facteurs, le plan complet propose 2°=32 essais, alors
que nous ne sommes vraiment intéressés que par 16 informations.

- 1a moyenne qui est unique

- les effets des facteurs

- les interactions de deuxiéme ordre au nombre de C?=10

Pour recueillir seulement 16 informations, il est dommage de devoir faire 32 essais. La
solution proposée par les plans fractionnaires, consiste a utiliser pour I’étude de k facteurs
les matrices des effets des plans complets 27, 2%? ou 2. L’avantage de ces plans est

k

évident : la charge expérimentale est divisée par 2° car p L

2!’



. 4.2.2. Théorie des aliases

en réaliser moins, par exemple, la moitié 7 Supposons qu’il ne réalise que la moitié des

essais soit 2> = 2* = 4 essais. La matrice d’expériences se présente selon le tablean 4.5 et

. Reprenons le dernier exemple. L’ expérimentateur a réalisé huit essais. Aurait-l pu

Ies réponses sont, bien siir les mémes que celles de I’exemple précédent.

Tableau 4.5 : Matrice des expériences (étude d’une émulsion de bitume)

Essai N° 1 2 12 y
i -1 -1 1 n=30
2 1 -1 -1 =37
3 -1 1 -1 =26
4 I 1 1
w=16

complet (Tableau 4.6).

|
i

complet de huit essais. Il semble donc que, pour un effort moindre on puisse obtenir les
mémes résultats. Cela parait surprenant et n’a-t-il pas fallu rien donner en échange des
quatre essais ? Quel est donc le prix & payer pour faire moins d’essais pour faire apparaitre
la réponse? Reprenons la valeur de Ieffet 3 et de Vinteraction 12 calculée avec le plan
co%np]et:

]
1
i
I
|

On peut comparer les effets calculés a partir de ce plan fractionmaire avec le plan

Tableaux 4.6 : Comparaison des effets calculés

Effets Plan complet | Plan fractionnaire
Moyenne 2725 27,25
1 -1 0,75
2 -6 -6,25
3 -4 4725

Ces résultats sont tout a fait comparables 4 ceux qui ont été obtenus avec le plan

1
a=—A-n-y2-y3~Ys+yst+Yetyr+ig)

8

1
a2 =§(+y1 -Ya=¥3+tYs+ys— Vo~ +18)

Et additionnant :
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a3 tap; = ;1‘"(—}’2 - ¥3+¥s+¥3)
On retrouve la quantité :
cy =ay+ap =—4,25
C’est a dire que ¢ est égal a ’effet principal @3 augmenté de I’mteraction a;,. On
dit que a; et ayo sont aliasés La quantit¢ c; peut étre appelée alias ou contraste ou
simplement effet.
On verra de méme que :
¢ = ay+ayy =-0,75
C) =ay +a43 =—0,25
Le modéle du plan fractionnaire 2° s’écrit :

Yy=G+ax+ X +ary

4.2.3. Les hypothéses d’inte tion _
L’interprétation des plans fractionnaires est plus complexe que celle des plans

complets. Nous indiquons les hypothéses d’interprétation des plans couramment utilisés.

Elles sont commodes et souvent vérifiées mais il faut toujours les garder a 1’esprit car elles

peuvent étre mise en défaut [3].

A. Hypothese 1
Les interactions du troisiéme ordre ou d’ordre plus €levé sont considérées comme

néghigeables.

B. Hypothése 2
Si un contraste est nul, cela peut signifier :

- Que les effets aliasés sont tous nuls, cas le plus probable que nous retiendrons
- Que les effets aliasés se compensent. Cette hypothése est peu probable. Elle n’est pas
retenue

C. Hypothése 3
Si deux effets sont forts, on se méfiera de leur interaction qui peut également &tre
forte. |
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D. Hypothese 4
Si deux effets sont faibles, on supposera que leur interaction Fest aussi.

4.2 4 Calcul des contrastes
Reprenons la matrice des effets d’un plan 2% ol I"ordre des essais a été choisi pour

faire ressortir deux plans 22 pour les facteurs 1 et 2. Le plan 2% a donc été divisé en deux

demi-plans (Tableau 4.7).

Tableau 4.7 : Matrice de calcul des contrastes pour les deux demi plans fractionnaires

EssaiN° ] I | 1 ] 2 ] 3 |12 13] 23 ]123
5 T | 1| 1] 1]t 1]
2 1t 1|l alal | " e —
3 tbal v alal1r)ali
8 RN
1 1 | a2 | 4 | a1 |11 [a
6 t lal a1l ala
7 RN Iﬁm demi plan
4 r b1 afja} |l ala

Considérons le demi plan supérieur. En notation de Box, on constate que 3 et 12
sont égaux puisqu’ils ont J]a méme suite de signes + - - +, on peut écrire :
3=12
Or, on avait démontré
Gy =3 +dap
Donc 3 = 12 est équivalent & ¢; = a3 + gy, . Cette relation d’équivalence est valable
dans les deux sens et elle constitue 1a base de la théorie des aliases. On montre de méme
que :
1 =23 est équivalent 4 ¢ = a) + a3
2 =13 est équivalent dcy; = ap +ay3
On peut trouver ces relations toujours dans le demi plan supérieur, les deux

colonnes de signe + permettent d’écrire :
=123
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En multipliant successivement cette relation appelée le générateur des aliases par 1,
Zet3:
1.1 =1.123=123=23
2.1 =2123=123=13
3.1 =3123=123"=12

4.2.5. Construction pratigue d’un plan fractionnaire

La construction pratique des plans fractionnaires est basée sur
¢ On choisit un plan complet et ’on écrit sa matrice de calcul des effets. On appelle
cette matrice le plan de base
e Dans ce plan de base, on choisit une colonne de signes correspondant 4 une
interaction la plus élevée possible (pour qu’elle ait le plus de chance d’étre faible)
pour étudier le facteur supplémentaire |
Pour illustrer cette construction des plans fractionnaires prenons comme plan de base
2, la matrice des effets comprend 3 interactions d’ordre 2 et une d’ordre 3. Le plan
complet permet d’étudier trois facteurs sur les colonnes 1,2 et 3.
Essais 1 1 2 3 12 13 23 123

; M -1 -1 -1 1 1 1 -1
1 1 -1 -1-1-11 1
A DTS T T S T TG R
4 11101 11 -1 -1 -1
501t -1 -1 1 1 -1 -1 1
6 |1 1 -1 1 -1 1 -1 -1
7 It -1 1 1 -1 -1 -1
g 1 1 1 1 1 1 1

Si nous voulons étudier 4 facteurs, nous conservons les trois premiéres colonnes de
signes pour les trois premiers facteurs et nous choisirons ia colonne d’une interaction pour
le quatriéme facteur. Pour fixer les idées, prenons la colonne de I'interaction 12 et écrivons
que I’on aitribue au facteur supplémentaire 4 les niveaux définis par les signes de cetie
interaction :

4=12
D’ou le générateur d’aliases
44=412
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I =124
En multipliant ce générateur successivement par 1,2, 3 et 4, on obtient :
1 =24 est équivalent 3 a=m+as
2 = 14 est équavalent & cz=az+ma
4 =12 est équvalent & ci=as+m2
3 =1234 est équivalent ¢
On aurait pu aliaser le facteur 4 sur une autre interaction, on aurait eut d’autres
valeurs des contrastes. 1l est tout 4 fait possible d’étudier deux facteurs supplémentatres,

plan 2°2 On peut choisir comme aliases :
4=12
5=13
D’ou les générateurs d’aliases indépendants :
=124
=135
Si I'on multiple ces deux générateurs membre 3 membre, on obtient un troisiéme
générateur : '
| 1.1 =124135
I =2345

Deux facteurs supplémentaires introduisent donc un groupe d’aliases ou GGA
comportant quatre termes.
I =124=135=2345
On utilise ce GGA pour savoir comment les facteurs et les interactions sont aliasés
dans les contrastes que Pon calcule avec ce plan fractionnaire. Par exemple pour
déterminer le contraste ¢1 on multipliant tous les termes du GGA par la colonne 1 :
1. I =1.124=1.135=1.2345
1 =24 =25 =12345 est équivalent & ¢ = gy + a4 +a35 + 2345
Pour un plan de base 24, la matrice des effets comprend six interactions d’ordre 2,
quatre d’ordre 3, et une d’ordre 4. Le plan complet permet d’étudier quatre facteurs 1, 2, 3,
et 4. Pour étudier 8 facteurs, le plan complet contient 256 effets et interactions, le plan 2>
4=2f’ ne permetira de calculer que 16 contrastes. Il faut quatre interactions pour étudier les
quatre facteurs supplémentaires. On peut choisir comme aliases :
5=123
6=124



7=134
8=1234
Les quatre générateurs d’aliase indépendants sont ©
I =1235=1246=1347 = 12348
Les générateurs dépendants se calculent a partir des générateurs indépendants en les
multipliant 242,343, et4a4
Multiplication 24 2 :
1235.1246 = 3456
1235.1347 = 2457
1235.12348 =458
1246.1347 = 2367
1246.12348 = 368
1347.12348=278

Multiplication 34 3 :
' 1235.1246.1347 = 1567
1235.1246.12348 = 12568
1235.1347.12348 = 13578
1246.12348.1347 = 14678
Multiplication42a 4 .
1235.1246.1347.12348 = 2345678
Le groupe de générateurs d”aliases (GGA) sera donc :
] =278 =368 = 458 = 1235 = 1246 = 1347 = 3456 = 2457 = 2367
= 12348 = 1567 = 12568 = 13578 = 14678 = 2345678
Le calcul complet est présenté ici pour le factenr 1:
c| = ay + 0935 + o6 + @347 3567 + 41278 + d1368 + G458 + 413456 +ayp4s7 t
a19367 + @263 +a2348 +a3578 +A4678 + 312345678

De méme si 1’on néglige les interactions d’ordre supérieur 4 trois on peut écrire

G =a, Ce = dg + (38, C4 = aq + a6+ 37,
¢y = dp +4a7g. ¢p = ay +4aag, O3 = ap3 + a5+ %67,
03 = a3 +4dgg, cg = ag + a5 +d36 +d27, Cpq =24 + Gy + 957,
€4 = dy * asg, €2 = aypp +a35 + dse, 034 =34 + &7 T As6;

C5 = a5 + 43, 3 = a3 tdgs T ag7, Cy34 = a234 Y 418>
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4.2.6. Notion de résolution

Nous avons vu que dans un plan fractionnaire les effets principaux sont aliasés avec

des interactions &’ ordres différents. La résolution [X] d’un plan est égale a 1 plus la valeur

de T’ordre de Yinteraction d’ordre le moins élevé. Par exemple si un facteur principal est
aliasé avec des interactions d’ordre 2, 3 et 4, la résolution sera 1+2 = 3. On écrit souvent la

résotution en chiffres romatins. On écrit résolution L

427 Avantages et inconvénients

Les avantages des plans fractionnaires sont Jes mémes que ceux des plans factoriels
complets & deux niveaux. Mais, en plus ils permettent d&”échapper au principal inconvénient
de ces derniers : le grand nombre d’essais. 11 faut ajouter un avantage considérable, celui
de pouvoir mener les travaux par séquences. Par exemple on commence par un plan 2% et
s’il s’avére nécessaire de faire des essais complémentaires pour lever les ambiguités, on
poursuivra les expériences en exécutant un deuxiéme plan 2%* qui, ajouté am premier
donnera deux plans 263 soit 2267 ou 2" que ’on écrira plus simplement 252 |

En face de tous ces avantages, il y a peu d’inconvénients. Le plus important serait
peut &tre que I’expérimentateur doit faire un effort pour apprendre & maitriser I’emploi des

plans factoriels fractionnaires.

43_Plans de MOZZ0
Ces plans ont la particularité d’étre séquentiels [15]. On peut d’abord é&tudier deux

facteurs en trois essais dans un domaine triangulaire. Puis, si on décide d’émdier un
troisieme facteur, on fera trois essais de plus (essais 4, 5 et 6 du tableau 4.8). Cette
séquentialité n’est obtenue que si on a pris la précaution de fixer les facteurs non étudiés a
un niveau constant pendant I’étude des premiers facteurs. Par exemple, le facteur 3 sera
fixé au niveau -1 pendant P’étude des facteurs 1 et 2. Pour étudier le facteur 3, on fixera son
niveau a +1 et on exécutera un plan triangulaire avec les deux premiers facteurs. Au fur et
a mesure que P'on ajoute des facteurs, on peut ajouter certaines interactions au premier
modéle de base.
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Tableau 4.8 : Plans de Mozzo pour 2, 3 et 4 facteurs

Essai N~ | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4
1 0,268 1 -1 -1
2 0,732 -0,732 -1 -1
3 -1 -0,268 -1 -1
4 -0,268 -1 1 -1
5 0,732 0,732 i -1
6 1 0,268 1 -1
7 -0,268 -1 -1 1
8 0,732 0,732 -1 1
9 1 0,268 -1 1
10 0,268 1 1 i
11 0,732 -0,732 1 1
12 -1 0,268 1 i

4.3.1. Plan de Mozzo pour deux facteurs
Il s’agit d’un plan permettant d’éudier deux facteurs en trois essais. Les poinis

expérimentaux sont disposés en triangie. La figure 4.4 indique T'une des dispositions

possibles de ce triangle.
Facteur 2 %
+1
0,27
-0.73
-1 ————— ' : : '
EYYS Facteur 1
-1 +l

Figure 4.4 : Domaine d’étude du plan de Mozzo pour deux facteurs

Le modéle mathématique a priori est trés simple puisqu’il n'y a que peu de points
expérimentaux. C’est un modele de premier degré sans interaction.
y =ag+ayxy +ayx a3

Ecrivons la matrice des effets X
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| 0,268 1

x=11 0732 —0732
1 -1 —0,268

Le calcul de la matrice ' yx se fait immédiatement :

0 0 1,608

Ia matrice X est bien orthogonale. On constate que les éléments des termes du

premier degré sont égaux. 1 en résulte que ce plan satisfait aussi le critére d’isovariance

par rotation.

4.3.2. Plan de Mozzo pour trois facteurs

Tl s’agit des six premiers essais du tableau 4.7. La figure 4.5 indique la disposition

des points expérimentaux dans I’espace expérimental.

X

Facteur 2

Facteur 1

Facteur 3

Figure 4.5 : Domaine d’étude du plan de Mozzo pour trois facteurs

Comme il y a six points expénmenfaux, on peut, théoriquement, déterminer siX

inconnues. On peut donc adopter un modale du premier degré avec des interactions. Mais

&tant donné la disposition des points, on ne peut pas obtenir &’interaction avec le troisiéme

facteur. On ne peut introduire que Pinteraction entre les facteurs ] et 2. Soit le modéle

y=ag+ax tamxtazit X172

Ecrivons la matrice X :
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1 0268 1 -1 0268)
1 0732 -0732 -1 -0536
i -1 —0268 —i 0268
1 -0268 -1 1 0268
{ -0732 0732 1 -0536
1 1 0268 1 0268

On peut calculer la matrice &’information pour voir si Porthogonalit¢ est toujours
conservée.
(6 3\
3,22
XX = 322

\ 0’86)

4.3 3. Avantages et inconvénients

e 1’avantage principal de ces plans est le nombre d’essais a réaliser qui est trés restreint.
Pour deux facteurs il faut réaliser juste trois essais et chague facteur prend trois niveaux.

e Les inconvénients des plans de Mozzo sont : le plan n’existe pas pour n’importe quel
nombre de facteurs, le modéle retenu n’admet pas d’une facon générale toutes les

interactions entre les facteurs.

4.4. Plans factoriels complets a trois niveaux

Ces plans permettent d’¢tudier & facteurs 4 raison de trois niveaux par facteur. La
notation de ces plans est 3* le k en exposant signifie qu'ily a k facteurs a éudier, et le
trois signifie que chaque facteur prend 3 niveaux. Cette notation indique également le
nombre d’essais a effectuer. '

4.4.1. Construction des plans complets a 3 niveaux

Les plans a 3 niveaux seront tous définis de la maniére spivante :
e 1la suite des chiffres du premier facteur est -1, 0,+1;-1,0,+1;...
e la suite des chiffres du deuxiéme facteur est constituée de -1, -1, -1 suivis de 0, 0, O et
de+1,+1,+1 . -1,-1,-1;0,0,0; +1, +},+1;-1,-1,-1; 0,00 HLALFE
o e troisiéme facteur aura 9 niveaux égaux a -1 suivis de 9 égaux 4 0 et enfin de 9 égaux

a+l
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e le quatnéme facteur aura 27 niveaux égaux a -1 swivis de 27 égaux a 0 et enfin de 27

égaux a +1

s etc..

Pour deux facteurs, le nombre d’essais a réaliser est 3° = 9 essais. La matrice

d’expérniences est donnée par le tableau 4.9.

Tableaun 4.9 : Matrice d’expérience pour un plan 32

Essa1 N° | Facteur 1 | Facteur 2
1 -1 -1
2 0 -1
3 -1
4 -1 0
5 0 0
6 1 0
7 -1 1
8 0 1
9 1

Le domaine d’¢étude est représenté par la figure 4.6.

Facteur 2 1
7 38 9
1 f----
0 ®
4 S 6
_1 e - - =
1 I 2 3
1 !
[} t
. : >
-1 0 +1 Facteur 1

Figure 4.6 : Domaine d’étude pour un plan 3°

Pour 3 facteurs nous obtenons un cube dont les vingt sept essais sont indiqués dans

la figure 4.7.
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Facteur 3

O Factenr 2
O——0

Facteur }

Figure 4.7 : Domaine d’étude pour un ptan 3’

4.4.2. Avantages et inconvénients

* Les avantages des plans factoriels complets 4 trois niveaux sont les mémes que ceux
des plans factoriels complets & deux niveaux. Mais, le modéle retenu par ces plans est du
second degré

¢ L’inconvénient principal de ces plans est que Ia taille du plan peut étre trés grande
lorsque le nombre de facteurs augmente

4.5. Plans Composites
Les plans composites [16, 17] sont des plans souvent utilisés car ils se prétent bien
au déroulement séquentiel d’une étude. La premiére partie de 1’étude est un plan factoriel
complet auquel on ajoute des points au centre afin de vérifier la validité du modéle de
premier degré. Si les tests de validation sont positifs, 1°étude s’achéve Ie plus souvent, mais
s’ils sont négatifs, on entreprend des essais supplémentaires pour établir un modéle du
second degré. Ces essais constituent la seconde étape du déroulement de Fétude. Les essais
supplémentaires sont situés sur les axes de chacun des facteurs, et sont appelés les points
en €toile. Les plans composites présentent donc trois parties :
I. plan factoriel 4 deux niveaux par facteur analogue a4 ceux que nous avons
précédemment décrits
2. plan en étoile ot tous les points sont situés i la méme distance du centre de
domaine d’étude
3. on réalise au moins un essai au centre du domaine expérimental. Ces points sont
importants et ils ont plusieurs réles : .
- lls servent a tester la validité du modéle du premier degré
- IIs servent & s’assurer qu’il n y a pas de glissement (stabilité) entre les deux séries
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d’essais
- Ils permettent d’obtenir une estimation de I’erreur expérimentale
Le nombre total des essais N a réaliser est la somme :
- des essais du plan factoriel, soit » f
- des essais au centre, soit 7
- des essais du plan en étoile, soit n,
Le nombre toial des essais dun plan composite est donné par :
N=ns+n, +ny

Le nombre de niveaux d*un plan composite est de cing par facteur : le point central,

les deux niveaux du plan factoriel et les deux niveaux des points en étoile.

Facteur 2 4

19+a

C D
] ~
F ool 1] G
o) & &>
- I By i)
..]' B

H® -«

Figure 4.8 : Plan composite pour I'étude de deux facteurs

La figure 4.8 représente un plan composite pour deux facteurs.
- les points A, B, C et D sont les points expérimentaux d*un plan factoriel 22
- Le point E est le point central. Ce point peut avoir été répliqué une ou plusieurs fois
- Les pomnts F, G, H et 1 sont les points d’un plan en étoile
La matrice d’expériences correspondante A ce plan est donnée par le tableau 4.10,
La distance des points en étoile au centre du domaine est notée par la lettre grecquec .
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Tableau 4.10 : Matrice d’expériences d’un plan composite pour deux facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2
1 -1 -1
2 1 -1
3 -1 1
4 1
5 - 0
6 a
7 0 -a
8 0 a
9all 0 1

4.5.1. Propriétés des plan composites

4.5.1.1. Mod¢le mathématique postulé

Le modéle du mathématicien utilisé avec les plans composites est un modéle du

second degré avec interactions. En général, on ne conserve que les interactions d’ordre
deux.

Pour deux facteurs
_ 2 x%
Y =aqytapn +ayxy + a6y a1 xy +dyy
Pour trois facteurs

Y=as+ ajx + Xy +a3x3 + a7 XXy + ap3xx; + dy3Xa%3 +ay ].1'12 + azzx_% + 033.\732

4.5_. 1.2. Matrice de calcul
Pour deux facteurs 1a matrice de calcul X est une mairice (11,6) puisqu’il y a 11

I
I
-y -

expenences et 6 coefficients dans le modéle postulé :



1 -1 -1 1 1 1)
I 1 -1 -1 1 1
I -1 1 -1 1 1
I 1 1 1 1 1
1 —a 0 0 a* o
X=1 a 0 0 a* 0
1 0 -a 0 0 o
i 0 a 0 0 &
1 6 0 O 0 O
1 0 ¢ 0 0 o0
d 0 0 0 0 0,

4.5.1.3. Matrice d’information
La matrice d’information est calculée 4 partir de Ia matrice de calcul ‘XX Pour 2

facteurson a
(11 0 0 0 4+2a° 4427
0 4422 0 0 0 0
Yy = 0 0 4+2a° 0 0 0
0 0 0 4 0 0
4+2¢° O 0 0 4+2a' 4
\4+22> 0 ¢ 0 4  4+20°

D’une maniére générale, Ia matrice d’information peut s’écrire

(N 0 0 0 n+2a" n, +2a°)
0 n, +2a’ 0 0 0 0
0 0  nm+22 0 0 0
XX = 4
0 0 0 n, 0 0
n,+2a’ 0 0 0 n,+2a n;
2 4
\y +20 0 0 0 n, n,+2q°

4.5.1.4. Critéres d’ optimalité

Sutvant le critére d’optimalité choisi, la valeur de 4 ne sera pas la méme,

A. Isovariance par rotation

Les éléments de la matrice d’information doivent satisfaire la relation [5] :

73
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_ 4
3nf—nf+2a'

=2n, =2a*

(o)

Dans le cas d’un plan composite pour deux facteurs ayant ses points en étoile situés

i 1,414 du centre, la matrice d’information est la suivante :

(11 38 8)
8
!yy = 8
4
8 12 4
|8 4 12

Cette matrice respecte bien le critére d’isovariance par rotation : trois fois 4 = 12.

B. Presque orthogonalité
Au lieu de Fisovariance par rotation, on pourrait vouloir respecter le cntere

d’orthogonalité. 11 faudrait une disposition des points qui entraine une matrice ‘XX
diagonale. Cela n’est pas possible car on ne peut pas annuler les éléments correspondants
aux termes constants et aux fermes camés. Rappelons qu’il faut que la sous matrice,
obtenue en ¢liminant la premiére ligne et la premiére colonne de ('’Xx)" doit &re

diagonale. On démontre que cela est possible si [5] :

.nf(\h_v__‘/;;)z L
=( 2 )

(24

Pour deux facteurs on a a=1.21. Ecrivons la matrice dinformation correspondante

2 0 0 0 6928 6928
0 6928 06 0 0 0
1l o o0 69280 0 0
XX =t 9 o0 ©0 4 0 0
6928 0 1 O 8287 4

628 0 0 O 4 8287

La matrice de dispersion correspondante est bien presque orthogonale puisque si

Ion élimine la premiére ligne et la premiére colonne, on obtient une matrice diagonale.
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0239 0 0 0 -0135 —0,135
0 0144 0 O 0 0
v |0 0 0144 0 O 0
XX 0 0o 0 025 O 0
013 0 1 0 0233 4
o5 0 0 6 0 0233

4.5.1.5. Bcart type des coefficients du modéle prédichf.

La variance de chacun des coefficients du modéle postulé est donnée par la formule
(2.2).
var(@) = Diag vaid) = o* Diag (‘XX)"
En prenant les racines carrées des éléments diagonaux de la matrice de variance

covariance, on obtient les écarts types des coefficients.

o(d) = 0,500 o old) = 0489 o
@) =0353 o o@) = 0380 o
o@) =0353 o o(@) = 0380 o
A@s) = 0,500 o o(éz) = 0,500 &
oan) = 0395 o olén) = 0483 ©
olan) = 0395 o o(Gz) = 0483 &

4.5.2. Avantages et inconvénients

Les plans composites permetient de mener un ftravail progressif et rationnel.
L’expérimentateur peut réaliser un premier plan factoriel Ce plan lui indiquera si le
domaine retenu doit &re conservé et quelle sera Vinfluence des différents facteurs. S7il
existe encore des ambiguités 4 la fin de Panalyse de ce premier plan factoriel,
I’expérimentatenr pourra falre un plan complémentaire. Ayant défini 1e bon domatine et
connaissant les facteurs mﬂuents, il doit s’assurer que le modéle du premier degré est
valide. 8] Pest, il peut s’arréter, s’il ne Pest pas, il doit passer a un modéle du second
degré. C’est 1a que les points expérimentaux supplémentaires du plan en étoile sont

précieux.
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4.6. Plans de Box-Behnken
Box et Behnken ont proposé en 1960 [18] ces plans qui permettent d’établir des
modéles du second degré. En effet tous les facteurs ont trois niveanx, -1, 0 et +1. Ces plans

sont faciles A mettre en oeuvre et possédent la propriété de séquentialite.

4.6.1. Construction des plans de Box-Behnken

Pour 3 facteurs nous avons un cube pour 4 et 5 facteurs nous aurons des hyper

cubes i 4 et 5 dimensions (lorsque le nombre de facteurs dépassc 3, nous parlerons de 4-

cube, 5-cube, ..., k-cube). On place Jes points expérimentaux non pas aux sommets du cube

ou Vhyper cube, mais au milieu des arétes, au centre des faces (carrés) ou au cenfre des
cubes.

e Pour trois facteurs, on a un cube. Le cube posséde 12 arétes et donc le plan 2 12

essais. On ajoute 3 essais au centre du domaine d’étude. On obtient au total 15

essais (Figured.9)
1
6
1 8
44
L 421
3
o o b
2 19 132159
= 5
10
7
9 Facteur 2

:Facteuﬂ:

Figure 4.9 : Plande Box-Behnken pour trois facteurs

La construction du plan suit le principe suivant : deux facteurs décrivent un carré (4
essais d’un plan 2%) et les coordonnces correspondantes du troisiéme facteur valent z€ro.

Le tableau 4.11 indique ces essas.



Tableau 4.11 : Plan de Box-Behnken pour trois facteurs

Egsai N° | Facteur | | Facteur2 | Facteur 3

1 -1 -1 0
2 i -1 0
3 -1 1 0
4 i 1 0
5 -1 0 -1
6 1 0 -1
7 -1 0 1
8 1 0 i
9 0 -1 -1
10 0 1 -1
11 0 -1 i
12 0

13415 0 0 0

suivante : deux facteurs décrivent un carré (4 essais &’

_quatriéme facteur ont leurs coordonnées égales a zéro. On po
points au centre du domaine d’étude (Tableau 4.12)

expérimentaux sont situcs au centre des 24 carrés. La construction du plan
un plan 2% ), le troisiéme et le

Tableau 4.12 : Plan de Box-Behnken pour quatre facteurs

Essai N° Facteur 1 Facteur2 | Facteur3 | Facteur4
1a4 + +1 0 0
5a8 + 0 +1 0
9412 H 0 0 *1
13416 0 +1 +1 0
17420 0 +1 0 31
21424 0 0 t1 +1
25a27 0 0 0 0
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Pour 4 facteurs, le plan est béti sur un hyper cube 3 4 dimensions. Les points
est la

urmait ajouter trois
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Dans ce tableau les niveaux des facteurs sont indiqués par x1. Cela signifie que ce
facteur prend successivement les niveaux +1 et -1 et que toutes les combinaisons sont

yéalisées.

4.6.2. Proprié¢té du plan de Box-Behnken
4.6.2.1, Modéle mathématique postulé
Le modéle utilisé est un modéle du second degré avec les interactions d’ordre deux.

Pour 3 facteurs le modéle s™écrit

y=ag+axy + Xy +a3x3 HaNF T4 3% X3 + 3%y X3 + 4y 1112 + “221'% + ":’,:).1”32

4.6.2.2. Matrice de calcul
La matrice de calcul est construite d partiv du plan d’expériences et du modelie
postulé. Pour trois facteurs la matrice est donnée par :

1 -1-10 1 0 0 1 1 0)
i 1 -1 0 -1 0 0 110
1 -1 1 0 -1 6 0 110
i1 1 0 1 0 0 1160
i -1 0 -1 06 1 0 101
{11 0 -1 0 -1 0 101
] -1 0 1 0 -1 0101
'yx=l1. 1 0o 1 o 1 0 001
10 -1 -1 0 0 1 011
fy 0 1 -1 0 0 -1011
{0 -11 0 0 -1011
1.0 1 1 o 0 1 011
{10 0 0 0 0 0 000
1 0 0 0 0 O 0 0O0FO0
10 0 0 0 0 0 000

4 .6.2.3. Matrice d’information
Cette matrice est calculée 2 partir de la matrice de calcul XX . Pour trois facteurs

ona:
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On remarque que pour 3 facteurs le plan ne respecte pas Pisovariance par rotation,

8 n’est pas trois fois 4.

4.6.2.4. Matrice de dispersion

Cette matrice est I’inverse de la matrice d’information. Pour 3 facteurs on obtient -

( 0,333

(’XY P

~0,167
0,167
(0,167

0,125

0,125

0,125

—0,167 —-0,167 —0,167)

0,25
025
0,25

0,271 0,021 0,021
0,021 0,271 0,0214

0,021 0,021 027t

La matrice de dispersion montre que ce plan ne respecte pas le critére de presque

orthogonalité. Mais si I’on ajoute quatre points au centre an lien de trois, on obtiendra un

plan de Box-Behnken qui respecte ce critére.

4.6.3. Principaux plans de Box-Behnken
Le plan de Box-Behnken le plus utilisé est le plan pour trois facteurs (Tableau 4.1 1)

mais il en existe pour un nombre quelconque de facteurs. Nous indiquons également le
plan pour 6 et 7 facteurs (Tableau 4.13 et Tableau 4.14) tels qu’ils ont été publiés par les

auteurs [18].



Tableau 4.13 : Plan de Box-Behnken pour six facteurs

Faéteur 2
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Essai N° | Facteur 1 Facteur 3 | Facteur 4 | Facteur 5 { Facteur 6
1asg +1 o | 0 +1 0 ¢
9416 0 +H 1 0 + 0
17424 0 0 o | +1 0 +
252332 +1 0 0 + +I 0
33440 0 e | 0 0 +l H
41 448 +1 0 + 0 0 +
49 3 52 0 0 0 0 0 0
0
Tableau 4.14 : Plan de Box-Behnken pour sept facteurs
Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4 | Facteur 5 | Facteur 6 Facteur 7
138 0 0 0 +1 | +1 0
9a16 H 0 0 0 0 + +
17224 0 +1 0 0 # 0 H
25432 + 1 0 # 0 0 0
33440 0 0 + +1 0 0 +]
41448 H 0 +1 0 +1 0 0
49352 0 +1 +1 0 0 H 0
57462 0 0 0 0 0 0 0

4.6.4. Avantages et inconvénients

Les plans de Box-Benhenken sont faciles a construire, et permettent de réaliser un

modele du dewxiéme degré. Mais dés que le nombre de factenrs 3 étudier devient grand ces

plans obligent a faire beaucoup d’essais.

4.7. Plans de Dochlert
La caractéristique principale des plans de Doehlert [19, 20] est d’avoir une

reépartiion uniforme des points expérimentaux dans Pespace expérimental. C’est une

démarche différente de celle que nous avons rencontrée Jusqu’ici. On ne cherche pas le

meilleur emplacement des points expérimentaux pour un modgle donné. On Tépartit

simplement les points de maniére réguliére sans se poser de questions sur le critére
d’optimalité.
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4.7.1. Plans de Doehlert pour deux facteurs

Pour deux facteurs les points expérimentaux forment un hexagone régulier (Figure
4.10). Tous les points sont & la méme distance du centre du domaine d’étude.

Figure 4.10 : Plan de Doehlert pour 'étude de deux factenrs
La matrice d’expériences correspondante  ce plan est donnée par le tableau 4.15.

Tableau 4.15 : Matrice d’expériences d’un plan de Doehlert pour deux facteurs

Essai N° [ Facteur 1 | Facteur 2
1 0 0
2 1 0
3 0,5 0,366
4 0,5 0,366
5 1 0
6 0,5 0,866
7 0,5 0,866

La disposition des points expérimentaux selon Ja figure 4.9 conduit a cinq niveaux
pour le premier facteur x et trois niveanx pour le deuxiéme facteurxs . Tous les points du
plan de Doehlert sont sur un cercle de rayon umté (en grandeurs centrées réduites). Le
domaine défini par les plans de Dochlert est un domaine sphérique, un cercle pour deux
facteurs, une sphére pour trois facteurs et une hyper sphére pour plus de trois facteurs.

4.7.2. Module mathématique postulé
Le modéle mathématique postulé des plans de Dochlert est, en général, un modéle

du second degré avec interactions d’ordre deux. Pour deux facteurs, ona:

Y=agtax +ayxy +ajpxx, +a 1112 + "221%
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4.7.3. Plan de Doehlert pour k facteurs
Les plans de Doehlert sont utilisables pour un nombre quelconque de facteurs.

Nous indiquons sur un scul tableau lIes plans de Doehlert Jusqu’a quatre facteurs. Le plan a
quatre facteurs comprend les essais de 1 a 21. Le tableau 4.15 montre bien que le premier
plan de Dochlent (essais 1 4 7) est au niveau zéro du troisiéme facteur. On peut donc traiter
deux facteurs en réalisant les essais 1 4 7. Puis, si cela est nécessaire effectuer les essais § a
13 pour étudier le troisiéme facteur, 11 en sera de méme pour le quatriéme facteur. Cette
possibilité de conduite séquentielle d’une étude est fort appréciable dans certains cas. Nous

n’avons signalé qu’un seul point central, mais rien nw’empéche, d’en réaliser plusicurs.

Tablean 4.16 : Plans de Doehlert pour deux a quatre facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4
i 0 0 o | o
2 1 0 0 0
3 0,5 0,866 0 0
-4 -1 0,866 0 0

5 0,5 0 0 0

6 0,5 -0,866 0 0

7 0 -0,866 0 0

8 0,5 0,289 0,816 0

9 -0,5 0,289 0,816 0
10 0 0,577 0,816 0

11 0,5 0,289 0,816 0
12 0,5 -0,289 -0,816 0
13 0 0,577 | -0816 0
14 0,5 0,289 0,204 0,791
15 -0,5 0,289 0,204 0,791
16 0 0,577 0,204 0,791
17 0 0 0,612 0,791
18 0,5 0,289 -0,204 0,971
19 -0,5 07289 | 0204 0,971
20 0 0,577 0,204 0,971
21 0 0 0,612 0,971
22 0 0 0 0
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4.7.4. Avantages et inconvénients

La multiplicité des niveaux dans les plans de Doehlert ne facilite pas la construction
du plan d’expériences. Lorsqu’on passe a quatre facteurs et plus il devient difficile de
définir méme les niveaux de chacun des facteurs. 11 faut alors avoir recours a des matrices
préparées a i’avance. Les plans de Doehlert permettent d’obtenir un modéle du second
degré avec un minitnum d’essais. Si on les compare aux plans composites on constate un
léger gain pour deux facteurs (sept essais) alors qu’il faut neuf essais avec un plan
composite pour explorer le domaine expérimental et calculer les coefficients du modéle.
Dans le cas oil les essais sont longs et coiiteux, I’économie de deux expériences peut Etre

avantageuse.

4.8. Plans de Roguemore

Les plans d’expériences proposés par Roquemore en 1976 [21] sont congus pour des
surfaces du second degré. Ils essayent de respecter a Ia fois le critére d’isovariance par
rotation et le critére de presque orthogonalité. C’est la raison pour laquelle on les appelle
les plans hybrides. Il est impossible de respecter simultanément ces deux critéres. Ces
plans sont presque saturés. Is sont donc utiles lorsqu’on veut faire le moins d’essais
possible. Ces plans existent pour trois, qu:iu'e et six factewrs et portent des noms
particuliers. Ces noms sont constitués de trois indicateurs
1. Le nombre de facteurs
2. Le nombre d’expériences
3. Une lettre pour différencier deux plans ayant le méme nombre d’expériences et

construits pour traiter le méme nombre de facteurs

Pour wois facteurs, il y a deux plans de Rogquemore, Ie 311A et le 311B. Iis permettent
d’¢tudier 3 facteurs en 11 essais. Pour quatre facteurs il y a deux plans de Roquemore le
416A et le 416B. Pour 6 facteurs, il y 2 un plan de Roquemore, le 628A. Nous étudierons
en détail le plan 311A et nous indiquerons simplement les autres plans sans les analyser.

4.8.1. Plan 311A de Roquemore

Comme son nom F'indique, ce plan permet d’étudier 3 facteurs en 11 essais.

4.8.1.1. Matrice d’expériences
Les points expérimentaux sont situés comme Pindique le tableaun 4.17.



Tableau 4.17 : Plans de Roquemore 311 A pour trois facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3
1 0 0 2
2 0 0 2
3 -1,414 -1,414 1
4 1,414 -1,414 1
5 -1,414 1,414 1
6 1,414 1,414 1
7 -2 0 -1
8 2 0 -1
9 0 -2 -1
10 0 2 -1
11 0 0

4.8.1.2. Emplacement des points expérimentaux
1.’examen du tableau 4.17 permet de distinguer les €léments suivants :

- Unplan 22 est constitué de quatre points situés aux sommets d’un carré (essais 3, 4,
5 et 6). Ces essais sont au niveau +1 pour le facteur 3.

- Quatre points situés aux sommets d’un camé (essais 7, 8, 9 et 10) décalé de 45° par
rapport au carré précédent. Ces points sont au nivean -1 du facteur 3.

- Trois points situés sur un axe passant par les centres des deux camrés précédents, le
premier point est situé au niveau 0 du facteurs 3, c’est le point central. Les deux
autres points sont respectivement situés au niveaun +2 et -2 pout le troisiéme factenr

(Figure 4.11).
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Figure 4.11 : Emplacement des points expérimentaux du plan de Roquemore 311A

4.8.1.3. Modéle Mathématique
{ Le modéle mathématique postulé des plans de Roquemore est un modéle du

seconde degré avec interactions d’ordre dewx. Pour trois facteurs ona :
-. 2
| Y=ok +apny +ay3xy Hapxky + a3asg tanniy ok ayxh + ay355
i

4.8.1.4. Matrice de calcul

| Pour le plan de Rogeumore 311A, la matrice de calcul X' est une matrice (10,10)
puisqu’il y a 10 coefficients dans le modéle postulé et que "on effectue 11 essais. Ce plan

est donc presque saturé.

4.8.1.5. Matrice d'information
! 1a matrice d’information est une matrice (10,10)

(11 16 16 16

' 16
16
! 16
. X = 16 iy
16

16 4816 16

16 16 48 16

16 16 16 40
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L’isovariance par rotation est respectée pour les facteurs 1 et 2 car 48=3x16. Elle
ne Pest pas pour le facteurs 3 (40 = 3x16).

4 8.1.6. Matrice de dispersion

La matrice de dispersion est également une matrice (10,10). Elle va nous servir a

calculer les variances des coefficients.

(1 —0,188 —0,188 —0,25)
0,0625
0,0625
0,0625
rvr Y 0,0625
(xx) | 0,0625
0,0625
-0,188 0,061 0,029 0,029
~0,188 0029 0061 0,039
| -0.25 0,029 0,039 0,094)

4.8.1.7. Critére d’optimalité
L’examen de la matrice d’information montre que le plan de Roquemore 311 A pour

3 facteurs respecte le critére d’isovariance par rotation pour 2 facteurs et ne le respecte pas
pour le troisi¢éme. L examen de 1a matrice de dispersion montre que le plan de Roguemore
311A ne respecte pas le critére de presque orthogonalité. Mais les valeurs des éléments
hors diagonale principale sont faibles.

4.8.2. Autres plans de Roquemore
Les principaux plans hybrides de Roquemore concernent les plaas 4 trois ou quatre

facteurs. [ls existent aussi pour six facteurs. Nous indiquons ces divers plans dans les
tableaux suivants: 4.18, 4.19. Les propriétés de ces plans s’obtiennent de la méme mamére

que le plan 311A.



Tableau 4.18 : Plans de Roquemore 311B pour trois facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3
] 0 0 2,449
2 0 0 2,449
3 -0,751 -2,106 -1
4 0,751 -2,106 1
5 -0,751 2,106 1
6 0,751 2,106 -1
7 -2,106 -0,751 1
8 2,106 -0,751 -1
9 -2,106 0,751 -1
10 2,106 0,751 i
11 0

Tableau 4.19 : Plans de Roquemore 416B pour quatre facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Facteur 3 | Facteur 4
1 0 0 0 1,732
2 0 0 0 -0,269
3 -1 -1 -1 0,605
4 1 - -1 0,605
5 -1 1 -1 0,605
6 1 1 -1 0,605
7 -1 -1 1 0,605
8 1 -1 1 0,605
9 -1 1 1 0,605
10 1 1 1 0,605
11 -1,518 0 0 -1,050
12 1,518 0 0 -1,050
13 0 -1,518 0 -1,050
14 0 1,518 0 -1,050
15 0 0 -1,518 | -1,050
16 0 0 1,518 | -1,050
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Tableau 4.20 : Plans de Roquemore 416C pour quatre facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2 | Factewr 3 | Facteur 4
1 0 0 0 1,765
2 -1 -1 -1 0,568
3 1 -1 -1 0,568
4 -1 1 -1 0,568
5 1 1 -1 0,568
6 -1 -1 1 0,568
7 1 -1 I 0,568
8 -1 1 I 0,568
9 1 1 1 0,568
10 -1,470 0 0 -1,050
1t 1,470 0 0 -1,050
12 0 1,470 0 1,050
13 ] 1,470 0 -1,050
14 0 0 -1,470 -1,050
15 0 0 1,470 -1,050

16 0 0 0 0
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4.8.3. Avantages et inconvénients
Avec ces plans on peut étudier 4 facteurs en 16 essais seulement el réaliser un

modele du deuxiéme degré. Si on les compare aux plans de Dochlert, il faut réaliser 21

essais. L’inconvénient de ces plans est qu’ils existent que pour 3, 4 et 6 facteurs seulement.
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CHAPITRES
PROPOSTTION DE DEUX NOUNEAUX PLANS D’EXPERIENCES

Dans cette partic nous proposons deux plans d’expériences. Nous avons décrit et
défini ces deux plans & partir de la représentation géométrique du domaine d’étude. Nous
comparerons leurs caractéristiques avec celles données par d’autres plans étudiés dans ce

mémoire.

5.1. Premier plan proposé

5.1.1. Domaine d’éiude, matrice d’expériences
La matrice d’expériences représentant le plan est une matrice orthogonale. La

matrice de dispersion est donc diagonale. Une telle matrice est dite optimale. L’idée est
d’ajouter des points a intérieur du domaine d’étude tout en conservant Porthogonalité des
mafrices des plans factoriels. Pour deux facteurs les points expérimentanx sont disposés
comme I'indique la figure 5.1 : on ajoute anx quatre points expérimentaux d’un plan
factoriel complet 27 quatre autres points intérieurs au domaine et dont les coordonnées sont
égales 4 +aou—a. On peut généraliser cette procédure plus de trois facteurs. Nous
obtiendrons alors de nouveaux cubes ou hyper cubes situés i I intérieur du domaine initial.

1

Teis]
ﬂ Facteur]

-1

Figure 5.1 : Domaine expérimental pour deux facteurs

La plan associé a la figure 5.1 est représenté par le tableau 5.1.



90

Tableau 5.1 : Matrice d’expériences pour deux facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2

- B = R T " I - T
R R &4 4 - - o &

—
(¥ 4
-
o

Le modé¢le mathématique postulé avec ce type de plan est un modéle du premier
degré avec interactions d’ordre 2. Le calcul de Ia matrice d’information est immédiat -

8 0
0 4+4a?
! xx = @ -
0 4+4a
0 4+4¢?
2.1.2. Caraciristiques du premier plan proposé pour deuxrfactet‘n‘s

Dans le tableau 5.2 qui regroupe les caractéristiques des matnices d’expériences,
nous avons reporté pour chaque matrice d’expériences : le nombre d’expériences (Nb.exp),

le nombre de niveaux par facteurs (Nb.niveaux), le déterminant de la matrice de dispersion
[ xx)| , critére optimal-D), Ia trace de ‘XX (critére A), le déterminant de la matrice des
momenis noté |M | (crittre M), la valeur maximale de la fonction de variance de

prédiction dmx et efficacité -G (critére G).
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Tableaux 5.2 : Comparaison des caractéristiques du premier plan proposé avec le plan
factoriel 4 deux niveaux et Ie plan de Mozzo
Plan proposé Plan complet 4 niveaux
a =09 Avec deux points au centre Plan de MOZZ0O
Nb.exp 8 6 3
Nb.niveaux 4;:4 3:3 3:3
I( :XX)_il 3,599 10 2,61 107 0,129
trace (\XX)! 0,552 0,92 1,577
[ MI 0,678 0,296 0,287
d yax 0,54 0,805 1,564
Eff —G(%) 92,59 82,81 63,394

D’aprés le tableau 5.2, si on compare les propriétés des trois plans : plan Proposé,

p}an complet 2 deux niveaux et plan de Mozzo, on constate qu’a part I’économie du

nombre des essais 2 effectuer, toutes les propriétés d’optimalité sont améliorées.

pour le plan proposé le déterminant de (’XX)“lest petit par rapport aux autres plans.

Suivant le critére de D-optimalité le plan proposé est meilleur. Il en est de méme pour la

trace de ("XX)™! et donc Je critére A est mieux Tespecté

- on voit que le déterminant de la matrice des moments pour le plan proposé est plus grand

que celn des deux autres plans. Suivant le critére M le plan proposé est phus efficace

- de méme les valeurs de dy,, €t Eff — G(%) montrent que le plan proposé est toujours

meilleur

5.2. Deuxiéme plan proposé
3.2.1. Domaine d’étude, Matrice d’expériences

Le premier plan proposé permet d’établir un modéle du premier degré avec

interactions. Afin d”obtenir un modéle du second degré, on ajoute, comme pour les plans
composites, deux points expérimentaux sur chaque axe et situés a la distance 4 du centre du
domaine d’étude. Pour deux facteurs le domaine d’étude est représenté par Ia figure 5.2,
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Facteur 2 l 8

1

el
R &ﬂ +B  Facteurt

-1

3

Figure 5.2 : Domaine d’étude pour deux facteurs

La matrice d’expériences correspondante est représentée par le tableau 5.3.

Tableau 5.3 : Matrice d’expériences pour deux facteurs

Essai N° | Facteur 1 | Facteur 2
1 -1 -1
2 1 -1
3 -1 1
4 1 1
5 -
6 a -
! 7 - a
8 174 a
9 -B 0
10 Jij 0
11 0 -B
12 0 B
13 0 0

Chaque facteur prendra sept niveaux. Le modéle mathématique postulé de ces plans
est un modéle du second degré avec interactions d’ordre 2, la matrice de calcul est -



Ecrivons la matrice d’information ' XY :

(13
0
0
0

0
442422 0
‘k4+44'152+2,f:i’2 0

(1 -1 -1 1
I 1T -1 1
I -1 1 I
P 1 i 1
1 - -a a?
1 a -a a
11 -a a a2
1 «a a a2
1 - 0 0
1 g 0 0
1 0 - 0
I 0 B 0
1 0 0 0

0 4H4a?+2p? 4+da?+242)

0 0 0

0 0 0
440 0 0

0 4Hdat42p8' 4o

0 H4at  AH4at+2p )

Pk et e e
L T B )

MR NN
R K & R
N SR TR N

™™ R R AR
Noow
S ©

c oo
™
2

D’une maniére générale la matrice d’information s’écrit -

coo2

nr+nsa’+2 62
nrinra’+2 52

\

0
ne4nra+2 p?
0

0
0
0

0

0
nrt+nra’+2 2

0

0

0

0

0

0
ny+nrat

0
0

ny+nr @422 nr+nra+2 52

0
0
0
nr+nrat+2 B
nrinra’
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0

o
ne+nract
nr+nra’+2 5 )

3.2.2. Deuxiéme plan proposé respectant le critére d’isovariace par rotation

Pour que Ie plan satisfasse le critére d’isovariance par rotation il faut comme pour

Ies plans composites que nous ayons la relation suivante :

soit

(nf +nfa4)-3=nf +nfa4+2ﬂ4



94

2)34 = Z(nf +nfa4)

ou
i

p= f +nfa4F

5.2.2.1. Caractéristiques du plan

Comme pour le premier plan, nous avons fait une comparaison avec les plans
Vcomposites rotables et les plans complets A trois niveaux. Pour différentes valeurs de &
nous avons représent< les différentes caractéristiques du deuxiéme plan proposé pour deux
facteurs (Tabieau 5.4). Nous avons rapporté, pour chaque matrice le nombre d’expériences
(Nb.exp), le nombre de niveaux par variable (Nb.niveaux), et les valeurs des critéres
Tetenus.

Tableau 5.4 : Caractéristiques du deuxiéme plan proposé a deux facteurs en fonction de
. Plan Plan Plan Plan Plan Plan

| propos¢ | proposé¢ | propos¢ | proposé | proposé | proposé
l a=0,1 a=0,18 a=05 a=0,7 a=0,8 a=09

* Nb exp 13 13 13 13 13 13
Nb mveaux 7.7 7.7 7.7 7.7 7.7 7.7
'( )] 6,096 10° |62310° | 631310° | 45810° | 32710° | 1,99 10°
wrace( )| 0,991 1,003 1,125 1,29 1,392 14
] 339107 (334107 34107 | 453107 [ 6306107 | 0,105
" dopay 0,61 0,60 0,55 0,483 061 0,705
Eff - G(%) 75,66 76,92 83,39 95,56 75,66 65,54
" Var(ag) 0,203 0,211 0,312 0,484 0,603 0,706
Var(a) 0,124 0,123 0,111 0,096 0,088 0,081
Var(a;)) 0,25 025 0,235 0,202 0,177 0,151
Var(a;; 0,145 0,148 0,178 0,209 0,218 0,211

Dans le tableau 5.5, nous avons représenté les caracténistiques pour les plans

composites et plans factoriels complets 4 trois niveaux.
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Tableau 5.5 : Caractéristiques des plans d’expériences classiques a deux facteurs

Factoriel 3* Composite | Composite (r=4)
Nb .exp 9 9 12
Nb niveaux 3:3 5:5 5.5
.| -5 ; 6
l( :XX)-ll 1,92 10 3,051 10 7.63 10
trace( rﬂ)—l 2,1389 2,18 1,0625
M| 9.754 107 6,16 10~ 43810~
. 0.81 0,99 0,84
Eff - G(%) 82.30 67,34 59.52
Var(ag) 0,556 1 0,25
Var(ay) 0,167 0,125 0,125
Var(a;y) 0,25 0,25 0,25
Var(a;;) 0,50 0,344 0,156

| D’aprés ces résultats, le deuxiéme plan donne encore une amélioration pour les
critéres d’optimalité. D’aprés le crittre M on voit que les matrices d’expériences du
deuxiéme plan proposé pour deux facteurs sont plus efficaces que celles du plan factoriel
complet A trois niveaux.

i

Pour trois facteurs le nombre des coefficients a estimer est dix (¢ = 10), ce qui

représente le nombre minimum d’expériences a effectuer pour I’étude de trois variables.
Les caractéristiques des matrices d’expériences a trois variables pour les plans composites,
le dewdéme plan proposé et les plans complets 4 trois niveaux sont rassemblés dans le
tableau 5.6.

|
|
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Tableau 5.6 : Comparaison des caractéristiques des plans dexpériences classiques avec le

deuxiéme plan proposé pour trois facteurs

Composite Plan proposé Factoriel 3"
a=09
Nb exp 15 23 27
Nb niveaux 5:;5;5 7,77 3:3:3
-1 -13 -11
(! XX)-II 7.44 10 575 10 1,702 10
Irace( lm—] 2,08 1,304 1,176
] 2,33 107 4207 107 2,85 10°
d s 0,99 0,639 0,51
Eff —G(%) 67,34 68.04 72,62
Var(ag) 0,995 0,64 0,259
| Var(a) 0,073 0,045 0,055
i Var(a,) 0,125 0,075 0,083
| Var(a,) 0,166 0,099 0,167
!

On remarque qu’il y a une amélioration dans I’ensemble et plus particuliérement
pour le critére M, la matrice d’expériences du deuxiéme plan proposé est plus efficace que
cel;l&s des deux autres plans.

{

5.2.3. Deuxiéme plan proposé respectant le critére de presque orthogonalité

| Nous voulons respecter le critére d’orthogonalité. 11 faudrait un choix des points qui
entraine une matrice ‘XX diagonale. Comme pour les plans composites cela est
imt)ossible, mais on peut viser le critére de presque orthogonalité.
Pr;)gositiou
Pour que le deuxiéme plan proposé respecte le critére de presque orthogonalité, il faut
choisir un S tel que :

ﬂ=-;—J-—20!2ﬂf -—2ﬂf +2Ja4an +ﬂfN
Pour arriver a ce résultat nous avons suivi les étapes suivantes :

1. On calcule I’inverse de la matrice d’information ’ XX en fonction de «, B.N etnr.
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2. Pour que la sous matrice, obtenue en éliminant la premiére ligne et la premiére colonne

1
de la matrice(‘ XX y . soit diagomale, il faut que les termes rectangles de type

Zx,zx}- soient nuls, ¢’est a dire :

—n}a4 +a4an — Zn}d’z —4nfa2ﬁ'2 —n} —4nfﬁ2 +Nny —4ﬁ4
i LY P O
(—m}-az4 +a4an —Zn_zfaz —4nfa2ﬁ2 —n} -—4nfﬂ2 +Nnys +Nﬂ4 —4,34))94

1

4
Ce qui implique 1’équation bicarrée du quatriéme degréen f :

—n}a4 +a4an —2n}a2 —4nfa2ﬁ2 - n} —4nfﬂ2 +Nny —-4ﬂ4 =0

3. On résout cette équation, en tirant £ en fonction de o, N et ny .

Pour a= 0, 1, si on veut que le deuxiéme plan proposé pour deux facteurs, respecte le
critére de presque orthogonalité, il faut choisir £ = 1, 26. Ferivons la matrice

d’information correspondante :

13 0 0 0 7215272152
0 72152 0 0 0 0
xyd © 0 7212 0 0 0
¢ 0 0 40004 0 O
72152 0 0 0 9041340004
72152 0 0 0 40004 90413

La matrice de dispersion correspondante est presque orthogonale puisque si 'on
€limine la premicre ligne et 1a premicre colonne, on obtient une matrice diagonale.

0199 0 0 0 —0111-0111

0 0139 0 0 0 0

] 0o 0 01390 o0 o
(axy 0O 0 0 025 0 0
0111 0 0 0 0199 0

0111 0 0 0 0 019

5.2.3.1. Caractéristiques du plan
Si nous comparons cette nouvelle matrice d’expériences avec celle du plan

composite pour deux facteurs, nous trouvons les résultats suivants :
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Tableau 5.7 : Comparaison des caractéristiques du plan composite avec le deuxiéme plan

Propos¢ pour deux facteurs.
Plan composite | Plan proposé
(m=4) (a=0,1)
Nb exp 12 13
Nb niveaux 5;5 7.7
5 3
I( t XX)‘I 2,36 10 14510
trace( 'XX)"I 1,244 1,124
M| 1,418 10™ 1,423 107
d o 0,705 0,66
Eff — G(%) 71,43 69,93
Var(ay 0,238 0,199
Var(ay) 0,144 0,139
Var(a;;} 0,25 0,25
Var(a;) 0,233 0,199

Pour trois facteurs. Les caractéristiques des matrices d’expériences pour les plans

composites, le deuxiéme plan proposé et les plans de Box-Behnken sont rassemblés dans le

tableau 5.8.
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Tableau 5.8 : Comparaison des caractéristiques des plans d’expériences classiques avec le

deuxiéme plan proposé pour trois facteurs

Plan proposé Plan Plan
a=0,18 Composite Box-Behnken
Nb exp 23 15 15
Nb niveaux 7:7;7 5;5:5 3:3;3
=11 - =4
’(- rXX)—Il 1,205 10 1,194 10 3,97 10
trace 7 XX)_I 0,926 1,769 2,270
M) 2,003 107 1,452 107 4364 10”
d nax 0,36 0,525 0,73
Var(ay) 0,117 ax=0,432 0,333
Var(a} 0,074 0,091 0,125
Var(a,y) 0,125 0,125 025
Var(a;;} 0,071 0,229 0,270

des différents critéres.

b
|
]
1
1

D’aprés les résultats des tableaux 5.7 et 5.8, le plan proposé améliore les valeurs
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CHAPITRE 6
DESCRIPTION DU LOGICIEL

La construction des plans d’expériences est facilitée par I'utilisation de logiciels
specifiques. L’interprétation des plans d’expériences nécessite de nombreux calculs et de
nombreux graphiques. La encore, le logiciel que nous avons réalisé facilite la construction
des plans d’expériences les plus classiques. 1l permet d’effectuer les calculs nécessaires a
Iinterprétation des résultats et il donne la possibilité de tracer de nombreux graphiques qui
illustrent les résultats. Il est ainsi possible de se rendre compte des possibilités offertes par
un logiciel des plans d’expériences. Le lecteur intéressé pourra Putiliser, en choisissant un

des plans programmeés pour différentes études de domaines trés variés.

11 existe plusieurs logiciels de plans d’expériences qui ont chacun leurs avantages et
leurs nconvénients [22). La version de ce logiciel donne une bonne idée de Papport de

Iinformatique aux plans d’expériences et de I’aide qu’un expérimentateur peut en attendre.

6.1. Démarrage
Le logiciel étant installé sur le disque dur, dans Je répertoire choisi, on effectue, pour

I’ouvrir, les instructions suivantes :
¢ Double clic sur le répertoire du logiciel

¢ Double clic sur I'icéne du logiciel (Figure 6.1) :

@F

Figure 6.1 : Icone du logiciel

On obtient ia fenétre d’ ouverture du logiciel (Figure 6.2)
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accueil (Figure 6.3)
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Figure 6.4 : Barre du menu, barre des outils

Nous allons décrire I'utilisation du logiciel en nous appuyant sur Pexemple suivant

[51:

6.1.1. Exemple
Un contremaftre cherche & améliorer I’état de surface des piéces métalliques

fabriquées dans son atelier. L’état de surface est caractérisé par la rugosité et par le nombre
de pics par unité de longueur. Le contremaitre serait enchanté s’il pouvait obtenir des pics
de rugosité inférieur a 0,15 et un nombre de pics inférieur & 50. S’il atteint cet objectif
I’état des picces serait considéré comme parfait. La piéce est usinée a I'aide d’un outil
tranchant. Cet outil est un disque abrasif qui tourne a grande vitesse et avance lentement.
Les réglages en usinage dans ’atelier sont :
- La vitesse tangentielle de coupe (20 métres par seconde)
- L’avance (0,9 métre par minute)
Choix de facteurs : le contremaitre retient deux facteurs. Le premier facteur est la vitesse
d’avancement de Poutil. Le deuxiéme facteur est la vitesse tangentielle de coupe. Cette
vitesse est liée & 1a vitesse de rotation et au diamétre de I’outil.
Choix des réponses :
1. La rugosité est mesurée par une méthode normalisée. Il faut obtenir une valeur la
plus faible possible.
2. Nombre de pics par unité de longueur on compte le nombre de pics par unité de
longueur. On vise un nombre inférieur & 50 par unité de longueur.
Le plan d’expériences utilisé est un plan composite respectant le critére de presque
orthogonalité. La matrice d’expériences et les réponses observées sont indiquées dans le

tableau 6.1.



Tableau 6.1: Plans d’expériences et résultats

Essai N° Avance Coupe . Rugosité Pics
1 -1 -1 194 77,8
2 1 -1 282 68,4
3 -1 1 120 65,3
4 1 1 91 96,1
5 -1,21 0 154 52,3
6 1,21 0 195 60,4
7 0 -1,21 278 87
8 0 1,21 122 95,7
9 0 0 232 61,5
10 0 0 230 60,5
11 0 0 233 91,1
12 0 0 235 63,9

6.2. Description de la barre des menus
6.2.1. Menu fichier

I comporte les champs suivants :

 Nouveay

'.'._qur;_-- Cerl-Q !

i Envegitirer Curl-akt |
| :
imprimer Crrl-ah-i |
Duiter Cir=G |

Figure 6.5 : Menu Fichier

6.2.1.1. Nouveau

Il permet Vintroduction des données du probléme.

‘s Cliquer sur nouveau, une zone apparait dans laquelle on entre le nom de I’étude
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Nom de I'étudn

La rectification du contiemaitre

v

Ualider

Figure 6.6 : Nom de 1’étude

e Cliquer sur Valider, une fenétre apparait et propose de définir successivement le
nom et 1'unité¢ du facteur puis le type (Quantitatif ou Qualitatif) et enfin le niveau

bas et le niveau haut de ce facteur, Valider

Factew
[~ Nom ot Umits ———— . , p>o

Nom Awance ’ .
Unité o/ min Typo do Factour e

- Mivoaus de tactous = Quaritatit |
Haut 2.4 Quaftatf T
T T : 1

LIPS EE VTN

Figure 6.7 : Introduction des facteurs

e Cliquer sur le bouton Suivant plusieurs fois afin d’introduire tous les facteurs

¢ Cliquer sur Terminer. Une fenétre apparait et permet I'introduction des différentes

réponses (Nom et Unité)
| - Réponte - A— x

' b a e e ; 1 o
Units 4 . 1

EAn ot 'i_;{ﬂ'mi,lﬂhfig

Figure 6.8 : Introduction des Réponses

Aprés lintroduction des réponses, cliquer sur le bouton Terminer. On fixe le
nombre d’expériences a réaliser au centre du domaine d’étude afin de différencier 1’erreur
expérimentale de I’erreur d’ajustement du modéle (lack of Fit). Valider.

Mombre de point: au centie

TR o

Figure 6.9 : Nombre de points au centre
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6.2.1.2. Quvrir

Quvrir une application déja enregistrée par l'utilisateur.

6.2.1.3. Enregistrer
Enregistre les données du probléme dans un fichier.

6.2.1.4. Imprimer

Imprime les résultats de I’étude.

6.2.1.5. Quitter

Permet de quitter le logiciel.

6.2 2. Menu objectifs

Il permet le choix entre un plan de Criblage ou un plan d’Optimisation (figure

6.10).

‘Plan de Mozze--#f exeais

Figure 6.10 : Objectifs

En choisissant le plan d’expériences, le logiciel nous donne la matrice d’expériences ainsi

que le nombre des essais a réaliser. Valider le choix du plan, puis introduire les réponses.
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Plan D'Experiences ——————— Réponzes cbrervées
’V jPa(teurs--:: TAvance IE j: ’V}Répansei-ﬂ- Rugosité I“’:‘ '
{Erai N1 c.0 ]135'-' . | jEsszine: BB 7
Eesai N°T 2L 3 | JEssainez  as2 &
Exal N3 e 2 , EssaiN3- 120 E
Essai N6 24 2 ST Feeminig o1 o
Essaf N3 07175 Bl o | iEcainis Jise B 5
{Ereni N76 25573 x o !‘issni_\é:ﬁr ) .'195'7 w5
£, ey o ¥

Figure 6.11 : Plan d’expériences et introduction des réponses

Valider de nouveau, une petite fenétre apparait sur le haut du c6té droit de la fenétre
d’accueil permettant de choisir la réponse 4 étudier. Valider. Le menu Analyse devient

actif

: Choix de la iéponge & studisr -+ =,

i , c .
- Réponses

T e er U ROV |

Figure 6.12 : Choix de la réponse & étudier

6.2.3. Menu analyse
It comporte deux champs : choix entre une régression MLR ou une régression PLS.

:?&.nsuﬂ.’v-"‘-:eg .‘Lﬂ}chzgc. -

. Régraztior AIER

Mémrezsdior FLE

Figure 6.13 : Menu Analyse

6.2.4. Menu affichage

Il comporte les champs suivants :




j,‘%!‘fuhl:e t Loit'-_ A:ﬂb;

Effers at Interactions

| . —
Leafficianc du modals f

Cgefficiertr *

‘; EEY Aralria de la variance

|L‘ Anslyvre det réridur

. B iterigoncar par Trsite

: '
. h‘ itopdportat par Incervallar ‘

T 47 T Surface de véponce

XSO} Comvbar da nivanu da 1a forcrion d'arrevr da prédictior

- .: Graphe der ripontet obtervier or forcuon dot réporter priditar

'
H
M
1, !
i
!
|

Coefficiazie da la fonciion d'arrens de pridiciior

' ! Lrorégontar pour plusisur: ripenrar fur mime grapkigus

iy - .

: f- } Matyice dar corrilation: »

T TR i b AR ie s e e e & h e o taame s —on -

Figure 6.14 : Menu Affichage

6.2.4.1. Effets
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Il permet d’afficher les valeurs des effets et des interactions d’ordre deux et de

tracer les graphes correspondants.

;ﬂ?i?i‘;ﬂ;w "m' -1 v’ Valicer 4 X (dfikhl:ﬁnruw ﬁ . wf valteer Q 2‘
oo } 2‘5'7 '—_ ' ) _,.. ) N
W yd [ negf -] 1 | :‘;“"—‘Erﬁi:_ﬁ P n .
i .c.rq. | ..L | / l:,}]l i . 'caq C ’ . .‘ //
ii - 7 xsvl | ' V 5050
Jma‘ | . | . . J«IS_?:
) . o o | 1.1 & % {
L T 1T 1 7

Figure 6.15 : Graphes des effets

6.2.4.2 Coefficients du modeéle

Il permet d’afficher les coefficients du modéle

Coellicionts du aaxilia - Cosflicients du modile - <
" Modile du duxiéme dearé avec ir X 1e deerd avec interactions d"ordr 2 X
|2 a2 1 {comtcote Jx: [ar2 q
FIr TR 202088 - 108 . ) LN 000 [E T 120506 = 5,28 R
: > f«, S ’.

Figure 6.16 : Coefficients du modéle
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6.2.4.3. Histogramme des coefficients

Il permet d’afficher les coefficients sous la forme d’un histogramme,

r Coalficinity M}( r Coxffich Hx

o "
=2
- ) HEXTEET X TN d
- . oo . ¢
Riy . -
1 « __1 ¥
: {27 534k} % g CIELLY

Rugosité Pics
Figure 6.17 : Histogramme des coefficients

6.2.4.4._Analyse de la variance

Il permet d’afficher : la variance expliquée par Je modéle, la variance totale, la
variance des résidus, le R carré, le R carré ajusté, Uerreur expérimentale (Pure Error),
manque d’ajustement (Lack of fit), la valeur de Fisher calculée, I’histogramme de la valeur

de R? et R? ajusté et le coefficient de prédiction Q2.

r Ansiyir de virfance par MLA Ih*nhvm’-m’-ll.ﬂ
Ditpariion bkl 20829969 DOLo% X Divoeetion Fsidorke_ 340064516 00158 b4
Dinpasticn Tolale LN SN OTLs T nhp-u-a!m 237 LN THO BN
Dinpenion Expligotn 43640 360000 DBL 55 Dimpartion Excfizeia 2%2.55510 D058

L Y M -""'; m“""""‘" Talsace Bisbe 240 .
V-‘mn'ﬂ‘ RN
mhimh sy

YawerToals  T953707mm0
vaas plgubs 96327773600

Eroma puts 1308 poLsT ’ zn-,-. " 51 ot1e3

Marcs dhirstemens 15030 DEL>3 M Dhjtiment 319 DOLo3

‘Ade | wmzon - Fber ey

.. v [ [y

Faes o Sme  ems

iy 87 e L e H
Rugosité Pics

Figure 6.18 : Analyse de la variance

6.2.4.5. Analyse des résidus

It permet d’afficher les réponses mesurées, les réponses prédites, les résidus ainsi

que le diagramme des résidus.
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= Analysn (s rhsiche pay MLA x r Anoatyss des réaiche par ML
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Figure 6.19 : Analyse des résidus

D’aprés les figures 6.18 et 6.19, les tests statistiques montrent que le modéle établis
pour chacune des réponses expliquent bien les résultats expérnimentaux. Ces modéles vont

étre utilisés pour faire des prévisions dans le domaine d’étude.

6.2.4.6. Isoréponses par traits

Il permet de tracer des courbes d’isoréponses dans un diagramme a deux
dimensions. On doit choisir deux facteurs parmi tous les facteurs de I’étude. On introduit la
valeur maximale et mimimale entre lesquelles I’utilisateur souhaiterai tracer ses

1soréponses. Pour cela il faut fixer le pas.

sl . " ot . .
s e = 7oA~ T 1211 3¢ h-hap A rainar—— ] % e ' X
ottt ; P gy Factiey . \ —f——] b
[M‘:l' " Avance ' :, E:‘ ‘\§ A iupl : .luhee u T %:‘;:T—-
B Y Avance F =l : Avieee o —_—
bap’ Vo | e ’/?7:::& , my Yo | um AT .
Yo 0 'r."m . [{I ///:—-: "‘.\ {vme wm o :/
Yain - Rugoeds 2 o Y 50 m - |—
o s 15080 | f(‘ TN [ g Lo e :':__:\
. 1 L g = = g
A3 ] 15 Can [1 n
L 1 e
o V500 BRIED 2 e ST 70 - (TR
e P s o
FAENUEEN. 1 - [/ s -~ ==
Rugosité Pics

Figure 6.20 : Isoréponses par traits

On peut obtenir les coordonnées d’un point et la réponse correspondante en

maintenant le clic de la souris dans le diagramme d’isoréponses.

6.2.4.7. Isoréponses par intervalles
On peut également, comme pour les isoréponses par traits obtenir les isoréponses

par intervalles.
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Figure 6.21 : Isoréponses par intervalles

6.2.4 8. Surface de réponse
Il permet de tracer des courbes d’isoréponses dans un diagramme a trois

dimensions.

¥ ?

AL,

b PEF B "
7 e i ‘ 1 3
oK o | \ i !

Rugosité Pics
Figure 6.22 : Surface de réponse

6.2.4.9. Courbes de niveaux de la fonction d’erreur de prédiction

1l permet de tracer les courbes de niveaux de la fonction d’erreur de prédiction. On

doit choisir deux facteurs parmi tous les facteurs de I’étude et fixer les autres.

da rivesuy de la lonction d srrew de pridiet

r Conmtars ion .
r Chicz du factmurs m——— e R TP T
Factewd W = | A
Are | Avarco . ﬁ;—: ‘:\"\’h\_
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Figure 5.23 ; Courbes de niveau de la fonction d’erreur de prédiction
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D’aprés les figures 6.20, 6.21 et 6.22, on peut tirer directement les valeurs estimées
de la réponse a n’importe quel point du domaine d’étude. 11 suffit de choisir une vitesse
d’avance et une vitesse de coupe qui ensemble, donnent une réponse se situant sous la

ligne de niveaux 150 pour la rugosité et une réponse se situant sous la ligne de niveaux 50

pour le nombre de pics.

6.2.4.10. Isoréponses par traits pour plusieurs réponses sur le méme diagramme

Il permet de tracer des courbes d’isoréponses dans un diagramme & deux

dimensions pour plusieurs réponses

_ 1otk e P ok -
- Chvia te 1e Tépones st eebimo - — 54
"Ré{nnm gl . . ‘""-._w‘-‘ S0T1.n

Avy . b ﬁ%%
- Chom ow factouts : e eren . .
.7 1 ~
-W.Coupn Th DU\ \‘--—._..\__;
i o g V.Coupe: - ,;g >5'(- ‘\\m
Arel Avance .02 // /\ =N
Ain 2 V.Coupo 4 Rugosité — /
i, - 1,08 |0 / \ﬁ_&
Yo 100 . Fles - T
Yo - 50 B 1/ 1] I S
> 10 " - [ 80 .
Pu—_-.\ . . —~ + e
L

Figure 6.24 : Isoréponses par traits pour plusieurs réponses

On peut obtenir les coordonnées d’un point et les réponses correspondantes en
maintenant le clic de Ia souris dans le diagramme d’isoréponses.
D’apreés la figure 6.24, on constate qu’il existe une petite surface ou les deux

objectifs sont respectés. Une vitesse d’avance de 0,75 m/min et une vitesse de coupe de 21
nys,

6.2.4.11. Matrice des corrélations

I permet d’afficher la matrice des corrélations entre la grandeur d’intérét et les

facteurs } _

r Matice dex coméations —— 5 - Matrice de comElations X
5‘ Avence  |V.Coupe ' [Rugorilé ’ _{Avance - |V.Coupe lPica , -
sAvance a0 0.00 020 . Avance 0 0.00 0,24
V.Coupe {000 1.00 -0.83 ¥.Coupe |00 1,00 0.20
Rugosikté |0,20 08 7 100 Pica 02 0 100
H

Rugosité Pics

Figure 6.25 : Matrice des corrélations
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6.2.4.12. Coefficients de la fonction d’erreur de prédiction

It permet d’afficher les coefficients de la fonction d’erreur de prédiction.

6.2.4.13. Graphe des réponses observées en fonction des réponses prédites

Il permet d’afficher le graphe des réponses observées en fonction des réponses

prédites.
-c.mmwm&:mfmmm-mum&— [ Grapho dex e " S0t en fonction de réponies préditos
o[ : RS : .y R
B 3 | R, wll .
- 248 e,
f 720 g el
gzoo R
1834 - g T
| g € 15 || -
> bt > el
Ouze ; - o =
[T+ I D 'Q’!;.‘Q. et end i,
e W vaieurs proaios e .' . TR S eite prédaes € BF W0
i &4
Rugosité Pics

Figure 6.26 : Graphe des réponses observées en fonction des réponses prédites

6.2.5. Menu voir

Il permet de rappeler le nom des facteurs, des réponses, des unités et enfin
d’afficher les trois matrices: d’expériences en variables centrées réduites, d’information et

“de dispersion.

| Eoir) Atge? -

ﬁ. B Q:dlle da ravail

¢ “Information

i
i
i
s
{

|

i
: i
 Magrice da dirpersion ;

et e i == ey s At e

Mairice d'expériences

' Mawidce d'information i

Figure 6.27 : Voir

6.2.6. Menu aide

I contient un fichier pdf contenant la description du logiciel et la théore des
différents plans étudiés.

Addezh
'|:§ 23 inrilirer I'aide ?
-. F_’;_::‘, = §
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Figure 6.28 : Aide



113

CONCLUSION

Les mathématiciens ont toujours été a I'avant garde de la recherche aussi bien
fondamentale que pratique en déveloj)pant plusicurs théories scientifiques. lls les ont
constamment améliorées et perfectionnées. Mais il s’est toujours écoulé un certain temps
entre la découverte de ces théories et leur application pratique dans le monde industriel. La
raison en est simple, car ces théories, lors de leur application pratique, nécessitent souvent
un volume considérable de calculs. C’est évidemment outil informatique, venu a la
rescousse qui a pu débloquer Ia situation en évitant au chercheur des calculs fastidieux et
souvent impossible a effectuer. On peut citer par exemple I’ Analyse des données dont les
premiers développements théoriques furent établis pour la premiére fois en 1930 et leur
vulgarisation et utilisation pratique dans le monde industriel ne fut effective que vers les
années 1960. 11 en est de méme de Fapplication de la théorie des graphes et de beaucoup
d’autres théonies mathématiques.

La Méthodologie de la Recherche Expérimentale, appelée aussi planification des
experiences, est une discipline mathématique faisant partie de la statistique inférenticlle.
La théorie de la méthode des plans d’expériences reste toujours en développement et elle a
pris une importance si grande, grice 4 ’existence de logiciels spécifiques, que Pon est en
droit de se demander si cetic discipline ne pourrait pas étre enseignée trés t6t daas le cursus
universitaire. Le travail qui nous a é&é proposé avait deux objectifs :

Premiérement, développer notre propre logiciel. Ce qui nous permettra non seulement de
nous affranchir des calculs fastidieux et de pouvoir tmiter et analyser n’importe quelle
expérience pratique dans les domaines chimiques, pharmaceutiques, agronomiques,
physiques etc... mais aussi d’avoir la possibilité de perfectionner ce logiciel.

Deuxiémement, essayer de contribuer modestement au développement de la théorie en
proposant une certaine disposition de points expérimentaux afin d’améliorer le plus
possible les critéres d’optimalité. Le seul inconvénient est I’augmentation du nombre des

essais a effectuer.
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II serait intéressant de développer un logiciel spécifique pour plans de mélanges trés
utilisés en pharmaceutique et dans beaucoup d’autres domaines. Lindustrie du pétrole et
du gaz naturel, constitue un vaste champ d’applications des Plans d’Expériences.
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APPENDICE A
LISTE DES SYMBOLES ET ABREVIATION

: Constant d’un modéle.
: Coefficients des termes de premier degré

: Coeflictents des termes carrés
: Coefficients des termes rectangles
: Coefficients de la variables x: dans un modéle déterminé par Ja méthode des

moindres carrés

: Vecteur des coefficients du modéle

: Vecteur des coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés

- Distance au centre des points en étoile dans un plan composite, nivean attribué
: Distance au centre des points expérimentaux pour le 2™ plan proposé

: Contraste du facteur i

: Vecteur des pentes des drottes des moindres carrés passant par Porigine

(Régression PLS)

: Fonction d’erreur de prédiction

: Fonction de la variance de prédiction
: Degré de liberté

: L’écart d’ajustement

: Bcart résiduel

: Valeur vraie de Pécart ¢;

: Vecteur des écarts

: Espérance mathématique

: Efficacité vis & vis du critére G

: Fonction

: F de Fisher-Snedecor

: Le nombre de composantes a retenir dans 1a régression PLS



116

: Le i élément diagonal de la matrice X(* XXy V' x

: matrice unité, générateur d’aliases, moyennie dans un tableau des effets
" : Nombre de facteurs

: Réponse théorique de I’essai n° ;

: Nombre d’essais au centre du domaine d’étude

: Nombre d’essais du plan factoriel

: Nombre d’essais du plan étoile
: Nombre d’essais d’un plan d’expériences
: Nombre de facteur supplémentaires pour un plan fractionnaire

- Vecteur des pentes des droites des moindres carrés passant par I’origine

(Régression PLS)

- Nombre de coefficients d’un modeéle mathématique

: Coefficient du prédiction

: Coefficient de corrélation

: Coefficient de corrélation ajusté

: Estimation de variance

: Ecart-type de I'erreur sur les réponses mesurées

: Vanance des écarts

: Bcart-type des coefficients déterminés par la méthode des moindres carrés
: Vecteur des pentes des droites des moindres carrés passant par I’origine
(régression PLS)

: Variance des coefficients estimés par la méthode des moindres carrés

: Variance de I’erreur sur les réponses mesurées

: Niveau attribué aux différents facteurs et exprimé en valeurs centrées réduite,
vaniable /

- Elément de la ligne 7 et de la colonne j de la matrice X

: Vecteur modélisé du point u

: Matrice de calcul

: Matrice des résidus dans la régression PLS

: Matrice transposée de X



(' XX)
(' xx)!

W,

: Matrice d’information

: Matrice de dispersion |

- Vecteur des pentes des droites des moindres camrés passant par Iorigine
(Régression PLS)
: Réponse de I’essai n° §

: Vecteur des réponses observées

: Réponse prédite de ’essais i

: Vecteur des réponses prédites

: Moyenne des réponses au niveau haut d”un facteur

: Moyenne des réponses au niveau bas d’un facteur

: Matrice des réponses observées

: Niveau attribué au facteur exprimé en unité courante

: Valeur centrale de I’intervalle [-1, +1] exprimé en unité courante

117
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