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RESUME :

l.a présente étude consiste 4 résoudre numériquement le probleme de PRANDTL pour la
torsion des poutres de scetion non circulaires par la méthode des éléments finis applhguée au
profil d*aile. afin de déterminer et de localiser la contrainte de torsion maximale.

PPour cela, on a réalisé un programme traitant plusieurs sections complexes avee différents
tvpes d'¢léments finis, en résolvant des systémes d’équations & grande dumension. La

validation des résultats est faite avec quelques exemples typiques analytique.

ABSTRACT :

The present study consists in numerically solving the problem of PRANDTL for the
tarsion of the noneircular beams of section by the finite element method applied to the profile
ol wing, in order to determine and to locate the maximum torsional stress.

For that. one carried out a program treating several complex scetions with various types of
linite elements, by solving systems of equations to great dimension. The validation of the

results is made with some typical examples analytical.
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Nomenclature des symboles

A AT Surface de la section d*une poutre, et la section d’un élément fini m’

AL B, C .., L Points spécifiés sur la frontigre du domaine.

B : largeur de la demi-bande de la matrice de rigidité.

1y 02, €140 .00 Cf ;. Constantes pour 'approximation de la fonction Nix,y).

ji i Elément du veeteur de sollicitation d*un élément fini (e),

(i @ Module de cisaillement.

g - Vecteur des polyndmes de la fonction N,

H. h: Hauteur m. Type de maillage.

1, : Moment polaire m",

Liw 5 Ly o Moment d”inertie par rapport & x et y respectivement m”*,

I,y : Produit d"inertie m.

I; : Moment statique o,

L - Inidgrales d’une fonction a deux variables ou la puissance m pour la variable x et de puissance
n pour la variahle ¥, dans un élément typigue.

[y ¢ Adre de la surface d”un élément triangulaire ou quadrilatére (m =n =10},

ki, a : Les éléments de la matrice de rigidité globale.

L, 1: Longueur de la poutre. 'osition d'unc case dans un vecteur.

M, : Moment de torsion.

i 2 Degré du polyndme de la fonction d’interpolation.

Ni. N : Fonction d’interpolation d”un élément fini, Le rang de la matrice [k].

My, Ny Nombres des noeuds suivant I'axes x et y respectivement.

n, n : Numbres de termes de la fonction d'interpolation. Vecteur unilé.
ny, 0, Composantes du vecteur unité.

P Pression transversale uniforme,

P, Q: Paramétres pour le contrdle des points du maillage.

iy ; Flux de la variable secondaire,

S : Section droile d*une poutre. Aire m”,

8. .8, : Force de cisaillement

T Force de (raction.

u, v, w e Déplacements suivant x,y,7 respectivement tn,



K. ¥ . Sysime dlaxes locale,

x, 7.2z Coordonnées du centre de gravitd,

IVk ) Yecteur remplagant la matrice de rigidité [k] selon la méthode de stockage.

[k].[k"]: Matrice de rigidité globale. Matrice de rigidité élémentaire.

[F], [F'] : Vectear de sollicitation (ou foree) globale. Vecteur de sollicitation élémentaire.

[H], [L] ; Matrices toangulaires déterminées par la décomposition de la matrice de rigidite.
Matrices du systéme créant les fonctions d'interpolations Nj, tel que L est inverse de | L

[S"] : Matrices de base constitutives de la matrice rigidité [k], (i= 1 ou 2).

Symboles Grec :

i, [,y Coeflicients des lonctions d'interpolation d’un triangle a trois neeuds.

O Angle de torsion unitaire rad ou % m.

Ex . Uy £ o DETommation directe.

Yoy + Yax - Vey ¢ Déformation de cisaillement dans les plans xy Jzx et 7y respectivement.
Oy , Oy , Oy | contraintes directes suivant xy.z respectivement Nim®,

Tuy s Tox « Tpy ¢ Contraintes de cisaillement dans les plans xy 2x et 2y respectivement N/,
v Fonetion de contraiude,

M« Fonetion dinterpelation ou test.

p(x,y) : Fonction de gauchissement.

o - Angle de déformation rad ou =,

@ : Facleur de sur-relasation utilisé dans Malgorithme de filtrage des neeuds, €11,2].
" Frontigre du domaine,

€1, L) ; PDomaine plobale arbitraire d*étude. Domaine de ["élément fini.

Indices et exposants :

1,7 : Compteur sur les noeuds ou les cases d'un veeteur,
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INTRODUCTION

Introduction

Les sciences de 1'ingénicur sont des domaines ou la recherche est omni présente, ¢'est pour cette
raison que les chercheurs ont établic des axes principaux sur lesquels doivent mener leurs
investigation, afin d'éviter la déperdition de leurs cfforts. Ces axes sont orientés comme suit
- Détecter les points ou zones de faiblesse des matériaux qui puissent &tre les causes directes des

ruptures,

- Trouver les solutions qui puissent nous amener & un compromis entre le facteur économique et le

facteur d'oplimisation.

- Dépager une analyse théorique donnant le plus fidelement possible des résultats conlormes a la
réalité, vu que les solutions mathématiques exactes n’existent pas A cause, par exemple, de la
complexité des conditions aux limites ou de |"anisotropie du matériau.

- Mener plusicurs teste afin de vérifier lc degré de précision des analyses mathématiques.

Dans un avion. la plos part de ses structures sont non circulaires (aile. fusclage, dérive.
longerons,... ), se qui induit que la solution analytique (cxacte) du probleme de torsion n’existe pas,
ot dvidemment notre intérét s'oriente vers la recherche de solutions numeérigues approchés.

La prégente éude consiste & résoudre numeriquement le probléme de PRANDTL pour la torsion
des poutres de sections non circulaires par la méthode des éléments finis appliguée au profil d aile,
afin de déterminer et localiser la contrainte de torsion maximale.

La modélisation et la discrétisation des équativns gérant le phénomene physique seront donc
ondées sur Tutilisation des ¢léments finis bidimensionnel (2D). Les éléments utilisés sonl
un triangle a trois nocuds, un triangle 4 six noeuds et un guadrilatére a quatre nceuds,

Cependant deux difficultés principales se rencontrent, si la méthode des éléments finis est
wtilisée. La premicre difficulté majeur ¢’est la maniére optimale de génération de maillage. ainsi que
'adaptation des équations an modéle mathématique de la résolution: aulre difficulté est le choix
de Ta méthode numérique adéquate 4 la résolution du systéme d’équations algébriques vo le nombre
important de degré de liberté allouées. Pour cela, il faut subdiviser le domaine en petit sous
domaines de géométrie simple connue telle que la géométric triangulaire et quadrilatere par
Fintermédiaire des fonctions d'interpolation. Un nombre imporiant d’¢léments fi inis sera ¢tablit el
appliqué pour le développement d'un programme numérique afin d’avoir une convergence vVers la

solution exacle,

I"s;.gc-: |




INTRODUCTION

Vu la dimension importante de la matrice du systéme, le stockage dans la mémoire de
ordinateur sera réalisé en utilisant la technique des matrices bandes afin dévité le stockage des
cases nulles. Pour avoir un nombre important de zéros, il faut faire une numérotation des neeuds de
maillage. De méme, la résolution su sysiéme d’équations sera fait par une méthode directe cn
utilisant I'algorithme de KHALESKI, qui scra modifié spécialement pour des matrices bandes ct
SYmetrigues.

Pour une bonne assimilation et compréhension de notre étude, nous avons structuré notre travail
en six chapiires :

Le premier chapitre faisant une synthése bibliographique sur Ja torsion, ainsi gu’il expose le
probléme de PRANDTL.

Dans le deuxigme chapitre, nous donnerons les caractéristijuement géométrique de ln poutre,
ainsi que leurs méthedes de caleul.

Nous présenterons par la suite dans le troisiéme el quatrieme chapitre le modéle numérigue base
sur la méthode des éléments finis avee la procédure de remplissage et dassemblage des matrices
¢lémentaires selon leurs type, ainsi que les technigues de discrétisation nécessaire pour le maillage.

Puis, en cinguidme chapitre, les différents procédés de stockages des matrices bandes des
vecleurs unis colonne et la résolution des sysidémes d'équations (obtenues) par la méthode
mumérique directe de KHALETSKL

Enfin dans le dernier chapitre, on présente les différents résultats mathématique calculés pour les
diftérentes sections, commencent par la plus simple afin de justifier et de valider le programme
réalisé, cnsuite vers quelques autres sections complexes (profils d’ailes) qui présente un intérét
physique ou la solution exacte est absente,

Enfin une conclision générale cldturera notre étude.

I’z g{; 12
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CHAPITRE I Torsion tli:s_guu_trcr- a m:t:liu_ns sg_lides non qi:-culuirc{a

CHAPITRE 1

Torsion des poutres a sections solides non circulaires

L1. Introduction :

l.a torsion des poutres de sections non circulaires, se base généralement sur des methodes
découlant de la théorie d'élasticité. Or. les principes de symétrie wtilisés pour la résolution des
problémes de torsion des sections circulaires ne sont pas applicables 3 des scctions non circulaires.

Dans ec chapitre, nous résoudrons notre probléme par la méthode de Prandil ¢t une apergue sur
la méthode de Saint-Venani.

1.2, La torsion :
1.2.1. Définition :

Une poutre est sollicitée en torsion simple lorsqu’elle est soumise & ses deux extrémites 4 des

aclions mécanigues dont les torseurs associcés se réduisent a deux torseurs couples opposcs dont les

moments sonl paralléles a la ligne moyenne.(Fig.1.1)

h_ﬁ_.lG‘ l/-i_“.h _ f \ ﬁf‘z .
2/ \ 7

<= Ligne moyenne >>

Fig.L.1 : Tursion d une pouire
« Ma ¢t Maz ont pour support la ligne moyenne et sont tels que : Ma, -+ Ma: = 0

Avee : I\E{; = Wi .xr
1.2.2. Torsion des poutres i sections circulaires :

La section circulaire est non seulement géométriquement simple, mais en plus, la symétrie de
cette section par rapport 4 axe longitudinal de la poutre, lacilile la résolution du probléme de
torsion. La soltion analytique est relativement simple, on la déduit entiérement des deux prands
principes de la []lél:ﬂ;ﬁquﬂ des solides - I"équilibre et la compatibilité des déformations.
1.2.2.1. Etude du mode de déformation :

Considérons un trongon de poutre soumis & un moment de torsion, el isulons un élément situde a

utie distance r de Paxe z (figure [.2).

P:l;::i; 13



CHAPITRE I Torsion des pountres 4 sections solides non circulaires

.I r
o I}
;’f o D
A | "D
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B ! ¢
i"1. I
|

Fig.1.2 : Mesure de la déformation d'un élément d'une pouire

de section cirenlaive en torsion

Pour déterminer la valeur de la déformation, nous allons utilisé des arguments basés sur la symétrie

el nous poserons les deux hypothéses suivantes :

+ Un diamétre se déforme en prenant la forme d’une courbe.

# 1Ine seclion transversalc plane, se déforme en se déplagant longitudinalement. (fig.[.3.a.h)

Z
.
T J_,.r“
1
& Rt
-H T
-+
;”iiﬁé
‘\'»_—-o'
(a) (b)

Fip.L3.a.b : Déformation appurenie d une poulre en

caoutchoue de sectiom circulaire
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CHAPITRE I _ O Torsion des poutres 4 sections solides non circulaires

| *¢lément a subil une déformation de cisaillement v, 3 ¢lle est donné comme suit

= i —
LEL .s:!l_lalnr s
dgp
-l 1.1
T iz (L.1)

l.e rapport ‘lll_{: est "angle de torsion unitaire, dorcnavant, il est noté par 0.
1.2.2.2. Relation entre la contrainte et |a déformation :
[} existe une relation lindaire entre la contrainte de cisaillement et la déformation de cisaillement. et
elle est donné comme suit

T==0G7Y (L.2)
t @ Contrainte de cisaillement.
G : Module d'¢lasticile,
v : Déformation de cisaillement
'aprés les équations (1.1) et {L.2), on peul écrire :

Ty= Giy= Gri {1.3)
1.2.2.3. Contraintes et déformation en fonetion du moment de torsion appligué :
Le moment de torsion ne provogue ni allongement, ui variation de courbure de la ligne moyenne. 11
ne provoque que des rotations des points de la lighe moyenne autour de Paxe 7 (mouvement de

torsion), 1l est donné comme suit -
M =Go0J (1.4)

lit & partir de 1"équation (1.4), on obtient I"expression de I"angle de torsion unilaire en fonetion du
moment de torsion, soit :

M
- Its
6 3 (1.5)

linalement, en substituant |'équation (1.5) dans I'équation (1.3), on obtient Fexpression de la

contrainte de cisaillement en fonction du moment de torsion, ce qui donne : |6]

Mr
TI.'H = J [I"{‘}
1.2.3. Torsion des poutres A sections non circulaires :
Pour des problemes plats, Prandil a congu unc autre approche @ au lieu de résoudre pour des
déplacements, il a essaycr de résoudre pour des eflorts. Il a essayé de trouver une maniére de

représenter des champs de contrainte en termes de potentiels scalaires, choisic afin de satisfaire
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CHAPITRE 1 Torsion des poutres & sections solides non circulaires

automatiquement les équations de léquilibre. Les équations de compalibilité fournissent des
dquations régissanies pour les potentiels appropriés.
1.2.3.1. La solution de la fonction de contrainte de Prandri

Considérons une poulre de section arbitraire, soumise 4 ses deux extremilés des moments
épaux el opposés (fig.1.4). Les deux extrémités sont libres de telle fagon gue les déplacements
normaux 4 la section et en dehors de leur plan dorigine ne sont pas limilcs.

]rj.

L

Fig L4 : La (orsion d une poutre de section arbitraire.

La pouire ne subit aucune force le long de sa surface, c'est-a-dire :

sz G}- = Oz = I] {T,T}

La contrainte de cisaillement dans le plan de Ia section due an moment est nulle, ¢'est-d-dire ;

Toy = © (1.8)

It pour vérifier ces suppositions on doit démontrer que les contraintes restantes satisferont les
condilions d’équilibres et de compatibilité en tout points de la poutre, et satisfont aussi les
conditions aux limites en toug points de la surface de la poutre. Si nous ignorons les torces, les

équations d*équilibre (annexe A-1) se réduisent aux résullats suivants :

AT o
An _ g AL AP iir S (1.9)

i 4 c ax oy
I es deux premiéres équations de (1.9} montrent que les contraintes de cisaillement ¢, et g, son
en fonction de x et v sculement, elles sont donc constantes en tous points sur la longueur de in

poutre avee les mémes coordonnées (x,y), a ce stade, on se tourne vers la fonction de contraintes

pour simplifier la procédure de résolution.
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CHAPITRE 1 Torsiun des poutres i sections solides non circulaires

1.2.3.2. Introduction de Ia fonction de contrainte :

Prandtl introduit une fonction de contrainte g délinit par :

En 2
e at =
o y

(L1

Les équations de (I.10) satisfaits la lroisicme des conditions d’équilibre de (1.9) quelgue soil la
forme que ¢ peut prendre. [21]

Nous devons trouver maintenant les formes possibles de la fonction$ qui satisfaits les équations
de compatibilité ¢ les conditions aux limites; ces dernicres sont les facteurs qui distinguent un
probléme de torsion dun autre.

Y aprés 'état de contraintes, on deduwl

o b E'I' — EI [} ?;1.:.' =0 {Ll]}

Puisque f,, €t Yz sont en fonction de x et y seulement. les équations de compalibilité (Annexe)

(A-4} el (A-5) sont satisfaits. Alors los équations (A-6) et (A7) sonl réduites a:

"- =

| Ay (L12.2)
x| oy dx
2%y Aa|_, (1.12.b)
dy | oOx oy

() substituant les équations (1.10) et (1.12) dans I'équation (A-3). on trouve
2 2 z 2
...‘?_ M + ﬂ =1l . __._a_ E’]—? ¥ a..% =)
- ﬂll a},z 6}' -, a}
Ou hien :

S K= O ap=0 (1.13)
ax " iy o

Avee A est Laplacien de deux dimensions.

Le paramétre Ad  ost constant & chaque scction de la poutre; alors, la fonelion §  doit satisfare
" équation (1.14) en tous points de la poutre :
2 2
39 T _ e (1.14)
axz m,z
Finalement vn doit s°assurcr que ¢ répond aux conditions aux limites spécifices dans 1"équation

(A-9 ) annexe).
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CHAFITRE 1 Tersion des poutres a sections solides non circulaires

Sur la surface de la poutre il n°y a avcune force externe appliquée, alors : X = Y=Z=1za
la direction cosinus n est également nulle, done, les deux premiéres équations de (A1) som
satisfaites, alors, laissant la troisiéme comme condition au limite :

-1;:!_ m -+ Ta L=0 {1.151

Draprés la figure (1.5), les directions cosinus L et m dela normale (N) a chaque point de la surface
de la poutre sont :

d 1
=& gt om= B (1.16)

L=
s ils

J.rl

Fig. 1.5 : Formation de lu direction cosinus L et m de la normale
a la surface de la poutre,

En remplagant les équations (110} et (1.16) dans 'équation (1.15), on obtient :
G i o .

ax ds @y ds

L A

as
Donc ¢ est consiante sur la surface de la poutre; et puisgue la valeur de celte constante n'allecle
pas les contraintes de I"équation (1.10), on peul convenir de donner & cefte constante la valeur de
zéro. alors, sur la surface de poutre on a la condition au limite suivanie :

iie (1.17)

Aux extrémiiés de la poutre, les dircctions cosinus de la normale de la surface ont les valeurs

L=0m=0ectn= L

Iin remplagant L, m et n par leurs valeurs dans I'équation (A-9), an trouve

|

= Tﬂ
Y = To (1.18)
7
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CHAPITRET ‘Torsion des poutres & sections solides mon circulnires

Nous observons niaintenant que les forces 4 chaque extrémité de la poulre sont des forces de
cisaillement, ils sont distribués sur les extrémités de la méme maniére que les contraintes de
cisaillement sont distribuées dur la surface.

Les forees de cisaillement 8, et 8, dans la direction posilif de I'axe x el y respectivement. sont :
1 } I

g, = [[Xaxdy
B (1.19)
s, = [IY dxdy
En remplagant les équations de (1.18) dans "équation (L. 19), on trouve :
Se = [lr, dxdy
(L2
S HTIH dxdy
Substituant 'équation (1. 10) dans I’équation (1.20), on trouve :
o9
8 & H'é;, dxdy
(L.21)
_ o
SJ‘ == '”E dxdy
Puisqued = 0, Iéquation (1.20) devient :
§, =0
(1.22)
5y =8

De "équation (1.22) s'en suit qu'il 'y a pas de force de cisaillement résultante aux extrémitcs.

d o, la seule foree en présence est un moment de valeur :
M= [J(t_x - 1, ¥)dxdy (1.23)

0 le sens positil' du moment est pris dans le sens contraire de "aiguille d’une montre.

Reéderivant équation (1.23) en termes de la fonction de contrainte d . on obtient :
M = - E'-}‘::: dxdy - e y dxdy 1.24
(12 xasdy - [[2Fy asa 12

In intégrant par partic chaque terme du coté droit de I'équation (I.24) ct en nolant qued = 0
i chaque point de la limite, on obtient :

M, = 2 [Jo dxdy (1.25)

On est done maintenant en position d*obtenir une solution exacte & un probléme de torsion, de

telle sorte qu'elle satisfait I"équation (1.14) en Lous points & I'intéricur de la poutre ¢l disparail & su

surface el pourve que les moments extéricurcs sont distribués sur les extrémités de la méme

maniére que les contraintes intérieures sur la section.
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CHAPITRE 1 ~_Torsion des poutres & sections solides non circuhaires

Bicn que la derniére prévision soit généralement impraticable, nous savons du principe de Saint
Venant que sculement kes contraintes dans les régions extrémes sont affectées; done la solution esl
applicable aux sections dont les distances des extrémités sont généralement supcricures o la
dimension de la plus grande section.

Nous avons de Méquation (.11 :
q ;

On conelu gque chaque section tourne comme un corps rigide sur son propre plan avutour du centre de
rotation.et que malgré les sections souffrent du gauchissement normal & leur plan, les valeurs de c2
déplacement aux points ayant les mémes coordonnées sur la longueur sont ¢paux

Supposons qu'une section de la poutre tourne d’un petit angle ¢ par rapport 2 son cenire de

rotation qui coimcide avec origine o (voir Fig.1.6).

y

.

Fig.L.6 : Déplacement d'un corps rigide d'un point dany lu section de la poutre.
Un peint p(r,a) se déplace vers le point p(r,a + ¢), alors les composantes du deplacement sont :
u=-rsine . V= T sing
D'ou : u=-¢y 3 Y= X (1.26)

Se référant aux équatiops (annexe) (A-11) et (A-3), on déduit que :
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Torsion des poutres i sections solides non circulaires

CHAPITRE 1

du N I
Yo " T e
(72 Ox (s
(LZ7)
ow av Tay
T
a}' [ A ':—l
I’ substituant Péquation (1.26) dans (1.27), el aprés un rearrangement, on trouve :
ow d
O e Bl T o
ix G dr
(1.28)

o B 0

oy G dz

Pow un point particulier de torsion, I'équation (1.26) permet de calculer les déplacements
fatéraux W de la section plane d’origine, On peul noté que chaque section lourne commie un corps
rigide de p qui est en fonction de 7 seulement.

lin dérivant la premiére ’équation (1.28) par rapport 4 y el la deuxiéme par rapporf i x. ¢t ¢

sonnant, on trouve !

l‘:ﬁ = _at_”J 4 Iqu} =0

2 2
J d
L (1.29)
On peut éerire (1.29) sous la forme suivante :
d
AfmBEEE gt (L30)

dz
[1 est pratique ' introduire une constante de torsion J définit par I'équation générale de lorsion

i
M, = GIE (1.31)

dz

Le produit G.J est connu par la rigidité de torsion de la poutre et peut étre écrit & partir des

équations (1.25) et (1.30)

4G
GJ == (fb dxd 132
5 [f6 dxdy (L32)

Considérons maintenant la ligne de la constante ¢ (Fig.L7).

Mage c 1



CHAPITREL _ Torsion des poutres A scctions solides non circulaires

o T

—P X

Fig.1.7 : Lignes de contraintes de cisaillement.

Si (s) est la distance mesurde le long de cette ligne a partir d"un point arbitraire, nous avons :

a0 _op dy . Ob dx _ g
gy dy ds ox - ds

Litilisant Iéquation (1.10) et (1.16) pour récerire I'équation ci-dessous conume suit

B gL+ Tym=0 (1.33)

as

De la figure (1.7), les composantes normales et longitudinales des contraintes de cisaillement sont ;

Tan = T L+ 1::\' m
{1.34)

T~ Tl — Ty ™
En comparant la premiére équation de (L34) avee ["équation (1.33). nous constatons gue la
contrainte de cisaillement normale est nulle, ¢t que la résultante de la contrainte cisaillement en (ous
points est tangentielle 4 la ligne de ¢ = constante. Ces lignes sonl CONNUES comme des lignes de
contraintes de cisaillement ou tout simplement lignes de cisaillement.

Iin remplagant ¢ dans la deuxiéme équation de (1.34), on trouve

T ™

e B (L35)

m
ox /

D aprés la Ggure (1.7), on rééerire I'équation (1.35) comme suit :

N Ei-:! dx ap dy
T=" " ox "dn v dn
Dob Ty ™ - a'h (1.36)

an

Dans ce cas. la direction cosinus L et m sont définis en terme d’élément normal de longueurdn .
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CHAPITRET _ Torsion des poutres & sections solides non circulaires

Duir nous avons démontré que la résultante de contrainte de cisaillement en tous points sl
tangenticlle & la ligne de contrainte de cisaillement & travers le point et elle a une valeur yui esl
égale 4 moins la dérivé de ¢ dans la direction normale de la ligne.

Exemple 1 :

Pouwr illustrer la méthode de Pramdtl, on utilise sa fonction de contrainte pour résoudre le
protléme posé dans cetl exemple.

Supposons un trongon de poutre de section elliptique (d’axes mineut « a » et majeur « b)), dont il

esl soumis a un moment de torsion (Fig.l.%). Nous devons trouver une fonction qui satislait

Ap =-2G0O
=0 sur I
z YE
1. eéquation de "ellipse est : li- 2t
a b
4
1
I
- X
0
=2
a

Fig.L.8 : Torsion d’'une poutre de section elliptigue

Considérans 1a fonction de contrainte suivante :

—C£+£—f {i)
tr" o hz

$ - satisfuit clairement les conditions aux limites, Fit on doit choisir C {constante) de telle sorte

que les exigences de compatibilité seront satisfaites.

Substituant I"équation ( i ) dans I"équation (1.30), on trouve :

1
a b

3 2
a b .
2 b 4 y
a +b

Vou : = -Gl
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CHAPITRE T Torsion des poutres & sections solides nun cireu laires

1 2 2 2

¢ EEy 1 z
Finalement ; ¢ =-0G6 ar X + L e 1 ( iii )
a°+h” | a b

* En remplacant Nexpression de ¢ dans équation (1.25), nous oblenons la relation suivante : (la
P ol :

relation entre e moment et la Laux de rotation) :

1,1
M, = -2G0O ’; b ; {_li [[x? dxdy + [LI ijﬂlmly—ﬂd:dy]
A

a +h a A ¥ A
3 'IIHIJJ
Avec . I = H!r’ dedy = Iy =
P 4
thg’
by — HII dxdy = Iy = 4“
A

A = Hdid}' — A = mab
A

I:n remplagant les intégrales par leurs valeurs respectives, nous obtenens :

3iad
a b ;
Moo €02 — (v}
: a’+hb’
*+ Fn comparant (iv) avec (1.31), nous déduisons que le moment polaire est ;
¥
b .
=J%1_r. (v}
a +b

* |in remplagant le produit G @ de I"équation (iv) dans I’équation (iii) el en dérivant comme indigud

dans la relation (1.10).0n trouve la distribution de la contrainte de cisaillement suivante :

M Y
na b

M, x ;
X T }‘t= 2_1:”_; i"ll]

Tuw=-2
th a

* Pour déterminer la distribution et le déplacement latéral w & travers la section, nous substiluens

Tws Ty ©F 8 deséquations (iv) el (vi) respectivement dans 1'éguation (1.28)on obtient :

aw MY . M@ +p)y
St e ¥ TR
i G ab nGa h
v, Mix M@y
ay TGbha G ah




CHAPITRET ~__Torsion des poutres & sections selides non circulaires

ox rt-d_ﬂ; Y ¥
[Fou o
aw _ M b-ah)
dy xGa' b
M, by’
we MO -a) inm
miza b
2. .3
ELEL% XY +f.(x)
rGa b

'uisque w doit avoir la méme valeur au point (X.y), alors :
f(y) = fulx) =0

1You: w = —&—!Pl:# Xy {viil)
nGab

On remarque que le gauchissement w est négatif dans le premier ¢t troisicine cadran, par contre il
est positil dans le deuxiéme est le gquatrieme cadran.
I.3. La solution de la fonction de gauchissement de Saint Venant :

Prandtl a résolvait le probléme de la torsion en introduisant une fonction de contrainte. par
contre, Saind Venant a introduit une fonction de déplacement

Supposons gqu’une section de la poutre tourne comme un corps rigide par rapport au centre de
rotation {ou torsion) qui coincide avec origine o (voir Fig.L.6).

Les composantes de déplacement du point p dans les directions x et y sont

==y , VE QX

|1 est également raisonnable de s*assurer que le déplacement du gauchissement W est proport wnnel
i la rotation de torsion ; donc constant le long de Ja poutre.

D'oi on peut définir W par I'équation suivante : {21]
W = by (xy) (1.37)

Quand w (x.y) est la fonetion de gauchissement, les conditions des forces et d'équilibre de la
poutre sont satislaites est cela grice 4 la supposition sur les déplacements. On constate qu'il esl
inutile de rechercher la compatibilité, car les déplacements ont une seule valeur, donc il satisfait

automatiquement la compatibilite.
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CHAPITRE 1 B Torsion des poutres a sections solides non circulaires

lLes composantes d’efforts correspondent aux déplacements supposcs, ils sont obtenus par lies
équations (anncxe) (A-10) et (A-11) :

£, E?f: £, = ?‘ql:.: 1]

ou  dw  dp | Oy :
— EE o EI o Re g 1.38
T ™ 3 x de |:sf.x }J o

v ow d i !
./ o oy dz | dy
Les composantes des contraintes correspondantes sont données a partir des Equations (A-2)

ci(A-3):

cdo [ éy
Ten — G ___P _!Ilr_ B F] (.3

do T
Ty = o Elllrl+1
? dz | dy

I'n ignorant les forces de masses, on constate gue les deux premic¢res équations déquilibre sont

satisfaites el que Ja troisiéme le sera si la fonetion de gauchissement satisfait I"Equation ( .30y :

aty alw

— Ay =0 (1.40)
axz -f?y

La direction des cosinus est nulle sur la surface de la poutre , alors les denx premiéres conditions

aux limites de 1"équations (A-7) sont salisfailes ct la Lroisi¢éme aura la forme suivante :

L= (L41)

Nous suvons qu'il n'y a pas de force de cisaillement résultante aux extrémités de la poulre, s

la seule force en présence est un moment de valeur
= ”{ T X~ Ty ¥ Jdxdy (1.42)

Substituant ["éguation (1.39) dans "équation (1.42) , on obtient :

- g H]: + x}c - E:: - _v,}y dxdy (1.43)

e i R
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En comparant (1.32) avee 'éguation (L.31) on trouve la constante de torsion J en fonction de ¥
d = H[% + x]x - l% - y]}' dxdy (144}
Ay A

La solution du probléme de torsion se réduil 4 la détermination de la fonction du
gauchissement ¥ qui satisfait les équations ([.40) et (1.41), la constanle de torsion et les taux de
torsion résultent des équations (1.44) et (1.43), les contraintes et les efforts & partir de I'éguation
(1.39) et (1.38) et finalement la distributions du gauchissement par I"équation (1.37)
I.4.Analogic de [a membrane :

Prandil a suggéré une analogie trés utile et pratigue ; elle associe la torsion d’unc poutre de
section arbitraire 4 une membrane déformée (présentant une petite délurmation).
Line membrane est un milieu élastique ne résistant pas & la Mexion. Nous savons daprés la théorie
des milienx surfaciques, que si une membrane plate est tendue de maniére isotrope avec une tension
initiale T.et si elle est soumise sur une de ses laces & une pression uniforme p.alors son

déplacement w est perpendiculaire 4 son plan(Fig.1.)

Fig.L9 : Analogie de lu membrane sur un chargement transversal

Considérons 'équilibre d’un 1"¢lément (dx,dy) de la membrane (voir I'ig.1.10 ),et en additionnant

les forces dans la direction 7, on aura :
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> E =0

thx%f"ﬂ. T dx%(w+%ﬂyJ Td}rg'f‘—-h Tdy (w-l- d.::] +pdxdy -0
Tdxdy 55 E!’w + Tﬂlli‘ya!w +pudxdy =0

{E45)

Sachant que :

* la force agissant sur le cote AB est:

. ov
Fl — | I-Fdx-a;r'

* la foree agissant sur le coté BC est :

y, = Tdytan (u-l g{; dx} -Tdy 5?( —%:'th]

* la force agissant sur le coté DC est :

F; = T dx%[w +%::dy]

¥ la force agissant sur le coté Al est :

g, =-Tdy sinz = - T dy tana =-Tdy -

RE

Fig.L.10 : L ‘équilibre de ['élément membrane

L
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On eonstate gue 1"équation (1.46) satisfait les contions aux limites, ¢'est a dire gu’en tout point
du bord de la membrane :
w =10 ( 1L.46)
Iin comparant les équations (1.45), (L46) avec (1.30) et (1.17), on constate gue w est analogue
ad.

El si la membrane a la méme forme extéricure que la section de la poutre, alors

w==cfbh
[Jou: P =leGGU
T
Done : l.11 F8 W (1.47)
P

Pratiguement. on perce dans une plaque rigide un trou de la forme de la section droite, puis on
rebouche avee une membrane tendue de manidre isotrope. la plaque étant considérée comme
rigide, la condition w=0 sur le bord cst bien respectée. On applique une pression p sur une des
faces. En relevant la forme de la membrane déformeée, on connait w et done .

Exemple 2 :

Considérons un triangle équilatéral, tel que, Iorigine O du sysiéme des coordomndes est situce au
centre du triangle. (Fig.1.11)

Les équations qui définissent les cotées AB, AC, et BC sont respecltivement :

¥ -3 % *%h"—*ﬂ {a)
2

y+«:’§x—gh=ﬂ )

¥ +—h=0 {c)

h : est la hauteur du triangle.

# Considérons la fonction de contrainle suivante :
2 Iy 2 1
g =C|(y -«E:hih}{y+«.3x—?‘h}[y+;h} (d)

¢ : satisfait clairement les conditions aux limites. Et on doit choisir C (constante) de elle sorte
que les exigences de compatibilité seront satisfaites.

Substituant I"équation () dans I'équation (1. 30). on trouve

—4hC =-2G10
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G
Dou : Ce=- = (e)
2h
Finalement : b=0G0 [L[vj -3x%y) - l{yz Tk ) iIlz:l (n
' zh © 2 Y

*  pour déterminer les contraintes de cisaillement, nous substituons 1'équation (f) dans I'équation

(1.16)), on obtient :
o =Gﬁl§l'l}*2-x2}- :r'] ; rn=[iﬂ{%u‘ 4-5} (=)
(Jn constate que :
- Aux trois sommets el au eenire de la section, les deux contraintes de cisaillement ¢,
el T,, sonl nulles.
- Sur I"axe des y. la contrainte de cisaillement ¢, est nulle, alows, la répartilion de ¢,

ct illustrée par la figure (1.11.b)
- La contrainte de cisaillement maximale est exercée en un point situé sur le contour.

Si nous examinons la répartition de ¢, le long de I'aréte BC, on trouve que la contrainie de

cisaillement maximal due a |a torsion s’exerce au point située au milien de cetie argte. Nous
pouvons done écrire Ia valeur de la contraintes de cisaillement maximale, soit :

2
= 2GOh |
T 3(3 (I}

w1ﬂ
-

" 3

=2
R
i B

]

(a) (b
Fig.1.11 : Section en forme de triangle soumis a une torsion
1) Géométrie

b) Répariition de 1, le long de axe v (M=)
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CHAPITRE 11 :

Caractéristiques géométriques d’une section droite

I1.1. Introduction :
Le matériau el les dimensions d'une pitce mécanique sont choisis en fonction des conditions de
déformation et de résistance requises; pour I'étude gui nous intéresse le malériau doit étre:
= Continu  : la matidre est supposée continue car son aspect moléculaire est trop "fin™.
» Homogéne : tous les éléments de la matiére, aussi petits soient ils, sont identigues.
{hvpothése non applicable pour le béton ou le buis).
- [sotrope  :en tout point et dans toutes les directions, la matiére a les mémes proprietds

mécaniques. (hypothése non  applicable pour le bois ou les maldriaux

composites).

La Résistance Des Matériaux éludie des pigces dont les formes sont relativement simples. Ces

pigces sont désignées sous le terme de « poutres ».

|Les caractéristiques géométriques de la poutre sont .
» L'aire
» Le moment statigue

« Les coordonnées du centre de gravité
s | montent d'inettie
+ Le produit d'inertie

[1.2. L'aire d'une surface plane :

Le calcul des aires des surfices se base sur 1"intégrale définie en considérant une section droite
plane A délimitée par une courbe ; découpant cette section en petites surlaces lémentaires simples

AAr AAs. Al DA, 5 telles que des rectangles, triangles, ou autre équivalents dont on connait

leurs valeurs (figure 11.1).

L'aire totale de la surface est donndées par :
A = AAFAAHAAG T RAA,

Si n—ow A =JdA (I1.1)
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L'intégrale 11.1 est une intégrale double, on intégre suivant une direction, en suite suivant aulre,

selon la disposition du probléme

0 p*
Fig.1L1 : Différenies surfaces élémentaires o 'une section A
AL3. Centre de gravité :
Soit 8 une section droite, de point courant N et soit PP un point fixe du plan nommal. Le centre de
gravileé (géometrique) est delini par :

PG =1 [PNds (1.2)
S

P

Fig.dL2 ; Centre de gravité d'uine section droite
[l est facile de voir que le centre de gravité G est indépendant du choix de P et qu'on a la relation :

[GNds=10
&

I1.4. Moment statique par rapport & une droite :
Svit 8 une section droite. de point courant N et soit 8 une droite du plan de la section droite. Soit

K la projection de N sur 6 (figure .11.3). Le moment statique de S par rapport & & est défini par :
Is(S,8) =[KN ds (1.3
3

Is cst évidemment un vecteur perpendiculaire ab,
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Fig.11.3 : Moment statique d'une section droite par
rapport o la droite 4,

[l est facile de voir que si Ged alors 1s(8,8)=0. Les droites & qui passent par G sont appelces dro ies
cenlrales.

+ §i on délinit un repére central orthonormé {GX.Y} dans le plan normal. on definit les
nombres;

Is.= Is{8,x).y = !_‘y ds (IL4.x)

Is,= Is(8,y).x= £x ds (T1.4.h)

Qu'on appelle respectivement moment statique de S par rapport 4 X et moment statique de 5

par tapport & Y.

G X
Fig.11.4 : Momeni statique par rapport au repére GXY,

1L.5. Moment d’inertie d'une surface plane :

Le moment d'inertie par rapport & axe X ou ¥y dans le plan de la surlace esl donné par la
sommation des produits de tous les éléments de surface contenus dans la surface finie par le carrd
des distances respectives de ces ¢1éments par rapport 8 'axe X ou y . Ainsi:

L=y ds {11.5.a)

]

L,=[xds (11.5.h)
5

ra ge : 23



CHAPITRE 11 Caractéristiques géométrigues d’une section droite

11.6. Moment "inertic polaire :

Soit une surface plane S, tel que T est la distance de I'élément ds par rapport & Torigine des
coordonnées (Fig.11.5). Alors, le moment d’inertie polaire Jy de la surface plane § par rapport au
point O est la somme des produils de tous les éléments de cetie surface par le carré de leurs
distances aux points considérés. Ainsi :

Jy= £P1 ds (IL.6)
Comme : o= ey
¥ = j{xl + ::'l}ds == j'f ds + j]r"! is
8 & ]
LY ow: Ja = L+ {IL.T)

* Le moment polaire est toujours positif

¥
&

:."' IIIIIIIIIIIIII L] ll‘

u 4

0 x

Fig.11.5 : Moment polaire par rapport au point ().

[L7. Produit d'inertic :
Le produit d'inertic par rapport aux axes x, y dans le plan de la surface est donné par la
sommation des produits d’inertic autour de ces mémes axes de lous les élements de surfhce

coilenus dans la surface finie. Ainsi :
E,= [xyds (TL9)
)

1D"aprés cette formule, il est évidant que Ly peut &tre négatill positif ou nul.

1L.8, Moment d'un triangle quelconque :
Considérant un triangle quelconque de neeud i =1,2.3 el de coordonndes (Xp.y))  (xzyz) - (X Y1)
par rapport au repére d'axe XOY quelconque (figure I11.6).

Le moment d'un iriangle est donné par I'intégrale suivante :
Lna=[x"y" dxdy (11.9)
5

O m el 11 sont des entiers positifs.
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CHAPITRE 1l Caractéristiques géométriques d'une section droite

v

2
(xz.¥3)
0 .5

Fig.11.6 : coordonnées des nieuds d'un triangle

Pour évaluer cetle intéerale, il est commode d'utiliser la transformation de GREEN pour passcr
d'une intégrale de surface A une intégrale simple curviligne le long du contour du triangle duns lc
sens anti-horaire.
1Feas:m=0,n=10

Cette intégrale nous dorme dans le cas m-0 ¢t n=0, I"aire de la surface du triangle

In= j{lld}'zﬁ (TL. 1Ty
]

Le résultat de I'mtégrale (11.10) domne :

T T i1
A =-i-l.'|i'.| xg & X3 =E{{Ia'lﬂﬁ';'}’ﬂ'ﬂr;'}]} &J_IT}}
¥ ¥ Yy
ﬁ"—:—;' {(x:'ll}f}'j'}'.)'{yi'}'.]{l;'m]} {“']l}

2™ eas : (m=1. n=0) et (m=0.n=1)
Nous aurons & partir de I'intégrale (1LY) les moments statiques avec le centre de gravite du
triangle.

Tip= jl[]li]:t’ = AXq {1.12)

A
I = I}"ljll']}’ IHY:_; [".13}

A

l'el que:
Xo=3 Zm=F(xntxtx)
G 3 KL"‘3 R R ]
(1.14)
%{?_1"’3":"'3'1]

,1”""1:35: m={ ,n=1

Nous aurons 4 partir de "intégrale (11.9) le produit d’inertie d’un triangle :
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I = [xydxdy = A i("ﬁ*’-:‘+9 x:‘:Yu]
' 12 | &%
Al
I = Ly = | Ly +IXLY, (1L.15)
12‘ i=l
4 ™eas: (m=2, n—0} e (m=0,n=2)

Nous aurons 4 partir de Fintégrale (11.9) les moments d'inertie dun triangle :

laz = illdld}" = % [(2 IEJ + 91‘1?:} (11.16)

i:f] + E’Yf,-} (1.17)

b2 = [vidxd =ﬁ-(
e i}’ ¥ 12 [ i<t
119, Modélisation d’une surface quelconque par des triangles :

On considére nne surface arbitraire composée de N triangles ; Maire est donné par la somme des

surfaces (ligure 11.7).

]

» X

Fig.11.7 : Section arbitraire furmée de triangles
A=A|+.‘\2+A3+ --------------- +.l't.|-| [ll.lﬂ]
L I cenire de gravité de cette surface @

X, = X!Al + K‘IA.1+ xaﬁs, 3 fesigns = Kmﬁh_
MG T A

(IL.19)

v _YiA + YaArt YaAs bt YA
= A

Avec 1 (XY les coordonnées de chaque triangle 1 (1= 1.2,3,..... N }
Al 1 surface du triangle 1

K1 pour avoir le moment d'inertie nous sommons tous les moments d’inertics des {rianeles d ou, on
5

aura ;
L=%um (TL20)
h=§ua (11.21)
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Avec (L. (1) moment d'inertie de chaque triangle suite a ce moment nous aurons aussi le produi
d’inertie qui est la somme de tous les produits d'inerties des triangles considéres :
N
by =2, (L ), (11.22)
i=1
A partir des équations (11.20) et ([1.21) on utilise la théorie des axes paralléles dont on aura les

moments ¢l ke produil d’inertic par rapport au centre de gravité d’une seul figure :

Ligi = Ixi— Ay’ (11.23)

Ty = Iyi— Ax{’ (I1.24)

(Liai = (Lyh = Ay (11.25)
bt pour toutes les ligures, les moments et le produit dinertie par rapport au cenlre de gravité seront
données :

(e = X Mg (11.26)

(e = X 4,)q (11.27)

() = £ (L) (11.28)

La somme de ces deux moments d'inerties par tapport au centre de gravilé est le moment d’inertie
polaire par rapport au centre de gravite ;
I =)+ (L) (11.29)

11.10. Moments principaunx d’inertie :
En tout point du plan d’une surface, il existe deux axes perpendiculaires autour desquels les
moments dinertie de la surface sont maximaux ¢l minimaux en ce point, ces valeurs maximales ot

minimales du moment d’inertie dénommeées moments principaux d’inerlie el sont donnees par -

L+1 | P 1 !
i = [_ 3 ;']i (’T] + (1) (11.30)

Le produit d*inertie disparait si les axes sont des axes principaux d’aprés I"intégrale définissant

le produil d’inertic d’une surface finie, il est évident que lorsyue I"axe des X ou des Y ou bien les
deux sont des axes de symélrie, le produit disparait ; les axes de syméiric sont alors les axes
principaux.

1 existe un angle « pour le quel ['un des moment est maximum, Pautre est minimum.

Lt (1.31)

l = ——-x
BN,
2
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CHAPITRE HI

Formulation et adaptation de la méthode des éléments finis

LI Introduction :

Depuis Pévolution de I'adrodvnamique et Poutil informatique, ainsi que par les nouvelles
approches numérigues appliquées & la mécanique des structures, les technigues de caleul des
struclures ont connu un développement trés considérable dans ces derniéres decenties.

Parmi ces approches, nous optons pour la technique des éléments finis pour tésoudre nofre
probléme, vu quelle a deux caractéristiques fondamentales qui expliquent sa supériorite sur es
autres méthodes compétitives. Premidrement, un domaine géométrique complexe du probléme esl
représenté comme une collection de sous domaines géométriques simples, appelés les élements
finis. Deuxiémement, sur chaque élément fini les fonctions d’approximations sont derivées en
utilisant 1'idée fondamentale que n”importe qu'elle fonction continue puisse élre representée par uiie
combinaison linéaire, algébrique et polynomiale. Les fonctions d'approximations sont dérivées en
utilisant des concepts de la théorie d interpolation et sont appelées les lonctions d’interpolation.

Dans la suite, nous allons introduire les notions de bases nécessaires & la compréhension de la
M.E.F, ainsi qu’un bref historique. Et puis nous entamons la formulation de cette technique en
traitant plusieurs types d’éléments finis, afin de comparer et de valider les résultats obtenus avec

ceux de I'analylique pour les géométries simples disponibles.

[11.2. Bref historique de la méthode des éléments finis :

I idée de ta représentation d'un domaine donné comme une collection d’éléments séparés n'est
pas nouvelle. 11 a &1¢ enregistré que les anciens mathématiciens estimaient la valeur den notant
que le périmétre d™un polygone inscrit dans un cercle est approximatif i la circonférence du cercle.
Its ont prédit la valeur dee pour peciser presque 40 chiffres importants par la représentation du
cercle comme étant un polygone d’un nomhbre de cotés large et limité. Dans les temps modernes
I'idée a trouvé refuge dans 'analyse structurelle des avions oli par exemple les ailes et fuselages
sont considérés comme des assemblages de Stringers, peaux et panneaux tondus, [27]

L appatition des ordinateurs et les besoins de T'industrie et de I'aéronautique a provequé un
développement rapide de la mécanique entre les années 1950196t :

TURNER, CLOUGH, MARTIN ET TOPP [32] introduisaient en 1956 le concept d'élément fini.
Ils représentent un milieu continu élastique & deux dimensions par un assemblage de panneaux

triangulaires sur lesquels les déplacements sont supposés variables linéaircrment, & partir de ce
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concept. la technigue elassique de la mécanique des structures conduit & la solution, c'est-d-dire aux
déplacements en toul point du milieu continu. [15]

Deés 1960 la méthode des éléments finis & connu un nouvel essor, tel que :

- La méthode a été reformulée, & partir des considérations énergétiques el vanationnelle.
sous la forme générale des résidus pondérés.[9], [33)

- De nombreux auteurs créent des eléments de haute précision et des éléments 4 cdics
curvilignes ou iso-paraméiriques.| 17}

- I.a méthnde des éléments finis surmonte la difficulté des méthodes variationnelles parce
gu’elle procure une procédure svstematique de résolution d’équations anx dérivees
particlles. Flle est done utilisée pour résoudre des problémes non linéaires el non
stationnaires dans le domaine des structures ainsi que dans d'autres domaines | ccanigue
des fluides, nucléaire, thermiyue, elc. [27), [12]

- Une base mathématique de Ja méthode des ¢léments finis est construite & partir de Fanalyse
fanctionnelle, [20]

A partir de 1967, de nombreux livres sont publiés sur la méthode des ¢kéments finis. [33. 18 ¢t 26]
Elle est maintenant trés répandus dans les industries, en particulier en construction aéronautique,
aerospatiale, navale ¢ nucléaire.

Elle se développe en ce moment dans les applications de la mécanique des fuides, ¢tude des
phénomenes de pollution thermique ou chimigue, des interactions fluide-strueture.

Dans la suite, nous citerons les principales démarches de cette méthode.

[1L3. Démarches de la méthode des éléments finis :

Les démarches suivies dans "analyse d’élément fini pour un probléme typique sont :

1/- Diserétisation {(ou représentation) du domaine donné dans une collection en choisissant 'l

a) Construire la maille d*élément [ini en choisissant I'élément (voir Fig. 111-1a}.

b) Numéroter les meuds et les ¢léments.

¢) Engendrer les propriétés de la géométrie (coordonnées, 'aire de la section, ...) d'avoir
besoin pour le caleul du probléme.

2/- Dérivation de "équation d*¢lément pour tous les éléments de la maille.

a) Construire la formulation variationnelle de P'équation dillérentielle donnée sur I'¢lément

typigue.

by Supposer que la variable dépendant typique (W) est de la forme :

w=Y W
=l

Tel que r est le nombre de neeuds du domaine.
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I:n lui substituant dans la démarche (2a). on obtient I'équation d'élément (e) sous la forme :
K| W= F*
¢) Dériver les fonctions &' imerpolations W; de U'¢lément el caleuler les matrices d'¢lément
3/~ Assembler les équations pour oblenir un sysieme d'équations global du probleme.
a) Identifier les conditions de continuité de I'inter élément parmi les variables principales
{relié eotre les degrés de liberté locaux et les degrés de libertes globaux ).
h) Assembler les équations d’éléments en utilisant (3a) et la propriété de superposition.
4/- Imposer les conditions aux limites du probléme.
a) Identifier les degrés de liberté principale globale.
b) Identifier les degrés de liberté secondaires globale.
5/- Solution de I"éguation d’assemblage (le systéme algébrique) et autres parametres,
1) Régoudre le systéme d°équations pour la variable dépendant inconnu (W).
b} Caleuler le gradient de la solution ou autres quantités désirées a partir de degrés de liberté
principaux (W) calculé a la démarche (5a).
Remarque ;

Dans les problémes @ deux dimensions, nous ne cherchons pas seolement une solution
approximative du systéme d'équations différentielles partielles mais. nous avons aussi des
approximations sur le domaine donné par un maillage appropri¢ d’élément fini, Par conséguent,
nous aurons des errcurs dues & I'approximation de la solution et aussi les erreurs de discrétisation
dues 4 I'approximation du domaine par des éléments linis (21).

Ia maille d’élément fini est constitude par des éléments simples & deux dimensions tel quun
triongle, rectangle et quadrilatérale.... ete., qui sont collectés les uns aux autres par des noeuds sur

leurs periphériques (voir figure 111-1a).

Fig. 111.L.a : Discrétisation d'un domaine irrégulier

en éfément fini Gipigue.
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L habilité de représenter le domaine de forme irréguliére, par collection d’¢léments finis fait de
la méthode un outil pratique trés valable pour la résolution des problemes de conditions aux limites
de valeur limitée, qui sont rencontrés dans plusieurs domaines de I"ingénicur.

Maintenant, dans la suite nous (raiterons le concept de la méthode des éléements finis par ces
tormulations théorigues.

111.4. Formulation variationnelle (intégrale) :
PRANDTL a établi une équation différenticlle aux dérivées partielles pour la torsion des seetions

evlindriques non cireulaires comme suit

1

=]
P
a

)
il
2]

=-120G0 (THL.1)

ool

X
avec condition aux limites p=10 sur I

Sion pose ¢ =— 2GOW alors I'équation (3.5) devienl sous forme suivante |

2 - LT Ve
& {_IEI'H_)_'_ (3] ( ?-ETH} =—20G0 {111.2)
dx Jy
Alors on aura
; 2
—~ 260 GI(W}+ (W) | __ 260 (111.2)
ax* ay’
Enlin :
2w W _, 4
5ot oy { )

Le probléme que nous allons considérer, dans cette formulation aprés 1'étude mathématigue
effectuée, ¢’est la résolution d'une éguation différenticlle particlle de seeond ordre de type
elliptique, connue sous le nom de 1'équation de POISSON, associée avee des condilions aux limites
du 1" type dites de HRICHLET dans un domaine arbitraire plan £(x, y) de frontiére quelcongue
(1.

Alors, le probléme est comme suit
OW W _,
agt oy’

(u sous la forme compacte : AW =1

Aveg w=20 sur (1) (11L.5)
On développe 1a forme variationnelle de 1'équation (111.4) pour yn ¢lément typique en multipliant

cette équation par une fonction test W(x.y), qu'on suppose dérivable une fois par rapport a x ol v,

et puis on intégre dans le domaine de I'¢lément (£2°) :
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HT[HFJ 2 }dmdy:ll (1L.6)
o*
Aveu | I7|—f—a{};:j- » W= _.c‘_}gﬁ:']

Nous intégrons les deux premiers termes de 1'équation (111-6) par partie.

PremuGremend on note les identites ;

oFY) _ 8 T &
"F a "'é""(‘i’[‘:)' Eh'F'
(111.7)
w AF:) _ a8 )
I = (¥YF:) o F;

I'uis nous rappelons la forme des composantes de opérateur gradient (ou divergence) pour un

contour fermeé avee le théoréme de « GREEN » ¢

.” (VF) dx.dy = '*j-'i'f'i 1, (l1L.8a)
0t re
I &(vr) dxdy = ¥F; .y, ds (H1.8b)
0 i

Tel que * « ds » est 1a longueur dare infinitésimale de 'élément le long de son contour 1™, et ny, ny

L3 J —_ LK} i3 -.
sont les composantes du vecteur unité normale I sur la frontiere . (voir Fig.Ill-1b)

—

m=n_i+tny) = rvos{a) 1 + smix) | (1L

1-b

¥
F 3 1_?\

R 4

Fig. 11L.1.b : Elément {ypique Iriangulaire.
ln suite, en substituant I'équation (111.6) et (111.7) dans "éyuation (111.4) onoblient :

!_li Lﬁ%)-l— ﬂﬁl}ir'_[a;:] + ‘PJdey §T[ [5;: -+ ny(%)]m:ﬂ (HL10)
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A partir d’une inspcetion du terme de la [rontiére de cette équation, nous montrons que |
spécification de (W) constitue Ja condition essentielle aux limiles (d’on W est la variable
principale), et la spécilication de q, constitue la condition au limite naturelle de la formulation (dou

{y est la variable secondaire ) [27]:

o oW oW
a, = 0T +ny 8 (ILIT)
La lorme variationnelle devient ¢
oW AV | OW
g[_ﬁ"'(_ -- v [ s J ¥ "]’]ﬁx dy - :1"'1'.1 #=0 (11.12)

Celte équation variationnelle (intégrale) forme la base du modéle de I'¢lément fini de I'équation
{111=4}.
L5, Formulation cn élément fini ;

la forme variationnelle donnée par I'éguation (I111.12) montre que Papproximation choisie de
(W) doit étre au moins bilinéaire dans x el y d*une maniére guc les deux premiers termes de
I"équation (11112} el g, dans I'équation (11L.11) sont non nuls [27).
Supposant que (W) est approximée par ["expression :

W=Y WN, (111.13)

i

ot W sont les valeurs de (W) au point (x| ¥p) et Nj est la fonction d’interpelation avee la
propriete :
Ni(xi,yi) = ii
Avee @ 8 est le symbole de Kronecker.
La forme spécifique de Ni sera dérivée pour des éléments Lriangulaires et quadrilatéres a difTerent

nombre de neeuds dans le paragraphe 111-6.

Substituant I*équation (111.13) dans la forme variationnelle (111.12), nous obtenons :

:.{ ”[‘[ ﬂx] fg: [2?]]""-"3’] W, s{{N.dmr-iHiq, d!t:,s,...qn

(1. 14)

L]
Autrement Y KPwh =F»"
=1
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[ 43) 53]

ER = Jle{]x:I_f + (.[N!'“! ds
0nr

Telque:

(111.15)

On note gue K§'= K (c.ad [K] est symétrigue).

Le second terme de F dans 1"équation (ITL1S) qui représente I'intégrale sur Ja frontiere I,

peul élre ¢erit sous différentes formes en utilisant la dérivation directionnelle (Fig.111-1b) .

§N. q,ds = cj(ﬁﬂ 2%, oW QYE] N, ds
r r

= (‘E-:"f'r’.t;)m-,ds

r
- r{_ﬂ%‘. di!i

Tel que 8/6n représente la différentiation dans la direction norimale sortante 4 la fronticre e
la, 5i une portion de 1" se trouve & I'intérieure du domaine global € (voir Fig.111-2a, 2h). alors la
quantité qt? de Iélément (e) s'annule avee f’ de I'élément (0 qui se coincide sur la méme
portion ' de cet élément (e). Ceci peul étre vu comme étant un équilibre interne entre les

différents éléments du domaine (forces inlernes).

i
Si upe autre portion de ™ e coincide avee la frontiére globale T du domaine, alors

I'évaluation de I'intégrale de frontiére est basée sur le caleul de gq et de la valeur de la fonction

d’interpalation N sur cetie frontiére.

Fig 1L 2.a,b : Fquilibre interne enire les différents éléments du domeirie.
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Cependant, dans notre formulation les lonctions d*interpo lations vérifient la propriété suivanie :
Ni[ﬁ,_\’] =1 si [Is}r] = H]
[mplicitement, elles vérifies done la condition aux limites Y = ) sur (.

Ainsi, le sysiéme (111.15) devient :

) (3 e

- Fi® =- ” N; dxdy
n*

(11.10)

Substiluant cette équation dans celle de (111.14), on obtient la lorme dite : « Weak form » dans

I"équalion suivante :

{H[ﬁw[am ] f;r;i. [%?J.de.dy w, =- [N dxdy  i=1,2,3,.m (LI7)
i1 A ﬂt

Finalement 1"équation (J11.17) représente le modéle de I'élément {ini de "équation (111.4).

[Dans la suite, nous traiterons la dérivation des fonctions d'interpolations.
111.6. Fonction d’interpolation :
111.6.1, Séries polynomiales :

Le comportement de la variable dépendante (W) dans un €lément est décrit par "approche la
plus simple, cela consiste & approximeée son champ de variation par des séries de polyndme dont les
coefticients €jsont les coordonnées généralisées de 'approximation [27].

Dans le cas bi-dimensionnel, pour chaque variable dépendante on a

Wilx,y)= Zﬂﬂ" : i=123..m (1L 18)

('eci permet d'éerire "approximation sous la forme matricielle suivante :
Wilk,y) = [iatx )] 0}
Avee ‘m’ nombre de degré de liberté et {c} vecteurs des coefficients C;.
Pour cela, il cst utile d'utiliser le triangle de PASCAL pour mettre e n évidence le nombre

de termes présents dans ce Lype d'approximation, Soit :

1 constant m=0, 1r=1
X ¥ lindaire m=1, n=3
X Xy ¥y’ yuadratique m=2, n=0
X xly x*_vl }'3 cubigue m—=3, n=10)
'Y °y X'y xy y' 45T Jeord m=4, =15
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Le nombre (otal de coordonnées de I'approximation doit étre égal au nombre total de variables
nodaux de | élément.

Si on choisit une approximation d'ordre élevé, on est donc amen¢ a adopter des noeuds
supplémentaires qui correspondent aux termes supplémentaires d’approximation.

Ainsi, on définit des neeuds additionnels soil aux interfaces. soit  intéricur de Pélément.

Dans notre probiéme, lexamination de Iéquation formant le modéle de U'élément Tni (H1L17)
et les matrices d’éléments finis (111.16), montre que N; doit &tre au moins une fonction bilinéare
en X ety

Comme cité auparavant, il y & une correspondance entre le nombre des noeuds et le nombre des
termes utilisés dans I'approximation polynomiale d’une variable dépendante dans I'élément.

Alors, dans le probléeme unidimensionnel avec une équation différentielle de 3 degré, e
nombre de neeuds (n) dans un élément a défini uniquement le degré (r) du polyndme, tel gue la
correspondance enlre (n) et (r) dant (n=r+l}.

Tandis que dans les problémes & deux dimensions, la correspondance cntre le nombre de neeuds { qui
est égalau nombre de termes dapproximations polynomiales) et le degré de polyndme n'est pas

unigue. Par exemple, le polyndme :
W(x,¥) = Ci+C1x +Cay (ML19)

contient trois lermes (linéairement indépendants ) et il est linéaire dans x et y. d'un autre cuté e
polyndme ;

Way) = C+Cx+Cy+Cixy (11.2(hH

contient quatre termes (linéairement indépendants ) est également lindaire dans x et y.

La premiére forme nécessite un élément avec trois noeuds (avec un inconnu primaire par neeud).
Or. la deuxiéme nécessite un élément avec quatre nceuds. Quand le nombre de neeuds égale 4
guatre, on peut choisir un triangle avece quatre noeuds et on met le quatrieme neeud au centre de ce
demnier, ot on choisit un rectangle {quadrilatérale) avec Ies nozuds a ses sommets.

Le polynime avec cing constantes (voir I'équation 11L21) est un pulyndme quadratiyue

{incomplet) :
Wik y) = C1+Cx+Cy+Cixyt Cs{x'+¥) (111.21)
Le polyndme peut ére utiliser pour construire un élément avec cing neeuds (rectanple avee un

neeud 4 chaque sommel et I"autre est situé au centre du rectangle). On [ait la méme chose avee six

nicuds et sept necuds, .. ele.

Page : 36



CHAPITRE 111 Formulation et adaptation e la méthade des éléments finis

111.6.2. Différents types d*éléments finis adaptés :
|.a diserétisation du domaine d’étude se fait par des éléments finis d’un seul Lype ou hien mixie.
Dans Panalyse numérique abordée, on a opté & faire Je calcul de maillage par les éléments suivants :
» ‘Triangles ayant 3, 4 ou 6 neeuds (voir la figure 11I-3.a, bet ¢).
= Quadrilatéres ayant 4. 5 ou 8 neuds {voir la ligure [11-3.d, e et t')
Alin de mener i bien le caleul et pouvoir comparer les résultals avee une sulfisance el avoir une

discussion vasle, on a choisi et adapté ces éléments pour les différentes élapes de caleul du

Programime.

4 . 1

(d { g

1
i ! 3
a 7 1
1 3
8 6 {0 »
2

Fig 111.3.{a, b, ¢, d, € et [ ) : Elémenis finis en bidimensionnelle 3,4,5,0 et 8 nazvds.

I11.6.3. Fonctions {'interpolations pour un élément triangulaire a trois neeuds :

Nous considérons I'approximation linéaire (111.19). La donnée {l.xy} est linéairement
indépendante et aussi compléte. Nous devons rééerire par suite 'approximation (111-16) tel qu'elle
salisfail les conditions

W(xiyi) = Wi i=1,23 (111.22)

O (x;, y;) avee (i=1,2,3) sont les coordonnées des trois noeuds du triangle (voir figure 111-3a.)
Autrement dit, nous déterminons les trois constants €; dans 'équation (11119} en fonction de W
a partir de 'équation (111.22), done
W, = Wixi,vi)= G 4+Ciu4+-Cay
W, = Win,y) = G+GxatCy: {IT1.23)
W, = Wixa,¥3) = G +C2xs+Cays
Sous la [orme mairicielle on aura
W, 1 xi v [C,
Wip= |1 x2 ¥y:1[|{Ca (111.24)
3 1 %3 ¥ 3

Notons que les nceuds sonl numérotés dans le sens anti-horaire, et en résolvant I'équation (111.23)

par rapport 4 €. nous obtenons -

l"n_gu = 37 4
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C :-i-‘{[ Wi (12}*3a-13}'1)+ W [Juj'l—l{l}'.l]+ Wi (113'1—11}’1)]
| 5] :1_:'{ { Wi {yz --}'3] + W2 [3’.5—}'1]+ Wi {Tu—j’z} ] (111.25)

Ch= ﬁ [“ﬂ (x.; 11)+ W (xn—x3]+ Wi (11-—11}]
Avee | A est I'aire du triangle, tel que :
Ll ¥
A = : X: ¥2 | = [(xz}";u—:l:lyz} I-{x:r}"l—!lj".;}+(1|}'z—!1}fi]] (H1.16)
X3 Y3

Remarque :

Le déterminant doit avoir unsigne opposé lorsque les neuds sont numérotés dans le sens des

ajguilles d une montre,
Substituant les expressions de ¢; d’aprés I'équation (111.25) dans I'équation (111.19). on oblient -

Wixy) =W Nl{x,y) + Wi N:(l,y)+ Wi Ns{x,}?)

S WiNi,  m=3 el
he=1
O Ny sont les fonctions d*interpolations d’un élément triangulaire.
Fit Ni =l (i + Pix + 1oy ) i=1,2,3 (111.28)
2A a e
Avec ui, i ety sont des constantes : Tel que i, j, k permute dans un ordre naturel.
= XY~ X :frj
Bo=y, -y izjzk (111.28b)
Ti = % ~Xj
Par exemple, @, est donné en posant i=2, ¥ j=3 et K=1 dans I'équation (I11.28b) :
@; = X3¥1 —Xi¥s
Notons que les fonctions N; ont les propriétés suivantes :
Ny ey Bi=123
(11L.29)
3
* ZII le 1

Avee : by esl le symbole de Kronecker.
On nole épalement que Uéquation (111.27) détermine la surface planc actuelle & Lravers
W, W2, W, . De la, lutilisation de I'interpolation lindaire N; résulte une approximation d’une

surface courbée W(x, y) par une fonction plane (équation 111.27), voir la [gure 111-4.
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W,y )= TN

Wy x.}'}}\\

Maillage en E F du
domaine &

o

X

Fig. 11L4 : Représentation de la fonction continwe W{x, y) par wie fonction

d’interpolation lindéaire pour un exemple de triongle a 3 noxuds.

111.6.4. Fonctions d’interpolations pour un élément quadrilatére a quatre noeuds :
En utilisant approximation polynomiale bilinéaire (111.20) pour la variable W, on obtient Je
systéme suivant (I11.30) pour un élément quadrilatére & quatre nocuds (figure HI-3 d). Les fonctions

d'interpolations de cet élément sont déduites & partir de ce systéme par la procedure suivante :

Wi=Wx,y) =Ci+ Cox + Gy + Coxi i

(na Wi= Wiy, y1) =Ci+ Coxat Cyya t Cixa ¥2 (111.30)
Wi=Wxy,y3) =+ Caa+ Cyva+t Caxa v
Wai=Wixs, ¥ =Ci+ Caxa+ Caya+ Caxa ¥4

W, Cy i X ¥, Xl
" _ Jw,l g Gl . _| 1 x ¥ %Y,
En posant : fw}= ,wj s 1¢} Gl [t1] 1xy, uy,
“r" C4 1 X Y, Y,
(In aura : {w} = [H] {C} {ITL30)

Alors | {C} = [l{]_l {“'}

L L|] Lo L
Aingi quen posant = [L]=[H]", telque: [L]= ti: ]I:‘:: Eﬂ :‘i
Ly Lg Liy L

On aura : [C} e [L] {W}

I_‘-a.s_l,-:- 3
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Alors, équation (111.30) dans la forme générale (x, v) sera :
Wix,v)=[g]JL]{wv}  Telque.onnote: [1 x y xy]t=[g] (11.32)

De la, en utilisant ["équation (111.13) ct (I11.30} on obtient les fonctions d’interpolations A

N1= ][]

Elles peuvent s'¢erire done sous la forme :

Lit L Lu Lis |

N{xxy) = 1| Lai Lz Ly L 33
Naypl=[1 x y ]| {» }= Lo 1= (111.33)
Ly Lo Lo L |
SI?J; Lt + Lk + Lup + Loy j
1 nx.Y — # + LnpX + LuY + Laxy | ;
L Ns(x,¥) |~ | Lat 4 LyuX + Lay + ],:xy (L34
Nu(x,¥) Lut + LgX + LY + Loty |

11.6.5.Fonctions d’interpolation pour un élément triangulaive & six neeuds :
i

o # X

Fig, TIL5 : Elément fini (2% de yix neeuds.

L’élément fini (£27) est un triangle de six noeuds (Fig. 1IL5) . Tel que, pour aborder le caleul des
coeflicients des fonctions N;, on commence la numérotation des nceuds des sommets de I'élément
fini dans le sens anti-horaire, en suite les nccuds des arétes.

Les coordomnées des neends (x;, vi) i=1.2,....6 sont calculées comne suit :

« On caleul en premier licu les (x;, y)) 1= 1,2,...m des sommets & partir des soubroutines de
génération de maillage du domaine éudie (Voir le chapitre I'V), tel que m=3 pour un
triangle.

e Puis on caleul les coordonnées des nieuds des aréles & parlir des coordonneées des sommels
qui délimilent aréte, par cxemple :

_ Kgpmmet 1 K sinmer 2 "
Amilics — i o 7 * !"'rnllltu =

¢ On choisi les coordonnées des nceuds de la surface et on calcul celles du centre de I'élément

par les coordonnées des sommets (Voir le chapitre ['V).

s v S
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la fonction Wix, ¥) est approximée par :
Wixy) = Cigilxy) + Cagalzy) + Cigalzy) + ot Cogglny)
Cl
e G ) 22 v gl ) a2 6 x) ] {57} = [6Gy)]- fC) (1.35)
Cs

Les lonctions d'interpolation de I'élément sont déduites 4 partir du systéme (111L36) par In

procédure suivante, Ona :

W, "W(xn‘.\"i}— Cu&{-“iﬁ'i ) ¥ Ctgi(‘n:ﬁ) Foreed Cﬁgﬁ(‘u}’l) i=1,25.000

Sous la forme explicite et matricielle :

W glxnyr ), SAXLYi), 0 5 BelXpd G
W, gilxayz), @Axzyal,  glXa) G
Wit = | mloy), glxays), -, gdxys) |16 (111.36)
W i E:(la.-f}'n). g!(KH}Tﬂ)i “rey gﬁ[—‘m}’ﬁ] | Cs
W, C ElXL,Y1), BAXLY 1) BilXed)
. Wa Q; EilXny2), EAXZY1)e o o Be\¥n¥2
Fnposant:  {wi=1Wst ;3 {Ci={gp ¢ ] =| g, xnya), gaARaya), oo BalXays
W cﬁ gl(i"ﬁ;‘.‘r’n}- Ez(la;}'ﬂ)u ) Eﬁ{x;ﬂfﬁ)
(O aura w}= [H]{C}

Done {CHH] fw}

Tel que Tes éléments Hy; de la matrice [H] sont caleulés par

“ij — gj(l,- ¥ ) et lj =1, 2400, 0

IE.rll [[:” Liz -+ Las
2 n Lz - L
[l‘]: Lun L= Ly o

Posant ! [I _I =[H] L tel que : :
La Le L& ' Les

On aura {CF[I]{“}

Substituant cette équation (111.37) dans I"équation (I11.35), W(x, y) sera:

Wixy) =[g(xy)][L]{w} (T1.37)

De la, en utilisant I"équation ([11.13) et (I11.37) on obtient les fonctions d"interpolations N;,

I'Hf_;,'-t'- -
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Ny ]l

Iilles peuvent done s éerire sous la forme :

i IL..11 Li: L tm
n Lz La - Las
[N!'_L}’}]=[| X Foxy x5 x"y"] | L Ls La o

Lm ]:.n‘;;t Ls.; ": L..;ﬁ

Ni(x,¥) Ly + LagaXit Togs¥ F L XY F e + Ly XUFH

w Nz (x,¥) Ly 4 LaaX + Lag¥ + LagX¥ #+ ceees + 1,5, X"¥"
Dou N3 {:"'l}r] = Ly + Lazx + LaY + LagXy 1 oeeene + Lo e (1L.3%)

Nﬁ {x!.v} Lﬁ.]_ e I.G]x + Lﬁ]}r A I;ﬁ.{-l-T + e -+ Lt.f. I."}'"

=5
Ou bien : Ni(x,y) = Y L; gilxy) 5 i M (111.39)
j=1

Remarque :
1l est parfois trés utile d'utiliser les fonctions gi(x,y} comme la somme de plusicurs term. don

le hut st de rendré Papproximation syméirique et compléte. OU elles ont la forme ;

gy )= xSy YR iy R = g:(xy) =uz_i!-“iﬂ}|ﬂrl
=l

111.7. Caleul des matrices d'éléments :

Le caleul de la matrice de rigidité de I'élément [K*'] et le vecteur force {F*'} dans 'équation
(111.16} par la méthode conventionnelle (par I'intégration exacte) est en general difficile.

Cependant, dans notre probléme et avec les hypothéses optées, le premicr terme de I'éguation
(111.16) est égal a une constante. Done, il est possible d’évaluer les intégrales de surlace dans les
expressions de (k"] et {F*“).

Pour une raison de simplicité, nous rééerirons [K*'] comme étant la somme de deux matrices de

base. : [$'] et |8%]

cad : (K" =18 |+18P) {T1L40a)
n_ [ ON1ONy
Sy _L. dx ox andy
Avec: (11L.40D)

12_ [ ONi 0Ny
si={ oy By ey

Ainsi que, noUs avons
Fi? =— [N, dxdy (L4
o
Maintenant, nous poursuivons le calcul des matrices dans les ¢quations (11140} et (11141} en

utilisant les fonetions ' interpolations développées dans la section précedente.
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111.7.1 La matrice de rigidité pour un élément triangulaire linéaire :{10]
Pour un triangle quelconque, (voir la figure 111-3a) les évaluations de la [ormule des intégrales

exactes sutvante ;

1,= [x"y" dudy (111.42)
A
I"aire du triangle : I,=A = % {I_'irmlys—y:)—{yz—pln—m}}
[ es cordonndes moyennes ; X = % i s ¥ o= -SLEH: ¥,
=7 =] il
Ainsi ; I,, = [xdxdy = Ax | Ly, = [y dxdy = Ay
A A
Al 3
Iy=9 »¥ dsdy = —1 3 xm+‘h-}')
A 124 5
3
lm:cj % dudy = iﬂh-—[ 9] (111L.43)
A 12 5
Al 2 v
L sy s AL gE o
A 11 i=1

Ln utilisant les fonctions d'interpolations (111.28) dans les équations (111.40b) et (II1.41) et notant

que :
N B oA L T
x " 2A 'Oy 24
Sy:ﬁ%ﬁiﬁj .
Nous obtenons : {(T11l.44a)
SP=gg ")
> KL B8, +77,) i,j=1,.2,3 (L11.44D)

Ainsi que, vu identité o + fix + 7y =2A/3 [a partir des équations (IHLL28}), (I1.41) et {111.43)].

NOLLE GVOIIS ©

B0 = [ dxdy = 5 (o4 rsy) =- 4 ain.4s)
J

lit pour ce lype de lonction d'interpolation N; de trois termes. ona la relation mathématique
suivante [1] :
J-N'N"' - al+h! 2A

T fashe2)t”
Ung fois les coordonnées des neeuds de 'élément sont connues, on peut caleuler a,, f, el J;

par I"équation (11L.28b) et les substituer dans les équations (111.44b) et (1IL45), pour obtenir les

i iiet
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matrices o1 les vecteurs d'éléments.

111,7.2. Matrice de rigidité pour un élément quadrilatére bilinéaire :

L ¢lément quadrilatére & qualre nccuds est devisé en deux éléments (mangulaires comme

I"indique la figure ci-dessous. [Figure (111-6) |

T =,

Fig. L6 : Eldmaent quadrilattre & 4 novuds en décompaosition,

A Paide de Péquation (I11,42) et les formules (11L.43) on peut calculer les intégrales concernant
I"&lément quadrilatére comme suil
In= f‘hd}: Anzst A
[m=-j‘mlxd}' = A 3183+ Ajag Xim

.= T}'ﬂﬁd}’= Ajas V1 + Ay Fina (111.46)
i '

I,= It dxﬂv—%—'ﬁ’ (Frad+i+95,) |'&|52’H(I|:+li 1 1§+9;:_=..J
ik

= jyzdx{]}' A‘“{} +¥) |-3,r5+9}m}+ ﬁ‘“(}’t-{ y;+ 3’4“"93’1“}
i

J-n dxdy = A”’ (% ¥+ Xg¥2 b Xa¥3 + P M Vi 4+ 5 f‘&:\’l + XX 3 Xg¥ +P Naps Yiaa )

Tel que

X,33» Fiaz - Cordonnées duentre de gravité du triangle 123,

X = 1 ii; . Y =1 i\-
3 i=1 da

* X34+ Fiyg » Cordonnées du entre de gravité du triangle 134,
XM = %{X|+m+m ] . Y = -%{)’1+}'}+y4 )

* Ay Ay, o Aires de la surface des triangles limités respectivement par les

meads 1,2, 3 et 13,40

A = ;— {(Il—ltl)’]—}'lj— {3’2—}’!11’3-—11) }
A — % {(n—mxy-'—j:}— {j‘]"’}’rxﬁd—m] l

€1 : surface limité par un guadrilatére.

*
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En appliquant toujours les équations (111.40), (111.41), avec les fonetions dinterpolation (I11.34); on

ablient:

Sil]I = in I_;g_{ ‘I-d.".'lly + (L:_i L.l_| + Ltj Lu) J-}" lli'l]}’ + 1,4; L_“ I}'I dld}'
£ L L¥]

88 = Lsi L3, _{tltd} HiLavr Bl )]'x dxely + Ly Ly ]'x dxy

Sachant que IK® =18"1+ 5™

Done :
K.; = (in sz H L.]i l—l]i) l||q+ (Li'.l L4i 4 sz L*‘i) Im * (LJE Lﬂ + Ly LJ})I HF+
u ([ Al Lu] I+ (Lu Lﬂ) I
ol B =— [ La jd:u!y + Ly ‘[x‘dxdy + Ly J}ndldj’ + Ly [xy.d:dy’ ]
11 1} i L

=- [Ln Too * Enliy + Lals + La Iuj

111.7.3. Matrice de rigidité pour un élément triangulaire a six nceuds :

(N 4T)

(H1.47D)

(11.47¢)

A partir des formules des matrices de rigidité [les équations (111.40) et {111.41}] en utilisant les

[onetions d”interpolation (111.39) développées dans la section précdédente, on détermine leurs termes

comme suit:]34]
& Détermination de la matrice de ngaduté [K] :
A partir de la relation (111.39), ona :

[au} I[aﬁ, oN, N, amJ

x ax ox ox Y Tax

Avee : %= bk 51 + Ly %g, + Ly %g, T a?'(';‘

Dijiic:: cATe E:,L,, 5515{;5—"-1 Y, -

s (e, a0
%’;r = J]z': I %:_’f) [P T O |

Alors : K§ = H[ﬁal‘: (%T{J_] +%L[%i) }dx-dy

(111.48)

(I11.49)

' I'nge i
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Utilisant les relations (111.48 el 49) dans la matrice [K] pour les termes en 'i' el j 011 TTOUVeE |

| k= = = m“ :

LS, 20 ) ny) X6y Cefay)dgeley),

o By T

iLe

‘LS L M ?E:!.(’.‘.ﬂ.ﬂ} {L ZL _(g. 1!"’) ag“(’“ r
i S i ay B

L, ﬂga(i}')ﬁgm( )1, 3 Gga.(w}ﬁgm(MJH dsdy

a m=l :F ) P me=]
Somns la forme compacte, la matrice de rigidité {K;] sera :

K{'= JHLLH{LL_J F ag“)} {iht,[f o T % ]de.d}'

Apres un réarrangement el un caleal mathématique, cette forme devient

K - E:i EL‘h LM’ ﬁ(agi{:,\j ﬂﬂm(!.,}') ﬂﬂu(t,}) ﬂﬂm(l !’)}h dy } (111.50)

ox dy

» Détermination du veclewr [oree T

Substituant "égnation {111.39) dans Ia relation (11141}, Onaura :

Fi9=— H{ ZLm, g-{w)}hdy (111.51)

ne=1

Considérons la fonction gu(X, y) sous la forme indiguée & la fin du paragraphe 111.6.5 comme suil:
galxy)=x% yR 4 xS YR g L b xS yRe > plxy) = f':l'-"" yho (111.52)
b we

ol les termes de dérivation deviennent :

ag“"[E} “il' S, x50t It g“’[-“}r! H-ZTR“ x! }Ilr: 1 (]"'53)

w=l
111.8. Assemblage des matrices d'¢léments :
L'assemblage est 'opération qui consiste 4 construire la matrice globale [K] et le vecteur global
(F} & partir des matrices ¢lémentaires [K®] ef des vecteurs élémentaires {F'™'} des éléments finis
du domaine complet.
= Pour représenter assemblage des matrices d’éléments finis, nous illustrons la procedure en

considérant que le maillage est construis par deux éléments triangulaires,

"age : ﬂih
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Soient Ky'" et Ky'? (i, j = 1,2,3) les coefficients des matrices de rigidité correspondant i ces
éléments. | e maillage d*¢léments finis est présenté dans la figure (111.7).
A partir de ce maillage, nous notons la correspondance entre les valeurs globales ¢f les valeurs

nodales d™éléments.

W= wi" wi=wi'=w? i
Wi=Wi'=wy W= Wy
AY

Fig, ITL. 7 : Assembiage de dewx
éléments trianguiaires a 3 aceuds

Pour I'élément (1) Pour I'élément (2)
Kin Kiz Kus ki ki Ko |
[KYH 5 ki K ; kK K ki kD
Koy ki Kss K Ko kS |

La matrice assemhblée gers -

-y

I ki) kiz ks 0
Ikl kb kit ki kit ki kis
kb kit ki kit ki k2
| 0 ] K3z ki |

En suite, nous ulilisons les conditions de continuité d'inter éléments {I11.54) pour assembler les

équations d"éléments linis.
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0 =3 Wl ([Ka){iWea)-{Fo})

P

©

(TI1.55)

il

[z

ﬁvﬂ,ri.’a] t i KE} wj&h i Fif.e‘.l
1

] |'||=3_. II_]-TJ'

Collectant les cocilicients de W/ (i =1,2,3.4), séparément et mettant eux en Zdros, nous

obtenons aprés un réarrangement le systéme sous forme matricielle suivant :

0

-

| i i
ku l{u ku w] I?l
i 1 2 P2 2 i 1
ku katkny katkae ko W, F:tF, L
i i 1 I 1 1 I 3 (I1.56)
ky kutky kantka Kk W Fat ks
2 1 1 W 3
L 0 K ks ki | i F:

La procidure d'assemblage décrit précédemment, peut nous permel d'éviter I'équation

alpébrique trés lente (111.44), en se rendant directement aprés "assemblage done & I"équation (45).

Un examen final du maillage des éléments finis de la figure ([11-8) monire les correspondances

suivantes entre les noeuds globaux pairs et les neeuds des éléments pairs.

Numérotation | Les neuds ) o - ‘
Les noeuds de I'élément
globale B globaux | ____j
|
1 (, 0 (1.1) de "élément 1 |
(1.2) (1,2) de I'élément 1 |
(1, 3) (1,3) de I'élément 1 I
(1,4) aucune correspondance r
2 2.2) (2.2) de Pélément 1 et (1,1) de I'élément 2
(2,3) (2,3) de 'élément 1 et (1,3) de I'¢lément 2
(2. 4) (1,2) de V'élément 2
3 (3.3) (3.3) de I'élément 1 et (3,3} de I’élément 2
(3, 4) (3,2) de 'élément 2
4 (4. 4) (2.2) de 'élément 2

Tableau 11-1 : Correspondances entre les nzuds globaux ef les neuds des éléments.

Cette correspondance nous donne un chemin facile d’assemblage des matrices des €léments finis

pour obtenir les coefficients de la matrice globale avec des entiers convenables.

I‘age_:- L h
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Alors, la correspondance entre les ncends globaux et les noruds d'¢léments. nous fournit
finalement une méthode dlassemblage des matrices de rigidités adéquate pour oblenir les
coefficients globaux de la matrice de rigidité globale (du domaine appropric).

Finalement, La figure (111-9) montre un maillage d’assemblage de deux éléments quadrilateres

typlque ayant *8° naeuds : sur les sommets et au milieu des arétes, de chaque élément.

12

Lo

Fig. [I1.S : Assemblage de deux
éléments quadrilatéres & 8 noeuds.

De la méme manidre que le maillage & deux triangles. le systéme final déterminé apres

I"assemblage de ces deux éléments quadrilatéres & 8 noeuds est le suivant

M A 0 0m A o AR K ool (g
kﬁﬁ 151 0 0 k!ll ll:lli:l 0 kH kl'?‘ lk!if! o 0 Wz £
oy .ﬁf.j:kz.féak g Kag Hrhyth, #‘5, W
k;aélo k"%uun;‘x;iju; F
o ¥ eag w el |8
llllﬁ :"‘41113321 [ 1!
Kos s Rog Koy Koa Byt iy Boy Boy V5 '#‘1::"":':'
b O 0 Ky Tala|lM) |y
Svinetile Koy Ry kf’ 0 o H; 4
Ry Ky 0 0Kl | &
A LA L
| AR
h Ko lP) | B
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CHAPITRE 1V Génération de maillage

CHAPITRE 1V

Génération de maillage

[V.1, Introduction :

I.a mise en ceuvre effective de la méthode des éléments finis déerite dans le chapitre précédent.
nécessite Mutilisation des méthodes numériques variées et puissanies pour résoudre le systeme
alpébrique qui en résulle. Ces équations se résolvent dans un domaine discrel, en passant d’un
milieu continue 4 un milieu discrétise.

e chapitre donne la description de la méthode et les procédures adaptdes a la pénération

de maillage sur les domaines simplement connexes bidimensionnels.

1V.2. Aspect de la géneération de maillage :
Il existe plusieurs méthodes ou techniques de génération de maillage, selon le degre de
complexité du méme domaine. mais le maillage deoit towjours vérifier les conditions suivantes: [34]
- Une adaptation aux frontiéres, et aux conditions aux limites.
- Une adaptation aux propriétés des différentes régions du domaine physique.

- Uine bonne régularité.

Dome, il est nécessaire de donnée un rappel sur ces types de domaines et les techniques de

génération de maillage.

1V.2.1. concept des différents types des domaines :

L.e domaine est une collection de points dans une région de I"espace avee In propriété que 51 P cst
un point dans le domaine, alors tous les points qui sont suffisamment prés de P appartiennent au
domaine. [.a propriéié implique que le domaine se constitue uniquement des poiots intéricurs. Si
deux points quelcongues du domaine puissent étre reliés par une ligne entierement élendue o
Pintéricur du domaine, alors le domaine se dit d*&tre convexe (courbé) et simplement connexe. La
limite du domaine est un ensemble de points, tel que dans n’importe quel voisinage de chacun de
ces points, il v a ceux qui appartiennent au domaine aussi bien et d’autres qui ne le sont pas.

Notons de la définition du domaine que les points dans la frontiére n’appartiennent pas au
domaine. On doit utiliser I symbole (Q) pour dénoter un domaine arbitraire et (17) pour dénoter sa

frontigre [voir figure [V.1].
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ﬁf"—'ﬁ\@ (b

Domaine 62

Frontgre - T [

=T+ (I +l+3)

Fig. IV-la,b: Connexité d un domaine quelcongus. (2 = — (HIH33),

{a) Domame simplement connexe.
(b) Domaine mulb-connexes.

Dans notre élude. on doit prendre en considération que les domaines de types simplement
connexes bidimensionnel. Une région de ["espace est dite simplement connexe si foutes les courbes
relics deux points quelcongues qui sont conciliables (ou réductibles) par variation continue. Ou bien
en d'aulre terme, ¢i tout contour fermé dans cette région peut étre réduit A un point par déformation
continue sans jamais quitter la région (voir Fig.1V-1 a).
1V.2.2. Classification des techniques de génération de maillage :

[l existe plusicurs méthodes et techniques de génération de maillage que se soit triangulaires ou
quadrilatéres. Rappelons que ces méthodes peuvenl se classer en deux catégories. La premicre
consiste & générer une grille de neeuds dans le domaine et sa frontiére, en discrétisant la géoméiric
physique continue vers Je domaine discret, tout en conservant sa forme et ses frontiéres. Or IPautre
consiste A transformer le domaine discret (la grille de nceuds compliquée) vers un dom e
compulsionnel (de calcul), caractérisé par un maillage simple dans sa forme el ses pas de
discrétisation. Citons a titre d’exemple les méthodes suivantes qu'on peut trouver dans la littérature
et les références indiguées.

» Maillage algébrique par interpolation linéaire entre deux parois [12].

o  Maillage structuré par résolution de I'équation de Laplace [12].

o Maillage structuré de type *0°, *C” et autres par coupure [12].

e Maillage structuré par la technique des transformations conformes [11].
» Maillage structuré par la méthode de variable complexe.

o Maillage structuré par la méthode de Gilding [11] et [12].

* Maillage structuré par technique de multi surface.

e Maillage non structuré par la triangulavion de Delaunay.

* Maillage triangulaire non structuré de Klenstrewrer.

» Maillage par la méthode de résolution des équations aux dérivées particlles.
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l.a liste des méthodes existantes resie ouverte, il suffit uniquement de consulter les références
pour faire le choix de la méthode qui convient pour le domaine considéré. lei dans notre modeste
travail, on va utiliser la technigue algébrique qui donne un maillage structure ; les maillages gu’on
va abienir sont du type *H'.

IV.3. Procédures de génération de maillage :

Pour faire la génération de maillage d’un domaine simplemenl connexe dont la forme générale
est donnée par la figure (IV-2), et parmi les plusieurs méthodes et techniques existunles et suivant fa
méthode de résolution du systéme algébtique ainsi que la manigre de considération de la Jorme de la
matrice de rigidité, il est trés intéressant d'appliquer Uidée de pénération de maillage dans les

régions rectangulaires.

Xy Coke 3
D ¥
A C
D 4
Colz
Cote 4 i *
B
na X

A ¥ B| B

Fig 1V.2 : Transformation d ‘un domaine simplement connexe @ un reciangle
On obtient par conséquent qualre cotés qui sont respectivement AD, AB, BU et C1). 8i on fail
des transformations continues A chague cotés, on peut les rendes des lighes de droites comme e
montre la figure précédente. Alors les cotés AB et CD du domaine joueront les roles respectifs des
parties basse et haute du rectangle, et les cotés AD et BC sont les parties gauche et droite de
celui-ci.

Pour ce rectangle, considérons les subdivisions Ny et Ny nceuds sur les axes horizontal des x et

vertical des y respeciivement. Par analogie, les cotés AD et CD du domaine seront subdivisés en N,
neeuds et les cotés AD et BC seront subdivisés en N, neeuds. Pour cela, on procéde & la génération
suivant deux étapes principales. La premiére étape c’est la génération des nceuds de frontiére de
chaque cotés puis I'étape de génération des neuds internes.
IV.3.1, Génération des nweuds sur le contour du domaine :

Plusicurs procédures peuvent ére considérées et cela suivant la disposition de la courbure de
chaque cotés. Dans le cas général, il n’est pas facile de procéder 4 une méthode universelle qui sera

applicable pour n*importe quelles courbes, mais on essaye d’adapter pour chaque forme complexe
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une procédure convenable, sans oublier de dire que le choix des points A, 3, C et D influe sur la
forme des quatre cotés du domaine.

Parmi les critéres de choix des positions des points A, B, C et ) est que les fonctions sur les
cotés AD, BC, CD et DA doivent éire univoques en X ou ¥. ¢’est-a-dire, pour chaque valeur de “x” i
v & une image sur les cotés AB et CD. En ce qui concerne les [bnetions qui passent par les points
A et BC, elles doivent éire aussi univoques mais en y.

ar exemple, la courbe suivante (Fig.1V-3) est multivogue en x et y. Dans ce cas. pour rendre les
cotés univogues, il fant faire soit :

e Changer les positions des points A, et B,
e Subdiviser le domaine en quelques blocs de telle sorte que les cotés soient univogues,

Ici, il faut respecter la continuité de passage des noeuds entre les bloes.

Fig. IV. 3 : Courke d e fonction multivoque

Dans ce qui suit. on suppose que les fonctions des cotés choisies du domaine sont univogues.

Considérons les cotés A3 et CD. Les posilions des points A, B, C et D sont donnees. On regarde

ensuite est ce quion divise le segment [x A,xn] en N, neuds pour déterminer les v (i—1.2,.....Ny)
eorrespondantes ou, on divise le segment [_\, r;,k,}'ﬂ] en N, nceuds pour déterminer les x;(1=1.2... ..N,)

IPour prendre une décision, on essave de calculer les valeurs suivantes

Yo-¥a| (IV.1)

Xitis =| Xp—Xa s Yo =

On caleul la valeur maximale entre Xgis ¢l yge par: diar = Max( Xgis y Yais ) (1V.2)
81 dpae = X .t Oon propose les valeurs des x; (i=1,2,....N,) ensuite on détermine les ¥; en

|13
utilisant la fonction qui passe par les points A ¢t B du coté AB. Dans certain cas, pour prendre

déeision. il est mieux de voir encore si la fonction est donnée par ¥ = £, (X) 0u X = g,,(¥) pour

ne pas ¢aleuler la fonetion inverse.
On suppose gu'on a fait le choix des x; , alors, on calculé les y; et puis. on divise le segment

[%4.xg] en N, nocuds dont les points A et B sont inclus.

Pape : 53




CHAPITRE IV Génération de maillage

o
Y A
A H""H.,,_ ¥a ——
% \
N B
S o
-""“" B ?E _‘_'hh""‘--\_
s
h ¥ EF
) =1 i i=N,
R TR | l i I L I R — :_‘i X
A B'

Fig. IV.4 1 Drserétisation sur le coié AB.

Avee: A’ et BY les projections des points A et B respectivement sur I"axe horizontal des x.

PPour simplificr, on choisit un pas constant de subdivision ct si le coté est courbé au voisinage du
point. A ou 13 ou n'importe quelle région, il est recommandé d’utiliser une procedure de
condensation des nceuds, donl on propose sa procédure dans un prochain paragraphe. On obtienl.

par conséquent (N, — 1) sous intervalles. La Jongueur de chaque intervalle cst donngée par :

| Xn—Xy |

AX g = {1V.3)
T N

[.es abscisses des points de ce colé sont données par :

)= x, + (i-DAX, i=1,2,3,.., N, (1V.4)

i=1  ; x,li=1)=x,
I=N. xm[i:N‘}:xn

Les ordonnées des points sonl données par :
¥anl) = Faalx @) i=1,2,3,=,N, (av.5)
O fy,(x) : La fonction du coté AB supposée donné en coordonnées carlcsicnnes.
Concernanl maintenant le coté CD et par analogie avec le coté AB, on aura le suivani en
changeant uniquement A par D, B par C et £ (x) par Ey (%)},
La génération des noeuds sur les contours AD et BC se fait de la méme démarche que celle des
cotés AB et DC. Iei suivant la disposition de ces cotés. Si X, # Xp el Xp # Xcen plus les denx

fonctions sonl univoques, on poursuivera exactement la démarche précedente pour les colcs

AB et DO, Onaura:
.l KIJ_IA.J

T )
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xall) = x4+ (FDAx

i"'"'l'rzlr-‘!'w-—iNr (IV.6)
}r.ﬂ.{lﬁ] = FM; (1,-1,]_10 )}

ol ¢’ (], g
. T D o _,-"".F-.f!. 2
J=tiady g |
_| /f’fffr 7 :
Vi i
1 |
;- i
3 |l a
R QA A L s b roauns
XA ®D

Fig. TV.5 ah : Discrétication sur e cotéd AD
Mais si 8, =X, , l'algorithme (1V.6) ne marche plus et on procede comme suit

On divise le segment [ ¥4 < ¥ | en Ny neeuds dont les points A et D sont inclus comme le moutre

la figure IV.5b. Avec: A” el 1)* sont projections des points A et D sur I'axe des ordonnées.

P
Alors: AY = |}r". Li (IV.7)
(1)
l.es coordonées des points de ce coté sont données par :
Yald) =¥, +G-DAY,, )
i=1L,2.3,....N, (IV.8)

Yull) = Fab ¥ (i)

= c s
avec : F,(y): la fonction inverse du coté AD,

Pour déterminer la racine de la fonction inverse si f4p(y) est implicite on utilise algorithme de
Dichotomie par exemple (ou de Newton).

Aprés avoir généré les nceuds sur Ja frontidre on obtient le schéma de la ligure (1V-0).

c
L L£isSH..
jt
i
ISiS N,
Y B

Fig.IV.6 : Génération des neeuds sur la frontiére du domaine (11x16)
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On note ici que, entre chaque deux neeuds successifs sur un coté on assimile la courbure de la

frontiére 4 un segment de droite. L exemple suivant sur cette figure est pour Ny = 10 et Ny = 6.
Finalement, [1 est & noter aussi qu’on a fait le stockage des positions des neeuds de lrontiére dans

les vecleurs uni-colonnes X(NNT) ct YINNT)} par la position ‘L’. Lalgorithme déterminant ces

positions en fonction des vecteurs de guatre colés est présenté comme suit :

DIMENSION mn(f}

0 e T R L R R L L B R e e iRt t Llie L Lt bl et

MNX=NNX ¥ WY=HNY
[FNTEF.EQ3ORNTEF.EQ.6YTHEN
WE=ITMNK-] : MY=2*NNY-|
ENDIF
il ENX : nn{2 F(3*MX-2
nn{3=(NX} : no(4 =X}
S (2 *NX}-1 ! no{6=(NX)
[pas=1

IFNTEF B ORNTEF RQG) Ipas=2 | e pas de la boucke

et e PR UEEE SLAR PR S ST E LS LARAL AL LRE DAL L AL AL it bbbl bbbl
C REMPLISSAGES DES POSITIONS DES COTES DANS LES VECTEURS X ET Y.

O LES COTES BASSES I HALITES DANS LES COTEL BT COTES
M) 133 =1, WX
X{(1=XCOTEWD . Y(D=YCOTELT)
ICL{=1

L={NY-1)*nn({NTEF)+I
IF(NTEF.EQ.6) L={NY-1)*an(NTEF)-NEL+]
ICL(LY=1
X(LY- XCOTE(1) ; Y{L)=YCOTE3(I)
123 CONTINUL
C 1LES COTES GAUCHE ET DREOITE DANS COTE2 ET COTES
M 124 =2 NY-1
L=(1-1)*nn(NTEF)+1
IFNTEF.FQ.6) Le(i-D* nn(NTEF)+1-((NNX-1)*((j+1)12-1))
X(ILEXCOTES()) Y(L)=YCOTE4(J)
ICL(L)=]
L={J- 1 an{NTEF)+MNX
IFNTEF.EQ.6) L=()*nn({NTEF}-{(NNX-1)*{(j+2)2-1))
X(L)=XCOTE2()) Y(L=YCOTE2())
1ICLIL)=1
|24 CONTINLUE

1V.3.2. Génération des nceuds internes pour maillage de type "H™ :

Aprés avoir déterminé les positions des neuds de la frontiere du domaine, on procéde
maintenant 4 la présentation de la méthode développée pour la génération des nozuds internes. Le
maillage obtenu pour cette partic ¢st de type "H".

On obtient des petites cellules ou domaines de [ormes quadrilatéres. Chagque neeud est caraciérisd
par deux valeurs x el y qui permettent de déterminer sa position dans le domaine. La procédure

quon présente, est divisée en deux étapes. La premicre consiste & déterminer les abscisses X, de

lous les points. et cela par une interpolation entre les cotés gauche et droite. Une lois les abseisses

sonl oblenues, on procéde en deuxieme étape a la détermination des ordonnées y; de ces neuds par

une interpolation entre les cotés bas et haut du domaine.
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Fn eflel. comme le nontbre de nocuds sur les colés gauche et droite égal a4 N, alors, & chague
neeud dun coté sera relié avee un meud de 'autre coté par une courbe qui contient Ny neeuds. dont
les extrémités sont inclues, voir figure (IV-7a)

Pour déterminer les abscisses des neeuds sur la courbe FG on s'intéresse uniguement aux
abscisses des neeuds des extrémités ganche et droite qui sont connues. La projection de la courbe
reliant les points T et G sur 'axe horizontal donne un segment de droite comme Uillustre la higure

survante (1V-7h) :

i e, Core 2 S 1= 1M,
- R
Coke < J ——— Cotd 2
F a ]

TI FT =1 i

- —

o 3 X

Tig. IV. 7 ah : Mustration de la procédure de dérerpnnation der abocicees
En divisant le segment F'G” en N, points dont ceux des extrémites sont inclus, on obtient par
conségquent (N, —1) intervalles égaux. [ abscisse de chague point sur cet intervalle (¢l par suite
sur la courbe FG ) est oblenue par :
_Ir;"’KF

2 =X H(i—1)Ax i=1,2,3, ... Nz avec : ﬁi—[Tt_-]}- {(I1v.9)

En [aisant varier le point I sur le coté gauche de point A jusqu’au point D et de méme pour le
point G du coté droite, on passe du point B jusqu’au point C. on obtient les abscisscs des noeuds

d’autres courbes en faisant I"extension de la relation (1V-9) par :

Ax(j)= Imlizfjé_;_ I:u;i;[l}
) : i=1,23 N, (1V.10)
x(i) = xeaa(i) + (1A X(j) i=12,3, ..\, ;

La deuxidme élape consiste 4 déterminer les ordonnées des nceuds internes en utilisant par
conséquent I'interpolation linéaire entre le coté 3 du haut et le cot¢ 1 du bas {voir figurc IV-8al.
La projection de la courbe reliant les points IT et R sur I'axe vertical des y donne un segment de
droite. Avee I et H' sont les projections respectivement des points R el H sur Paxe des ordonnées

{voir figure [V-8h).
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b/ nY y

' S Co :1

Fig. TV-8 b : Hhustration de la procddure de déiermination des ardomndes

Comme chague courbe contient Ny neeuds, alors, chaque seginent contient Ny iwvends, Onedivise

ve dernier en (N, —1 ) intervalles egaux, 'ordonnée de chague necud est donnée par ¢

. i Yu—Y¥Yn
Yi=y¥ut(j-1)LAy =1 Zs-3inen N}, avec ; Ay = ™N=D (IV-11)
En faisant varier maintenant le point R sur fe colé 1 du bas et le point 11 sur le coté 3 du haut, on
obtient des autres courbes dont les ordonnées de ces neeuds sont données par le systéme suivant par

I"extension de la relation (IV-11).

oo Mearg (i} Leans1 (i}
Av(i) =
v (N, -1)
3 =123 e "IN, (1y-12)
¥} = Feoerld) + (J-1)0A yii) j=1.2.3, s,

Finalement, les relations (1V-10) et (IV-12) délerminent rapidement les positions des noewds
internes du maillage qui représentent les sommets des éléments finis obtenus, or pour les positions
des nieuds des milieux des cités et aux centres des surfaces des éléments finis, on a développe pour
le calcul de leurs positions des corrélations en fonction des cordonndes des sommets de chague
élément {ini et en fonction de son type qui soit triangulaire 4 3, 4... nicuds ou quadnilatére a 4. 5...
neeuds. De la, on montrera dans la suite ces relations selon chaque cas (type d’élément fini) avee les
alfectations directes dans les vecteurs cordonnées X et Y par une partie du programme de la
soubroutine SUITGEOM. Tel quion a fait le stockape des positions de ces noeuds internes dans les
vecteurs unis X{NNT) el Y(NNT) par la position *L’ et non des malrices 4 deux colonnes.

comme indigué précédemment pour les neeuds de frontiéres.
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¢ DETERMINATION DE COORDONNLES DES NOEUDS DES SOMMETS INTERNLS
GOTO OO, 010,10, 10,2000 NTEF
£ vAeRdd cae de NTEF=1 ou =3 tu 4 et une partie de 2 cb 5 #¥%*e»
H)OTHD 30 J=2, NY-1
DRI XCOTEZN-XCOTEAI N NK-1) : (-1 * nn{NTEF)
DO 30 =20 NX-
DY (Y COTE( - YCOTET{NY-1)
L=I141
X{L} XCOTEAIpH{1-1)*DX]
1] Y{Ly-YCOTEL{I (-1 DY]
IFNTEF.EQ.2) GOTO 40
IFNTEF.ZO.3) GOTO 250
IFINTEF.EQ.Ay GOTO Gl
GOTO 500

¢ DETERMIENATION DU COORDONNEES DES NOLUDS INTERNES INTERMEDIAIRES
£ EREREREEN gy do NTEP=2 {1 suite) SHeHkess
40 THD 50 =Lny-]
=1 n{NTEF)
DO 30 =1 nx-1
Fl=i+jj : I=11 ‘nx+i-1
2= |l +nn[NTLCIF) ; [3=12+1 : [4=T1-1
XOFCUIDHXAZFXUING.  © YL (YUDPY(2yY 3y,
ROLA D=(XAXA3 X5 1 V(LT T=(Y(U) Y(4)y= Y133,
0 CONTINUE
GOTo 500
g FeEREREs oo 4o NTEE=5 (lp suite) Fraeekes
Gl PO 120 =1ny-1
1 -1 n{NTEF)
DO 120 =1 nx-1
Li=tHj) 5 [2=11+1 ¢ L=114nx : 13=L+nx=1 ; 4=13+1
X(LI=(X(1 T+ XOI2Z P X(13) FX(14))4,
120 VLY -(YCD)FYO2Y VOB Y (1414,

GOTO 500
g FEEERERE es ommets - cas do NTLEP=G ###esesd
200 DO 21003, NY-1, lpas i
DXJ-(XCOTE2(J)- XCOTEAGNINX-1)  ;  JI=(3-1 *nn(NTEFJ((NNX= LG+ 1)2-1))

DO 210 1=2, NNX-1
H=2*1.1 1 DYI=(YCOTE3(ii)-YCOTEIGNNY-1)
L=bJii
X(L)=XCOTEA(T) I (1-1)*DX*2 3 Y(L)=YCOTEI(I(U-1)*DY!
210 CONTINUE
P WEERERE | e qeends internies intermédinires NTEF—6 *e*asds
DO 240 J=2 NY -1
J1= (-1 an(NTEE-((NNX-13"((j+ 11/2-1))
LR MO 2LNED) GOTO 220
DO 215 1=2 NN

=211 : L=dal s Li=0NX4ii L2=1. 14 2* nx-(NNX-1)
X=X TXILDN2, : VLYY Y L2V,
215 CONTINUE
GOTO 240
220 DO 230 1-2.NX-1,lpas
L=JJ+I

ROLY-(XL-Ty X(L+12, V(LE(Y(L- 1Y {L+102.
230 CONTINUE
240 CONTINUE

GOTO 500
' R RN Lo d,: NILI-E llﬂ S'I.'I'itE!} LEL L kR b
T Les noeuds imdemmes intormédiaires
250 DO 300 J=2, NY-1 ; LI=(1=t Pan(NTEF)
IF(MOD,2)NE . O) GO 280
DO 260 (=2 NX-|
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L=[1+] i L=l ~NX-| ; L2=L1+2*nx+2
IE(MOI,2). FQ.0) THEN
WL (XL XLV : YILFEOY (LY (L2002,
ELSE
XL=(X(LIHTHXL2-DV2. 0 Y(LI=(Y(LI+ D ¥(L2- 1002,
ENDIF
e CONTINUE
GOTO 300
2800 DO 290 [=2, NX- | Tpas
L=J11
X(LPX(L-TXLADN2 0 YELIE(V(L- 1Y (LA DY
60 CONTINUE
M) CONTINUE
GOTO 500

1V.3.3. Connexion des neuds du maillage de type "H" :

Aprés aveir fait la discrétisation type H du domaine en petits éléments, on obtient un ensemble
de neeuds et d'éléments finis quadrilatéres, Pour avoir les éléments triangulaires, on procede @ la
division de chaque élément quadrilaiére en deux sous éléments triangulaires comme le montre
fipure 1116 du paragraphe 111.7.2.

Chaque élément a sa propre matrice de rigidite [K'"et son vecteur force {I""‘ } Le probléme
consiste a faire Fassemblage de ces maltrices élémentaires pour obtenir celle du domaine complet,
oil le principe est donné dans le paragraphe § 111.8 du chapitre (IT1). Pour arriver aux résulfats, il faul
conmaitre les numéros globaux des neeuds locaux de chague élément. Pour cela, on déclare une
matrice de connexion d’ordre (NEL x NNPE) pour les éléments obtenus qui ont NNPE neeuds. On
désigne celte matrice par NNE.

{In note que la numérotation oplée est donnée selon la condition que la largeur de fa demi-bande
soit minimale pour fe stockage type Matrice bande ou une numéretation guelconque pour fe
stackage type Matrice creuse (complexe). Le probléme de I'influence de cette numerotation scra
exposé en détaille au prochain chapitre lorsqu’on aborde le probléme de stockage.

Dans la suite. on donne un exemple de numérotation d’un maillage rectangulaire de dimension
Nx Ny =614, quia des éléments triangulaires & trois nceuds (T3N). La matrice NNE(NEL,3) serx

remplit de la fagon suivante, Lel que la numérotation interne d’élément est de direction anti-horaire ;

19243;1:123} @@@@@,

1’13 14l 15 V16 Wz L s 22 24 2 z) (30

el Vel %@
Ny 1L 14

l 2 3 4 5 4 : @

Nt ———p 2 4
Fig IV-9 a: Discrétisation exn éléments
trianguiaires el numérotation des noeuds FigIV-2 b: Numdrotation das didments
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NE(NEL 3. les trois valeurs de chaque ligne du  vecteur

=
b

R & T 7 NNE(NEL,3) représentent les numéros des lignes et des
3 L |2 8 colonnes de la matrice de rigidité¢ globale du domaine
; ; g : : complet avant I"introduction des conditions aux limites, Par
5 L 10 ;9 N exemple pour la ligne 14, on a I'élément triangulare
64 3 4+ 1 numeéra 14 a les trois neuds de numéros 8, Y et 15 dans le
; j "'—lj] ; L? sens anti-horaire. Autrement dit, le noeud local 1 de ce
9l 3 6 | 1l triangle est épale & 8 plobal du domaine. On pent prendre le
:[: B f: u_E :; noeud local 1 égale & 9 ou 15, mais il faul que les trois
12 177 g T numeéros permutent dans le sens anti-horaire.
13] 8 15 14 Si la numérotation des neeuds cst aléatoire. e
14 _B 19 15 remplissage de cette malrice sera d'une fagon manucl. vu
1; 3 :g 1| f«_ I"inexistence d'une formule de réeurrence,
t7i 10 | 17 | 16 Dans le cas général pour tous les types d'éléments fini,
13 | 10 _IEF I on propose le programme suivant permettant le remplissage
;3 ]I: :: :; du veeleor NNE(NEL.NNPLE), en donnant uniquement le
Wik, | nombre de neeuds N, et N, (noté par NNX et NNY) ot le

tvpe NTEF. Pour plus d’illustration, ajoutons les figures
Tablean IV.1 : Remplissage de la o g / ®

; danies.
matnice MINE (NEL,3) CoTrespon |
L=I
N =nnx-1 Fig. IV-10 (abecde & )
MNZ=nnxt | ; i T
GOTO (5.1525,3545,55), NTLF CEHBETARL . 1
L e NTEF = 1 ——— = {T2N}
5 DO 10 J=1,NNY-1
TI=(J-1 (N1} al| B
DO 10 1=1.N1 I
12=11+N2
13=12-1 O
NMFEL, 111 : NNE(L.2)12 . NNE(L3FI3 w
NME(L-1.13-11 :  NNE(L+12y1+1 ; NNE(L+13)12 {::j
L-L+2 n
I 1=l 11+1
GOTO 700 )4
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C

L4

-------------- NTEF=2 = = [T4N) oo msecsmenea

15 D020 J=1 NNY-I

FI=(-1*NTY*3+H]

BO 20 - 1.M1

[2=11+MN2 (N2

i3=12-1 =M1
NNE(L. =11 NME(L,2)=12

MME(L.3)=13
NNE(L+L1FI]
NHE(L+1.3=12

[=L12

WNEL. 4 =14
NNE(L+L.23=11+1
NNE(L+L4p=14+1

0 N=l+]
GOTO 700

NTEF=3 —wm= (T6N)

nd=1"NNX
O 30 J=] NNY-1

H=(1-1y*niy-1

DO 30 I=LN1

12=Ti+nd 13=12 104

14=13-1 15=14-1

16=12-1

NNE(L,1)=11 NNE(I..2)=13
NNE(L,3)=15 NME(L,4)=12
NME(L,5)=14 NNE(L,6)=16

MNE{(L+1,4)=1111
NMEL+1,5)=12+1
NNE(L+ 1,612

NNE(LALTFEI
NNE(L+L2FN+2
NNE(L+1.3)713

L=L+2

I 1=l

5

40

L
15

+2
GOTO 71

--------- NTEF=4 - = (Q4N)
L=l

DO 30 J=1 MNY-1

Ll=(J-1y RN+

[2=M111

130 A0 I=1.M1

13=11+N2

HNME(L, 1)=11

NME(L,3)-13

L=L+I g
[2=114 1

GOTO 700

NNIE(L,2F12
NNE(L,4)=13-1
-11+1

-------- it NTEF=S e = (N
n3=2"N1
1) 50 J=1 NNY -]
DO 50 T=ENI0
=112 NN
MWNE(L, 1L i
NHE(L.=12 i
MMNE(L.S=T-HNNX
L=L+1 :

NNE(L,2)=12
NME(L,A¥=13-1

11=T1+1

0 12=0] ¢l

GOTO Tu

5 14 3

16 [2+] !
11

Il 1+2

L+l s
ar
[2-1
13

n*

Pawe = 62
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B e NTEFEG v = QBN ammsmmmmrmemensssonn
35 nI=E3I*NNE-D

DO ol F=1, NNY -
FI=(1-1*(nd )+ 7 12711+
BO G0 1=1,M1
i3=11+2 . 4=T142*NNX-(1-1)
[S=F1+3*¥NNX+HD TR=11+2*NNX-1-(I-1)
NNE(L, 1}=11 i NNE(L,5)=12
MNME(L,2FI3 : NMFE{l.,6)F14
MNMNE(L, 315 ;o NNE(L,TFI5-1
MWINE(L,d)=15-2 7 MWNE(L, 818
1.=1.+1]
[1=[1+2 " 2=flr

a6 CONTINUE

Rappelant que le principe de ces correspondances entre les neeuds locaux et globaux avee un

tableau est monteé au paragraphe 11-8 (lableau N°1).

1V.3.4 filtrage des neuds internes :

11 est parfois trés efficase d utiliser une option appellée filtrage des nceuds. Dans certain cas,
procédure de condensation des nocuds ne permet pas une bonne répartition de ces derniers dans des
répions oil la sofntion 4 recherchée demande un grand recombrement des neeuds, surtoul devant les
[rontiéres. au voisinage d'une grande courbure, ou un grand gradient de variation de la solution du
probléme.

[a technique de filtrage utilisée par pas mal d’auteurs est donnée dans le cas péndral par

I"algorithme suivant:

|
XN — xr‘n:in __i‘:il f (I;"'-"""—x;'““““:l
k=1

( V.13
k=
il s f (y greiem —yy pucien )

k=1

» avee m: le nombre de neeuds qui sont reliés par une ardte avec e nwud de numéro 51 " 4
filtrer.

s @ lacteur de relaxation compris 0 < @ < 1.
. {xk ; }'k} k=1,2.3,...,m: les pusitions des ‘m‘ neeuds reliés avee le neeud 'if

1 algorithme (IV.13), a refaire enire 20 jusqu'a 100 itérations. On peut méme aller a 2000
irérations. & savoir la forme finale du maillage oblenu.
Pour le maillage de type *H” et élément fini triangulaire & (ruis neeuds. chaque neeuds interne est

relié avec six (06) necuds, done m=6. Alors la relation (IV.13) sera done adaptée comme suit :
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i £ SEvin ok L Eet
o o rorall e {1_134, N1 _
IV 14}
Yy =0 gi“ur enrge ::lien e :;Tn =2,3,4,.., N -1
‘;T::',' +:'.-';’::'“ + i:‘:;“‘ -6 vﬂ

11 est i noter que Je stockage des positions des neeuds dans des vecteurs uni-calonnes x(1) et y(L)
est [ait par fa position *1," el non par des matrices a deux colonmes “i, i Les indices des sysléimes
(IV.13, IV.14) sont donnés juste powr illustration. Donec, les cxpressions qui servent d la
programmation sont données selon le type de chaque élément [ini dans la suite, Tel que, on note les
nouvelles valours de %(1.) et ¥(1.) par les veeteurs xn(L) et yn(L).

Pour T3N, ona (Figure IV.11a):

(L) =x(L)+ ‘E“{KS{}M - 6.x(L))

{i = 2,3,4,..|’N:_I IV [q}
izzrat"'r' '-Nr I S
yn(L)=y(L)+ ¢ (VSOM - 6.v(L))

T'el que : XsOM =x(11) + x(12) + x(13) + x(14) + x{(15) + x{16)
YSOM =y(11) + y(i2) + ¥(13) + ¥(14) + ¥(15) + y(16)

L=i+N.{j-1)
M=i—1+(j-2)N. 2=1+1 : B=L-1
14 = L1

IS=i+jN, : 16=15+1

:
Pour I'élément fini triangulaire 4 quatre neeuds T4N, on a pour les neeuds des sommets m=6 .

XSOM = x(11)+ x(12)+ x(13)+ x(14)+ {15} x(16)
YSOM =y(I1}+ y(12}+ y(13)}+ y(14)+ y(15}+ y(16)
L=i+(3N.—2}{ji-1)
11 = i-1+(j-2)}(3N,~2) 12=11+1 3=L-1 {
14 =L+ 15 = i+j{3N,-2) 16 = 15+1

(1V.106)

i;z|3"4gl M gN 1 -1
j-'.-z |314+-- -'F'q.l' = ]

Lt pour les neeuds des milieus des triangles, on rprend le caleul des moyennes des coordonnées
des noeuds des sommets, comme le monire les algorithmes de génération des maillages  du
paragraphe 1V.3.2, voir figure (LV.11.b}.

Pour I’élément fini triangulaire a six noeuds TON, on a pour les nceuds des sommets =6 :
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XSOM = x(11)+ x(12)+ x(13)+ x(14)+ x(15)+ x(16)
VSOM =y(11)s y(12)+ y(13 )+ y(14)+ (15)+ (16)
L =i+ (2N,—1)(j-1)

— & e e o g i=3,5,7,.--2MN:—3 pas=2
H=i-2:(j-3}2N.-1) R=I1+ 13=L-1 J|j=3.5,'?.+..,2H,—:‘I S
4 =1+ 15 =i+ (j1)(2N,-1) 16 =15+1

(IV.17)

lit pour les nceuds des milieus des ardtes (figure 1V.11.c), on reprend le calcul des moyennes des
coordonnées des neuds des sommicls de chague arfle, comme le montre les algorithmes de

génération des maillages du paragraphe 1V.3.2.

o B I oI5 16 d 15 B
L] ]

L ] L ]

) " b pl/ "L/ W Bl L,
1 .

J o L - b

_non . . g
! : ik
T3N 11 2 T4N I TéN D

Fig V.11, a,b,c : les indices des formules de filirage pour les neeuds

internes des éléments triangulaire

Pour P'élément [ini quadrilatére 4 quatre nceuds Q4N, ona m=4 (voir figure 1V.12.a), done

xn(L)=x(L)+ <2 {KSUM — 4. "(L)} -
4 {l= I,3,4,.---,N1' 1 []-‘rlﬁ}

j=2,3,4,..N, -1
yn(L)=y(L)+ ¢ (YSOM — 4.¥(L)) =2

XSOM = x(11 1+ x(12)+ x(13)+ x(14)
YSOM =y(ith y(12)+ y(13}+ y(14)
L=i+N.(j-1) : M=i+(-2N.  ; I2=b—1 ; [3=L+1 ; HM=L+N,

tel que :

Pour I"élément fini quadrilatére i cing nceuds Q5N on a pour les neeuds des sommets m — 42

(vair figure IV.12.b). alors :
L=i+ (2N.~1}(j-1)

H=i-1+(j-2)@N,~1)  12=T1+1 {;:iijﬁ:: (1V.19)
13== L+ 14 = L+{(2N,-1)
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Pour les neeuds des milicus des quadrilatéres, on  reprend le caleul des moyennes des
coordonnées des ncuds des sommets, comme le monire les algorithmes du paragraphe 1V.3.2.

Pour I"élément fini quadrilatére & huit neeuds Q8N, on a powr les noeuds des sommets m=4 :
L=i+ (3N, -1)(j-1)

11 =i-2+(j-2)(3N,~1) 2=L-2 {
13=1+2 14 = i+(j)(3N,-1)

i=3,5.7,..,2N.—3 pas=2

j:'z!3|4guu|N:.-—l pas:] {l"’ .I'UI

Ft pour les neeuds des milieux des arétes (figure 1V-12.¢). on reprend le caleul des moyennes des

covrdonnées des noeuds des sonunets de chaque aréle, comme suil

wmig=(c(11 ) x(2)y2 . yn(0=y(11)1y(12)2 (1¥.21)
Tel gue :
Si (j) est impnire : -—-i+—(‘%l}.[3.|"h-l} i=2,4,0..,2N—2 pas=1
[1=L-1 o 12=1.41
F j =213 2Ny -1
Si(j) est paire: =i+%.{3.ﬂ.—-l]—ﬂ, i=2,3.4...,N:—1  pas=1
H=L-2No+i  ;  R2=H+{3.N:-1) |
W M of 4
af 14
- L] L * o
E B I 9
r e 2 Z ] (Y I I3
P L] . - + 4
B . .
) QN n QN 11 Q8N

Fig.AV.12.a,b,c : Les indices des formules de filivage pour les noeuels

internes des élémenis quadrilaiéres.
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CHAPITRE V

Résolution numérigue et programmation

V. 1. Introduction :

(ette partie est la plus importante, elle consiste & résoudre le probléme numériquement, Pour
cela, on applique une méthode de stockage bande dans un veeteur [V} uni-colonne représcntant fa
malrice de rigidité fictive, qui donne I'équivalence de la matrice [K]. tel guon suit une procédure
de récurrence la plus cificace. Puisque le travail sur la méthode des éléments finis & abouti sur des
matrices [K| symétrique el bande, ces deux proprietés ont conduit & stocker la partie supérieure (o
inféricure) de la matrice. en éliminant les zéros qui se trouvent a lextérieure de la bande,

lin résumé, a chaque lois quon se positionne sur une case de la matrice K(i,j). la méthode donne
sa position dans le vecteur {V} & base de certaines formules qui varie suivant la meéthode de
stockage, dont ils seront donner par la suite,

- §i on se trouve au-dessus de la diagonale (partie supérieure) et 4 ["extérieure de la bande. le
calen! sera ignoré puisque celie case est réellement nulle.

- Si on setrouve au-dessous de la diaponale (partie inféricure) il suffit uniquement d utilise
propriété de la symétrie ( K(i,j) = K(.i) ) et le traitement sc [ait comme €lant une case ke (1.]).
Puis, on passe & la résolution du systéme d’équation obtenu en utilisant une méthode directe

(la méthode de KHALESTKI qu’on adapte pour des matrices bandes et symétriques).

V.2. Méthodes de stockage des matrices handes dans un vecleur :

Considérons une matrice [K] d’ordre (N x N) symélrique et bande avec la largeur de la
demi-hande est B. Le probléme est de savoir stocker les cases de cette matrice dans un veeteur
{Vk}. Il est parfois difficile de fairc une équivalence entre une case de la matrice [K] et la case du
vecteur, ce qui a supposé plusieurs formes de stockages sous forme de vecteur. Ces formes de
stockages sont différentes suivant Ja maniére de stockage et la formule de récurrence convenable,

Alors, on va proposer cing (5) formes de stockage en prenant une matrice [K] d'ordre (7x7)
syméirique et sa bonde B est égale 4, et cela pour fixer les idées. Ces formes sont : le stockage en
colonne, en diagonal, en ligne, en ligne de serpent, en escalier.

V.2.1. Stockage en colonne :

1.a méthode de stockage choisie est représentée par la direction des fléches. Clest-a-dire colonne

par colonne, comme le montre la Agure (V.1) :

I'agr_:“l’;'f
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—*{ Vi

7 ¥ ;
gym ¥ ;

v [ ] mn

Fig.V.1 : Hlustration de stockage en colonne

Tel gue

V(1) = K(1,1)
Vk(5) = K(2.3)
Vk(9) = K(3,4)
Vk(13) = K(4.,5)
VK(17) = K(5,6)
VR(21) = K(6,7)

Vi(2) = K(1,2)
VK(6) = K(3,3)
Vk(10) = K(4,4)
Vk(14) = K{5,5)
VK(18) = K(6,6)
VK{(22) = K(7,7)

VI(3) = K(2,2)
VK(7) = K(1,4)
Vk(l1) = K(2,5)
Vk{15) = K(3,6)
VK(19) = K(4,7)

Vk(4) = K(1,3)
VK(8) = K(2,4)
Vk(12) =K(3,5)
Vk(16) = K(4.6)
VK(20) = K(5.7)

On peut remarquer pour cet exemple, que In dimension nécessaire du vecteur {Vkjest ¢pale a 22,
¢est-ia-dire NN=22

Si on veut généraliser 4 une matrice [K] d'ordre (N x N} symétrigue. la dimension du vecteur {Vk}
Doit étre égale 4

NN = 14243+t B+(N-B)B = fnnm-m
=]

i

=l
Corune E i = B(B; 2 somme d’unc suite arithmétique de raison unité, done :
I~

_ B(B+l)
S

B s NN BEN B (V.1)

NN 3

O peul vérifier ceule formule pour 1'exemple precédent :

-7 »
{N NN 2 MEXT-341) o,
B=4 2
On procéde maintenant & la détermination de la formule de récurrence de stockage des éléments
de la matrice [K] (les éléments de la bande uniquement) dans le vecteur {Vk}.
Pour cela on divise la matrice | K] en deux bloes,

1- Pour une case K(ij) telle que j< B, son équivalence en position dans fe vecteur V(L) est

L=1+2+3+t...F(j-1)+i= i+—j{j1;[}
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Alors : L=i+ -J-{-iz:-” si j<B (V.2)

On peu remarquer que le nombre (j — 1)j est un nombre pair
2- Pour une case K(i, j) telle que j =13, son éguivalence en position dans le vecteur VK(L) est
B{1- j
L=1+24+3+ . ......*B+(j-B-1)B+i-(j-B) =i-}) .|._{__ S +2j)

Alors : L=i—j+B(l-B+2j)2 si j>B (V.3)

Remarques :

Pour Ja formule (V.20 le compteur ' varie de | £ 1 £ |

1

Pour la formule (V.3), le compteur ' varie de J-(B-1})< 1 < |

La fometion 1. (i.j) est continue au point j = B. Done pour ce point, on peut appliquer
n'importe quelles formules (V.2) ou (V.3).

Pour les [ormes suivantes, on va seulement donner les formules de récurrence de stockape

sans délatllé le caleul [24].

V.2.2. Stockage en diagonal :

Les éléments de la bande supéricure de la matrice [K] seront iransierés diagonalement duns Je

veoleur [YE) par : VE(L) = K(i,j)
n= -1 1
l'el ue: LY (N+l-p)+i= y [G-1) @N-j+i+1)4 ] (V.4)
p=1
j=1,2 35w B j=B+1.B+2.....N
Avec : ot
=123, B i=j-B,j-B-1_.j

L'exemple suivant pour une matrice d'ordre (7 x 7) illustre schémaliquement le transtert des

cases entre la matrice et le vecteur correspondant.
\| ~] 0
= | E A | ={¥k} .
T e :

e [ ] mn

Fig.V.2 : [llustration de stockage en diagonal

[y ]

La dimension nécessaire de ce vecteur est donnée toujours par la [ormule (V.1).

- o . . I.‘-ag-c :.Il‘.i"lI
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Si on applique la formule de récurrence (V.4) 4 l'exemple précédent clest-a-dire cette matrice de

l'ordre (7x7) et B =4 pour bien illustrer le procédé de stockage, on trouvera les résultats suivanls :

V(1) = K(1,1)
VK(5) = K(5,5)
Vk(9) = K(2,3)
Vi(13) = K(6,7)
VEi(17) = K(4,6)
VK(21) = K(3,6)

VK(2) = K(2,2)
VI(6) = K(6,6)
Vi(10) = K(3,4)
Vk(14) = K(1,3)
Vk(18) = K(5,7)
Vk(22) = K(4,7)

V.2.3. Stockage en ligne :

Vi3 =K3.3)

Vk(7) = K(7,7)
VK(11) = K(4,5)
VK(15) = K(2,4)
Vk(19) = K(1,4)

Vk(4) = K{4,4)
Vi(8) = K(14)
VE(12) = K(5.6)
Vi(16) = K(3,5)
Vi(20) = K(2.5)

Les ¢léments de la bande supérisure de la matrice [K] seront transférés ligne par ligne dans le

vecteur {VKY par ; VI(L) = K( i,j ). comme le montre la figure (V.3).

i=1,2.3...,N-8
Telgue ; L=(G-D.B+j-i+1 8i (V.5)
=i, i41, 042,00, i+ 1341
{ =i L = l|I=:N-'."-|-I..|. ------ qN
L= E{21"‘[454—1} AN=EEN Sac N N+j si I_ - , (V.6)
2 S 1 jo= iy by N
n 1
o 2
ut G =
- ¥ | — (VW)
] - .
r L]
£ (] v

Fig.V.3 : Hlusiration de stockage en lighe

La dimension nécessaire du veeteur {Vk }et donnée toujours par la formule (V.1)
Si on applique les deux formules (V.5)et (V.6) a cetle matrice d'ordre (7x7) et B =4, pour bien

éclaireir le procédé de stockuge. on trouve les résultats suivants :

VE(1) = K(1,1)
Vk(5) = K(2,2)
VK(9) = K(3.3)
Vk(13) = K{4,4)
VR(17) = K(5,5)
Vk(21) = K(6,7)

Vk(2) =K(1,2)
Vk(6) = K(2,3)
VE(10) = K(3,4)
Vk(14) = K(4,5)
VK(18) = K(5,6)
Vk(22) = K(7,7)

Vk(3) = K(1,3)
VK(T) = K(2,4)
VK(11) = K(3.5)
VK(15) = K(4,6)
VK(19) = K(5,7)

Vk(4) = K(1.4)
VK(8) = K(2,3)
VK(12) = K(3,6)
VE(16) = K(4,7)
VE(20) = K(6,0)
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V.2.4. Stockage en ligne de serpent :
La matrice [K] (les ¢léments de la bande supéricure) sera trunsiérée ligne par ligne

alternativement dans le vecteur {Vk} par : Vk(L) = K(i.j).

Tel que :
ook - . : Ao
L =(G-1.8B+ (i D +[i-1-2int(i/2)].(B+1)
_ V.7)
"5 [ S RS ,N-B {
si
jzi, i+ + 2 t+B-1
L=.B(ZN'H'*]}“{ZP"'IHH_H']} CN4je[i1-2imt(N/D)(N-2j+i)
(V.8)
i=N-B+1,N-B+12,..... N
af =
j= i, i+ i+ e . M

De méme. la dimension du vecteur {Vk} est donnée par la formule () si on applique les deux

formules (V.7) et (V.8) Acet exemple N =7 ¢t B =4, on trouve les résultats suivants

s 1
-+ n 1
. 3
= 5. —(Vk} .
7 > .
aym i
— R

Fig. V.4 : Hlustration de stockage ¢n serpent

Vi(1) =K(1,1)
Vi(5) = K(2,5)
Vi(9) = K(3.3)
VE(13) = K(4,7)
VK(17) = K(5,5)
Vk(21) = K(6,6)

Vk(Z) = K(1,2)
V(6) = K(2,4)
VE(10) = K(3,4)
Vk(14) = K(4,6)
V(18) = K(5,6)
VK(22) = K(7,7)

V.2.5. Stockage en escalier :

VE(3) = K(1,3)
VK(7) = K(2.3)
Vki(i1) = K(3,5)
VI(15) = K(4,5)
VK{19) = K(5,7)

V() = K(1,4)
Vk(8) = K(2,2)
Vk(12) = K(3,0)
VK(16) = K(4,7)
VE(20) = K(6,7)

Le schéma de transfert des éléments de la matrice [K] se fait comme l'indigque Pexemple suivanl

pour N =7 et B = 4. [it pour bien voir l¢ transfert des éléments voici la correspondance -

Pﬂgq:": Ti
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V(1) = K(1,1)
VK(5) = K(2,3)
Vk(9) = K(2,3)
Vk(13) = K(5,7)

Vk(2) =K(1.2)
VE(6) = K(3,6)
VE(10) = K(2,4)
Vi(14) = K(3,3)

Résolution numérique et progra mmation

Vk(3) = K(L,3)
V(7) = K(4,7)

Vk(11) =K(3,5).

Vk(15) = K(3,4)

Vii4) =K(1,4)
VK(8) = K(2,2)
VK(12) = K(4,6)
Vi(16) = K(4,5)

VK(17) = K(5,6) VK(18) =K(6,7) VE(19) = K{4.4) VK(20) = K(5.5)
VK(21) = K(6,6) VK(22) =K(7,7)
B, 4
== il
. —~ — > {VK)
<7 .
sy
T 1

Fig.V.5: lllustration de stockage en escalier

Pour une matrice dlordre (N x NJ avec une bande B, le transfert des éléments se fait par la

formule de réeurrence suivante : V(L) =K(ij) or:

J 1=152,3 conrenens B

L= {'_”E.ZN."_}ﬂLj " (V.9)
2 Ljst, g4 gusin B
o e SH TS g O SR N
L= (B-j+ i-1)(2N B+_j_1_]+j ” (V.10)
2 jeB41,B+2 i+ B-1

V.3. Résolution numérique du systéme d’équations linéaires :
Aprés avoir remplie el stocké la matrice de rigidité | K] globale el le vecteur (K}, el afin de

déterminer le vecteur solution [W) . on est amené i résoudre le systéme d'équations suivant :
| K] {W}= {F} (V.11

On a adapté la méthode de KHALKTSKI pour la résolution numérique du systéme (V.11) ; parce
qu'elle est directe ot caractérisé par un nombre d’opération fini et limile. done résolvant des
systémes de taille modéree,
V.3.1. Méthode de décomposition de KHALESTKI :

Supposons dans la premiére étape que la matrice [K] cst quelconque mais carré et pleine,
Nous présenterons lalgorithme de résolution de celle matrice [24], ensuite nous déduirans

I'alporithme de résolution pour une matrice symétrique el Bande.

1’:.1-',;_;,1_' : TZ
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V.3.1.1. Matrice carrée pleine et quelconque :

Mettons la matrice [K] sous la forme d'un produit de deux matrices, I'une triangulaire inférieure

|L] = [Lij] et I'autre triangulaire supérieure [H] = [11ij] a diagonale unité..

C'est 4 dire que: [K]= IL] [H]
[ L ] | Hi: Hy
Lu L2z 0 1 Haz;s
Ou: []-'] =| La Lz L et [H] = 1
i 5 - - 0
L l..lnl LIII Llﬂ T ]-"ll'l 2 L
Les éléments Lij et Hij se calculent par les formules suivantes :
K
Li = Kn HM=—-H . S o1
Lu
ot j=lgz‘|3§lu|rrlrl‘q’i
Ly = Ky~ ; L Hy
| i=2,3..cccqm
1 k! j=i+1,i+2enn
Hy = [Kij' E L HH}
Li -1
Done, on aura deux systémes d'équations & matrice triangulaire.
k] . {W}=1{F} = L] . [H] . [ W} ={F}
On pose H] . (W} ={Y}
Alors [L]. (Y] ={F}
La résolution de systéme (V.13) ,en suite (V.14) sc fait par les procédures suivantes :
-
Lin
k=i=1
YI=-Ll:FI-ZL|IY'I IJ—I.S” aaaaaa 4 1
| L k=1
wﬂ = le
Et: s
w|,=Yi'z Ha Wi i=n-1,n-2,.3,2,1

(V.12)

(V.13)

(V.14)

(V.15)

(V.16)
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V.3.1.2. Matrice carrée symétrique et bande :

Commie la matrice [K] de notre probléme est symelrique el bande. nous extrairons & partir des
formules (V. 15) et (V.16) lalgorithme pour des matrices symétriques et bandes et cela en éliminant

fes opérations sur les zéros. La matrice [K] est de la forme générale suivante .

K
Kun K=
ky Ku Ka
[I{] = |Ka K ) (V.M
“ KH»—IE I{h
0
! X ' E.mi-li
| 0 ; o 0 Ko

Avee n: lordre de la matrice
B : la larpeur de la demi-bande

Remarque :

- La matrice [L] gui vient de la décomposition de la malrice [K] (V.17) posséde la meme
structure que |K| saul quelle est triangulaire.

Aprés I'élimination des opérations sur les zéros (les éléments A l'extérievre de la bande).
formule de décomposition devient :

b
[Ji! =l K“ i:l.gzinu""—yﬂ
'_il' L]r i:2‘.3q-luuu-|ﬂ {v IH.
= K- A8)
La=Be™ o B G N SO
r_il Lii i=B+1,B+2,...,n
b = Kl o, M ji-B+ Lyl

De la méme maniére les formules (V.15), et (V.16) deviennent de la forme suivante :

Page : 74



CHAPITRE V

Résolution numérigue et programmation

I,
T
A
[ F=i-1 )
vi=i g X n wJ b2y iy B (V.19)
i | r=1
R’ r"i:l
vi=Llr- Y L w,} =B s
I.H rel—Ral
w"‘ = \“II
Bk 1W, =y, - l'— Z LW, i=nl,n2..n-1+l (V.2
i =i+l
r—i+l-1
Wi =Y, - -IL Y LeW, i=nB.nBil.3.2.0
§ s r=lEl

Pour voir exactement la forme interne de la matrice (V.17), considérant un exemple avee lequel

n=12 , B=5 (voir la ligure.V.6 ).

Ky
Ky [Ky
K |Kys K
Ky Ko |Ky Sym
Koy |Kyg [Way [Kpyy jWos

Kg Ko [Kay [Kgs |Rea

Moy Ky Ko K7 Kz §
Koy | Kuc Bowe lhur Kas
g Iy 1Ko 1Wo (Ko
1] anﬁ_ I{|='| HIH Ellt ICl..m
Ky IKps 1Ky 1Kl
LTI 1.7 LTRT1 LSERTYILSTRH

Fig.V.6 : Exemple d'une matrice hande de 'éguation (V.I7)

V.31.2. Détermination des formules des contraintes :

Aprés la détermination de IPinconnu (W), on peut déterminer les contraintes pour chaque €lément

fini de la maille par I'utilisation des formules suivantes :

T = a}
_ %
Ty — "E

{(V.21)

(V.22)
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(na¢ = -260W,dou:

T = “2G0 f’% (V.23)
ry = 2GO % (V.24)
On sait daprés ["équation (I1L.13) que :
w=3 WiN, (V.25)
=l

1}- Pour un élément triangulaire 4 trois nceuds, "équation (V.25) aura la forme suivante ©

W—“—ﬁ Wi-N;
i1
Ou bien : Wix,y) = WiNi(xy) + WaNa(x5) -+ W;iN{xy) {V.16)
Alors ¢
e = _IG[] W QNL + @_l_w @‘_l‘i V.27
T Jl'h By Wy ay 1 ay I‘ { ]
| I8 %
e X EIN T aH ] EN
Ty ™ 201} tw' A ! + W, ,}I2'| Wi a:"’} {\-‘P.ZH}

# On a d'aprés équation (111.28.4) :

NO=d-(wepmayy) =123 (V.29)
Alors :
N __Pi i=1,2,3 '3
N " 2A i=1,2, (V.3
ONi _ Ti . ,
oy~ 3A: i=1,2,3 {v.31)

Substituant les équations (V.30) el (V.31) dans les éyuations (V.28) el (V.27) respectivement, on

trouve @
T v ji
o= -2G0 {w, zi +w=1: +w,1; }
Ty = % {W:T:*‘Wz T1+W3T;l (V.32)
Et:

Ty = 268 {w, 1[}{ +wz--i—3 +W; —ﬁj}

vy = G2 {w) B+ Way + Wa s} (V.33)

_I’agi: : To
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* On déduit dapeés les équations (V.32) et (V.33) que ¢, ct 1, sont constantes pour chaque
elément.

23} Pour un élément quadrilatére 2 quatre noeuds, 1équation (V.25) aura la forme suivante :

W =i: Wi-N;
1=
{3 hien : Wixy) = WiNi(x,y) + WiNalx,y) + WaNa(xy) + WaNa(x,y) (V.34)
Alors
T 1 1y = =
T = 260 {W %H’«’: ag‘ +W:--‘-§-’- + W, %i} (V.35)
=
- 2G BNs o, BNa g 9N ﬂ; 3
Ty = 2G0 hv. S T Wag Wt Wt (V.36)
* Ona d aprés équation (111.34):
Nixy) Lit + LuX + Lp¥ + LyXy
Hl{l,,}f} = Lu + LiaaXx + Laa¥ + 4Ry i\‘.r_j?}
Ni(x,y) Ly + LgX + LY + LaXy
Nux,y) Lat + LgXx + LY + L3y

- Iin dérivant les équations de (V.37) par rapport 4y et en les remplagant dans (V.35), on trouve ;
T =-2G0 W, L+ WaLa® W Lss + Wo L)+ (Wikart Wa Lag+ Wi Lt Wlad x § (V.38)
- En dérivant les équations de (V.37) par rapport  x et en les remplacant dans (V.26), on tiouve
=260 {W, Lz + Wy Ln+ W Lsz + W, L)+ (W, Lict W Lyt + W Lot Walles) ¥ | (V.39)

3)- Pour un élément triangulaire 4 six neeuds, I'équation (V.25) aura la forme suivanie :

6
W= E Wi
=i

Oy bien
W(x,¥) = WiNi(x,¥) + WalNa(x,¥) + WiaNa(x,y) + WaNa(x,y) + WsNs(xy) + WeNo(xy)  (V.40)
Cna:

Ni{x,¥) Lu + LpX + LpY + L3y + Lmlz ! Lm!"i

Nz{x,y) Lat + LaX + LY + LaaX¥ + Losx” + LY

Ns(x¥) { _J Lo + LypX + Ly¥ + LagX¥ + Lasx” + Lag¥ } (V.41

Na(x.y) Lat + LpX + Ly F L3y + Luxz + Lu}’z

Eh}:,ﬁ} I-’ﬁl 'I"' LS:K + L“}? 4 L!‘ljr + LFEIB + ]J_{JT

on Let + Lg® + Lag¥ + LesXy + ]--ﬁ-:l-’ﬂ:t 1 Lﬁq‘l}rl )

I’a EI' =77
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# On suil le méme raisonnement que étape 2, ct on trouve les formules des contraintes de
cisaillement suivantes

(W, Lin+WiLoa + Wi Lss+ WeLay ' Ws Lsa+ We Liaa) +(Wy Lya!

T =-2G0| WiLaoa+ WiLlast Wy Lag+ WsLay+ W Las) X + 2(W, Lig+ (V.42)

! WaLao+ Wi Liset Wylae+ Ws Lagt We Lss )y

(wl L+ Wil + WLt WiLlatWsLaat W Lgz) (Wi Ly +
Tre = 2GO| Wakgat Wilias+ Wi Laa+t WeLsgt WeLaa) ¥ + 2(W, List (V.43)

Wikos+ Wilas | WaLss+Ws Lss + ' Wg Les ) ¥

V.3.3. Détermination de Ia formule de "angle de torsion unitaire :

Nous avons d'aprés la formule (1)

M, = 2[[ ¢ dxdy (V.44)

Fn faisant le changement de variable ¢ =-2 GOW, on aura :

M, = -4 )] GBW dx dy

i=NE
O bien : M, = -4G0 ¥ H W, dxdy (V.45)

=1 ap
13- Pour un élément triangulaire 4 trois neeuds, 1'équation (V.45) aura la forme suivante :
i—ME
M, = -4G8 3 [ (W;N;); dxdy j=1,2,3 {(V.46)
i=l Ae
Avee ! i: nombre d'éléments
] nombre de noeuds
* On a d’aprés "équation (V.29)

L 1

N IA (“J""ﬂjx‘l' T]Y) i=1,2,3

+ Substituant les équations (V.29) dans les équations (V.46), on trouve !

|=NF.
M —-2G0 3. [-I {Ws [[(ay +Bix+7,y)dady + W2 [[(a; + Pox+1,¥)dxdy +
Il AL Ae

(V.47)

| Wa [[(oy +Pyx+yyy)dx d}*ﬂ ;

Ag
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= Aprés le caleul des intéprales de "équation (V.47), on trouve

i=MNE = Pk = .
M =-2G8 ¥ Li(wiculmiru,mnq,A.cy)+ Wl 02Ac+ Py Ack + 7y Acy )+
=1 .

b Wala, Act B Aex+7, Aey))] |

[ou:
i=NE . o

Mi=-2G0 3 | Wita, +, x+7,7)+ Wiloz + B, X+7,7)+ Walmy + By x+1,0) |, (Va8)
i=1

» O a d’apres équation (111.45) :

(@, +B,x+ T.j} = ‘—i'ﬁu' (V.49)

+ Substituant les équations (V.49) dans les équations (V.48), on trouve :

B[ 2 2
My =-200 E — AW+ — AWz 4 — AW i
I 3 3
4 I=NE
Iinalement : My =- 5 Ge 3} [ A (Wt + Wz ‘Wa}] i (V.50)
= i-l

* Alors, Pangle de torsion unilaire 8" derll

M

0 = (v.51)

-;GI?‘E [A: (W1+W2+WJ}} i
- i=1

MNous avons la formule de torsion suivante

g =M (V.52)

Comparons {(v.51) avee (V.52), on trouve que :
4 =NE

C=7 X [ Ae (W1 W2 e W) ] (V.53)
a i=l

23- Pour un élément quadrilatére a quatre noruds, 1'équation (V.45) aura la forme suivante :
I=NE

M, = -4G0 Y [[(W,N,); dxdy j=1,2,34 (V.54)
i=l Ae

* On a d'aprés "équation (V.37):

Ni(x,¥) L + LpX + Lia¥ + L%y
Nax,¥) | _ ) Lo + LygX + LY + L%y
N3(x,¥) Lai + Lp® + LaY + LaXy
N4x,y) Lo + LpX + LayY + LuXy
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+ Substituant les éguations (V.37) dans les équations (V.54), on trouve !

i=NE
Me = -4G8 3 [(WiLy + WaLa+ Wiky+ WiaLg ) [] dedy + (Wi + Wil + WLy, +
i=1 Ae

+ WL, ) H xdxdy + (Wi, + W2, + Wik -+ Wiy, ) H yauxdy ¢+
Ae Ao

F (WiL g+ Wiko+ WL+ WaLy,) [J xy dx dy ]i
Ae

Finalement ;

i=ME
Mi =-4GO ¥ 1('&'&*1|,“+ Wiky + Wik + Wiblg ) Tnet (Wil + W2k + Wakg,+

+ Wik My + (Wikgat Wil + Wikt Wil ) Tt (V.55)
+ (Wikygr W2kpgr Walyor Wil M 1 :
Tel que : {voir chapitre HI. § 7.2)
T = !_['J”Jl"" =Ast Ay
L= jxdxd}' = Ag:3 X123 4 Ajqe XIM
0
L EI,EF'J“IF = Aqzy Y123+ Ajag Y134

.= fﬁf-did}' & éﬁl( ¥ F XY LYY Nn Y )+ %113—.(11}"1 + X3¥3 b Xa¥a P X Vi )
t

» Alars, I'angle de torsion unitaire s'écrit

) [ e— i . Mt.,._ s : : {1,*.55]

i=MNE

£ Wik ) Lo + (Wiko+ Wikayt WaLsyt Wil ) 1o +

Nous avons d’aprés |"éyuation (V.52) la formule de torsion suivante :

- M:
et GC

Comparons (v.52) avee (V.56), on trouve que :
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I=NF.
-4 3 [I“‘F'L” t W2kt WaLg + Wik ) Lot (Wikyy + W2+ WalLy+

3
I

+ WiaLa: ) lig + (Wit W2las+ WaLast Wikas ) a0 (V.57)
+ (Wi Lye+ W2y WaLaor Wik )1y l i
3)- Pour un ¢lément triangulaire & six nceuds, I'équation (V.45) aura la forme suivante :

M, = -4G0 ¥ [[(W,N,), dxdy =1,2.3,4.56 (V.58)
=1 pe

Una dlapres (V.41):

Ni(x [ Lu + Lox + LisY + Lia® + Lyex’ + Lig¥
¥) 1 2
Na:x,¥) Lit + LiX + LY + LaXy + Lasx™ + Llrn}z
NAxy) | _ ) L+ LpX + Ly + Ly + Lisx’ + |-.hf.3'2 |
N‘{xﬁr_} La + LaX + La¥ + Lax¥ + Lgsx’ + Ly
{:!g'}.:}: Lsi + LaX + La¥ + LaXY + Lax’ + Lsn.‘!"z
¢ 1} ] Lﬁl + Lﬁ.]x + LE:}}" + 1,511‘"' f Lﬁ_‘l.‘! + Lﬁﬁ}r!;

+ Substituant les équations (V.41) dans les équations (V.58) el on suit le méme raisonnement que
I"étape 2, et on trouve les formules suivantes :

- Le moment de torsion ;

=M
M = -44:0 E [{WlL”'i' WaLq + WaLla + WaL g+ Wi g+ WeLg) Tpn+

+ (Wikja+ W2l Wokaat WaLgo + We Lo+ Weliea ) Lig
+ (Wilig+ W2Los+ WiLas+ WaLag+ Wslss+ WelLs ) Tni + (V.59)
+ (WL g+ WzLoo+ Wikag+ WaLgg + Walisg+ WeLig) 1y +
+ (Wikyst+ Wikas+ Wakizst WiaLgs+ WsLes+ WolLes) Ty +
FAWILjg+ W2Laet Wikt WaLyg+ WsLs t WeLigg) I ] i
Tel que :
= [dxdv = Agz3

lio= jlﬂ‘ldf = Az Xia3

4]
In= I}'{de]ﬂ = A2z ¥Yin
i
A 1, g2
o= [x* dxdy = 1'1” (xi+xi+ x3+9%9%13)

A
L= J} dx dv“_ll‘%j {}’1 ""Y;"'h"""}’.;&]

L I;{}rdxdv—é‘--—-(llji +X.¥; tX;3¥, +9% 3 ¥ )
i
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- L'angle de torsion :

M

0=
I=NE

4G Y [(WiLy+ WaLg+ Wik + WL+ WsLs + WeLg,) Too+
i=1

+ (Wil ! Wihaot WaLlaga+ Wil + Wil + Welg ) Liet
+ (Wit Waloy+ Walgs + WaLgyt WsLgg+ Welgs ) I !
+ (WikLjgt Waliggt Wiksg+ Wik + Wskae+ Welg) 1+
FAWIL s W2zlast WaLget Wap s+ WsLagt+ Welge) 130t (V.60)
F (Wi L+ W2Lpet W3Lao+ Wi g+ WeLao+ WoLige) 1oz | 5

- La constante C ;

i=ML
(' =—4 E [{Wa]m F Walq + Wil + Walg + Wslhs+ Welg ) Ia+

i1
+ (WiLyat Wikgs+ Wikt WaLg + Wslegt Weligz ) 1ot
+ (Wi Lyt Wakigst Wil + Walg+ Wil + Welis ) In + {(V.61)
+ (Wilygt Walagt Wikaet Wakyg+ WsLsy + Weligg) 1+
+{WiLys+ Wi2Lys+ Waliast WaLyst Wslsst Woligs) I+
+ (Wit Wakoe+ Wi Lt WaL g+ WsLe+ WeLig) Tnz ] |

La constante C et la contrainte de cisaillement maximale seront caleulé dans le prochain chapitre.

on utilisant les formule obtenues dang ce chapitre et on prenons la forme adimensivnnelle de la

conlrainte de cisaillement, c'est-a-dire ' telque © = .

GO

' "]"uge 1
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CHPITRE V1

Iesuliats el commentnires

CHAPITRE VI :

Résultats et commentaires

VILL Iniroduction :

Aprés la mise en cuvee de la méthede des éléments finis, cn programmant plusieurs [ypes
d'¢léments finis, ef les procédés des pénérations de maillages pour les différentes géométries, ainsi
gue la technigue numérigue employées pour la résolution du probléme.
l.es peometries trailées sont :

e (Géumdétric d’un cercle.

s (Géométrie d’un ellipse.

e Géométrie d'un carmde ou rectangle.

o  Géométric des prolily (symétriques et non symétrigues).
V1.2, Procédure de caleul :

Dans cetle partie, nous allons donner une description grossiére du programme d partir de
lorganigramme de la ligure VLI

Tous d'abord, la déclaration de toutes les variables et constantes ulilisées dans le programme
(partic déclaration), en suite, nous allons appelé la subroutine INPUT qui permet de choisir a
géométrie du domaine a étudier et le type d'élément (ini a utiliser pour la discrétisation du domaine.
Les subdivisions Nyet Ny scront aussi entrées a la fin de cette subroutine.

Puis. on appelle au sous programmes des dilférentes géométrics selon la valeur de la variable
NF, permet de générer le maillage et de discrétiser le domaine alin d obtenir les coordonnges
odométriques nodales (positions des neeuds), les caractéres de la discrétisation seront caleulés par la
suite.

La subrouting CONNECT permet de faire la connexion entre les éléments linis en fonction de
leur numérotation afin de remplir la matrice de connexion NNE.

Le réarrangement des neeuds du domaine dans un ordre daffichage convenable perme le tragage
et la représentation graphique du maillage, cela se fil grasse & la subroutine MESH.

I'appelle de la subroutine CONDLIMIT réduit la taille de la matrice globale et les vectews
cormespondants et remplit le vecteur indiquant les neeuds des frontiéres.

Puis nous passons au remplissage des matrices el des vecleurs ¢lémentaires, ainsi que leur
assemblage dans la matrice globale et le vecteur global ceci se fait par appelle des subroutines

ELMTRANGL ou ELMTQUADRIL selon le type d’¢lément choisi.

_I;;gt : B3
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On utilise la subroutine REMPLCOFFH pour le caleul des coellicients de la malrice
[1{] puis le calcul de son inverse [L] par INVMAT, ainsi que le caloul de Ima el los surfaces
élémentaires afin d’avoir les coefficients {inaux Kij et Fi élémentaires, en utilisant antant de fois les
sou programme CALCAFE, SOMAK, INTGRAL.......

()n passe en suile a la subroutine ASSEMBANDE qui permet de remplir les vecteurs qui servent
i la résolution du systéme d’équation du probléme.

Une fois la matrice de rigidité ot le vecteur force plobal ohtenus, nous passons 4 la phase de
résolution e¢n utilisant la subroutine RESOLKAT qui résout notre systéme d’équation par la
inéthode de KHALETYSKL

Puis on auras a choisir selon le type d'élément [ini utiliseé une des subroutines
PRAMERETREL PRAMERETREZ2 ou PRAMERETRE3 pour calculer la constante de lorsion
et les contraintes max, ainsi que leurs positions.

Cela fait. les subroutines RDMI ¢t RDM2 (selon le type d élément fini choisi, triangulaire ou
quadrilatére) nous donne les valeurs analytiques du momenl polaire pour les gtomeétries chosies,
alin de les comparées avee ccux obtenus par les subroutines PARAMATRELZ et 3

Fn fin la subroutine AFFICHAGE permet de le tragage graphique el la comparaison des résultats.

. Page : H*—i



CHAPITRE VI Résultats et cum_mmtnires

Comar >

3
Diéclaration des vecteurs et des matriees ainsi que toutes les
variables du programme

Quveriure des fichiers d’output et dinput

-
i

Suhronting INPLT
Allichage des menus de choix -
-du domaine d é¢ludea (M)
-du type d élément fini (N TEF)

NN Choix purmi
Les

possihilités de
MNT el NTEF

Entrer des valeursde sub-division
-Le long du premier axe NNX
-Le long du premier axe NMY

r

Caleul du
MNombre d’élément et de neeuds tolaus
-Nombre de neeads par élément

b

Génération de maillage
~discrétisalion du domaine en éléments finis
-Numérotation des noends ; caloul des coordonndes géométriques
-Détermination des niewds des frontires et application des conditions aux limites
Les subroniines des géométries suivanics

Page : B3
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5

f

E_H&!’ITHE Vi .
l ou 2 joud
A
Subroutine Subroutine
plometried géometric2
Prodil symétrique Rectangle ou
care

Subroutine
géometriel
Profil non
symeétrigue

Subroutine
péometricd
Profil symétrique

T

¥

Calcul de la connectivité des éléments du maillage, en fonction
du nombre de neeuds par élément

Subroptine CONNECT

Y

Caleul des degrés de liberté dliminés et restants

Subroutine MESH

k

Subrouline BANDE

Calcul de la demi bande et du nombre de cases nécessaive au
stockage de ta matrice de rigidité globale

1

Subroutine INITIAL

Initialisation de tous les vecteurs nécessaires au stockage el |a
résolution du systéme

non o
NTEF <3
i ¥

Calcul des coffs des mairices Caleul des colls des matrices
éldmentaires pour éldment élémentaires pour élément
quadiilatdére triangulaire
Subroutine Subroutine
FLEMOUADRIL . SOMAK . ELEMTHIANGL. . SOPMARK .

- IRt ¥

2
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<»

h J

-Assemblage des matrices de rigidités élémentaires par la méthode de
stockage en colonne

-Remplissage du vecteur de rigidité global AE et de force global AF
Subroutine ASSEMBAND

r

Caleul du débit W(i) en résolvant le systéme {K} {W} ={F } —l
Par la méthode de KHALETSKI

Subroutine RESOLKALT |

h
Calcul des dilferents parametres :
-L.a constante de torsion C

-les contrainies max TAUZXMAX, TAUZYMAX
En choisissant parmi les subroutines suivantes :

NTEF
2 3
e s - h
Subroutine Subroutine Subroutine
PARAMETRE] PARAMETRE2 PARAMETREZ
Triemgulnire 3noeuds Triangulaire tnoends Cuadrilatére 4 nocuds

L , __l
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non oul
¥ ¥
Subroutine RDM2 Subroutine RDMI

FPour élément quadrilatére

Pour &lément triangulyire

l

l

l

Affichage des résaltats
Subroutine AFFICHAGE

FIM
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CHAPITRE VI

Arrivé a se stade de notre travail. nous passant & I"application du programme de calcul pour
phtenir les résultats recherchés, ccla se fera en appliquant pour toutes des géométries éludies cTest a

dire le cercle, le carré, le rectangle, Uellipse, les profils symétriques et les non symétriques les trois

Reésultats et mmmmmirﬁs

types de diserétisation abordées ( €lément triangulaire 3n,triangulaire 6n et quadrilatere 4n)

Nous ohtiendrons exécution du programme les résultals suivants ;

Nous prendrons comme notation

[ : Element triangulaire & 3 nceuds.

wd

* Le cercle :

Ip-

157066713

: Elément triangulaire & 6 mneeuds.

: Elément quadrilatére 3 4 neeuds.

Type & LF |NNX |NNY G WAk L. P
X '
! 20 [20 [1.56906843[0.51924710 |0.069964 | 0068408
I 75 |75 |1.57611237|0.52735891 |0.071050 | 0.070049
2 51 |51 |1.56913576|0.52925846 [0.071196 | 0.069715
2 80 |80 [1.57011765 [0.53888745 [0.071030 | 0.070092 |
2 101|101 [1.57036575[0.61158472 {0.070906 | 0.070226
a0
005 —
D.ﬂﬂ—'-
05 —
110 —
0,10

Fig. VL1 : Maillage quadrilatére d'un cercle

Pave :



E HAPIT_RE A | . B Itésuliais et l'.:[}m_mﬂntairc_u_

10 —
i
.05
|
|
0. :
| |
08
010 ;
-0.1% 010
Fig. VL2 : Maillage triangulaire d’un cercle
* le carre :
1P= 1), 1 6666666
Type d‘EF | NNX [NNY C Bk P
B _ X ¥
1 20 | 20 [0.13932107| 4.0935874 | 0.482456 0.464912
3 75 75 10.14695914| 4.1005879 | 0.493243 | 0.493243
2 51 51 |0.14039444 | 4.1584732 0.493333 | 0.4866606
2 g0 g0 [ 0.14050382 | 4.5621471 | 0.495780 | 0.491501
2 101 | 101 [0.,14053132] 4.6695144 | 0.496666 | 0.493333
o
040 ¥ _/ : ‘
000 — 3 :.::_,'. ;Z.::T
| i
.40 /f_../ _:
.:.:._[;.'__
Se ] | 1 T re [ |
80 .40 0.5 oag [ 8: 1]

Fig. VL3 : Maillage triangulaire d'un carré

- - - _ Pﬂﬁe 5
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CHAPITRE V1 i Résultat
* Ellipse :
s ® : XG =0.5 YG=0.25
Type d° LI |[NNX [NNY C Rk | - _
— —— . i .— X mapva ] b — Y
1 20 |20 |4.89756639 [0.2257849 [0.071765 | 0.033936
3 75 |75 | 4.90800130 |0,2208987 |0.071050 |0.035024
7 51 |51 |4.90712385 [0.2411521 _[0.071196  [0.034857
2 80 |80 |4.90809166 |0.2548713 [0.071030 [0.035046
3 101|101 _|4,90833480 02685771 |0.070966 |0.035113
0.3
|
.04
oo [ i
=0 —
-0.08 —— S
AT o.05 .00 0.5 oo
Fig. VL4 : Maillage triangulaire d’unc cllipse
* Rectangle :
[Type d°EF |NNX |NNY 7 TiAx _ P ]
N L X 23
| |20 20 2.8303345 [0.2315481 [0.482456 | 0.232456
3 173 75 2.8566419% |0.2355748 0.495495 | 0.245495
2 ST |51 |2.8544098 |0.2411587 |0.493333 |0.243333
2 B0 |80 |2.8568720 |0.2751289 [0.495780 |0.2457%0 |
2 101 101 [2.8574269 [0.3368111 [0.496563 |0.246563 ]

. _I‘nge L |
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30 —

020 -:

n.10 —-

oo _ | | I I | | T [ T I
o.m 0.10 0. 0.3 0.0 0.

Fig. V.5 :maillage triangulaire d"un rectangle

* PROFIL NACA0012 :
IP= 1.8620120290436880-004
XG= 8.987205375316046F-001 , YG= 1.359393227715719E-002

Type d° LF [NNX [NNY | C Thax l i
a0 - - = s - X Y.
| 50 |20 |2.58303 E-04 |0.0565514 | 0.892718 [0.014053
3 75 75 |2.61270 E-04 | 0.0765487 0.898238 |0.013642
2 51 51 2.61014 E-04 |0.0800157 | 0.897389 0.013728
2 80|80 |2.61207 £-04 [0.1000698 |0.898371 |0.013631
2 101|101 |2.61369 E-04 0.1021874 |0.898720 |0.013593
.10
0.00
I s ] i - — ! GRS | % ,

0.00 .20 D.40 0.e0 0.B0 i 0Y

Fig. V1.6 : Maillage triangulaire d"un profil NACAQ012
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* NACA0009 :
M= 1.393044179237491E-002
XG= BUR7334626242166E-001 ; YG= 1.019439210855355E-002
Type d' B.F [NNX [NNY | C Fhiis P
: X Y
1 20 20 1.10014 E-04 |0.0725481 |0.892718 | 0.010540
3 75 75 1.11285 £-04 |0.0755897 |0.898258 |0.010232
2 51 51 1.11175 E-04 |0.0865471 |0.897389 |0.0102%0
2 B 80 1.11297 E-04 | 0.0998451 | 0.898371 | 0.010223
|2 161 101 [1.11327 E-04 [0.1000998 |0.898720 0010195 |
p.os
|
P 1
R e
0.00 — T
-0.05 - ! = i = T = "|' !
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fig. VL7 : Maillage triangulaire d’un profil NACADO0D
*INACAUOTS
IP= 2,8055490733961 19L-003
XO= R.9873454545549170L-0401 VG- 2038467208 ROBRLE-002
1}']}‘;‘ d*EF MNNX NNY {.: TMAX | _I"
| . | X ¥
1 20 20 £.40176 E-04 |0.0985741 [0.892718 |0.021080
3 75 75 3 58788 E-04 |0.1001548 |0.898258 | 0.020464
2 51 51 8.57957 E-04 |0.0101254 |0.897389 | 0.020592
2 80 80 8.58875 E-04 [0.0119987 |0.898371 |0.020440
2 (1ol 101 |8.59106E-04 |0.1325489 0.898720 | 0.020390
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0,10
|
000 |
|
0.10 |
00 020 040 060 0.80 1.0
Fig. VL8 : Maillage triangulaire d'un profil NACA0018
= NACADNDZS ¢

IP= 3.764123333545316E-003

X 8087545455401 86-001YG= 2.717956277574508F-002

Type d' LF [NNX |[NNY| C TMAX | e ]
RSSO = - v Sp— I X Y B |
=i 20|20 |1.94415 E-03 |0.0958744 |0.892718 |0.028107
3 75 |75 |1.96579 F-03 |0.1021541 | 0.898258 |0.027285
2 51 |51 |1.96392 E-03 |0.1152489 | 0.897389 |0.027456
2 80 |80 | 1.96598 E-03 |0.1325959 |0.898371 {0.027262
2 101 101 | 1.96650 E-03 [0,1548777 | 0.898720 [0.027187
0.20 —
000
_G_Eu .I i._. _|.__. " ___..l 2 Bt | T 1

.00 0.20 0.40 .60 O B 1 .00

Fig. V1.9 : Maillage triangulaire d’un profil NACAQ024
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* LES PROFILS NON SYMETRIQUES :
e NACA 13011:
IP= 3.825070889296163E-002

XG= 6.079618861413865E-002 YG= 1.204833772638952E-002
[Type d' EI | NNX [NNY C TR P
X 3
I I1 1 | 0.02169839 | 0.0958495 0.067829 | 0.012569
2 11 | 10 |0.02101254|0.1026541 | 0.067622 | 0.013255
3 1 [0 |0.02172610]0.1152289 | 0.062886 | 0.015251
0.10 —
|
|
L A s | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fig. VL0 : Maillage triangulaire du profil NACA230 12
0.10
000 f- - — e
HFE —f— o S Ieman v i | |
0.00 0,20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig. YI,11 :Maillage quadrilatére du profil NACAZ23012
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* NACA 23015
[P = RB3524T7647945856E-003

XG= 6.075062679030704E-002 : YG— 1.413208889033370E-002
Type d' E.F | NNX |NNY C Tl P
X Y
1 11| 10 [0.00157764|0.0955744 | 0.067834 |0.01155
2 11 | 10 | 0.0142511 [0.0821541 | 0.060154 |0.01256
[ 3 11| 10 |0.00158749]0.1152489 | 0.063542 |0.01483 |
.10 |
| e i =
0.00 _ B y
|
0.10 ‘ | | . T |
LR 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig.V1.12 : Maillage quadrilatére du profil NACA23015

HH | | I | ! | I o

0.00 0.20 0.20 1.00

Fig. VL13 : Maillage triangulaire du profil NACA23015
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* NACA 23018:
IP=1.09529331431-002

XG= 6.070506547611363L-002 YG— 1.621583883578972E-002

“Type d' E.F | NNX |NNY C Wi P |
= o . - X Y
1 11 10 |0.02095293 [0.0895894 | 0.067839 | 0.02063
2 11 | 10 |0.01548777]0.0910514 0.065654 | 0.02652
3 11 10 | 0.01999187 |0.1226523 0.064197 | 0.01442
020
e e
0.00 :— R
0 '! n i[ S, | i | =7 —_— r i 1 _.: —
0.00 020 0.40 0.60 0.RO 1.6
Fig.V1.14 :Maillage quadrilatére du profil NACAZ3018
0,20
0.10 -
S e g e T [~ 1 i

.00 0.20 0.40 0.ed 0.80 1060

Fig,V1.15 : Maillage triangulaire du profil NACA23018
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E!gsultuls- el cnmmenlairﬂ

* NACA 23024 :

IP= 1.511546241757333E-002

XG= 6.061394219759012E-002 i YG— 2.038334652186759L-002
TType d L.F |NNX[NNY|[ C sk L P
i ; . D S N
| 1 T | 10 | 0.0263664 |0.078774% | 0.067848 | 0.028806
2 11 10 | 0,0275486 [0.0821541 0.066980 | 0.023657
3 {1 | 10 | 0.0280862 |0.0842489 | 0.065509 | 0.023602
020 |
!
| B e
QDD P JH"H*‘*__ ”f
020 - I | e e =g | i |
0.00 0,20 0.40 0.60 080 1.00
Fig.VL.16 : Maillage quadrilatére du profil NACA2324
Q.20 |
G II_' : =
L3,
|
|
R i | e | . ,
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Tig.V1.17 : Maillage triangulaire du profil NACA2324
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* NACA 2412:
[P= 6.9138661215920071-002

KG— 6.019549929738242E-002 . YG= 1.00078597434T448E-002
Type d'EF | NNX [ NNY C TuAX P .
L o X Y
1 LI | 10 | 0.0510058 [0.1528744 | 0.067833 | 0.014657
2 11 10 | 0.0501120 |0.1215449 0.065249 | 0.010254
3 11 10 | 0.0554862 |0.1601381 0.063516 | 0.032730
810 -
T e L S i S iy e
| B o =
|
|
D].G = T _'I_ |_ ] '__l_" | - 1 [} == T 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fig, VI.18 : Maillage quadrilatére du profil NAUCA2412
0.10 —

1.00

080

0.60

Fig.V1.19 : Maillage triangulaire du profil NACA2412
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* NACA 4412:
[P= 3.947297821283500E-002

XG— 5.943353278654830E-002 . YG= 1.178482277052575E-002
Type d* EF | NNX [NNY C TMAX P ]
il X Y

| 11 10 |0.05112489 |0.2021548 0007855 | 0.032991
2 | 11 | 10 [0.059548740.1998589 | 0.067254 | 0021546
3 1 10 |0.05547706 0.2112154 | 0.066701 | 0026753

oo | sxn e

R e S it e *_’;-—~T‘-f'_, ~—_ e

210 . I f | = |
0.0 0.2 040 0D 0.60 103

Fig.V1.20 : Maillage quadrilatére du profil NACA4412

e

00 —=== __ = -

ey |..___r_ e |

000 ] 040 OA) nen L1

Fig. VI.21 : Maillage triangulaire du profil NACA4412
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V1.3. Interprétation des résultats :

Duns cetle partie, on va présenter quelques résultats numériques et graphiques oblenus par la
résolution de 'éguation de poisson, avec des conditions aux limites appropriées pour touies les
géomeélries traitées.

Apres la discrélisation des différentes géométries avec les éléments triangulaires trois et six
neeuds, et le quadrilatére a quatre neeuds, on observe que :

* Powr le cercle, la constante de torsion est treés proche du moment polaire caleulé analytiquement,
It le noeud (point) d'application de la contrainte maximale de torsion se situe aux alentour du centre
de gravité pour les pelites discrétisations et se déplace vers la périphérique de la section pour les
arandes discrétisations,

* Pour I'ellipse, la constante de torsion est différente du moment polaire calenlé analytiguement. T
le noeud (point) d’application de la contrainte maximale de torsion se situe prés du periphérique de
la section.

* Pour lo carrée, la constante de torsion converge vers la le moment polaire calculé analyliquement
avec une erreur relative, It que le nceud (point) d application de la contrainte maximale de torsion
se situe aux alentours du centre de gravité. autrement dit, a chaque lois qu'on angmente le nombre
d'éléments finis, la contrainte de torsion est maximale aux environs du centre de gravité,

* Pour le reclangle, Ja constante de torsion se rapproche du moment polaire caleulé analytiquenen
avec une erreur relative. FL le nocud (point) d’application de Ja contrainte maximale de torsion se
situe tous prés du centre de gravité du rectangle, il est a noté aussi quavec Pasugmentation Ju
nombre d'éléments. ce point d*application de la contrainte maximale de torsion converge vers le
centre de gravité.
Nous temarquons que la constante de lorsion pour le cercle (section circulaire) est égale (avec une
certaine erreur ) au moment polaire de la section, par contre celle-ci en est différente pour les autres
péomélries classiques tel le carré, I'ellipse et le rectangle (section non circulaire).

Ce-ci nous permet de dire que la méthode des éléments finis cst applicable puisque elle nous donne
de bons résultats du moment que la constante de torsion du cercle cofncide avec son moment
polaire. et de valider les résultats obtenus pour les autres géométries (sections non circulaires) et
notamment les protils,

* Pour les profils symétrigues étudiés qui sont le NACA0009, NACAMI2, NACADOLE ¢ le
NACAU024, nous remarquant que la constante de torsion est diflérenie du moment polaire calculé
analytiquement comme pour les géométries non circulaires précédentes. Et le ncud  (peint)

d*application de la contrainte maximale de torsion se situe au alentours de centre de gravilé, et plus

Page : 11
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le nonniwes d°éléments finis est grand, plus ce dernier se déplace vers le centre de gravité de la
plomtrie,

* Pour les profils non symétrique que nous avons abordé, et qui sont le NACA23009, NACA23012,
NACA23015, NACA23018, NACA23024, NACA2412, NACA2415, NACA2418, NACA4412 el
en [in le M6, la contrainte dc torsion reste toujours différente du moment polaire calculé
analytiquement mais , on note aussi que le point d’application de la contrainte maximale de torsion

se silue lous prés du centre de gravité du profil.

Page s 02
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Conclusion

L'objective de travail était de procéder & la simulation numérique du probléme de PRANDIL
pour la torsion des poutres de sections non circulaires, par la méthodes des éléments finis. tout en
déterminant et localisant ln contrainte de torsion maximale, afin d’y remédier eflicacement en
renforcant la structure cn ces points.

Une simulation basée sur I'extension de I'analyse mathématique de la torsion a été adoptée, quia
abouti & un probléme de I’équation de Poisson.

La modelisation el la diserétisation numériques utilisées sont basées sur la méthodes des éléments
finis. pour la résolution de I'équation différentielle partielle du sccond ordre type elliptique duns les
domaines complexes.

la mise en ceuvre de le méthode des éléments finis par un programme de calcul nous permet
de trouver des résultats numériques pour des sections circulaires et non circulaires, avec une honne
adaptation aux frontiéres toul en ajustant la précision d’interpolation par I'utilisation des trois type
d"élément finis, triangulaire trois et six nceuds et le quadrilatére quatre nieuds dans les maillages
génerés.

Cependant, les solutions numériques obtenues ont fait U'objet d’une comparaison avec les
résultats analytiques obtenus par d’autres sous programme.

Nous avons femarqué en premier licu gu'en augmentant la discrétisation, on obtient une
meillenre précision et une convergence vers la solution exacte. On peut remarguer aussi que, les
colutions obterucs avee des éléments finis de type triangulaire six nceuds sont plus précises ©f
meilleures que les solutions obtenues avec les éléments triangulaires trois neeuds ct quadrilateres
quatre nceuds. 11 est justifié , car l'interpolation avee cet éléments est faite avec des polyndmes
dordre supérieur et avec plusieurs termes utilisés dans ces fonction d interpolation.

La présente étude nous a amené au conclusion suivantes :

- La méthode des élément finis confirme, que pour les sections circulaires, le moment polaire
est égale 4 la constante de torsion. et que le moment polaire est différent de la constante de
torsion, d”ou I'inexactitude d’appliqué la formule donnant I"angle de torsion unilaire au

scetions non circulaires.

- Le point d"application la contrainte de torsion est trés proche du centre de gravite.
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CHAPITREVI

Finalement, nous espérons que ce travail pourrait servir de base pour un développement
progressif dans les techniques appliqués aux éléments finis et dans tout travail se portant sur la

torsion des struclures,
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ANNEXE: A

l /- Equations d*équilibre :

+X=10

g g R N (A-1)
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Il / - Relation déformation / contrainte :

1 -
& =5 [Gt - vig,to.) |

[U!" - ‘b'{c,‘l-l'-ﬂ'z'}_ {A-2)

1 |

_ T
o=@
T
= = A3
Yo = ¢ )
_ T
T:y_ G
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Annexc B

INTEGRATION NUMERIQULE PAR LA METIIODE DI
« GAUSS-LEGENDRE »

IO INTEGRATION NUMERIQUE

I¥ns In mise en ccuvre de la méthode des éléments finis, et vu que Uintégration siérigue
lett une partic mtegrante de cette méthode, on a opté la méthode de GAfASSL L rWbRE
prscquelle est la plus utilisée et eflicace que d'autres méthodes comme celle de NET/ORNY /)
olt SINTPSOIN.

Dhans 1o methode de GAUSS-LAGENIMUC les « ry poids o« Wiy » el les « re abscisses 5 5ol
deternvnes de maniere a intégrer exactement deas polyndmes d’ordre *m'=2-1, 23]

I-a/ _Détermingtion des poids « Wpy » et des abscisses &:

B est une fonction polynomiale de degré "m®<2r-1, nous pouvons l'irllu}_t_u e exaclement i
L mdthode de GAUSS-L sur Mintervalle [-1, +1] :

] .
| F(Eyaz =Y rl,) M1
= i=1
Fequation (B-10y est done vériliée pour le polyndme suivant :
F{;j}:u, o ol | P ool S +ity S (13-

Mour determiner les poids Wy et les nbscisses & qui sont sussi des inconnes, nons portons
!ﬂl.-..\;|h'+_~._ﬂ.'.l;iu|1“1,2" s (3-1) fous aurons alors :

] ,
i I i Hr:J Fil &1y, J-:;‘?rfrfl ...... +ily, J-f"" dE = ui(ﬂ” 1 & L . 115 _:l|- (13-3)

L]
117 & Iy Gy et 8 Y e+ 3, (I G4 837 et WV, 57)

Pour que(D-3) soit identiquement vérifide pour tout ay. @y . a0 il faut gue

i1
K W, g 0,24, 0002
.'[.'“" ru! 2-‘ . 3
i
Jguay =0 = Ln: £ @=1,3,5,.0000., 201
I
Sl 2= JF+ ”2 c <P, . o .1
{} = I’;w—.f + Iizx_l"'_r A i F"’:-%r
b U |G N A O WS M (13-4}

W= FpEee=t e EFY i Wy gind

le systéme (P-4} st lindaire en TV et non linéaire en % il détermine les 2r parametres de (B-1)
simis les condilions

o= 0 i
= l 2 '3 AFFFra e
| I} ! i

|es abseisses &, solution de (B-4) sont aussi les racines du polyname de LEGENT U Gondie
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Anncxe B

|:.“[Lr;], ={
Ps) =&
[ [T R—— | 115
e S P (VR (4
Les poids 115 sant donnés par [23]:
. 2I=EF F
”'J' = ( iI—J—, =Y e b 1 (13-00)
("""r |(‘ff D
[ errenn diceration est donnge par
21r "V{r!}l FE
e TR e (13-73
(2ratplze)r) ds :
e talleau suivinl donne les valeurs des abscisses & et des poids HG pour -1 jusgua

| os abseisses L sont syméliique par rapport @ & = 0. Les poids v
symctiigques sont égaux @ (la précision est de 'ordre 1077 )

correspondant # dens points

(405845 151377 397160
0,000000 GoO000 000000

r g i
o 0.000000 000000 000000 2,000000 000000 puonny
“2 | £0,577350269189 625764 1.000000 DUDDOD 0O0DHL
3 + ().774596 669241 483377 0555555 555555 555555
{.000000 DOODUD 000000 (.8B885R BERERA BBEBIR
4 + 0861136 371594 052575 0.347854 815137 453857
| +0.330081 043584 856264 0.652145 154862 546142
1 (1,906]79 845938 663992 0.236926 883056 189087
s +(1.538469 310105 683091 0.478628 670499 366464
] 0.000000 000000 000DVOD 0.568888 SHSBER BEBRRR
+ (1,932469 514203 152027 0171324 492379 170345
6 £ 0,661209 366166 264513 0.3607G1 573048 138607
£0,238619 185083 196908 0467913 934572 691047
= (0.949107 912342 758524 0.129484 966168 B6Y6Y3
7 + 0741531 185599 394439 0,279705 391489 276607

0381830 050505 118244
0417952 |83073 469387

- Géndrs

Jusqua présent, nous avons presente la méthode
e soucier de sa pénéralisation 4 un intervalle queleonque [a, b] sur lequel °T
chaneement de variable approprie, une intégrale du

Tablenu 1@ Les abscisses & ef fes poids Wy de Uintégration wancrique par far

mréthode de GAUSS-LEGENDRE, pour : 1= "1 s e

unig inlégrale sur intervalle [-1, +1].

[ e changement de variable qu'il faudrait o érer esl le suivant @ X
i |

L]

I F {JL) dx

i

uclcongu

de GAUSS-L dans Pintervalle [-1. +1] sans

et defiins, Ao un

disation 4 un intervalle d’intégration

type suivanie, peul [acilement s g

i f_? .I!l'_r {,l:'f' .-;J 11
1 - 3

Apres remplacement de x par sa valeur, l'intégrale (B-8)s éciit .

{11-1)
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CHIG OIS POTNVENS I"évaluer par Ix methode de G}-IL"L‘r‘:i'-f.EGf‘:NDh’f‘?.
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f= ”F{x,;.rj e dy 13-U
rr

Avee cotte méthode, lous on utilisant dans chaque direction {x et ¥) une i duration

aumérigue a une dimension, Pour cela, nous devons opérer un changement de variables
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Apes remplacement de x el y par leurs nouvelles expressions dans (B3-9), Vinténrale 1 éarnl

Jdee i nvaére suivanie |
+14+1
= (i’;i)(‘i%"] [ [Fe@.rem)acdn
iy ; ; i (13-110)
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Sol constiants, paree que les fimites d’intégration sont cONSLANICES.
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de (ALISS-L. La forme dPintegration devient .
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