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RESUME

Ce travail porte sur I"étude des déformaiions des powtres pour des chargements
quelconques. en regme statique. 1 vise I'évaluation de la fleche et de rotation le long
de la poutre

L’essentiel du travail concerne la mise aw point d'un élément fim type
HERMITE (4 ddl deux neuds, 6ddl deux neeuds) et un elément fini type LAGRANGE
(6ddl trois neeuds) et faire une comparaison entre les trois types d’éléments du point de
vue performance en terme de temps, de calcul, et de précision, -

Ces trois types d’elements s appuient sur les concepts de base de la theone des
flexions des poutres, ils ne s'intéressent qu'au calcul des déplacements (rotations el

translations)le long de la poutre.

La densité des charges sur la poutre nécessite un maillage avec un vecteur de
charge élémentaire trapézoidal .

l.es résultats des programmes ont été validés par voie analytique



INTRODUCTION

INTRODULCTION

Le présent travail s'mscrit dans la problématique du choix de I"élément (pour
I"étude des déformations des poutres pour différents types de chargements ¢n régime
statique ). Te choix de 1'élément est délicat ; ¢’est un compromis entre la qualit¢ de la
solution approchée ¢t Ie coat de caleul.

11 suffit de retemir que choisir un élément ¢’est a la fois :
-Choisir une forme de la maille
-Choisir la place des necuds dans la maille
-Choisir une interpolation sur I'¢lement
I."cxamen d’une solution approchée peut parfols amener & recommencer un
calcul avec un maillage et‘ou des interpolations différentes.

Organisation du mémoire -
Notre travail présenté dans ce memoire, est constitue de cing chapitres.

*  Le premier chapitre s'intéresse 4 [aire le tour de quelques généralités sur la
méthode des éléments finis, ce chapitre présente aussi. de maniére résumeée les
clapes pour résoudre un probléeme par la methode des elements fims.

* Le chapitre 2 présente d’une maniére générale les connaissances de base
nécessaire a la compréhension du phénoméne de la flexion dans les siructures
aéronautiques. Llles sont présentées selon des mveaux de details différents et en
rapport avee les besoins du présent travail.

* Le chapitre 3 © nous allons ici présenté yn certain nombre d*éléments ( élément
fini type Hermite 4 ddl deux neends et 6 ddl deux neeuds et un élément fim type
Lagrange 6 ddl deux noeuds) et calculé les matrices de rigidités clémentaires
amsi que les vecteurs charges ¢léementaires pour les trois types d’éléments.

* Le chapitre 4 : le but de ce chapiire c’est de présenter le cheminement et les
déférentes élapes de discrétisation, assemblage jusqu' ou on armrive a I’obtention
de la matrice de vigidité et le vecteur charge de la structure ainsi que la
resolubon de svstemes d equations lindaires.

*  Le chapitre 5 s'intéresse principalement a la validation des resultats fourms par
les programmes des trois types d’éléments , ceux-ci permettent d’affirmer que
les trots types d'éléments sont bon dans ses formulations théonques et que les
programmes de calcul élaboré en est une transcription fidele .

Enfin nous terminons par une conclusion generale
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el

LLAMETHODE DES ELEMENTS FINIS

LI-INTRODUCTION

L évolution actuelle de technologie améne Mingénieur a réalisé des projets de plus en
phus complexes. couteux. et sonmis a des contramles de sécurité de plus en plus séveres,
Nous pensons bien sur, aux projets spatiaux. acronauiiques et nuciéaires dans lesquels la
sceurité est vitale. D' autres types de projets d’envergure sont lies a notre environnement ¢

Controle de la pollution thermique, acoustique ou chimigue. aménagement des cours
d’eau, gestion des nappes souterraines, prévision météorologique. Pour dominer ces projets,
I'ingenieur a besoin de modeéles qui hui permettent de simuler le comportement de systémes
physiques complexes. 1l peut ainsi prévoir Uinfluence de ses décisions au moment de la
conception du systeme. Les sciences de Iingénicur (meécanique des solides et des fluides,
thermique....). Permettent de décrire le comportement de sysiémes physiques grice a des
equations aux derives partielles,

La meéthode des éléments finis est I'une des méthodes les plus utilisées aujourd huw
pour résoudre effectivemenl c¢es equations, Elle nécessite 1'unlisation intensive de
Pordinateur. C'est une méthode trés générale qui s'applique a la majorite des problemes
rencontres dans la pratique

Problemes stationnaires ou non stationnaires, linéaires ou non linéaires, délinis dans
un domame géométrique quelconque a une. deux ou trois dimensions. De plus, elle s’adapte
trés bien au milien hétérogéne souveni renconirés dans la pratique par ingénieur,

I-2 LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

La methode des éléments finis consiste & chercher une solution approchée du
probleme en se plagant dans un espace de dimension finie.

La résolution se déroule en plusieurs ctapes :

= L’analyse mathématique du probleme de départ avec, en parhiculier, son écriture sous
forme vanahomelle et 'étude des propriétés -

o existence de la solution
e unicite de la solution
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® proprietes de convergence
o limplémentation

* Lacréation de la triangulation (le maillage) du domaine a considérer

" La définition du ou des éléments finis cest-a-dire la construction de l'espace de
dimension finie

® La generation des tablcaux élementaires correspondants a la contribution de chaque
Clément T de. 1e. & la (aux) matrice(s). au second membre du svstéme et aux
contraintes :

= La formation du systéme a résoudre (ou assemblage)

* [apnse en compte de conditions aux limites essentielles ou non naturelles:

* Larésolution du systéme, 1.¢. le caloul du champ approchant la solution cherchée :

* [.a presentation et 'exploitation des resultats.

1-2-1 Exposé de la démarche

La méthode consiste a rechercher une solution apprechée de la solution exacte sous
la forme d'un champ / (M, 1) défini par morceaux sur des sous domaines de £, Les » sous
domaines £2; dovent ¢tre tels que

Q=0 et O =DV iz]

Ou 2 désigne l'intérieur de £2: . Autrement dit. les £2; sont une partition de £2,

Les champs /7 (M, 1'). définis sur chaque sous domaines sont des champs choisis parmi une
tamille arbitraire de champs (généralement polyndmiaux). La famille de champs locanx est
appelée espace des fonctions d'interpolation de 1’élément la famille dc champs globaux

F [;M. l")= obtenus par juxtaposition dcs champs locaux cst appclée espace des fonctions
d'interpolation du domaine L,

Le champ dans chaque sous domaine £2:¢st determing par un nombre fimi de valeurs

du champ (ou de valeurs de ses dérivees) en des points chosis arbitrarement dans le sous
domaine, et appeles naends (2.1)

I.e champ local est une inferpolation entre les valeurs aux neeuds. Le sous domaine
muni de son inlerpolabon est appelé élément.

Chercher une solution par eléments fims consiste done a determiner quel chamyp local
on attribuc a chaque sous domaine (2.2) pour que le champ global /v (M, 1')obtenu par

Juxtaposition de ces champs locaux seil proche de la solution du probleme. Parmu les
contraintes qu'on impose a la solution approchée cherchée. il ¥ a souvent au moins une
continuite simple (7)) a la frontiére entre les sous domaines.

La figurce (2.1) montre unc solution approchée discontinue d'un champ scalaire sur un
domaine £ de dimension 1.
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Figure 2.3: Solution approchee continuc ()

La figure (2.2) montre une solution approchée continue ', d'un chamyp scalaire sur un
domaine (! de dimension 1.

L.a famille de champs locaux est la famille des champs polynémiaux de degre 1.

La figure (2.3) montre une solution approchée continue C'yd'un champ scalaire sur un
domaine € de dimension 1.

La famille de champs locaux est 1a famille des champs polynomiaux de degre 3.

La qualité de la solution approchée dépend de la division en sous domaines (nombre
et dimensions des sous domaines). du choix de la famille de champs locaux dans chagque
sous domaine, et des conditions de continuité quon impose aux frontigres des sous
domaines ( (. (.00

Line lois ces chox Faits, il reste a rechercher, une combinaison de champs locaux qui
satisfaitl approximativement les equations.

Pour résoudre un probléme par la méthode des €léments finis. on procede donc par
¢lapes SucCcessives

. On se pose un probléme physique sous la forme d'unc ¢quation ditferentielle ou aux
dérivés partielles a satisfaire en tout point d'un domaine €2, avec des conditions aux limites
sur le bord &62 nécessaires ¢t sullisantes pour que la solution soit umque.

2. On construil une formulation ntégrale du systéme différentiel a résoudre et de ses
conditions aux limites : Cest la formulation variatiennelle du probleme.



CHAPITRE 1: La Méthode des Eléments Finis 7

3. On divise 2 en sous domaines | Clest le maillage. Les sous domaines sont appelés
muailfes.

4. On choisit 1a famille de champ locaux, c'est a dire a la fois la position des noeuds dans
les sous domaines et les polynémes (ou autres fonctions) qui définissent le champ local en
fonction des valeurs aux mands (et éventuellement des dérivées). La maille complétée par
ces informations est alors appelée élément.

3. On rameéne le probléme & un probléme discret : Clest la discrétisation. En effet, toute
solution approchée est complétement déterminée par les valeurs aux neeuds des éléments. 11
suffit done de trouver les valeurs a attribuer aux nwuds pour décrire une solution approchée.
Le probleme fondamental de la méthode des éléments finis peut se résumer en deux
questions |

a. Comment choisir le probleme discret dont la solution est « proche » de la
solution exacte?

b. Quelle signification donner au mot « proche » 7
6. On résout le probléme discret: C'est la résolution

7. Om peul alors construire la solubion approcheée a partir des valeurs trouvées aux
neeuds et on dédwire d'autres grandewrs (2.3) : Clest le post-traitement.

8. On visuahsc ¢t on exploile la solution pour juger de sa qualité numénque et juger si
elle satisfait les criteres du cahier des charges : Clest explodtation des résuliats.

Les étapes 1,2.3.4 et § sont souvent rassemblées sous le nom de préfraitement.

Le travail de ces différentes étapes est assisté. 1l reste que pour maitriser leur
utilisation. il est indispensabie de comprendre les fondements de la méthode, notamment les
phases 3 et 4, ne serait-ce que pour comprendre et choisir intelligemment parmi les options
qu'ils proposent.

1-2-2 Les éléments et leurs espace de fonction d’interpolation

Les solutions approchées, trouvées par la methode des ¢lements finis sont une

juxtaposition & de champs locaux .F; définis dans chaque maille. L'objet de ce chapitre est de

montrer comment oi définit dans les mailles une famille de champs locaux dans laquelle la
méthode des éléements fims pourra choisir pour sapprocher au mieux de la solution.

Pour gu'une maille devienne un élément, 11 faul

o Choisir arbitrairement des nccuds dans la maille. Comme on le verra plus loin, la
résolution d'un probléme par la méthode des ¢léments finis se ramene a calculer les
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valeurs  de  la  soluton  approchée  aux neceuds du malllage.
Le nombre d'mconnues scalaires par noeud vanc sclon la nature tensoriclle du champ
meonnu et selon la dimension de l'espace physique. Ce nombre est appelé nembre de
degrés de liberté (4.1) {abreviation courantc : ddh).
Par exemple, si1 le champ cherche est un champ vectoriel dans un espace physique a 3
dimensions, on a 3 ddl par necuds (1 ddl par composante du champ) |

« Choisir arbitrairement une famille de champs locaux, destinés a donner une valeur
approchée de la solution en tout pomnt de la maille en ne connaissant que les valeurs
d'une solution approchée aux neeuds de I'élement. Cette famille de fonctions s'appelle
l'espace des foanctions d'interpalation de la matlle.
Sl y a plusieurs mconnues par noud (c'est a dire plusieurs degrés de liberte), on
construit des interpolations pour chacun des degrés de liberté. En géndral, les
interpolations de chaque degré de liberté appartiennent au méme espace de fonctions
d'mterpolation (4.2) .

[Jans ce chapitre. on va montrer comment on construit les interpolations. On le fera en

supposant quil n'v a quun seul ddl par neud. Sl v en a plusieurs. on procede de meme
pour chaque ddl.

Pour construire les cspaces de fonctions d'interpolation sur un €lément, on va
procéder en deux temps ; on construit un espace de fonctions d'interpolation f, sur une
maille de référence standard lopologiquement équivalente a la maille réelle, puis on le
transforme pour qu'il devienne un espace de fonctons d'interpolation / sur les mailles
reelles. Ce procéde a avantage de Gare gagner du lemps calcul. Les logiciels proposent des
bibliothéques d'éléments dans lesquels les interpolations dans les mailles de référence sont
déja défines et n'ont plus a étre recaleulées.

Les fonctions d'interpolations utilisées dans les logiciels sont pratiquement towjours des
polynomes. Si la fonction a interpoler est vectorielle ou tensorielle, on interpole de la meme
maniere chacune des composantes. On est donc ramene & des inferpolations de champs

scalaires. Dang la suite, [, représente done soit l'interpolation d'un champ scalaite soil
I'interpolation d'une composante de champ vectoriel ou tensonel.

LS

« Pour les mailles linéiques [, est un polynéme de x,,
= Pour les mailles surfaciques f, est un polynéme de x; et xa,

e Pour les mailles volumigues f est un polynome de xy, x3 et X3
1-2-2-1 Rappels sur les bases de polynomes

L'espace des polynomes de degré o cst un espace vectoriel dont la dimension dépend du
degré des polyndmes et du nombre de vanables, Cel espace posscde unc base canomigue
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constituée de tous les mondmes de degré non négatil inférieur ou égal & o, Par exemple : La
base canonique des polyndmes a une varable x; de degré 3 est constituée des mondmes

{l -Jf|-.'-¥.'|:-.":'|3 }

« La base canonmique des polynoémes a deux variables ¥ et x; de degré 2 est constituée
des mondomes 4 1 -IL:A.'zr.Jﬁzu‘f zz-.k‘h"{‘: }
« [a base canonique des polynomes a trois variables x;, x; et x; de degré 2 est

% 3 23
constituée des mondmes il | R S S e S 1x52.x1x3,,1:33:3.x3.x; }

Le tableau qui suil donne les dimensions des espaces de polyndmes pour des degres de |
a 5 pour les polynémes a 1. 2 ou 3 vanables.

| variable 2 variables 3 variables

1 2 3 4
2 3 6 10
3 4 10 20
45 15 35
56 21 56

A partir de la base canomque, on peut engendrer une infimité de bases : 51 7 est la
dimension de Vespace de polvndmes. toute matrice réguliére soon définit une autre base.

I-3 EN RESUME
L'n elément est caractérise par .

+ la forme de sa maille de référence

# la position des neuds dans Ta maille (sommets obligatoires pour la conformite)

#» l'interpolation F (cest a dire la matrice [H|des coefficients des polynomes
L'mterpolation des coordonnées deétermine I'approximation géomeétrique de I'élément,

» Fonction d mterpolation F(x)

» Matrice de rigidité élémentaire K

L4. EVOLUTION DE LA METHODE

Depuis une cinguantaine d’années la mecanique des structures permet ['analyse des
assemblages de barres el poutres.
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Le comportement de chaque élément de barre ou de poutre cst représenté par une
matrice de rigidité élémentaire construite wrace aux hypothéses de la résistance des
matérianx.

A partir des matrices élémentaires. nous construisons un systéme d’équations
algébriques en utilisant des conditions de continuité des déplacement et d’équilibre des
forces aux points de jonclion des éléments on noends

La résolution du systéme d’équations correspondant a des sollicitations données
condut aux déplacements de tous les nccuds de la structure.

L apparition des ordinateurs et les besoins de 'industrie aéronautique ont provoqué
un développement rapide de 1a mécanique des structures.

Des 1960 la méthode des élément finis subit un développement rapide dans plusieurs
direction :

* La méthode est relormulée, a partir de considérations c¢nergctiques o
vanatnionnelles. sous la forme générale des résidus pondérés ;

= [De nombreux autewrs créent des éiéments de haute précivion et des éléments a
cotes curvilignes ou iso paramétriques ;

I-4-1 Amélioration de la précision d’approximation

POUR AMELIORER LA PRECISION DE LTAPPROXIMATION NOLS DEVONS DIMINUER LES
EHRRELRS

Pour cela il faut :
= Soit diminuer Ja dimension de chaque €lément ;

* Soit augmenter n, c'est a dire uliliser une approximation dont la base polynomiale
soil complete jusqu'a un ordre plus ¢leve.

Nous pouvons par conscquent uliliser plusicurs techniques -

a) Diminuer la taille de chaque ¢lément et par comsequent augmenter le nombre
d’éléments nécessaires pour représenter le domaine entier V,

by Augmenter I'ordre du polynéme d’approximation, ce qui implique unc augmentation
du nombre de vanables nodales ou degrés de hiberté de chaque élément, Ceci peut se
faire :
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I-4-2 Divers types d'éléments
1-4-2-1 Elément de haute précision de type LAGRANGE

*  Par augmentation du nombre de nceuds d’interpolation de chaque élément, en
gardant foujours une variable nodale [7 , par noeud. ce qui conduit 4 Ia

famille des éléments de type LAGRANGE.
1-4-2-2 Elément de haute précision de type HERMITE

= Par augmentation de nombre de vaniables nodales en chaque neceuds. en
conservant le méme nombre de neeuds.

Les variables nodales addinonnelles sont les valeurs aux naeud des dénvées

= S ATT
" =k g : . :
G L : ) — ..........ce qu conduit a la famille des elements de
g ¢ Gx2 " ax?

tvpe HERMITE
1-5 CONCLUSION

['objectif de ce chapitre n'était que de faire comprendre comment on les construit (un
clement ), . Il sulfit de retenir que choisir un élément ¢'est a la fois

# Choisir unce forme de maille
# Choisir la place des nceuds dans la maille
#  Cheisir ung mterpolation sur 'élément

Les fonctions dinterpolation, lewrs dérivées, et leurs intégrales sur l'approximaiion e
somt alors déterminées par les vateurs aux neeuds. (conditions aux limites)

Le choix de 1'élément est délicat : ¢'est un compromis entre la qualité de la solution
approchee et le cout du calcul. 11 est plus facile d'approcher une courbe avec des polyndémes
de degre 2 gquavec des segments de droite : et plus le nombre de mailles est grand. plus la
courbe est facile a approcher. Par contre, le nombre de neeuds (et donc le nombre
d'inconnues) augmente avec le degrée d'mterpolation et le nombre de mailles. La taille du
systéme d'équations 4 resoudre (et donc le temps de résolution) peut devenir trés grande.
Pour hxer les idees, on peut retenir que pour un algonithme de résolution par une méthode
directe, le temps de résolution est proportionnel au cube du nombre d'inconnues. Sans qu'on
puisse le chiffrer exactement. on peut dire que les ¢léments de faible degre d'interpolation
demandent un maillage plus fin que les éléments de degré plus élevé pour obtenir une
w precision cquivalente », 1l faut donc se préoccuper de cetle question des la phase de
maillage, ot I'examen dune solution approchde peut parfois amener 4 recommencer un
calcul avec un maillage et/ou des mterpolations différentes.
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Pour conclure ce chapitre. on dira quunc fois qu'on a choisi un maillage et des
clements, on a constrwit un espace [ de fonctions F{3{) définies sur tout Ic domaine &2

obtenue par juxtaposition des interpolations sur les éléments réels, a valeurs réelles et de
carre intégrable. Cer espace est done inclus dans l'espace fonctionnel de SOBOLEV

H '(ﬂ) . 31l v a m4y Inconnues par nceud, on a construil un espace de fonctions mclus dans

H'(! 21" Cette propriété est essentielle dans les théorémes de convergence de la méthode
des éléments finis,

Alf

Chaque fonction ["de f est uine interpolation sur tout le domaine (J, compléetement

determinge par les N =N, valeurs de ddl aux neeuds. On peut donc écrire :

F(.-’Lf}—-:izl”;-;':-"'p‘-’]('_ﬂﬂ) (4.2)

Ou o' est la valeur au ddl numéro 7 (/ E|: 1.2 Mo i[]. .

Les fonctions F(1) (M) sont les fonctions de base de l'espace f . Ce sont les Nddl fonctions
F{1) (M) obienues pour les Nddl-uplets de valeurs.

i o) R LI Wl o
WS S i =8y ----~”‘”MJ:‘-"’-'=‘~'M~'

Les fonctions de base F'(M) sont donc nulles partout sauf dans les éléments qui
contiennent le nceud 7. On a en particulier

] "I'j’(-l e ';): 5,

LIn probléme traité par éléments [inis se raméne toujours a la résolution de systémes
d'équations algébriques (linaires ou non. symétriques ou non). Ces systémes sont de grande
taille généralement.
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II- LA FLEXION DANS LES STRUCTURES AERONAUTIQUES

II-1 INTRODUCTION
(¢ chapitre présente d'une maniére génerale les connaissances de base nécessare a la
compréhension de ce phénomeéne (flexion dans les structurcs acronautiques ).

Cle sont presentées selon des niveaux de détails différents ¢t en rapport avec les besoins du
present travail.

11-2 LA FLEXION DANS LES STRUCTURES AERONALUTIQUES
11-2-1Efforts appliqués a la voilure
11-2-1-1En vol
Etant "élément sustentateur | la voilure est soumise en vol 4 des forces (charge )

aérodynamiques.  llle ont deux composantes. 'une onentée de bas en haut, Clest la
PORTANCE. FEi 'autre dingée dans le sens oppose au mouvement appele TRAINEE

. /—_ PORTANCE
| N e

{Z ——-—‘{‘—"'.{_’,‘é<—_ TRAINE

Figure -1 @ charge acrodvnamique seumise a la voilure

I.a plus grande partic des charges aérodynamigues est soumise au fuselage pour
équilibrer les forces d'inertie due & sa masse qui est Umportante par rapport a celle de
| "avion complet .

Les différentes types de structure reviennent donc a réaliser un élément longitudinal
résistant ou poutre oricntéc dans lo sens de D'envergure. Cet  élément est chargé
uniformément par résultante des charges aérodynamiques et les efforts d’inerties (la masse



Chapitre 11 : LA FLEXION DANS LES STRUCTURES AFRONAUTIQUES 14

de la structure, la masse de carburant)l’¢quilibre est apporté par les actions du
fusclage sur la voilure aux points d'attaches |

En plus des charges citées ci-dessus, on mentionne d'autres charges ;efforts localisés
en certaine points de L'aile. attaches des trains d’atterrissages, de gouvernes. de volets.,
d*acroficins, de spoilers, parfois de moteurs, effet du réservoir 57l existe, effet du poids de
Fatleu..:

Ces effets donnent naissance en général 3 deux flexions -
Horizontale et verticale '

L.a poutre (longeron) travaille done surtout en flexion simple dirigée de bas en haut
dans le ¢as du vol nonnal, la poutre supérieure est soumise 4 des contraintes dec COMpression
(pour une a porte a faux, le moment de flexion cst donc maximum 3 T"emplanture,
I"Epaisseur de 'aile & cet endroit est maximum (augmentation du moment quadratique) .

r ‘1-}-
et e S
I el D

Figure 11-2 -ley contraintes de iraction ei de compression sur la voilure
(flexton verticale)

Nous savons que le centre de poussé aérodynamique est sujet a des déplacements
dans le sens de la profondeur de 1aile,
Fn resulte que la poutre longitudinale (longeron) travaille également en torsion .

La ngidite en torsion doit étre d’autant plus importante quand la voilure possede des
masses excentres importantes telles que les groupes turbo-propulseurs .
Les moments de torsion sont soumis au fuselage ou ils participent a 'équilibre de
longitudinal de ["avion .
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fffﬁar’f\f“ ‘“RHM
1l el

Fignre [1-3 rigidite de torsion de la voilre

En plus des charges précédentes, la voilure est soumise dans certaines cas de caloul a
des charges dissymétriques sur les deux ailes provenant de 'action des ailerons ou a des
charges provenant des trains d’atferrissages

Si les motenrs sont portés par voilure, celle-ci est sounnse en vol @ une flexion
horizontal qui se superpose a celle due 4 la composante de la charge acrodynamique (force
de trainge) 0. dans ce cas la flexion se produit vers 'avant, le bord de fuite cst fendue, le
bord d'attague cst comprimé. si los moteurs sont fixés au fuselage, la flexion, de moindre
intensite se produit vers |"armere .

Lin ¢e qui concerne la flexion verticale, elle est due a des charge d’inertics ; poids de
I"aile, attaches moteurs, train d afterrissages.
Aux charges réparties par I'ensemble de la stucture, s’ajoutent les efforts telques | attaches
atterrisseurs. pouvernes, volets. ces charges sont encaissées par des pieces fortes de [aile
conguces specialement pour cette effet.
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[1-2-1-2 Au sol :

La configuration de Mavion au sol est différente a celle en vol. dans ce cas . les
charges appliquées 4 la voilure sont réduites aux poids de 1’aile qui est presque néglipeable
par rapport au poids complet de ['avion).réaction du train d’atterrissage. réaction et moment
a l'encastrement. Ces deux derniéres inconnues ne peuvent étre déterminer statiquement,
d’ou le systeme a resoudre est un systéme hyperstatique.

= Résumé

Selon la configoration de Maile, on peut distinguer trois forces pour une portion d’aie
dans le sens de la demi-envergure. qui sont

- la [oree de portance élementaire -
- le poids élémentaire structural de cette portion d’aile ;
- le poids du carburant contenue dans cette portion d’aile.

{"es trois forces admettant une résullante qui est dirigée vers le hant si 1"avion est en vol
et vers le bas si I'avion est au sol

A Teffort tranchant | correspond des contraintes de cisaillement et au moment
fléchissant m correspond une contrainte de traction (intrados de V'aile en vol) er une
contrainte de compression ( extrados de I'aile en vol)
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diz :furce de portance

fﬁ%’/ T

dl’s cpoids élémentaire strwciural
dPe poids de carbirant

A frefiort tremchant)

4 Mirmoment jflechissant)

< f)

figure -3 ;- flexion vertcale ;
- diagramme de |'effort tranchant ;
- diagramme du moment de flexion

11-2-2 Efforts appliqués a une pal d'hélicoptére

H-2-2-1En vol ;

Les efTorts sollicitant une pale en vol peuvent se classer comme suit :
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- la force centrifuge qui résulte de la masse de la pale en rotation, elle engendre une
traction permanente et chaque ¢lement de masse de la pale est donc soumis a une
contrainte de traction ;

- le forces adrodvnamique issus de la surface de la pale tant en rotation qu’en
translation et dont I'intensité résulte de 'incidence de la pale, laquelle est variable an
cours d un tour ;

- enfin. les forces d'inerties résultant des déférents mouvements de la pale au cours
d’un lour, tant en battement dans un plan verticale. de trainée dans un plan horizontal
qu’en lorsion,

La force centrifuge est constante si le régime normal du rotor est régulé, done constant,
ce qui est generalement le cas,

En revanche, les forces aerodynamiques génerent des efforts alternes. et ce sont eux qui,
dans certaines configurations de vol. contribuent a 'endommagement de la pale en fatigue.
Toutes ces solliciiations engendrent des forces internes et des moments le long de la pale
déterminant aingi des états de contraintes normmales el de cisaillement,

Les forces aérodynamiques engendrent

le moment de flexion verticale variable an cours d'un tour, et il en résulte un etat de
contramtes normales permanentes ¢t contraintes normales alternées determinant ans: une
(raction et une cOmMpression :

- un moment de flexion horizontale vanable au cours d'un tour. cette flexion est due a
I"articulation de battement au pied de la pale . et 1l en resulte les mémes effets que
précédemment |

- un moment de torsion engendrant un étatl de contrainte de cisailiement pur,
i1-2-2-2 Au sol :

De méme, pour le cas précédemment(voilure) les efforts appliqués sur la pale se
redusent et les inconnus (moment et réaction pour le cas d’une pale ngide)Sont deétermines
statiguement.

Les structures actuclles sont mums d’articulations souples. celles c1 éliminent le
moment d’encasirement et la réaction a appui et créent au niveau de Uexcentricité de la
pale un effort tranchant qu’il faut prendre en considération.

s Origine et role des articulations ;

Les conditions de resistance de I'attache de pale sur le moveu et le comportement
dynamique du rotor imposent trois degrés de liberté a 1a liaison entre la pale et 1e moveu qui
sont |
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- Le battement, c’est a dire la levée de la pale perpendiculaire au plan du disque, elle
permet de supprimer les contraintes de fexion verticale au mveau du pied de la pale. Mais
I"articulation de battement creée des contrainteS de flexion horizontale en pied de la pale.

- latrainée , c’est a dire le mouvement de la pale dans le plan du disque ; elle supprime

les contraintes horizontales de flexion provoqueées par le battement des pales.

- Le pas, ¢’est a dire le mouvement de rotation de la pale suivant son envergure,
permet de fawre vaner 'angle de pas , par rotation de la pale autour de son axe
longitudinal( ou axe de vanation de pas) Cette variation est commandée par le pilote,

s Articulation de battement vertical @

L articulation de battement vertical permet d’annuler le moment d’encastrement
statique et dynamique et aussi de ramener ["effort de portance tout pres de 'axe du rotor
el de supprumer le mouvement de roulis parasite.

Le moment d extrémités des pales décrivent un cone trés ouvert. En pratique 1"axe
de battement ne se trouve pas sur 1'axe mais décale d’une distance. appelé excenmicité
de battement

Principaux profils usuels :

Le profil biconvexe syméirique est par excellence le profil des pales metalliques des
rotors d’hélicopteres, notamment pour les raisons suwivanies ;

- facilite de construction et de stabilité indifférente :
- la fixité du centre de pousse. confondu avec ’axe d’articulation de la pale, évite tout
moment parasife.

Les nouvelles techniques de fabrication{pales plastiques) admettent des profiles
biconvexes dissymétriques dont les qualités aérodynamiques sont supérieures .

* Vrillage des pales :

L augmentation des forces ¢lémentaires de portance ct de traineé. de ['emplanture a
"exrénmté de la pale, fait que le centre de poussée(CP) est situé non loin de Pextrémité
Il en résulte au niveau de I'emplanture. des moments de tlexion exagérés du point de vu
résistance de la pale.

Afin de mieux repartir les efforts et diminuer les moments de flexion, les pales sont
vrllées a grande incidence au voismage de moyen e a [aible incidence vers I"extrémité ou
les vitesses relatives sont grandes. L'angle de pas diminue progressivement de 'emplanture
a lexirémite
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La diminution de 8 entraine une diminution progressive de la portance et de la traine.
Nous concluons enfin par les deux figures, l'une qui nous donne une allure sur la
distribution de la portance sur la pale. et Pautre qui représente une comparaison de
répartition des momenis de flexions pour une pale rigide et celle non rigide.

= Remarque:

Nous pouvons faire une extension pour le cas des aubes d'une turbinec, pour le
phénoméne étudié qui est la Nexion . on a deux cas considérés
-rotor ! il sera considere comme unec poutre cncastrée a une extrémité et libre a |'autre(cas de
I"aile)
SLAtOT | (JuI Serd Tepreésente par une poutre encastre en ces deux extrémites
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III- ETUDE THEORIQUE

IHI-1 NTRODUCTION

Nous allons ici présenter complétement un certain nombre d'éléments, pour permetire
une meilleur compréhension de la méthode par ¢léments fims et de ces résultats. Pour
pouvoir assembler des matrices de rigidité élémentaire il faut pouvoir les expliciter, c'est ce
que nous allons faire dans ce chapitre.

Pour résoudre un probléme par la méthode des ¢iéments finis, on procede done par étapes
SUCCOSSIVES !

-2 EXPOSITION DU PROBLEME PHYSIQUE

La flexion des poutre est un systéme physique discret et continue. [l est caractérise
par un ensemble de variables qui peuvent dépendre des coordonnces d’espace x—(x, ¥, 2/ ¢
du temp. . le systeme est dit stationnaire si ses vanables ne dépendent pas du temps,
Certaines variables ¢f du svstéme sonl connues a prion ; propriétés physiques, dimensions du
systeme, sollicitations, conditions aux limites, etc. dautre variable u sont mcomnues :
déplacements, confrainte, ecl.

UIn modeéle mathématique du systeme permet d’cerire des relations entre v ot o en
utilisant des lois physique. Ces relations constituent un systéme d’équations en u que nous
nous proposons de résoudre. Le nombre de degres de Hberté du systeme est le nombre de
parametres neécessaires pour definir .

Un systéme discret s'il posséde un nombre de degrés de liberté fim. Un systéme cst continue
5'il posséde un nombre de degrés de liberte infini.

l.e comportement d’un systéme discret est représente par un systeme d’équation algébrique,
Celut d un systéme continue est le plus souvent représente par un systéme d’équations aux
dérivées particlles ou integro-differentielles associe a des conditions aux limite cn cspace

Les équations algébriques des systémes discrets peuvent étre resolues par les
méthode numériques . par contre les équations des systémes continus ne peuvent en général
pas étre résolues directement, 11 est nécessaire de discretiser ces équations, ¢’est a dire de les
remplacer par des équations algébriques. La méthode des éléments fimis est 1'une des
méthodes qui peuvent éme utilisées pour faire cette discrétisation.
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Soit une membrure devisée en éléments finis.

{ d
e —-» X
A, N
e i M,mm"""w ....................... J"}JI

Cme e  LEW
IQHI‘”J_GX)_‘i

d7v
Mix) = El
f Z dx2
o(x)= MLx),
fz
= HYPOTHESES :
1} La poutre doil posscder un plan de symétric.
2} L’axe de la poutre doit étre droit ou tres peu courbe
3) Toule les forces doivent agir dans un plan de symétrie
4) Sous I'influence d'une charge la poutre se courbe, les fibres de la partie convexe

L
—

7)

g’allongent. celle de la partie concave se raccourcissent. Entre ces fibres tendues et
celles comprimées est une zone de fibres neutres ne subissant de variations de
longuenr.

Les déformations ne doivent pas dépasser la limite élastique

La poutre se déforme dans le plan X7 ( hypothése des contraintes planes o 77 = 03y
Matériau isotrope.

Remargue

St 'on suppose que I’élément a un comportement ¢lastque , la relation

caractenstique sera tonjours de la forme :

g=K-a
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la matrice] K | s’appelle matrice de ngdité de 1'élément
11-3 CHOIX DE L’ELEMENT ET LA FAMILLE DES CHAMP LOCALUX

C'est & dire a la fois la position des neeuds dans les sous domaimes et les polynémes
{ou autres fonctions) qui définissent Ie champ local en fonction des valeurs aux neeuds.

[11-3-1 Interpolation polvnomiale sur les mailles

Les fonctions d'interpolations utilisées sont pratiquement toujours des polvnémes.

« Pour les mailles linciques (c’est le cas pour les poutres en flexions ) est un polynome
de x.

« La base canomque des polynomes a une variable x de degr¢ n ( = nombre de degrés
- de liberté par neend > le nombre de neeud ) est constituée des munume:

il,x,x3 ........ xN- 11’
o W)= +Cux » Cix2 £ 2 Epxnl
7 v(x) ffzuf_x} 2" v(x)
0(x ) alx)= wig(x)= ——=
i x X £x

- II1-4 FORMULATION VAARIATIONNELLE DU PROBLEME

I11-3-1 Relation entre déformation et déplacement verticale :

Les deformations 5( X) aux differents point de I"elément peuvent éire obtenues a partir de la
dérive de la fon.ction de déplacement,

s B
&= I (1. 1)

d’apres la theorie de la flexion des poutres on a |

d 2
M (x) - Efz o

l:rf.x,l = Mgy (111.3)

=

(111.2)

58

7
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ﬂlﬂ,rs: -y :rfl_(XJ "L_“IMfXJ l‘l:f__ILr =
T T, YT E
\ P ¢ A
d iy
= Lo i .
& Yy
DY autre part : vix)=[F] la}
u 1= s (o) o)
AlOrs ¢ Xl——y-—|F | — — — -
< ¥ % qy ; 4 o g
d2F
On pose | [Bl= ¥ .
o=

Alors (16) devient ;.  &(x) [B] lg}

D'ou dr - [B] {&g}

Done on derivant deux fois la fonction d'interpolation

IT1-4-2 Relation entre contrainte et déplacement !

{111.4)

(ITL.5)

(11L6)
(11.7)

(T1.8)

Les propriétés élastique de I’élément nous permettent de visualiser la dépendance entre les

contrainte {o{x )} et les déformations §a{x )} par la relation suivante ;

{olx)i=[E]-{(X)}

Pour notre cas on a -

[E]= E module de Young
(oA} = ofx)
welx )i = (x)

(111.9)
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Alors (14) devient |
afx)=E -gx) (11110}

Remplagant I"équation (7) dans (10) on oblicnt

a(x)-E [B] {a} M1

111-4-3 Relation entre charge nodale ef déplacement nodaux :

Le travail produit par les charges nodales doit ére €gal au travail interne des contraintes

o Letravail externe des forces nodales du a un déplacement virtuel est |
dwy {a‘ -, } P+ %‘I Gy } Py Aesmaxes 4 {o an } P, (principe de superposition) -

qui devient

Sy = (5-qf - {p} (111.12)

e Le travail virtuel interne par unité de volume est :

5oV, = j(5-¢fadv (1I1.13)
v

Remplagant les expressions (8) et (9) dans (13) on obtient :

o-v; =[([B]-{6-q}) -(E-[B]{g})-av

—o-v, =({6-q} -[B] 'E-[B] {a}-av

]

—~ov; = {0 qf | (8] fE-[B] av

-]

g} (ITL.14)
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Fgalisant les deux travaux | équation (12)= equation (14) ).

(6-qf{p}=(5-p) -j|B] ‘E-[B]dv-{q}

(qui devient :

{p}=1[B]"E [B]av {g}

COTIIE ©

pi=[K]-q} (111 15)

alors -

| k1= {[8Y E[B]dv (IL16)

Connaissons que :

[ 12 -
Ay oA =gz, (T11.18)
On peul montrer donc a partiv de considérations d’ordre physique que I'expression
donnée ci-dessus de 'énergie est toujours a valeur positive ( celle propriété s’exprimant
simplement par la condition que la forme quadratique associee soit toujours positive ou
nulle).
Cette caractéristique a son importance lorsque 'on aborde la résolution numérique du
systéeme d'équations obtenue, car il se présente certaines simplifications dans le cas
d’équations symétriques définies positives,

-5 CALCULE DES MATRICES DE RIGIDITES ELEMENTAIRE POUR DES
ELEMENT DE POUTRE TRAVAILLANT EN FLEXTON

1) Matrices de rigidité pour un élément de type HERMITE ( 2 degrés de libertcs
par neeud, 3 deerés de libertés par neeud).

Ces élément sont obtenus en augmentant le nombre de vanables nodales attachées a
chaque neeuds.

— aux variables ¥; nous ajoutons les valeurs aux nozuds des dervees de

I

;o
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b
-1

! 2
- — i
i cld Ay - U 22u
OE Y il O -
: X ax

2} Matrices de rigidite pour un éféments tvpe LAGRANGE qui posséde 2 degres
de libertés par nccud,

Cette famille d ‘¢léments est obtenue en augmentant le nombre de neoeuds
d’interpolation et en gardant le méme nombre de variable par neeud.
Ces ¢léments sont done sub-paraméinques.

! 2 3
b= i =

5] ¥ Lt
ol ol aou
ox X oX

111-5-1 Calcule de la matrice de rigidité élémentaire pour un élément de poeutre
travaillant en flexion type HERMITE

111-5-1-1 Deux 2 degrés de liberté par noeud

C'est 'élément T2 phus simple - il est composé de deux neeuds ayant chacun 2 ddl,

A, qu
® &

On a 4 degr¢ de liberté done |'approximation qu on fait pour Ir deéplacement est un
polynéme de 3 degré, ¢’est a dire quatre 4 constante a déterminer
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i) =0, —CoXx + C3x™ | C,ux*
BN~ G 4+ 2035 | 3048 4

[l [
Alors - V(X)—[I,X,Xz,ﬂ‘]--{g%
64
vx)=[g(x)]-{c]
La détermination des constantes C1. C2, C3 et C4 revient a poser les

conditions aux limites.

v{x-ﬂ];v;
Ax = 0) ¢
vl[x:f_}zvll,-
Hx L) b

on obticnt :

vx=0) v;=C1
Blx=0)=¢,
V{-“-’=L}=Vj=f3i £ 0P ¥y BT o Ool?

ex = L) =02 + 2 Gal v 30af 2

sous la forme matricielle on a ¢

_ 100 0 ]
il _ |V s |83
1 v b G 3 = [H]{c }
191‘[ 0121312 |83

on: {qIfHI{C} & {C¥=[H]"{q}
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ona.
1 o o 0 ]
o1 0 i
[+ ] | Y B B {3
6 1 ozl 32
0 0 0
B g
A, (9
= [H]" = —3f2- 24332, )3
af ]2 —zull
ona: [F(x)]=[6]-[HT"
et vix)=[F(X)]-{q}
alors ;

1% om0 u

FOOI=[6 1T <)l O 10 0‘

/4 i—arl—zﬁsff-ﬂ-
p i B . § I

[F(X}]:fi,-{lx?‘-3x3-I+I3,x3+1—2xz-1’3+x-!3_.—2x3+3,x3-!_.x3-J’—xg-i’zjl
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e Graphe des fonctions d'interpolations deux ddl deux neuds

alors @ v(x) = {N-_ (k). No(x) Ny(x) N (x) } 9]

. t=nchan dholespolalion 1 & 2d | 2 maeude

|
S e A fiin. R (R S .
R (R sy i
‘| |
| I
3 |_... T T -
a B L__I
] 1 243 n m 5 ED Al H 30 12
Frgureflll 1) :N1ix)
& g fonciten aimserssimtine ¢ 4 d21'2 npavds: |

BN ; S e | I

1 B - R T Oy ) Gk
T 5 : o
b
I 1 |
r.. ............ -
]
a . II ..................
7
.I.f 1
If
] !
H 1 q 10 d 50 qa v 1] 9 o

Figmre(I{1.2) :N2(x)
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3l

Pt an dinlsrpalatian L4 gd P arsuds

1 I S S | 01 | e s o 2 A8 i
2] N S ‘<R ool o SO S 23 2 A e 2
| R
=i
s e
G i
a 10 in a (%] ac ] T
: | Lies g
Jigure(lll.3) ; N3{x)
P 'IJ- fopzliar dintergelalios (4 ddl 2 roauas |
V=, 1
.
T R Wik ) SN (S | T o
|
|
= b Bk o o e
."\
;
LN ] [T SERITTTRE L L BN
[l J\. S S s
¢ e 1o S eSS SS 7o £ S AR (T
Ta et |
B i i 349 42 50 LR T

figurefHlL4j : N4{x)

|
LY

=]

ag
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i

3

Ona: [B]-—#:——

Alors:
On dérivant deux fois la fonction d’interpolation on obtient :

[B]- ‘ﬁl’ .{mx 6l 6xf — 412, —-12x - 6l éxl —1;3}

v I
[K1=l8] " E -[B]av
done :
L7 12X =68
b ¥- '[.;XJI—-I-I? r " o }_
1B] “[Bl= | _jax 46| 12%—6LOx — 42 12x + 6L6x - 247 |
4 Gxl — 212
{ _'I-":
> 1]t (B - 18 )

connaissons que !

k1= LIS 4.0

Avec
(12¢ -}
(axi 42" {12¢—6/) (ad—42)
| l\\ /I

L4 F

(8] 4= |
Sl 4 (1 6l)- (X =) (X6 (42 (X6

(ot 22 ) (120—=6) (ol ~212)- (ot — 2 foxd ~ 22)- (12 + 6l ~ 222
N, e
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e
2

aprés mtégration on obtient:

12 6L 12 6L
[K]= Ef 6L 4L GL 21+
[3 - 12— 6 I (]_jL
6L Z1 6L 4L
avec |
Tl | vl
tp}- | 21] et 19 = {‘31
WME.[ .H}_‘}'
IMI-5-1-2 Trois 3 degrés de liberté par neeud :
VI g{z"lr ,(1'? quﬂqu-.ff
- o
! g

=L

J

On a 6 degré de liberté donc I"approximation qu’on fait pour Ir déplacement st un
polyndme de 3 degre. ¢’est a dire quatre 6 constante a determiner

vix )= C1 +C2x - C3x* + Caxd + Csx? + Cox?
B(x)=C2 +2C3x +3Cax2 + 4C5x7 + 5Coex*?

a(x)=2C3 + 6C4x +12Cs5x2 + 20 Cox?

a
Cz
C4
e

a

Alors V{X)=[1.K.X—’_x3,xd1x5]-«

.C: :

| Ca |
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vix)=[g(x)]-{c)

[.a determination des constantes  Cl, C2.

conditions aux limites.

vix =0)=v;
flx=0)=0,
a(x =0)=u
v{x =1’_}=1.e*Jl
U{x=f_}={ﬂj
dx=L)=g,

on obtient
vix =0)=v; =C1
Kx=0)=8. C2

alx —0)-¢; -2C3

G,

Ca | CS.. @3]

Vix=L)=v,-Ci + C2L + C3L* + C4l3 + CsLA + Col?

ﬂx:L}:Hj:C.z +2C35L + 3C4L2 + 4CsL3 + 5Celd

ox=L)=a,~2C3 + 6C4L + 12 Csl2 + 20 CsL?

sous |a forme matricielle on a

1 (3

vi 0 ]
2] o o
V) 1L
2l 1y
| ]

6 0 o0
¢ 0 0

o o o
;o s

o] e Sl
6L 1212 2[1.‘.3:

|
J

|

:
e

R

3

oL

revient a poser les
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laed
LA

[ I
1 0 o o 0o 0|
o 1 0o 0o 0 0|
6o 0 2 0 0 0 |
e L 2B
0 1 2L 342 443 5L4|
0 0 2 &L 12122008°
0 0 0 0 0
| i 0 0 0
|
[H]*: 0 f}jq; 0 ﬂ] 0
| —10? —eL2-3 i —a? Lot
e S 32t 1t 2
| g 3t L3 @S —apd V)
| 4 4 |
a 0 0 0 0 0 ‘
0 47 0 0 0 0 |
0 0 2 ¢ () 0
[H]—I_¢.
419 |-40L6- 2407 —6L% 4015 —10L7 208 |
GOLS 3208 6L’ —e0l 28L6 —4f7
_ 2441215 26 2414 1247 410
1
[F(x)]=[6]-[H]

et vix) = [F(X)]- {q}

fie. &
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dong :
g R ¢ ( 0 (1 i
0 23 0 () 0 i
o j () 0 &) 0 (0
[Fla)] =t xx2 x3 x4 53] ' .| ; :
200 —zott-12tt 308 202 -8 LY
| - ol
30L 1662 35 —30b 142 —opd
|
12 6L L2 12 —6L {2
[ 25 — 200253 + 30fxY - 1245 |
| 2085x — 1203 %7 4 16L7x % - 6Lx 3 |
_— I {352 —3f3x3 + 333 - 255
= L= N ¥
[F(x )] 2,3 i b2y d —30dx Y 4 1252 i
—&L¥x? - 4L2x9 - 6L ® |
LAx3 - 23 xd + p2x5
alors

vix) = {Nl (x), No(x). N5 (x). N, (x), N (x), Nﬁfx}}- {g}

* Graphe des fonctions d’interpolations trois ddl deux nceuds

FETI fannsicn Ai=tlprpolatian (B 402 hasude )
i |
- ot Y (R 1} (. TN TERLORE TR S s 1SS T Wity S
JBE e e e e ke b B e g
1 T CRENTRNY | W R STV =
I o+
| IS | ANy O SR | N S W
]
" =,
] || el e el e a b e e by
:_2| E S ——
£ ] e T S
) 1 3 n an LTH T an an

figrrerllI-3) : Nlfx)
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L ju' lprzlicn gintervomtisn (& odl 2 rosuds |
'l | SR i
_, |
1 |
3 I_ H 7/ A A |- ) BN S aana R i«
8 " o ¥ A _|
o |
4 | ........
o
i | £ ~
007 A R S SN (RS (S o B
| Z T
III:I 0 X 1 L0 15 B A 5 a0 T3
Sigurelll-6) - N2ix}
Y 3 l A'lnimrgaiat ddli i
¥ T T = T |
| |
PATESIUR Y. S N | |
P
H] ] ! ._|
] |
____________________ N e | |
A — T+ e -d.--- _.._;_.. ._—I
™,
\\._ . |
[ |- " SN —— S 4 " -.-.._. ........... |
; S, S S
0 3 I I = b
i i 3 1 [} 5 D 4 [l L5 L3

figure(lHI-7) - N3{x)
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| | =
-
= f
ST | TSI’ SIS, | PSS T S VLT [T o1 ST O SN, DRI IR MY
s T g o G S L A et o
= ! O (—
=i it e W

fere(f11-8) @ N4(x)
figtire(TIE-8) © N4(x)

T fanetion dinterpolation | G ddid nosuds |

b3
il st g, e e s e S ey s
1
gl o o el o e e e e gundasn
L L =L
I ] a h| 4] 5] E3 T 8E 132

Jigure(IH-9) : N5ix)
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34

figurefH-10) : Nfifx)
d?F

" dx?

Ona: [B] =y

On dérivant deux fois la fonction d interpolation on obtient :

12042 + 360Lx 2 — 240x3 |
— PP 4 1920%? 12013 |
215 —15itx + 3617 x2 — 20L2%3 l
120L2% - 360Lx -2 +240%°
—A8L%x — 168L7x%2 —120Lx3
GlAx 2403x% ) 2002x7

=N
Bl=3

[k 1- i[8]*E[B]av



40

|
|
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Ot a
0 e 360 %2 = ¥oxd | . 12002% + 3600Lx2 — 2407,
T2 3% 1022l 1201 x3 720 %% + 192022 — [ 200x°,
y2 1305 Mite 36002 +2012xF 205 —180% + 36L3%2 + 20L3x3,|
BBl ] 12002% — 360Ex -2 1240xY ] 120£2x —360Lx -2 +240%3,
| a8k + 1684302 — 120 Lx? | —4u3x - 16812%3 — 1200x7
‘ bltx — 24£7x2 4 20L3x3 | 6lty — 2413 %2 £ 2002%7
|_ J_—“”_”l' I[Sj4x4 dx
Avee :
aprés intégration on obtient:
12
6% 192
60, 1922
3—JF 1315i 3
212 13 I3 42
[K]z T 35 35
- 120 —6DL —3 42 120)
60? ]{]?3 _g_ ?60 192
60, 108;7 435 —60; 1922
T"3 3.-:1 . % 3?1 3
=22 =43 1 2 =32 1143 5 42
7 35 70 7 35 35
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IT1-5-2 Calcule de la Matrice de rigidité pour un élément de poutre travaillant en
flexion type LAGRANGIL:

11-5-2-1 Trois 3 nceud denx degrés de liberté par neeud :

! 2 3
= - .

i LS 7}
ol ol ou
ax X ax

On a 6 degré de liberté donc I"approximation qu on fait pour Ir déplacement est un
polyndme de 5 degré, ¢’est a dire 6 constante a déicrminer

vix)=C1 1 C2x +Cix? + Cax? +Csx? + Cox?

B(x)=C2 +2C3x + 3C4x2 + 4Csx3 + 5Cex*

Cl.
C2
2 : C3

Alors : vix =[l,x,x3,x-‘-_.x4,x1’]-1
ors ( ) C-—l?
Cs
C&J

vix)=[g(x)] {c}

La détermination des constantes C1i1,. C2, G | C4 Cs, 5 revienta poser les

- conditions aux limites,

V(X =0)=v,
#x=0)=6
wWx=L/2)=W,

- Hx=L/2)= 0,

vix=L)=v,
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f){.‘f ZL.]: l'?:;

on obtient :
Nx=0)=0¢, =C,
ix=L/2)=v, —C, +C,L III,.-"'E+C3 L2 /4+C, 2 8+ Cs ! 16+ Cg L5 32
Kx=L/2)=4,=C;+CiL +3C, Lz:;ﬁ +Cs L—‘f,f"'_? +5C; L4 )16
Wxr=L)=v, =C; +C5L +C5L* +C,L3 + C5L% + Cyl?

Bx=L)=0, =C,+2C,L+3C,L* +4CsL° +5C.L*

sous la forme matricielle on a -

0 100 0 0|
vl L2 3 4 8 (6]
& 1 == == | |C2
vzl > 4 ® 18 32 .| &34
% 18 g3 f'l‘c;-.l
= | ri_ -,-‘ = A
43 | 6 I B38| L8
I

0 1 2L 312413504

QI1 & .
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0

_ 23

mrt=|

66
L?

c:
[4

|24
| ¥

| £
|0

91{3 _6ld 6L 4943
[H-I_lz i .,31:. Gl el L7 JL
fibl-

4t*

¢ 0 0 0 O

1 0 0 0 0|
L 2t
2 4 % 16 32

213 14

~ q_
L L3, 5,5

L5 B D

|
I 2L 302 413 514|

43

- S ¢ G (L i
L i {42 L.
13 Ae-37 M4 5
R R
12 16 40 32 % |
=3 L ol
-
4 = 24 4
L-J_ 0 L% = T T

(i { 0l ()
L3 1} ] 0

1365 3242 3243 - 2402 505 |

_aRE 1202 16L —40i= 321

24

ona: [F(x)]=

40 0 6L 24

[6)[H]

et: vix) = [F(X)]- {g}

0
— 14

_gr2 |
ar
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dong ¢

B0 0 0 0 0 |
|l o £ o 0 0 0
=33 —elt 163 gL W 13 |
golt 1367 —3202 3207 3402 500
—68L — 1242 160 —40i2 521 82
24 4f. { el —24 4L |

[F{){}] = [1...1{,,22__;{-3',14,}(5]. Ll_q |

15 23 x? 462k — 68 1x Y 4 24 X7
E3x - GlAx2 413 %x3 —1282x° ¢ 4Lx 3
(F(X ) i elix? — 32023 + 160k
M:L_i”' — 82 £ 323 xF _ 20L23x% + 16 Lx 3 |’
I TE3%2 - 3413x3 + 52004 - 24%°
| — x4+ 500x% - 813xY ¢ 4Lx°
L

alors -

V(x) = N, (0, M), N3 (0 Ny ), N0, N () |- {a

* Graphe des fonctions d’interpolations trois ddl trois neeuds

FE fenzllon d'intercoisben @ B d4d1 3 nowsas )
& |_ =F ot eV s : —_— S
ok SRR
P SN ) P! - .. YOS YRR - [ | RS
B S
0.8 — e ——
qE i_ ............................ _|
(1 () (B I LIS LI L5 LIt | | I - § SNSRI, | Sty
J.a e PR S
i TR |, TP | I | W -
11 23 30 A = T =1 og

figuredH-11) : N1(x)



CHAPITRE III
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v fonption-dinlereadahion {5 odl 2 aosuds
i
|
7. S ==
i
S ; i ok
. S TR TP ey W L - L e A B o e
UL R, 11 SN | -t k| It UL LN RE D
|
1 =
1 A e e A R St Sl = A A B L s
a0 1 40 r e ]
figuretll-12) : N2{x)
=10 eastigs dl1ierpalazion 4317 mRad=a |
£ | — T 1 T
3
| O ! O g M 1SS 05 L/ P
..I..".n,
.............................
B e i
i
x
pikd L it pnameness e — L | e e SR
i i .
1 14 kS 1k an 50 ] TE

floure(Il-13) ; N3{x)

L1"
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46

i e [ ! e

{ T I

”
I Y A | E—
.........................................

................................................. |

! !
===k — ]

figupefIlI-14) * N4(x)

o femetion divterpaidaon & § il P aowuds |

figuredl-13) : Nifx)

0 B T
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47

Trgurefiil-16) - Nox)

A

Ona: Bl=-y- —
na []ym,2

On dérrvant deux tois la fonction d'interpolation on obtient !

i' 4603 — 39602y + 816Lx2 — 480%3 |
| 128 — 5% + 144252 — B0Lx- |
a | _ 3215 L192(2x — 192(x?
[8]- =& . 1 y
15 atd —1920% + 48012x2 — 32007
1403 + 204 L2 — 62412 — 480x°
| 204 _300%x + 9612x2  80Lx]

[k ]=1[B] "E[B]ov -

L LIS
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|' 4607 306 2x 2 R16ixd —agoxd | 4607 - 39602 + 816Lx T —480x° .I
1240 720 ¢ 144052 —R0Lx | 1280 7207k 1440757 —S0Lx?
®

. ¥2 | 320% 197tk —192Lx2 — 3200 H192 2% — 19203 |

RN o .

8] "15] 300 11604 — 19203 x + 4800252 —3204x3 [ 16L% 19203 x + 480L2x2 - 320Lx* |
~14f3 420402 624Lx7 + 4803 | 1483 20482 — 248 x2 + 480x°

2 =303 x +9R0L2 52 —R0LXT

24 30tk - 965 x 7 —80Lx? |

o
[K]:i—iif.ﬁ[sjl 43{-}'dx

apres integration on obtient!

5092
35
1138 ; 33242
35 L 35t
—512 -—128; 1024
[K]zﬁ. 3 5 5
|38y &2 o 23042
—1508 —242, -512 -384; 5092
35 35 B 7 35
242 38,2 128 6452 —1138 ;332,42
35 & 55t s b St 35 LR b
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HI-6 CALCULE DE VECTEUR CHARGE ELEMENTAIRE (P}

T,
b, —b,
.t'(xj' == L—X | b]
II1-6-1 Calcule de vecteur charge élémentaire pour un élément de lmutm .
travaillons en flexion type HHIERMITE & =~

111-6-1-1 Deux degres de liberte deux noeuds

L
P = [Flhx)ax
{1

L, by by
= P=[Fi—= X+ by Jox

]

R I oL R B
X7 2x7LE 4+ xL?
£F g T
e T
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a3 32 13 2x3 —3x2 443 W

BB, L XL —2x212 3 b Ll %30 2x22 ) xld
= 2 1 __I | ax
= a 3 ol L - 2 x
G T S o i3 5| —2x° -3x4L
I T T | wLexiE |
aL 21L
R b, | 3L2
P=_2 S
60 21L 60| 9L
3L — 2=

L |

IT1-6-1-2 Six degrés de liberté deux neeuds

L
P = [Fthx)ex
{

Lo P -
=5, P'= éF"{—E--L- l X + by Jox

avoeo
215 200L23xY | Frled — 1245
205 120%x7 p16L2x% —6Lx 3
Poed 3L s ML¥d —£52 |
F! i 1 .

9i3 WL2xd  3ixd ~ 123
RE3xT 1402 x — 6Ly
L3 _ 203 pd - [ 245
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25 20123 L 0Lt - 12xF ]

-1 % +16L2xd — bk’ |

. b, b L E3x2 —3fx3 430503 1200 o b L
TG :l, 20f2x3 - 30ix% +12%7 IR l)
833 1aL2xd eLxd |
Lhgd 2 x? £ 12x5 J
| 1204 C300L ]
3242 212
By | 3 | B AD
’40 | 300L $40 1200
524 4 3214
443 J 33

2

P

-~
=

15 —20L2x3 +a0Lxd
2Wix—1203%3 v 1620t —olx?
Lix2  3ptx? 5053 — 302
k3 —snlxt < 12x3
—RU k¥ 2 14L2x% — 6Lk
(a3 opdpd L j2xd

111-6-2 Calcule de vecteur charge élémentaire pour un élément de poutre

travaillons en flexion type LAGRANGE
111-6-2-1 Six degrés de liberté trois neeuds

L
P [Flip(x)ax
i

L . by-b
op=[Fi—2—L

X+b, )dx
|
B L
avee
3 =Y v anl2xd — 68l + M0 '|
L% — 6L%%2 ¢ 13003%Y - 12L0%x4 = 4Lx?
1672 — 32 £ 253 & 1611 |
Ft -1 .| % o = .k
13 — gl w3233 — FOL3xY 4 16Lx? |

+ 5209
BElxd ¢ 41x?3

TLdx2 — 34 LExd

.14x:.
: ~bAxd ) L3N ‘

l
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[L—* _2303x%2 penllxd —enixd ¢ 20x8
Pig—atdxd 41308 %3 — 12025 4 4Lx3

by —b L 163 g2

— 2 5L xd

el - 79L

a1l 502

o, | 112L | b 12k

- Pig ] 3
P=2a0] 8L |* 430 -8L |
! 79L | 19L |

STE 212

S32L3x% ) et
L6 !jfll i o3 a0 2kt p10dx?

T2 544253 p 52 et 240

~alIxd ) 4Lx’?

X+ —=
£

15 —23t¥x2 peat?xd
Px—oldx2 130823 —120200% 4 40x7 |
2L x5 4 oLk
—4ptied ) 18Lx?

6L %2
-8l x? 4328543
—34Lixd | s20xd

—LAx2 psad

FL3%2

2453

gplyd 44y’

calxt £ 24x5 |

|
i
|
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CAPITRE TV : ASSEMBLAGE ET RESOLUTION DE SYSTEMES D EQUATIONS LINEATRES

IV- ASSEMBLAGE ET RESOLUTION DE SYSTEMES
D' EQUATIONS LINEAIRES

1V-1 LE MAILLAGE DU PROBLEME

1 2 3 4 NE-1
-_ ‘_ ._ ., ........... .

Figure{1Vv-1)

Remarquer que le fait d'avoir uriliser des neeuds aux extrémilés de chaque clement presentc
deux avantages |

1
Le nombre de neeuds est réduit. car il v a des neends communs a deux ¢léments.

On assure ainsi une continuité (') de la solution approcheée : les champs locaux de
denx éléments voisins aurent la méme valeur a lenr neeuds commun.

IV-2 LA DESCRETISATION DU PROBLEME

La figure représente une structure & une dimension assemblée a partir d ¢lcments
constitutifs individuels relies entre eux aux nceuds numérotes de 1 an

IV-2-1 Assemblage des matrices de rigidités des éléments

Aprés avoir établi les matrices de rigidité ¢lémentaire de tous les éléments. 1l est
nécessaire de les assembler afin d’obtenir la matnice de ngidité de la structure complete.
l.e principe est basé sur le fait que pour un nwud oblenu par assemblage de deux necuds
a deux élements adjacents, la force est égale i la somme des forces des deux neeuds et ces
déplacement sont identiques i ceux de chaque nceud composant Iensemble.

powr étre en mesure d’obtenir la solution, les denx condinions
*  De compatibilité des déplacement, et
v Déquilibre
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Doivent etre satisfaites en tous point.
Tous les systemes de déplacements nodaux

'I-'-l
6,

o

Vi

.E}-'? 4

¢crits maintenant pour la struclure entiére avec la participation de tous les elements,
vérifient automatiquement la premicre condition.

Comme les conditions d'équilibre global ont déja eté satisfaites a 'mteneur d'un
élément, ce qu'il reste a faire est détablir les conditions d’équilibre aux nceuds de la
structure., les équations qui en régultent contiennent les deplacements comme Inconnues

Line fois celles-ci résolnes le probléme est détermine )

IV-3 LES CONDITTONS AUX LIMITES

Il suffit de reporter les valeurs imposées des deplacements et des moment dans
I’encastrement dans le systéme d'équation pour pouvoir le résoudre. Dans 'exemple de la
figure ou les composantes de déplacement et de moment de nceud 1 sont toute les deux

nulles, revient a remplacer ¢, et &; par ¢
Ce qui équivaut a réduire le nombre d’équations d équilibre en supprimant les deux
premiéres . et réduire ainsi l¢ nombre total des composantes de deplacements inconnues.

Il est néanmoins toujours pratique d'assembler les équations comme cela est fait de maniere
a mclure tous les nocuds,

Il est ¢lair que, sans la substitution d’un nombre minimal de déplacements imposes
de manieres a empécher les mouvement de corps solide de la structure. le systeme cst
mmpossible a résoudre car dans une telle situation les déplacement ne sont pas determines de
fagon unique par les forces. cette évidence physique s’interpréte mathématiquement par le
fait que la matrice K est singuliere, ¢’est a dire qu’elle n’a pas d'inverse. le fait d'imposer
les déplacement appropriés aprés la phase d’assemblage permet d’obtenir une solution
unique par suppression des lignes et des colonnes appropriées dans les diverses matrices
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IVARESOLUTION DE SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
IV.4.1. Introduction :

La résolution du sysieme d équation
1 b g
[&] ) Ar]

est une étape importante de la méthode des cléments finis.Ce systéme est linéaire lorsque
[R’] ne dépend pas de fi7 }.

Le nombre n d'inconnues U, cst proportionnel au nombre total de nceuds
d'interpolation et au nombre de degrés de liberté par ncend. La précision et le champ
d"application de la méthode des ¢léments finis sont Iimités par la dimension des systemes
d’équation que nous pouvons résoudre économiquement sur les ordinateurs disponibles |

Les méthodes de résolution de systémes linéaires peuvent étre classées en deux
categories |

a) les méthodes directes qui conduisent en un nombre d’opérations connu a priori .

operation operation operation
] 2 m

| —» i

solution

v
b) les méthodes itératives qui conduisent 4 la solution par une succession
d’améliorations d’une solulion approchée. Le nombre d’itérations nécessaire €tant
a prévoir et dépendant de la structure de la matrice [K]

solution algorithme :
approchée solution améliorée

solution
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L
o

les premicrs programmes basés sur la méthode des élements [inis ont utilis¢ des
méthodes itératives (Gauss- Seidel), car elles sont plus simples a programmer et
demandent moins d’espace en mémoire que les methodes directes |
la grande majorité des programmes actuels utilisent des methodes directes dériveées de la
méthode délimination de Gauss car elles nécessitent en général beaucoup NG NE
d’operations que les méthodes ératives,

Par contre elles sont cn général plus sensibles au errcurs d'arrondis dues a la

= précision limitée avec laquelle I'ordinateur effectue les opérations arithmetiques. Nous
ne présenteront dans ce chapitre que les méthodes directes.

De nouvelles méthodes de résolufion vont probablement se développer avec

|'apparition de processcur de tableaux (en anglais | « array pro¢cssor »), de calculateurs
paralléles ot de reseaux de microcalculatleurs.

1V.4.2. Méthode d’élimination de GAUSS )
Cette méthode trés souvent utilisée est constituee de deux ctapes !

a) Trmngu.-‘unmmm -
Cette élape consiste a transformer le systéme d’équanons en un sysléme triangulare :

b) Réselution du systéme triangulaire supérienr précédent

Cette étape consiste a caleuler les inconnues U, de la derniére 4 la premiére, par
= résolution du systéme triangulaire (en anglais « back- substitution ».

1V.4.2.1. Triangularisation :

ol o ; s .
Kz Kza Kan Lis Fs
; =T = ¢ 1
Ko Ko Ll F.
K
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La triangularisation consiste & « éliminer» successivement les inconnues U,5=

1.2.......n-1 dans les équations S+1 a n lclimimnation de U, se fait de la maniére
suivante |
-exprimer U, en fonction de U, .U, .5,.......U, et F, en utilisant I'équation 5

- reporler 'expression de 1, précedente dans Ies équations S+1 ,5+2, ..n.

Aprés élimination de L. cette inconnue n’apparait plus dans les équationss+lan:ilya
donc des »éro dans la colonne s sous la diagonale.

Aprés élimination des inconnues U, a Uy, la matrice [K] et {//}.Notons |k*| et {#}
la matrice el le second membre aprés élimination des inconnues 1. 2. 3..........s. la
matrice [K:'J étant la matrice [K] initiale -

[KI=[K"] et {F'}~{'} SYSTEME ORIGINAL
¢ elimmer U dans les ¢quations 2 a n

14
[K' et {F)
¢liminer U, dans les équations 3 a n

[K?] et {F*)

# gliminer U, dans les équations s 11 an

|KT et {F)

'

éliminer U, dans I"équation n
[Sl=k"JetfF™'}={F } SYSTEME TRIANGULAIRE.
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IV.4.3. Méthode des ¢éléments finis ;

Pour éliminer la variable 1., du svsteme nous utilisons la premicre équation sous la
forme

L= RL (Fi-KiaUs. . —KiqUp)

Et reportons cette expression de U; dans les eqnations 2, 3,.......n !

i -~ ] i ] (’_ - _H\I
Ky Kz Ky U F;
S K.
(0 Koz Ky Borge oy Esee—mialn, U, "
K, K Eae 2K
= 1
ol R >
[} KJE . K,,_.: Kl? boia ik KHTI- hJKI 1 E
Ii[{'I "“ Uy Fn- . E'I
£
T ] L. . '\-.. _.--"’l
Ce que nous nolons
_KJ.J KII _— Klr B ’Ul ji Fl ]
0 H:'_: & dna K_I J UE:. = K-_l.i_
0 L .;;" U E
Ou:
HIZIJ'_ Kij. Koo Kyps Ki;
11=2 3. .,

E'=F K K F
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apres élimination de Uy, Uz . - U
K“ Ku K'In Li
0 K K 85!
0 O o -8 &1 x|
0 0
{ N W <= Ko l
(KU = (P
Aprés éhimmation de L,
LKH]{ I*-'.rl }_{ 1;5 E
IV.4.4. Méthode numérique :
es lermes modifies etant ;
5= K5 (RS K
Ly 3= Ll T s T,
=1 KK T
le systeme final triangulaire s’ecnt :
K e Ki i g i
| 1 1
O s s e £ U,
0 ki K Us
0
v <I X
BV i K Us
0 0 0 0 ik '[T
Ik-\_ _'j T

39

g
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Ln pratique nous construisons les mairices successives [ K' ] {Iﬂ’i ........... dans la
matricc originale ( i lzorithme est le suivant

e

SR O n-1
| 1=sHLst2 s n
=K.k~
Fi:Ei-CF\
Wit .1 T R
Kij Ki-cK,

= Remarque:

Pour un systeme symeétrique 'indice | varie de 1 dn . De plus K;= K;;
L algorithme ne fonctionne phus si en cours de tnangularisation, le pivot K. est nul. Tl faut
alors ¢changer la ligne s avee une aulre ligne =5 telle que K70
Dans le cas d'un systéme symétrique | nous pouvons conserver la symetrie a condition
d’échanger également les colonnes i et s. ce qui implique une modification de I'ordre des
inconnues | pour que ceci soit possible il faut que le terme diagonal K; soit non nul.
Si, lorsque  Kgs = 0. tous les termes Ky (175) ou tous les termes K, {1#5) sont nuls, Ia
matrice K est singuliére : le systéme ne peut ére résolu
Le détermimant de K cst le produit des termes diagonaux de Ia matrice triangularisée [S].
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IV.4.5. Résolution du systéme triangulaire supérieur :

La résolution se fait 4 partir de la dermiere équation. en calculant successivement U, U .
.Uy, d’ou le nom anglais de « back substitution » :

l-lu o ‘S'I,,-.I;-n-I{-F.; {17 Sn-l u-[.T.”_}

Lh—= .g'l_li:f"lll- SiaUs =5 aUa-. . =5, UL

I."algorithme pratique travaille directement sur les matrices [K] et { F §
modifiées par la mangularisation :

U=, F,

1=0-10-2 !
Uz &, (F- Y Ky )
IV.4.5.1 Décomposition :

Introduction : nous allons reformuler la matrice [K] en unc matrice triangulaire
supérieur]S ). Cect permetira

a) de montrer qu'en fait la méthode de Gauss décompose [K] sous la forme :

K] = NNTL]{S]
L 0

Ou ; [L] est une matrice triangulaire inférieure 4 termes diagonaux unitcs
[$]est la matrice triangulaire supérieure obtenue par élimination de Gauss.

b) de faire séparémenl les opérations qui portent sur [K] et [Fjpendant
I*élimination.Ceci permet. aprés tnangularisation de [K] de résoudre successivement
le systéme avee plusicurs seconds membres |
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IV.4.5.2 Forme matriciclle de I'élimination de Gauss :

L’opération d’élimmation de lincomnue U, transforme [K* = '] en [K'].cette
transformation s écnt matriciellement

{

(K= K]

—

R+ | -l

']ns U

ou: [1] est la matrice unite

L= &0 (22 'Y 1=sLeR2, el

La matrice [I] est triangulaire inféricure, ses termes diagonaux sond égaux a 1, et scule
colonne « s » n'est pas nulle.

L élimination des inconmues U, Us.... ... .. Uyt equivaut a appliquer successivement
I'opération avee s= 1, 2.._..__.n-1.
D’on -

S_
K™ - L\ e KT
ST IO
0 —N [KI=TIK]

La décomposition de K est obtenue cn inversant la matrice triangulaire [1]definie par ;

IK] - (1 s =o'yt .. 0TS

=LY ... L*IS] = [S]
=[L1T1S1.
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1V 4.6. Propriétés des matrices triangulaires [[] -

Nous présentons ici les propriétés des matrices triangulaires [17] et [L'] qui apparaissent dans
et

- le produit de deux matrices triangulaires inféneures (ou supéneures) esl unc matrice
triangulaire miérieure (ou supérieure)

- le délerminant d'une mairice triangulaire est ¢gal au produit de ses lermes
diagonaux.

- Llinverse d'une matrice Iriangulaire inférieure (ou supérieure) est une mairice
triangulaire mférieure (ou supéricure).

- La topologie (largeur de bande, ligne de ciel) de [S](ou de [1.]est identique a celle de
la partie supérieur {ou mnféricure) de [K].

- L’inverse des matrices [1'] s éerit

[I'= L= - [T]12[]

Ce qui revient a changer le signe des termes sous la diagonale.
- Le produit de deux matiices [I'][L'jou 1= j. s’écril

|IL'JIL AL L] - 1)

Ce qui revient 4 ajouter les termes non diagonaux des deux matrices. en conservant les
termes diagonaux a |,

IV.4.7. Programme :
COCLCCCOCOC o CCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCOCCCOCCCOClCUC]

== T s e pavol g'esl eleclue correctemzin
st le systeme n'est pas solvable
(0 o i o o o o e o e o
1=
Q00 I (1 AGE. mry GOTO 2
h = LIGNE fakr_r. 1)
TE ¢h 1 I'::__l Fitlis LINTN]
6 WE RN
CALL ECHANGH (ake, i, 1, hoakr)
CALL ECHANG (promr, 1, 1 h. o}
ENDIF

O Nom

1 1§ 721 S ket

H

. Fonvtromalhic

[ Procecure de reanlution dun svsteme lineain:
L

€ Enireeis)

C kT | ImlTIce GarTer
i e dirmansu (e akr
C i T = (4T

-

L sarbeis)

&= X owvecheur

LI

¢

C
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CALL PINOTE (I akr. mr. pr, L)
=i+
30 TO B
a0 CONTINUE
CALL TRIANG (ke e, fr, 1, %)
01 0 5 0 5 0 G 5 e 5 0 3 3 0 A A 0 0 ] ] 01 054 5 0 0 0 5 e 5 0 5 O

Mom

4 LIGNE

0

0 Temetiznallate

C Procedure de recharche de la lizne de prva: akr
¢ l'stapen

o

L Enlrecis)y:

i 1% G NAVFl) i =ghel g =

& i Sdumension dis ok

i i cotonne de recherche
L

L Bortie(s)

i = ligme die pavel (0 51 celle o1 nieaste past
] SRRSO 50 0 B B 0 6 5 oo 5 0 T L
INTEGER FITNCTEON LIGNT (akr, mr.n)
IRAPLICTT PO PRECISHON AL G-20)
DOCELE FRECESION akei 2000, 3760
BTESER mr, u. b

hi=n
00 I CROT, (h LEmcy ANDY, (ekth, np B0 0000 GEFTEY 410
h=h+]

L300 40 A0
110 CONTINUE
IF (h T, mr) b= 00
LIGME = h
RITUREN
LMD
CCCCCCCCCCCCCCCCCCoCCCCCCCCCoCooCCoCOoiCeiCoCeoieelCild
Moma ;
ECTIARG

ool

C Fanctionallite
FProcedure de permutation de deus Hene 3
paTive o veclew

Frimuew =)
akr - marrice | veckeur
mr. 1 dimersion
k. 1! liencs akr permuler

Sorhieis)
o emarries S vesteur
CofCrcCoooooocCooedCroioeCoCCrrrrtCCOCCeCOCCCEECEECCO0
STIRROUCTTINE PO TTARG (akr, mr. o,k Loprs
PAPLICTT DOUDLE FRECISION (A-I1,0-2)
LOBLE PRECHRICH abor SO0, 30000, po S000-3G400)
PN, PRECESTTM: ¢
INITHGE] mr, m k. 1]
CALL DURLIEK ke . 0, ped
D an0j=1.n
L—akrib 1}
i, 1= akrl, 1)
prol ji=t
Al Ok TINIE
RETTTREN
ENI»

o 8 o o 0 M B 20

COCCCCCCCCCCCCCOCCCOCOCOCOCOCOUCOCO U CCCCOCCCCCCCOCil

64
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Mo
PINETTTS
Femetional e ;
Frovedure ce permottanl d'ellectoer be prvel wkr
Pelape i
Ernlreusy
Iv; etnpe dinpuvol
akl | matrice carmoe
i ddrmension de ik
[ st T £ o
e hembre Je polonnes de g

Sortiels)
akr : matrice
BT milrive d vecleur

{3 e B o Y o T i i B B Bl o 2 e

STBROUITING PRVIY T Ch, akr, mrpr, o)

INPLICTT PXUHLE PRECISION (-T2
THNTHRLE PRECISION gk S000, SR, i 3000, S0
INTEGER L, j. ar_ . &

LOEBLE FRECISION v |
piv = axaih b
D T200-Ti+ 1, o
t —akrit, h)

akri; hy=10 =
C
L Boucle depival e aby
o

30 700 j=heo Foe
Y Tl 1%l O A 3 O P
Ton CONTINTUT
L&
¢ BHewcle de mvet de akr
¢
370 =10
PriL, 03 =g, 10 = peih, § ey
0 CONTINTIE
T2 CONTIMLT
RICTLRN
ENT:
CCCCOCCCCCCOCCOCOCCCC oo CC O CCeCC et CCCCCCCOOOUC oL
M

THRIAME

Foactionallite
Procedure de resolution dun svstenae triangulaire

lmrreels)
ikt malnoe [mameulpire
mr ! dinension de ake
s maalnce J vectar
115 b e colenes de pr

Hortie(s )
Mo matrice § voctour

o R Rl R e e it e Y gl o O

CCOCCCCCOOOOCOCOOOCCCCCCCCCCCClrCCCCCCCCCOCCCCCOOCCCOOONTTT
SUBROUTINE | RLANG (akr, e pr, 0. %)
EAPLICE] DROLBELE PRECERTON (A-TT D7)
PCHCELE FREECISION akof 50000 3000, g 3000, 3000, XrS000, 300007
NTEGER mron. L. k
DOUELE PRECISIONA
TEI&ITL=] 1
womr %y prian, k) akmmr, mr)
CHI BRI =10 1 -]
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L=l
THY R j==1 e
T X K makid g
A0 COR TN
KL ky={po, k-t fakeil. 1
B0 COMTINUE
30 CONTTNUE
RETTLREN
END
DS S S0 TS0 S S S O S U S SR S SR A KA
¢ Nom -
C DUTLIG
[
o Tonchonullite
[ Provedure de duplication matocetle { vectioelle

[
¢ Enlreeisa:

C akr s oowlriol S vecteur
g INE, T G nsion

{
L Romeds

L) [ T IAELTS ¢ VOCheLr
O

COCCCCCCOCCoCCOCCOCCeC oot OCCCClClOCCleedCCCCCCCCCCle
SUIBROUTING THUFAG ¢ake. mron, pr) 2
IMAPLICTT 1CUBLE FRECESION (A-H.03-A]

ICHUTELE: PRECTSICH abry SO000 300000 pri SO00_S000)
INTEGER mron. 1,1
IH2310 i=1, mr
T sl j-1u
prii, 13— akiie )
S0 CONTINGDTE
S0 CONTINUE
RETURM
EMD
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V- RESULTATS ET INTERPRETATION

V-1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre on s'intéresse principalement a la validation des résultats fournis par
les trois éléments finis, ct fare des applications sur différents type de chargement

Devant cette situation. nous devant opié pour des validations vérifiant une phase ou
une aulre des processus de caleul,
| faire une comparaison entre les résultats des programmes des trois types d'élement fins (4
ddl deux neeuds. 6ddl deus neeuds, 6 ddl trois neeuds )avec le résultat exacte

2. voir ce que représente la dérivé de moment a "encasirement (pour I'élément Lype Hermite
haute précision 6 ddl deux neeuds)

3.faire une comparaison entre les trois ¢léments du point de vue précision, rapidite de
convergence et temps d exécution.

4. Verification des densité de charge reparties par intégration analytique el confrontation
avec les formulations de 1a méthode des elements finis |

V-2 CHARGE REPARTIE UNIFORME

V-2-1 CONFRONTATION A DES RESULTATS ANALYTYQUES
Il est intéressant de comparer les résultats avec les équations de la théorie exacle des
poutres qu'on trouve dans tous les traités ¢lassiques de résistance des materiaux

e POUTRE ENCASTREE AVEC CHARGE REPARTIE TRIANGULAIRE
L exemple de vérification porte sur I'évaluation de fleche a chague point d'une poutre
cet exemple est ird de la réference

B enc wy

L L
e
L
o
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Il s’agit d’une poutre déformable encastrée avec une charge repartie triangulaire
Ies caractéristiques géométriques et mécaniques de la poutre sont :

Longueur ; |71

Chargement b a "encastrement : b enc=1

Module de young : E |

Moment dinertic: =1

® les donnees du programme
Les caractéristiques géometriques ¢t mécaniques de la poutre.
NE =nombre d’¢lément maillage
B(xx) -=La fonction de chargement (dans ce cas b{XX)=b enc*ALPOUTRE(1-XX/ALPOUTRE))

e Calcul avec I'élément 4ddl denx neends
Avec :
Solution exacte =3,333333333333333E-002
Conditions au limites au bout Libre
V1=0 -
31 =)

ME Y(FLECHE AL BOUT LIEREY  SOLUTION EXACT  E LRRELR EXACTE %

| 333333331333333336-002  3.333333333333333F-002 (L 000000000000000E+D0%,
IO 33AFIAIIAIFINAIFEAO02 3 AAIAIIRIIAIIIE-N0 4 1633034234451 TE- 0 6%
5 33333IATIEVIE00Z 3 ITITIIIAAAFIINEO007  LOBGIRSTRORIRIFGENT I
0 3333533333337 998E-002 3333333333333 33F-002 | 2793932580024 SEA01 2%
15 3333333333340306E-002 3 313333330 33333200-002 20918683432 1091 2E-0112%;
I A IIAIINIADITURISCA007 T 3F3TTITIININIEN02 1 3044054244 306TTEDT L
A 3:333331233276R63E-002  3.33333333I33I33E-002  LAM41031V10633ED1%
S0 3333333333471 157E-002  2.3333333333333330-002  4.1347 13404000 720E-011%
40 3.33333TT46RUSAATE-007  3.333333333333335E-002 406863 10ATHGI6TEE -0
100 3.3TI3TII0TURTIOE-062  T.333333133333333E-002 7755369263451 328E010%,
1200 333333134275036TE-002  3.3133333333333333E-002 7 8278106 IRYAE N9,
130 3333332750%IGSG0E-002 3. 333333333333333E-002 2. 20481204 12 TIZ08E-008%
(30 3333333442713347E-002 3333333331339 993E-007 5 28140040 130034 TE-05%%
TR0 3 33TTIVINNSAUS IOF-002 3 333333333333333E-002 1 6570853023090 L4E-(08%
00 33333IINATO67IIE-NZ T 3ITIFITIIINIZIEN02 244500167 IFISTIZE-NEYS
2300 3 3FIIIZATRIVIZOGE-002 1333333333333 353R-002 | 251 796174907588 E-NR%
250 3.33333IIOTI6AR2E-002 2 333333333333333E002 T OSI035358820227E-009%
350 3 333333G46T0I850-002 1333331 Hnwm'frmu B AOLOSSSS002 | S2OE-D09%,
400 3333394304047 525F-002 3 333330333333335E-002 261 3342575074693 L-007
o (aleul avee I’élément 6dd]l deux n-::euds
Aveo !
Solution exacte —3.333333333333333L-002

Conditions au limites au bout libre
elles représentent deux cas :

a) ¥VI1=0
&2 1=0
o=
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by VI=0
®1
uFl

NE Y(FLECHE AU BOUT LTERE)

0

pour le premier cas V1 0
&= 1=l
—0

SOLUTION EXACT

ERRELE EXACTE %

L T B

i
]
20
3
51
Hi
B
124
(R
134
(hil
2
230
230
350
AHY

AE

2. 3333033313553353E002
2 TUSGIRY2ITIITVE- 02
311816739234 T0R0E-002

-
f i

2257046260 81 E0U2

3201610 | 41952 landE-002
32754 18UTRIATIRT02
329747237645 2060E002

ik
o

'ul-"

'..: Tl

F1IRI6TE82454T0EAOO2
OSSR 3AIN0ETNTE-NN2

S2257 505073 R064E402
A2430R 1061 WaRSE-L0T

‘rd

a

-
)

-.u

Lad .|l-'

A2S03TRIRIRGERLEANND
326161 145630333 E402

2T IAGOAYGAYO4LE-ND
3.

IZTUISIO0844 1 FEAI02

265491546273 2E002

250295062884 24E-002
353025971910 19TTEAW2
F0064 TR 52T EAN2

L

el Tad M bal Rl L B s

e ad

R

qqqqqq -
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pour le deuxieme cas VI=0

3. 2500000000000 E-D0 L o
L6 290322 3ROGHTOEUD T %
6. 4549722295094 20E-002
322748612194 156 E-002%,
2 156574435188 E-002%
161 374306 2498 460E - 00285
LO7AR2IETOG4 ARINTE-O02Y,
54549725263 57336003 %
L0336 [H9TIRTRALE-NRY,
32274847 TRAROTOIE -G Y,
2 GEOSGRIOTIN45TRLAHIE Y,
T ARTHARS 1 954 200F (1) :'-"}f:
2 1316363 LOWIO2IRE-(13 %,
L.793002 IOR2BOIZ6E-(H13%
LO1AT40463 201 LDE-005 %%
1 403525361 [BUZBIE-(03%
1291 1481 1347 2008E-003%,
9 220420040 TOTH2E -0

BOGS431TO0IST4T I E-004

ERREUR EXACTE %4

n el Bl e
Do W S ke

et

B1=0

o=l
Y(FLECLIE AL BOUT LTBRE)  SOLUTION EXACTE
A F33333333FFIAAAE-002 3 AF3FR3IIFIR3330-002
FABAIIIIRIIIASAL-02 2333333333335 35 F-002
3IMAIAIASANAO64E-002 2 333333333333333E4002
3333333333291 30F-002 333333333333 3332L-0002
3333333333320 0300002 3.333333333333333E-002
3.333333333300515E-02  3.333333333333353F-002
T333333334197RIE-02 2233333333333 33 3007
3.3333333326%166UE-002 3 3393993339333 33002
AAE3A330004917TE-002 3333333933333 TR0
FATIITATIRGTIIIOEANT 3 1333333333333 3E-0012
3333333362 1507630-002  3.333333333333533F-002
F.333FFINZIFI42TESD02 3, 3333393333333533E-002
3 33333322735166 1002 33333333 333333 336002
353335 4825464500-002  3.333353333353353E002
A 3333332042355382F-002 3 333333333535335330-002
333333244H785274E-002 2 3333393333333 3 3002

OO OE+ U
2706168622 51381 9F-015%,
A0TERTAS0L LSO LIE-G14%
L2523318TI77717TE-] 2%
2 A1E4027 334R4000EA012%,
G R4545TTRIITIREREN 2%
2 AWSARTLIGSHISE-(] 1%
195499241795 18250105
3ORA2G 1912 [42768E-N D
| FSE 040 2604944 B[ 9%
B.O4F22R007 733431 E-009
2 630282 20RSRIE-0EY
L. 7HSIRIRTY2ISTE-(9%
L 4763930724034 80 E-D08%,
B.T2UIRSAI95TRGTTE-(WU
2303644 | TREAS534E-TY
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T

250 3333333010629358LE-002 3.333333333333333E-002 96811192604 | BIROE-NNR%,
350 3 3R333A35289540REA02 3 3333333333335333E-H12 5 868636533629 TL-00
00 X SFISAISIINNIAERE-O02 3 AR3IRIANIIINIARON2 5 36Y0RNGATOS 1 1RLE-IEYS,

¢ Cualeul avee I'élément 6ddl trois noeuds

Moo

Solution exacte =3 3333333333
Conditions au limites au bout hbr:: :

V=0
O1=

NE Y(FLECHE AL BOUT LIERE)

33333E-002

SOLUTION EXACT

E ERREUR EXACTE %

1 3.333333333333333E-002  3.333333133333333E-002 4 5796000T05T87TIL-015%,
2 B 3413RSTASIOCATIRSAO0S 3 AA3333AN33A53050-002 T A49TI2AIRIBI0SREAN Y,
5 4AS12R08022857520 003 333333333 0E-002  BA0dG 130593 142 TAEL001 %
I 1AE3 1641352768 1 IE-ON3 3333333333333 3236002 } 4050759416956 D01 %
13 2911514058769 95E-004 3333333333335 3336002 9 9126545782369 18E-N0 1
M 103919915292 31050E-004 3 333333333333033F002  9.96882402541228 LE- 001 %%
W LBI0696TOAORIRRVENOL 3.333333333333533L-H2 B AH SADUNOERRO4 1 IEL01 %
S0 3 TS0U1ATAIR0UIMOEO0L 3 SERARIAIIARIIIAE-0] U RETATISITERSTIZIEN0 G
B0 2633198139192907EAO04 3333333333339 333E-002 9 9200440558247 [4H001 %
B0 L AS0GTISINIRAISRE-005 3333333333333 3 330007 9 AaATOT 9464 SN0 s
FHy 64158266222 IOANSE-00G  3.333333333333333E-002 9 9980732520333 TEN0 g
1300 1 A45T7R364Y23623630E-000 3333333333335 33E-002  9.9995626484922% 13E-00 1%
150 24536036 101965800006 3.333333333333333E-002  9.99926321 89 1694 1E-00 1%

V-2-2 EXAMEN DES RESULTATS

NOUS remarquons que |
» dans le cas présent (la charge repartie uniforme) |'approximation par éléments finis conduit
a la selution exacte avec un nombre d’élement NE=pour les trois types d’élements finis
- Hermite 4 ddl 2 neeuds avec déplacement et moment égale a z¢éro a 'encastrement.
- Hermite 6ddl 2 neeuds avee déplacement el moment égale a zero et dénve de moment
egale pas a z¢ro a ['cncastrement
- Lagrange 6dd! 3 neeuds avec déplacement et moment egale a zero a encastrement

La raison en étant que les polyndmes d’interpolation des ftrois type
d*élément(polyndme de troisitme degré, polyndme de cinquiéme degre, polyndme de cinquieme
degréjest en mesure de la représenter si le chargement est uniforme.

Si les chargements repartis sont d'une autre maniére. il est facile de montrer que la
différence entre la solution approchée ot la solurion exacte dimmue au fur et a mesure que la
longueur des éléments tend vers zero

= A un nombre d*élément NE=400
-I"élement type Hermile 4ddl deux naeuds a converger vers la solution exacte avec un
pourcentage d'erreur exacte err=2.6133425756746931-007% ;
- I'élément type Hermite 6dd1 deux neends a converger vers la solution exacte
aveo un pourcentage d’erreur err= 536998064765 1481E-008%
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= ["¢lément type Lagrange diverge on augmentant le nombre des neeuds
V-2-3 POSTE DE TRAITEMENT

On peut alors construire la solution approchée a partire des valeurs trouvées aux nceuds et en
déduire la fiéche entre les neeuds.

M aprés 1a relation - vix)=[F(X )] {g} (chapitre 3)

On peut trouver les valours de ta feche entre les noguds

La solution exacte est donnee par "equation smvante

b _enclalpoutre—x)° b_enc* alpoutre’(alpoutre  x) b _enc*alpoutre®
= mameae 24 | 70

T-Avee NE=1

o FElément type Hermite 4ddl deux neeuds

o |
vrx;=%.{;:rxi—3x1-f+f-‘,.x3-f—zxi~s2+x-x?~,—zx-‘;—3xl-f,x1*-x—.x2-ﬂ}|3_ A ol
" |4 1666& -2

o Elément type Hermite 6ddl deux noeuds

MY 2L lxT g Lxt 123
zf_-fx—lzf.-‘x-‘—u;r_ﬁﬂ_m_xi-[ 8 |
L3x2 34 xd 4 353 - [2x? 0
Vi) = L. . : N 16600 E -1 |
A 3 Twd _apn F YD J. 3333 Z
I 2xd _30ixd L 124 | 4.“56{55—2
— 8L ¢ 14L2x4 - 6L ||—"’-‘~’35'51‘“=_—13|
Lhud — 28354 4 L3x3 -
Element type LAGRANGE 6ddl trois nceuds
L b3 —23pdx? —eofidx? —euix? 4+ 24x3
Lo - Bldx? 4+ 13L3%%% - 12004 +4lx 5
J FRed _smapde® 4 i ‘
'I.r'ij-L--l 6l X i i6Lx | %;?}Eq E ;
3 1 4,2 o MR Afh At 5 S PnE 2
L3 | -BL%x® 45200 —d0Lext 4 16Lx 33433 £ _%‘
| P3%2 _ 3 2% LSyl 24453 31566 £ ~ 2|
. f o s - -l S R | B
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0.06— - . —
|
6 ddl 2n
—— Solution exacte | R
8o 6 ddl 3n | ™
4 ddl 2 n P %
. I 8
// SN
0.04 #
/)j :
@ g 5
2 po3l /
m / /
1 d A7
/f ,f’f’
f/f '-j-’
0.02| / ,,/ T

Figure(V-1) ‘praphe de Jo fleche powr les trofs élémentsiNb—1)
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I-Avec NE=2U0

4.00E-02 + -
2.90E-02 — —
3.00E-D2
2.50E-02
2.00E-02
1.50E-02
1.00E-D2
5.00E-03

D.DDE+DD W Al o - ST T AT T,

SN W~ O o 0~ O N
— v N

FLECHE

51
276

.

NE

Figmre(V-2) cgraphe de la floche pour les rois élements(NE =201

V-2-4 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons validé les trois programmes mis an point pour calculer la
flexion des poutres

(programme avec un élément type Hermite 4 degrés de libertés 2 nceuds :

programme avee élément tvpe Tlermite haute précision 6ddl 2 neeuds :

programme avec I'élément type Lagrange haute précision 6dd! 3 neeud.)

= Jes trois modéles développés (élément finis type Hermite 4ddi2Zn 6ddiZn, élément
finis type Lagrange 6ddI3n)sont bons | aussi bien dans sa formulation théorique
qu’au point de vue précision numérique . ceci bien entendu dans les limites des
validations entrepriscs.

= Les résultats des programmes obtenus constituent des prévisions fidéles des
solutions exactes du probleme,

= Une représentation approchée des déplacements au moyen de 1 expression
vix) - [F(X)] {g}eonduisait & la limite a la solution exacte lorsque la taille des
élémenis diminuait,

Le raisonnement correspondant est en effet trés simple ; puisque le développement

st capable. a la limite. de reproduirc cxactement n'importe quelle fonction de
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déplacement susceptible de se concevoir a Pintéricur du milieu contimu. alors la

solu

tion doit a limite, lorsque la taille des éléements tend vers zgro .tendre vers la

solutivn exacle et unique car la solution correspondant a chaque approximartion est
untfue .
= ] existe des cas ou la soluton exacte est bien obtenue a I'issu d'un nombre

sculement fini de subdivisions, ou méme dans les cas extrémes. avec un seul
élement comme 1l est le ¢as dans les chargements unitormes, du moment gue le
développement polynomial utilise dans cette élément peut s’adapter exactemenl
a la solution cherchée c'est le cas pour le chargement repartie mangulaire le
deviopement polynomiale de I'élément type Lagrange s’adaple exactement avec
la solution chercher (fgureV.1)par contre la solution diverge relativemenl par
rapport a la qualité de précision de I'élément type Hermte Gddl 2n a fur et a
mesure qu on augmente le nombre des neeuds,

Véme I'élément type Hermite 4ddl 2n a un nombre d’élément un peut prand
relativement le résultat donne une erreur exacle élevée par rapport a I'élément
type Hermite 6ddl 2n. '

dans lc cas des chargements uniformes 1emreur de deseritisation =0 puisque le
vecteur charge élémentaire est un trapéze (pent les représentés avee un seul
elément)

V-3 APPLICATION AVEC DIFFERENTS TYPES DE CHARGEMENTS(CHARGE
REPARTIE NON UNIFORME)

Dans ce ca

s, on ne peut pas avoir la solution exacte, donc tant le nombre d’eléments

augmente tant 'errenr de deseritisation diminue, se qui conduira a une haute qualité de

precision

POUTRE

ENCASTRELE AVEC CHARGE REPARTIE DEMI CIRCULAIRE

PR A W LR

Il s’agit d'une poutre déformable encastrée avee une charge repartie demi circulaire
Les caracténistiques géometriques el mécaniques de la poutre est

Longueur :

L=1

Chargement b a I'encastrement . b enc |



CHAPITRE V : RESULTATS ET INTERPRETATION 75

Module de voung : E=1
Moment d mertic: =1

* Les données de programme
| .es caractéristigues géométrigues et mécaniques de la poutre.
NE :=nombre d’element maillage
B(xx) :=La fonction de chargement (dans ce cas b(XX)=DSIN(PI*FXX/ALPOUTRE})

e Frape d exécution :
1. varier le nombre d’éléments NE de 1 a 550
2. représenter le graphe d’évolution de la fléche au bout hibre en fonction de nombre
d’element NE :
3. graphe de I'évolution de la fléche pour chague noeuds{poste de traitement)

e (Calcul avec I'élément 4ddl deux neeuds
NE Wi flesche i bout ibre)

O3 T201661 1572 MOOE-G2
5 T I3EALIUTEOIZAAIE-DO2
W 73242044 186703621007 h
13 735834 134098R84E -0 2
2 7 3GURTIOSTIIW N
i TATRA2ITIRAATISTE-O0DD
S0 T3R2T4554 12738270002
BOOOTAR2203TOS 1942202
LOih 7 284 5AR07 3830430002
(20 T AR4TEITTH2RTHOE-(102
130 73848163 [004T7245E-002
150 7 3R40E5G0RTHGLE-O02
180 TOAR4O8HRG4 3501 E4Q02
UMY T8I L4 1US TR
230 FIBSOSRE2004TRTOL-002
250 T ARSI TIOAL 263992002
0 T IR RS EI TGRS

o Calcul avee I'élément 6ddl deux noeuds
WE YiMesche s bot Libre)

T ATXMon] 1572 1016E-00U2
ST I3RS STRO24RGRE0G2
2244 | RARETSAENO2
ARR134134732525E002
7 ARUGTAGATARMA2UE N2
ITHA2ITINAR I OEA
FRITLSA4AN L ES2EAL2
ARA42INASEA2 4R IRE-002
ARASAR RS R TEREAN2
ARATAITITI 308 TTEAMZ
130 73848139503 20 50006002
FRAPOSE 1045065002
SRA9RE 1RGO0 E-0u2
200 7 383023RGI20T000E-002
250 T.ARAGOE1619T65RE-02
250 TARSNTRINNEINI1IAE-2
I 7385111925975 1 59E-002

—_—
hoE
=1 =

tad Dl
S
P R R

(=1
[
.P-\-J'l-cl_-J

— s
2
=1 =
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poste de traitement

le but de poste ¢’est de faire un graphe de I'évolution de la fléche non seulement au neeuds

mais entre les neeuds aussi

POUTRE ENCASTRE(charpe repartie demi circulaire)

ELEMENT FINIS 2 NOEUDS 6 DEGRES DE LIBERTE

LONGUELR DE LA POLTEES
MODULE DB YOLNG=
MOMENT DINERTIE=

NOMBRE DELEMENT 300
NOMERE DE NOEUD JiH
RAND AK AVANT INTRODUIRE LES CL

Derive do motnent

la fleche

1 (ORI OO0
F GO
1GOOI

I3

rotation

TOA50G3T]] MIZRRET 6
2 OITTESIOIZY N ThaL -6
T OISR THANESRTORG
2 AEn35206Z A En0n -0l
2 AGCRTUOTUHRGA AL Ol
2 AT TR ERZ T L0
2. H294394 53 46804 T
2. 50Ls ] Wad T4 TIF I
LTSN FTHI Ak
2 TTORESTEA2 53041 00
2T SORIROIOAIGOTTE-O0G
2T NRAES0N0E 50 LR -G
T IEITIZO4Z 30004005
2RL2IIATIIGASATRE-LOG
ARTATOANEAZT 13TCRE-006

2 ANFA0ATEITOHEITE ARG
2 ARETE09RET 1LRTEDG
230TIART T2 5403600
224820131 4003047 LA
2229TITTIRIO0R 006
2 E1042 [OPA0343N D00
T LULSENT At L TERTEA0R

| 2SRRGSO TAGRGINE-I0T
212006 S RIRSYE-G0T
11727 530 RESRAA0E-COT
| 1333 TIVIS648 E-0007
1 AEGRTRAT2ER4 T K0T
LOSGRT IS TRA5R0E07
1OZRRFIZEOHLDGSOL0T
FENTHODFTA0LT AN LR

TAIRINITUO2AGRI T 0
G EFDIRIIDRGIFEL-UI0P
ARFIR] AZRANTAOAR E-U0Y
LSRRGS SRTET LU0l
A H1 207582 5UsRR0 R0 10
400 | RREROT TR B-0E2
1 JRE0ETTHOAROCQNE (12
2RO 50972574 [E-0 1A
GAEMERENETIITINTEAE

TATOTERRRR AT -6
FRATRAIIA ISVZZTI-MIG
1317612274000 T E-(HI12
2AMTTI FHOOCUIF IS
FAHFTAZOITHI UL
A4 2A0RY 2G0T TEANE
THEATIORG2ARTET. DS
D 23RO TTMIGE L0053
LG9 TG I984121 217 L-00L
1 440ER] | TORREGEAE-D0S
1734550221 1908 TAF-004
2065453233 ATAARIF-0
24 F e 22 OIS
2798408230607 T 2R
3 2U520%068 52500 SEG04

L3A22 | S22 30 E-03
LGOE2TIETA004 T3EE-003
T TSTRRIETATES chZl-l0A
LLRF2IES2A07GE0SALE-00D
LOdRISOSZRIOTUTZ RS
TASTE RO L EITATN0G
2T SRS T4 AE4R 00

EITIESTUT IPREI2F002
345 2D IR E IR 2
24712461 10GETLITE 02
MR | 99RO 1 SF002
1OTIIR1ROATRAZIAE 02
I Fothe 10 dpn B e |
LATSINRESRIEI0E N0
LENIGEITITIIIZAIE-02

TEAASOTIGN TR E-002
4] FOAGGRGIATIARL 002
A A3 AATIRNIRTSTRAIHEZ
ETOTIOTAE0IZRETIE- T
5 TATERENGAAOT T ST
0, 1016 TS ARIA0D0E4 002
B, 1 2T T4 AR B4R 00D
G I S425E40R2 24 L 60 ELEE

£ RIZANFTITITOIHS L0
1, 75623 3004100 3
1G2GOERIGOTIRASOHLN03
FARPIFTIAGDRGI L0
4. 3472643151 FAGE60003
S AR0HITAENPIEIEANED
0440254 SROE R ITA03
B ABARTOSITIRTEZAL AN
TG 3T LETEAMEE
B54728 167203561 3H-0U3
9 3GHGIEIES14REN T3
1.0 1R 2U4ET 5T 3AGE00T
1LURSe T 0AT 0548002
18U AT 243422R-002
I 30003 53486 209 R F-10

LA0TAIZTAIN4 259002
2 IRSGASE 1IOA0R T REAIRE
LA ITITRIFVOISLANOG
I ETOSEORTARGSSGALE-IGT
2L IR A3 ETE-IRZ
TOE1A652T71 TG AT
FERGIOET INAAT O TR

T3040 Z56552 9H-001
T.ROFIELSITEATEOND
TRIZEA M1 4004 52T 007
THISESTHRILISITRE-O02
7.8191225149045T R
T REZIATTOSOOTANZEO0L
THIEReAILDERADAALAGT
THLATTLR | EEPRA5E-002

TERSMTITMR T2 KU L-NI2
THERT R IRSS2R0ATIL-002
THEO3493345%7 1 54 TF-(0)2
TERTATGI 306G ZIG L0
TRRTIOORT 1HAAN04E002
TERTAERIDAPIIAITRMIZ
TERTSERALOIN AT I
TRETIRRS TH6ZTHEEAIGE
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CONCLUSION GENERALE

I'objectil de ce travail n'Ctait que de faire comprendre comment on les construit
{un &lément ), . T suffit de retenir que choisir un élément ¢'est a la fois ¢

» Choisir une forme de maille
» Chotsir la place des neeuds dans la maille
# Choisir une interpolation sur I'élément

Les  fomctions  dimerpolation,  leurs  dérivées, el lewrs  itdgrafes  sur
Vapproximation ¢ sont alors déterminées par les valeurs aux newds (conditions aux
limites)

Le choix de I'élément est délicat : cest un compromis entre la qualité de la
solution approchée et le cont du calcul. 1l est plus facile dapprocher une courbe avec
des polynomes de degré 2 qu'avec des segments de droite ; et plns le nombre de
mailles est grand. plus la courbe cst facile a approcher.

Par contre. le nombre de neeuds (et done le nombre d'nconnues) angmente
avee le degre d'interpolation ct le nombre de mailles.

La taille du systeme d'équations a résoudre (et donc le temps de résolution) peut
devenir trés grande. Pour fixer les idées, on peut retenir que pour un algorithme de
résolution par une méthode directe, le temps de résolution est proportionnel au cube du
nomhbre d'inconnues. Sans gu'on puisse le chilTrer exactement, on peut dirc que les
éléments de faible degré dinterpolation demandent un maillage plus fin que les
¢léments de degré plus élevé pour obtenir une « précision équivalente ». 1 faut donc se
préoccuper de cette question dés la phasc de maillage, et 'examen dune solution
approchée peut parfois amener a recommencer un calcul avec un maillage ct/ou des
interpolations differentes.

Nous avons valide les trois programmes mis au point pour calculer la flexion des
poLtTe
(programme avec un élément type Hermite 4 degrés de libertés 2 neeuds |
programme avec ¢lément type Hermite haute précision 6ddl 2 nopuds |
programme avec |’élément type Lagrange haute precision édd] 3 nceud )

" fes trois modéles développés (élément finis tvpe Hermite 4ddI2n,6ddiZn,
¢lément finis type Lagrange GddI3n)sont bons , aussi bien dans sa
formulation théorique qu’au point de vue précision numeérigque . ceci bicn
entendu dans les limites des vahdations entreprises.
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Le

Les résultats des programmes obtenus constituent des prévisions ldéles des
solutions cxactes du probleme,

Une représentation approchée des déplacements au moyen de 'expression
vix}=[F( X }]- 1q}conduisait & la limite a la solution exacte lorsque la taille
des éléments diminual.

raisonnement correspondant ecst en effet fés simple: puisque le

développement est capable, & la limite, de reproduire exactement nimporte
quelle fonction de déplacement susceptible de se concevoir 4 I'mtérieur du
milicu continu, alors la solution doit a limite, lorsque la taille des éléments tend
vers zéro tendre vers la solution exacte et unigue car la solution correspondant
a chaque approximation est unique .

Tl existe des cas ou la solution cxacte est bien obtenue a 1'1ssu d un nombre
seulement fini de subdivisions, ou méme dans les cas extrémes, avec un
seul élément comme il est le cas dans les chargements uniformes, du
moment que le développement polynomial utilise dans cette élément peut
s"adapter cxactement a la solution cherchée ¢’est le cas pour le chargement
repartie triangulaire le développement polynomiale de I'clément type
Lagrange s’adapte exactement avec la solution chercher (figureV.1)par
contre la solution diverge relativement par rapport a la qualit¢ de precision
de 1’élément tyvpe Ilermite 6ddl 2n a fur et a mesure qu'on augmente le
nombre des neeuds.

Méme I'élément type Hermite 4ddl 2n & un nombre d’¢lement un peut
grand relativement le résultat donne une erreur exacte élevée par rapport a
1"élément type Hermite 6ddl 2n.
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ANNEXT: 1

PROGRAMME DL FLEXION( ¢lément 4ddl deux nceuds)



CRLCULE DE DEPLACEMENT EETATION [ TNZE POUTILE CHABGEMENT
BEEBPRARTIE QUELCCHNQUE AVEC UN IIZMENT HERLITZ 4LDDL 2W

A E R

EROERAM FLEXTON

IMPLICIT DOUBLE BRECISICH (A-H, 0-2)
COMMON /RH1/ AKE

COMMOW /BEEZS AL

COMMON fBE3/ FX

COMMON SBEAS B enc, ALPUUTRE

CoOMMON SRRSO YOUNG

COMMON /EKE/ AIN

COMMON. /BX10/ El,E2

x TAECTARARTION  DES VARLARLE
[
DCGGRLE PRECTSION RE(CL000,1000% Rk 4,4 AR OI0G0, 10000, PE(4)
LOUBLE PRECISICHN XB{L10Q0),o{il00C,mrilocly,«(1000; AL
DOUBLE TPRECISICH ﬂLPEUTRE,h_enD
DOUBLE PRECISICN YOUNG, AIW
INTEGER HNEZ,HN,H
INTEGER m=, i.h
c DECIARATION DES FONCLLGHE:
INTEZER LIGNE
z
G ZORE CE PROCRAMME PRINCIPAL
i
uygn(UHIT—]rFILE='FMEF.ﬁAE',STATUE='UHKNGWN‘]
WRITE(1, *] 'EFOUTEE EMZASTERE charge repartie briangulaire)’
WRITE |1,%}
WRITE (1, *) 'ELZMENT FINIS 2 NOEUDS & DEGRES DES TTRERTE *
WRITE([L,*)
WEITE (%, &) " E=1
FERD (¥, *iNE
HN=HE+1
N=2+HN
C
c CARACTERISTILUES CEOMETRIQUE ET MECANIGUES LE LR 20UTEE
ELPOUTRE=1.d2Z
AL=ALPOUTEE/NE
a_enc=1.40
ATN=_.d4d
¥OUHGE=1 2l
o WRITE t**] "M=" %
o WRTITE ! 1,*} 'LONGUEUR DE L& POUTREE=',BLECUTRE
o WRITE(1,*! 'MODULE LE YOUNS=', TOUNC
e! WEITE(1l, =) "MOMENT DINERTIE='. AIN
c WRITE(1,*) 'LA CHARGE b',b
- WRITE(L,*] '"NOMERE DRELEMENT' NE
& WRITE!( ., *! 'NUMBEE TE NOEUD', NN
(5} WRITZ41, = "EanDh RK AVAKT INTRGDUIRE LES CL'H
o WBITZ{1.*)
-
L CONDITIONS a0 LIMITE
IZ
Kpili=1
P (2)1=1
Lo 322 i=3,n
HPi1p=0
ai2 CCHTINIE
=

oo 320 i=1,=n
oD 370 i=1,n
AFR{i, j)=0.40

3Z0 CONTINJE

FEMPITESAGE DE MATRICE aAK

[ I ]

-0 280 L=1,NZ
CELL ELEM



[ I L

L
1

410
240

33z

-

333
304

[ I A A

fa
=
o3

[ B

G S - 1 o ) L S v o I L0 B

=18E4]

ipas=2*{L-1}

Do 218 1=1,4

0o 220 1=1,4

WRITE [+, #) E=1 ¢, 12t 3

WRITE[*,*) 'AKE=",AKE (i,]}
]

WRITE(*, *
A (lpos+i, Ipoca-3i=RKilpcs+i, lpost+) ) +RKE (L, 7]
WRITE[*, ™) 'ipo3=' K ipa3

WRITE(*,*)AKiipez-i 1,zpeozi] 1)

CONTINUE

CONTIHUE

CZOHTINUIE

Do 332 1=1,%
Bily=0.0
CONTINUD

BO 3450 L=l HWE
UI={T—1) *AL
M2=M1+RT,

bl=h (%1}

b=k (X2}

COLL CHRARGE
o 353 T=1,4
LEOS=2* (L-1]
F(LESS+I)=F (1FOS+I!+FK I}
CONTINUE
CONTINUE

CRLIL. filte (R, XE,Z,N,AER; BR, el

WRITE(l, =) "EAND DE AKE ATRES INTRODUIR LES OL° mr
WRITE(*, *] 'mr=",mr

WEITE(*, *}

D 3410 i=1,mr

WRITE{ . *] (BRRBRAL . JF =k, mx]
CONTINUE

WRITE[*,™) 'FR
WEITL (*,*) (PR

WEITE (™, *]

5 8 Bl 5 B 0 0 B ] L s e e 6 B

Nom 4
EAITES

Fenctionallite =
Yrocedurs de resoluticn d'un syvsteme linealire

Zntrea{s)
akr [ matIige carrces
mr = dimenszion o akr
or = vesleur

Sortie{a) :
o5 wecleus
% ¢ JT. 51 le piwvot a'est effectis corractanant
Lo o531 le ayslems n'est pas solvsble

i e - 0 0 ] e o o e o i G A S e Bt 2 1 9L

=1

IF (i .GE., mr) GOTO 910

h = LIGHNE {2Kr, mr, 1)

IF h «EQ: 0) geto 900

IF i .NE. h) THEN

CALL ECHAMG {zkr, mr, mr, i, h, akz)
CALL BCHANG (p=; mr; 1, i, h; RIj
EHDZT

CRLL PIVOTE (ki cakr; mr; pry L)

L= o4l

=0 To 3¢

ZONTIHUE

TALL TEIRNG faks, mr, pe. L, X3

WEITE!1,*)'La SEFLEXICH MNODAL
do. 1 1=1,mr

WRITE: i*,*1x(1)
writed®, ¥ me=! mr
WELLE [,



DOUBLE FRECISION AK{I100D, 10003, ARR (1400, 1040;
LOUBLE BREZISION n (1000} (¥R (100070, pr(l0030)
INTEGER me, 1.7, H,m
m==0
Doog9 i=1,N

IF(XE(L) v2q.]l) gozo B9H

mr=rr=1

Primri=p(i)

m—{

DGy 9=10 N
IF{RE {9y .=q.2) csto 77
m=r+1
AFEimr,m) =hAK (i)

T CONTINUE
L] CONTTNIUE
wplbe(*,*) "moc=" mr, ” 1l 1
paass
EETURN
BEND

A 0% O oy o o e o o o 4 A S e B e A Gt B

Mom @
LIGHE

Fonctzenallite
Procedure de recherche de la ligne de pivet zkr
1'atape T

Entree{s] =
axr : natrice carree
me o dimemsion de akr
n + co_ohne de recherche

Sortie|s)

-3 - ligne de piwvct (0 =i celle-ci n'exlste pas)

T T CL ALY S R O T

L

i 53 5 0 0 0 o el i 5 1 10 5 1 0 5 I 0 e O, o e o e
INTEGER FUNCTICH LIGHE {(akr, mc, o

THMELICIT DoURLE PRECISION (B, O-2)

DOUBLE PRECISION akril0dd, 10035

INIEGES I, o, O

no=n
430 IF (. MOT. {(h.LE.mr) LAND. jakciliy, w) -EQ. 230 oso Ta 41
h=h+1

E0 TO 400
410 CONTIHNUE

F th .GT. mr) & = 0

LIGHE = h
LRETIIEN
END
C:C:CCSCﬂEﬂCCCC:CCECCQﬂﬂﬂCCCCECCECC$CC¢CCCCECCCtﬂECC:CCCCECC
& Hem. :
g BCHANGS
ﬂ
C Foncticnallite
& Procedure de permutation de deux ligne d'une
L matrice ou d'un VEeCTeur
.
[ En-ree |3} :
o akr @ matrice / wrecteur
2 my, o: dimensa-on
& k, 1l lignes akr permuter
(4
i EorTieia) =
o ot matrice fowvecteur

CCCCCCCECCGCEECCCCCC:ECKCﬂﬂECCCC:CCQUCCﬂCCCCCCC'¢C"CCCCCC:¢C
SURRCUTINE BECHANG (akr, mr, n. k, 1, pr}
TMPLICCT DOUBLE FRECISLION [A-H, 0-=Z)
ROUBLE PRESISION akr (1000,1020%, pri1000,1000]
LoOUBLE FRECISICH T
INIEGER me, b, k, 1, |
CATL DURLID fake, mx, ‘N BE)
oo GO0 i=1, 0o
t = akroik; 1}

SE(k, 1) = Fkw{l, 3]
B L=

: 4



G0l CONTINUE
BEETUEM

2AD

ol o oo o o o 0 o Ll el

P 0 ot o o o e o e o e

o Kom :
[ EIVOTE
-
C Fenctionallite
L Procedure de permeTtant d'effectusr Ie piwvwot akr
i 1'ataps 1
2 B treela)
& h & etape du piveb
= akr : matrice cCarree
g mr : dimensgicnhi de axr
& FT: matrice / wecteur
C o o pombre de coloppes de pe
o
= Sertieis)
i aks = matrice
C pr : matrree / wvecteyr
E
b 0 4 ] o e 0 A o 0 G ) 0 B 0 0 0 e 0 O 0 ] 2 By 4 e e 5
SUBBOUTING PIVOTE oh, akr, mr, Br;, o]
THPLICIT JOUSRLE DRECISISN (A-H,C-2|
DOUBLE PRECISION akrilodd, 1000), pr{100o0, 102w
INTEGER 1. ], mi, 9, &
DAUEBIE PRECISION piwv, T
piv = akrih, h)
Do T20 3=hil, mr
to=-akeriiy R
akrii, h) — &
L
| Boucle de pivot e axr
o0 DN 9=h+1l, mr
akrifi, 4} = aks(d; 3) - akxih, Jyetipiv
T0I  CONTINUE
iz
o Boucle de pivet de akc
1Hd
Bo- 71C 9=1l,8
peli, 11 = pelas 30 - prihe SP%bipey
T10 CONTIRUE
T20 {CONTINUE
AETURN
ZHL
A 5 1 00 5 o ), a5 0 Iy S L 8 O P G B S B
c Nom @
C TREIANG
[
C Fopctionallite
e Sragedure de cesclutlon 4'un systems trlianculazrs
3 Bntree{s) @
= asr matrize trisngulaire
£ mr dimenaion de akr
1 mr 7 WMATCiIGE /S owveolEUD
i = : nombre da colonnes fs Dr
[
g Sorbiels)
c % : matrige S vecLour
0 A ot o Bl 5 4 4 30 £ o e 0 A B 1 I 0 I 4 S 1 o o o
SURBROUTINE TRIANG |akr, mr, pr, ., X}
IMPLICIT DOUBLE PRECISION {A-11,0-E)
DOUBLE BRECTISION ake=i(lCO0O, l0no}, pri100%3, 0000, X100,
INUEGER mr, n, 1, 3, k
DOUIRLE: PRECISIGN T
o820 k=1,
wimz, ki Erime, %, { akeimr ]
o2 810 —=mr-1, =, -1
t=0
oo 8400 j—3i4i, mro
L = B +3%E, k) ¥akfii, )

10G0s



205 CONTINUE
2L ki = dprii; ki — t} 4 akzil, 1}
Fid  CONTINUE
2L CONTINIE
EETURN
EMT
o o i il i, 0l o O gl ] g )
Z Hom -
c TURTTIO
b Foncrtionallite
i Frocedure ce duplication matricielle / vectoriells
C
e Entres{s]
2 akt metrice / wvacteur
[ TH o dimension
<
i Sertieal
& Lr - mabtrice / vecteur
o ] A e il o ] o G e Sl o A e O P S 0 ] e B ) B
SUBRCUTINE DUPLIG {zk:, mr, n, po)
IMELICIT DOUBLE PRECIESION  (A-II, D=8}
DOUBLE PRECLEION akr(l000, 2000, prilooo, 1003y
INTEGER mr; n, 1, jJ
na Rl1a i=1, mr
o3 500 3=1, u
nEATe Fho=rEkEiEy 3
SO8 LORYLNIE
10 CONTINMIE
BRETURN
END



ANNEXE 2

PROGRAMME DE FLEXION( élément 6dd] deux nceuds)



[

CAIlCULE DE DEFLACEMENT RETATION T UNE FOUIRE CHARGEMENT
REDARTIE QUELCCEKQUE AVEC UN ELEMENT HERLITE =DDL ZH

nns¢

TROGRAM FLEXIOM

IMZLICIT DOUBLE PRECISION (R=H,0-1}
COMMON SBELS AES

COMMON SBKZS AL

CoOMMON FBESS BXE

COMMON /RE4/ b =nc, ALPOUTEER

COMMON /BKS/ YCOUNG

COMMOH /EXG6/ AIN

SOMMON SBRE1IOS EL, B2

a

ECLARATICOH DES WARIAALE

FGUBLE PRECCSION AKIAO00, £000%,AKE (6,6} (AR (4000, 4080 , PE{&)
COUBLE PRECISTON H?{ﬂDGD},p{4D005;ptf%@ﬂﬂ},xiiﬂﬂ:};ﬁl
DOTTRLE PRECISICN ALPOUTRE, b enc

DOUBLE PRZCISICH YOUNG, ATH

INTEGER W=, MWW, N

INTEGER mz, L,k

DECLARATTON DES FPOMNCTIONS

0

INTEGEE LIGHE

CORE DE PROGHAMME PRTHNCTEAL

[ T

open (UNIT=1, FILE='xxxF¥IF. DAT' , STATUS="UNENCWN ' |
WRITE{l,*} 'POUTEE ENCASTRE [charue repartis triangulaire)’
WRITE {1, *]

WRITE (L, *)'ELEMENT FINIS 2 HOEUDS & JEGRES LE ZIBERTE '
WRITE[L, ¥}

WRITR (*, =) 'N=="'

IRAD (*, ¥ I NE

NHN=KE+ 1
H=3~HH

LES% CARRCTERIATIOUEZ CEOMETRIQUE ET MECANIQUE DE LA FOUTEE

(o e

ALFOUTRE=1.d0
RL=RALFOUTRE/NE
b enc=1.cl
LIN=1.d0
¥OUINGE=1 20

WRITE(*,*) "N=", 1

WRITE(.,*] '"TONZUEUER DE LA FPOUTRE=',6&lLpPUUTER
WRITE(.,*) 'MODULE DE YOUNG=', YOUNG

WRITE(L,*) 'MOMENT DINERTIE=',ATH
WEIT={1l,*)'LA CHRECE B'.b

WE2ITR(1,*) '"HOMBRE DELEMENT',NE
WRTITE(L, *] "HNOMBRE DFE NOEUL', NN =
WEITE(Ll,*) '"EAND &Y AVANT INTRODUIRE 1= UL N
WETTE{L,*!

Fo TR o - O B

YELTEUR CONDITIONS AUX LIMITHES

[ R RN

HE[3)=D
Do 322 i=4.1n
HE(i1=0

23 CONTINUE

o320 i-1;0

0o 320 =1L, n

AR L, 77=0.4d0
320 CONTINUL

BEMPLISSACE DF MATETCE &K

L



b 200 1=1,NE
CALT ELEM
lpos=3*L-2

oo 210 i=1,8
Do 220 j=1,6

= WRITE‘i*;":IIi-',i;ij'rj
i WRITE(*, %) 'AKE=' RKE{1,67]!
c WEITE (=, *|
2 (lposti-1, lpes+i-1) =AK{lpes+i-1,lpes+]-1)+REE(L, ])
[ WRITE (*, *) ' pas=',1pos
e WRITE | *, *IAK ipes+i-1,ipca+]-1)

220 COHTINUE
Z1a CONTINUE
200 CONTINIR

o
D3 332 I=1; N
PiTi=0.0
332 CORTINUR
&
4] DEMELIS2AGE VECTZUR CHARSGE
L

aG 300 1=1,MZ
1= {L=-11*aL
Ke=x1l+AL
bl=h(X1)
b2=b [X2)
OALL CHARCE
no 333 I=1,6
Leos=3*L-2
D{LI0S4T-1) =P (LPOS4T=1)+PK (1)

433 CONTINUE

307  CONTINUE

CALL Tilbr (BK, 2, P, N;RER, PR mr)
o WHITE(L,*)'RAND DE AKR AFRES 1NTRODUIR LG CL' jmy
C WRITE (%, *) "me=" ;mr
C WRITE (* *)
c Lo 31¢ i=1,mr
= WRITR(*, *) (AKR(1;3),3=1,mx)
310 CONLTIHNUE

WRITE(*, *! 'E='
WRITR{*,.*! (PR{i} .1=L,mr]
CﬁﬁﬂCﬂﬂCCCCECCCCCCCC:C:CCQCCCCCCCCCCSCCCECCCCECCECCCECECCC

[y}

Nom
CAUSE

Foncticnall-te =
Dracedure da resolubion d'un systeme Iinealre

Enkres(3)
akr = matrice carree
mr : dimension de akr
pool srecteur

Sortie(a) =
¥ wyectedr
-3 & .T. =1 le pivot s'est effectus correctemant
¥, =i le aysteme n'sst pas azlveble

AR T T O T T O e e L1 T O T A

CCECC:CC&CECCCCCCCSECCCCCCCQCCCECCEEﬂCCCCCECCCCCCCCECCCCCECC
O =R §
op IF (i LGE. me)] GOTo 8210
b = LIGNE (akr, mr, 1}
L (h .EQ. OF gute S0
IF (i .ME. n) THEN
CALl. ECHANG {akr, nr, mr, i, h, &kr)
call ECHENG [pr, mr, 1, i, 32, prl

EHDIF

CALL PIVOTE (h, axr, mr, px, L)
R

@ T %00

510 CONTINUVE
CALI TRIANS (akr, m-, pr, 1, X!

B WEITE(*, =) 'Lh DEFLEXION NODAL !
c T WERITE (*,*)ixii),i=1,mr)
L= write{*,*) 'mr="',mr -



= Welte it *}

do 444 4=1,mz-1/72
looa=g*3-1

944 x(ji=x{lpos)
de 1 i=1,me/f3

1 write v, =1}

10€0 format(3x,F12.%; 2x)

ST2P
G IS

FONCTICN DE CHRRZZ

(o i I

DOUBLE PRECISION FUNCTION by
IMPLICIT DOURLE PRRCTSION [A-4,0-2)
CoMMON SRE4/ b oenc, ALFPOUTRE

b=t enc* [1-XE/ALPOUTRE]

ERETURN

BEND

MATRICE DE RIZIDITE RLEMENTAIRL

a0 n

SUBROUTINE ELEM
IMPLICIT DOUBLE PRECISICON (A-H, -2
COMMON fBXL/S AER
COMMONM fBEZ/S AL
COMMON SBKES YOUNG
COFMON S2KES ATN
TOUBLE TRECISION ARE(E, &) AL

A¥E{1,1)=1200.d0

AKE (1, 2) =500, dUYAL
AKE (1, 3] =30, d0*AL*AL
AKE (1,4} =-1200.60

AKF (1, 5)=600.d404AL
AHE (1, 6)=-30.d0*RI*AT

fi]

AKE [Z,23=384,d0*AL'AL
AKE 2,3} =22.d0*AL*AL*AL
AKE(Z,d)=—6030.dD AL
AKE{Z,5)=216.d0*ALYAL
AKE (2,€)=-8.d0*RLEAT*AL

i

KT {3,3)=6.d0*RL*ATFRTAAL
AKE (3, 4)=—30.d0*ALYAL

AKE (3, 5)=8.d0*AL*AL*AL
AKE(?,E]=AL'RL'AL*AL

AEE 4, 4)=1200.4d0
AKZ (4, 5)=-600.d0%AL
BES (4, 61=30.d0*AL*AL

AKE(5,5) =394 . d0*AL*AL
AKE (5, €)=-22.d0YAL*AL*AL

AKE (£, 6)=6.d0*AL*AL*AT* T

Lo 18 1=1,6
oo 13 J=1,I-%
BKE{T,J|=RKE (J, T}
Lo COMTINGE

1
O
2
3
Gl
]
=
&y

hKHLT,J:=AﬂE[l,J}*YGUNG‘HlefTU.GD*ﬁL**EE
20 COCNTIWIE

RETURN
EKLC

VECTEUR CHARGE ELEMENTAIRE

LS ]

SUBROUTINE CHEEGE

IMELICIT DOURLE PRECISLON (A-H,C-ZI
SNOMMON JBEALS PE

COMMOH FBEZ/( AL



COMMON /BK4/ b enc, ALPOUTRE
coMMON JBKLOS BL,b2
DOUBLE FRECISICN PH(8),AL L enc

FK{1l)={300"bl+120*h2) AL/ 040
PE(2)=(52*pl+32-h2 ) *AL¥+*2/840
PE{3)=(4*n1+3%nd ) vATH*3 /840
PE{4)=(1Z20%01+300*b2) *AL/ 540
BE (5] == {32%B1+52+h2 | AL **2 /240
BH(Rl={3*bl+d*b2) *ALYY 3840

EBETURN
END
c
2 ELIMINATICH DES CoLONIES BT DES LIGHNES SUIVANT 1E VECTEUR XE
SUBRCUTINE filtr (AK, XE,p,[,RKR,Dpr,mr)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
COURLE PRECISION AK40C0O, 2003 AKR(4000,4000)
DOUBLE FEECISION p(4000),Xp (40000 ,pr {4000}
INTEGER mr,i.j. N, m
mr=({}
Do 90 1=1,NW
IF(XPii}.eq.L] gofo 59
mE=me 2
primri=pii}
m=({
Do 77 3=1,H
LEIEE Y. eq.l) goto 77
m=m+ 1
AR (mr,my=AK{1i,]]
77 CONTINUE
jeAz COMTINUZL
e writedl*,*) '‘mr=',me;’ ='.,m
= pau=e
RETUBRHN

END
oo 0 0 -0 4 L 0 0 -0 B e L o o 0w o o o et s A oS S L b e o oo

Hom :
LIGHNE

Fonctignallite : ;
procedurs de reckherche de la ligne de pivet akr
1'stape n

Fntree (8] @
aky : matrice carree
wr 3 dimension de akr
n ! colosne de recherche

Soxtie(s) .
-» : ligne de piveot (0 31 celle-cl a'exiswe pas)

o Wi e e N S e 0 e e o B M

ccc:c:cCcccccC:pczcccccCcccccccccccucucc:u:cc:cﬁﬁccccczcct
INTEGER FUNCTION LIGKE (akr, mr, n)
IMELICIT DOUBLE PRECISICHN [(A-H,0-Z)
DOUBLE FEECISTON akr (4000, 4G¢00]
INTEGER mr, n, h
h =mn )
ifn  IF (L WOT. {({h.LE.mr) .AKD. (akrih, n} -EQ. grvy) GO TGO 45D
h =h+ 1
GO TO 409
410 CONTINUZ
IF 4 BT, mr] h =10
LIGNE = h
RETURH
END
RE et Tl n b PR n o0 0 o L] B oy BT EeLad BLALSY L ALAR L) B BL 0L 0 0 S L0 i b 4 L R

(!

Foaoctlionallite 3
Procedure de permataticsn de deux ligne d'ane
matrloce ou d'un weEcTeur 1

{0 R I O o I o



Entres(s] i
akr : matrice / wecteur
mr, n : dimension
k, 1: lignes akr percmuter

Jortiels) :
pr : matrice / wvecteur

[ I I A O I 8 o I

ol 8 e A e L o e o o e (w4 L L S s as i ef i BB A AR i L
SUBRROUTING BECHANG {akr, mr, n, k¥, 2, grl
TMIT,TOTT DOUBLE PRECIZION (A-H,O0-3)
DOUELE PEECISION akr (4000, 40003, po (4020, 4000}
DOUBLE PRECISION ¢
INTEGER mr, n, k, 1, 3
CALL DUPLIQ{akr, mr, m, pr}
Do R0 =1, T
£ = akrik, J)
prik, 3} = akel{l, 7Ji
pri{l, 31 =t
AUl CONTINUZ
RETITAN
END

ﬁ
[
o
g}
I

o B B A A B i D e Ll e e 0 o 51 0 Ll i L e S e e
Nor b
BIVGTE

Fonctilonallite :
Frocedure de permettant d'effestuer le pivol akr
1'etape i

Entreea (3l
h = etape du piveot
akr = matrice carroe
mr @ dimensicn de adr
prLi matrice / wecobeux
a @ nombra de colonnes de or

Zgrtiels)
akr @ matroce
pr @ matrice / vecteur

"'}lf‘.ll_.ll__lﬁ:'!ﬂ'._lrlr]:'?ﬂﬂﬂf'.l'i']ﬁﬂrﬁ

ol B inl ol ol 460 W SO B o1 oUW al ludal o e ad wenf o 0 wadal s sl L et o e s et el
SURRCUTINE PIVOTE (h, akr, mr, pr, o)
IMFLICIT DOUBLE PRECISION [A-H,0-E)
DOUBLE PRESISION ake (1000, 4000), pr(4000, 40C0)
INCEGER i, 3, mr; o, h
LOUSLE PRECISICH piwv, L
piv = akr(n, hi
DG 720 i=htl, mr
L = akrii, b}
akrii, R} =0

Boucle ce piwet de zkr

i

oo 700 j=h+1l,m=
gkril, 3% = akrii, j) - akcih, Zi*Tipiv
TC0 CONTINUER

r Bouclie de pivet de akr

pa 710 3=1,a

prii, 31 = peil, i) — prihy fieeSpiv
710 CONTINUE
1IN CONTINTE

EETURH

END

]
]
]

CCCCQSCCEEC,CCEEECC:EC:CCSECCCC:CCCCCCRCEEC:CCCCCECCCCCL
Wam =
TRIAMNE

Fonctisnallite © )
Trocedurs de #eseoiuzicn d'un systeme Trianguiaire

LN Ty 0

]

Entreels)



35 bl B o 0 o Bl

[ B

akr : matrice trianguliaire
me ; odimensicn de sk

ar : matrice [/ wvecteur

n : nonbre de colontes de pr

Sortieg)
¥ @ matrice f wvecteur

08 ] L I P 04 00 1 0 0 0 0 0 ] 0 S ] 1

SUBROUTINE TRIANG (akr, mr, oI, I, &I
IMPLICIT DOUBLE PRECISICN (R-H. 0O=-E)

DOUBLE PRECISION =kri400C, 4500, pr{4000, 4080), ®(4dco,

INTEG2R mr, W, i, j, k
DOUBLE PRECISTION t
DO BZ2D k=1, m

¥imr, k) = prime, k) /) akrimr , mr)
Lo BiD i=mr-1, 1, -L
t =0

oo 800 4=1+1, mr

t =%+ A, k) Toas-{d, )

CONTINUE

Xii, k] = iprii, kI - £} / akcil, i}
CONTINUE

CONT TR

EETURN

EKL

i i o e ] 0L o 0l o vl ] a5 o ] e e o ol o o o i i 2 B B 0] G e e A S L R AL

o0 TR 0 A T T o I B L I

Wom
CUPLIQ

Fanctionallite :
Frocedure de duplication matricielle / wectorielle

Entre=(s;

shy : matrigce / weotsur
mr, . : dinension

pr ¢ mAtElce / wecteur

0 B 00 BB S et o] B o oL LT s e i B ] o sy o s s e s af bl ol e ln ol ST EL AL AL

o0
510

SUBTOUTING DURPLIZ (ako, nr, n, prl
IMPLICIT DOUTRLE PRECISION (&-E,0-R)
DOUBLE BRECISION akr (4000,4000), pe(4200,4000)
INTECER mr, n, i, J

Lo 510 i=1, mrc

oo 00 j=1, n

prii, 1} = akrii. 3}

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

ERE

b

00}



ANNEXE 3

PROGRAMME DE FLEXION( élément 6ddl trois nceuds)



CALCULE DE DEPLACEMENT RETATION D UNE POUTRE CHARGEMENT
BEEPARTIE QUELCONGUE AVELC UN FLEMENT LAGRANGE A0LL 3N

EE T R ]

FROGRAM FLEXION

IMPLICIT DOUEBLZ PRECISION (A-H,2-2)
COMMON JBE1S RETE

CoMMON /BEZS AL

COMMON JEEZS DH

COMMON /BE4d/ b enc, ALOOUTRE

COMMON SBES/ TOUNG

COMMON SBEES BTN

CoOMMON SEKLOF Dl,Dz

o
£ DESTARATION LES VARIZELE
DOUVBLE FRECISION AN (1000,1000)  AKE(&,6) , AXR 1000, 10500, (&)
DOURLE PEECISION WP (L1000, p(l000), pr {10000, x {1000y, AL
LOUALE PRECISION ALDOUTREE, b enc
DOURLE PRECISION YOUNG,ZIN
INTZGER NE,NH, N, 2N
INTEGER mr, i,h
£ LECLAERATION DES FONCTIONS
fal
INTEGER LIGHE
a CORP DE EROCEAMME DRINOIDAL
open (UNIT=1, FILE='xx%FMEF.DAT' , STATUS="'UNKNOWH' ]
WRITE(L.,*) 'BOUTREE ENIASTRE (charge rerartie triangulaire)’
WEITE(L,")
WRITE(Z,*) 'ELEMENT TINISZ 3 ¥NOEUDS € DECRZS OE LIBERTE '
WRITE(:,*}
WRITE (> +*1 'KE="'
RERTI(*, * | WF
HH=WZ+1
LMN=NH-1
N=2* (NN+5H)
o
C CRRECTERISTTOUR MRECANTQUE FET SROMETRIGUE DF T.A ROUTEER
(i

ATPOUTRE=2 40
AEL=ALPOUTRE /NE
b _ene=1.dd
AIN=1.di
¥OUNG=1 .40

WRITE(*, *] "N=", K
WERITE(l, *) "LONGUEUER DE LA BOUTRE=',6 AILBCOUTRE
WRITE(Ll, *} "WODULE DE YOUNCG=", YOUNG
WERITE(l,*) "FCMENT DINEBTIE=",AIN

c WRITE(Ll,*) LA CHARAGE b', b
WRITE(l,*} 'NCM2RE DELEMENT',HNE
WEITE{Ll,*} 'KCMSRE DE MNOEUDT, N
WEITE{L, *) "EAND AK AVANT INTRCODUIRE LES CL' W
WRITE¢L “)

COKDITICNE AUY LIMITES

Q.

ZFRil)=1
nEfg)~1
Lo 322 i=3.n
EERiilp=0

322 CONTINUE

Do 370 =10

oo 3:Z0 4=l,n

LR (1, ])=0.dD
328 CONTINUE

REMPLISELGE DE MATRIICE AK

11147

0o 200 L=1,HE
CATT RTEM
looa=4* {L-1}
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340

310

Co L S O T S O

an3a

Lt
-
L)

)

[ T

T1ER10

-

Lo 210 i=1,
Do 280 j=1,
WRITE (X = pri="y35 191 )

WRITE (*,*) "AKE=",AKE (1,3}

WRITE (*, *)

BK1pos+i, lpos+: ) =AE{lpos—i, lpestd ) tARE L, 3
WRITE [=,*) "ipcs~', ipos

WRITE [*,*)AK(ipos+1=-1,1po5-—-1)

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

Iy

no 332 I=1,M
B{Ii=0.C
CTOMTINUE

oo and I=1,KE
¥l=(L~-1)*aL
Hé=Kl-AL
bBi=k{X1)

b2=0 (%1}

CALL CHABRGE
Do 333 T=1.6
Ze05=47 {L-1)
P {LEOS+I)}=F (LPOS+L}+PK(I)
CONTLHUE
CONTINUE

CALL filtr [AK,XP,P, N, AKR, PR, mr)

WRITE(1,*) 'FAND DE AKR AFRES INTRODUIR LES CL',

WRITE(*, =) 'mr=" mr
WRITE(*, *]

o 319 i=1,mr

WRITE (=, %) {AKR (1,1}, ]1=1,mx}
CONTINUSR

WEITE(*,* ) "PIh=!
WRITE4Y, *] (PR{1]),i=1,mr]

WRITE(*,; *)
1=1
Ir ii JGE. mr) Golo 210
h = LTGNF {akr, mr, i}
IF L -EQ. D) gote 200
IF i .NE. &) THEN
CALL PCHANG (akr, mr, m=z, i, k, =kcl
cALL ECHAMG (pr, mc, 1, I, h; px}
FNDIF
cALl SIVOTE [h, ke, mr, pr, 1)
ii=-F 4 &
GO To w00
CONTINUE
ORLL TRIANG f{akyr, mr, pr, L1, Xl
WRITE(*,*) "LA DEFLEXTON NEOAL
WRITE (*,=){xi{i}] i=1,mr]
Wwrite(*, ") 'me=",mr
weite (¥, =)

lpoa=1*i-1
wijl=x lipos)

welte{*, =y {=xi{i), i=1,mef2)
format [(3x,FlZ.5,2%)

STOPR
END

COURBE DE CHLRGE

DOUBLE BRECTSION FUNOCTION b (XM}
IMPITCIT MOUELE PEECISION (A-H,0-E)
COMEBER FBEHL/ b enc, RLFOUTRE

Beh enct (1-¥%/ALDOUTRT

RHTTERN

“Bho

P
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METRICK DE RIGIDITE ZLEMENIALIRE

SURROUTINE ELEM

IMFLICIT DOUBLE PRECISION (A-11,2 )
CoMMON SBELS REE

COMFON #BXZ/ AL

COMMCH /BXS/ TOUNG

COMMON /BEAS ATH

DOUBLE PRECISION ARE (&, 9] 4L

AYE |1, 1) =5092.d0
AKBRI]l,2=1138.d0=2L
AKE (1, =354, 40
AEF{1,41=1920.d0*RT
BKE {1,5)=—1508.d%
MEF [1,63=24Z d0vAT,

AXE(2,2)=332.d0*AL+AT
BXE(2,3)=-896.d0*AL
AKE (2, 4)=020. 404 AL*AL
AKZ (2, 5)=—242 d0*AL
AEZ (2, 61 =38.d0*ALFAT

AKE(3,3)=7168.40
AME(3,4}=0.40
AKE(3,5)=-3584.40
ARE (3, 6)=095.d0%AL

EUm (4, 4)=1280.d0*AT*AL
ARG, 5]=-1930.40%A%
AKE {14, &=320.d0%ATL*AL

AKE (5,5 =5092_40
AXE(S, 5)=-1138,40"AL

REFE (&, B1=332.dU*AL*AL

oo 10 I=1,E

Lo 10 7=1,I-1

AEF (I,J)=AKE (T, I}
CONTINUE

Do 20 I=1,6

n0 20 Jwl, 6

AKE (1, T} =BKE (1,J) *YOUNG*ATN/ (35.d0*AL AT*AL)
GNT IRUE

RETUEH

=ND

YECTEUR CHMRRGE ELEMARMNTAIRE

SUBROUTINE CHARGE

IMPLICIT DOUBLE PRECIAION (A-H,C-E)
COoMMON /BE3S FK

coMMoN /BEZS AL

COMMON /BE4/ 0 enc, ALPOUTEE

coMMon /pElo/ bBL B2

DOUBRLE PRECTSION BEiG) ,RL, D enc

?K[1]={lh2*19£4253+ib1*?9f4203}*AL
PK(Z!F:[b2*2!42::+{b1'5f4203;*AL**E
PH{3}={{b2*112f4231+[hifllzfizﬂ]}*ﬂ;
PK{4?=iih2*HI42DJ+i-nl*EféED]:*RL**Z
PRIS) = (B2*T9 4201+ (b1 15/420) ) =AL
PE(El={ [-B2*5 /4201 +i-n1+2/420) 1 *AT**2

RETURHK
END

ELTMINATLON TES LIGHNES ET DES COLCHES A BARTIE DE XHE

SUEROUTINE filtr (R¥, XP,.p.N,AKH,pr, mr)
ITMELICIT DOUBLE PRECISION (A-—H,5-5)

DOUBLE BRECISTON AH{:Dﬂﬂ,lCﬂU],RKR{ZDUC,lQDD]
DOUPLE PARCISION wi(10007 ,XP (10000, prilbud)
THTEGER mr,~,J .M, m

mr=1q

Do oGn i=1,H



IFXEE{L) .eg.l) »yoke 909

mr=mr+1

FLimr}=pli)

m=0

oo 77 g=1.%
IF(XE () ceg. 1) gotae 77

m=rt 1
AFRINE, ) =AK 1,7}
79 CONTIKUE
G4 ZONTINUE
&3 WELZ®|* %) ‘mr=' mr,’ ==' n
oause
EETURH
EHD
0] ] ) P 15 )Gl 0 X U O S 50 0 i 0 ] 5 0 51 ] 5 0 2 e G A S e
L
Hem 3
LIGHNE

Fonctionallite :
Procedurs de secherche de la _igne de pivet zkr
1'ztape n

Entres{s) =z
akr : matrice carrcee
mr ; dimensicon de akr
n i coleohne de recherche

Sortze{s)
-» = ligne de pivet (U 51 celle-ci n'&xiste pas)

R R R I R B R B B B AR

Cad sl ntelol ol wlated GALI (L ALA0L a1 B BB aX U BE Lo ML BLAL I Lt ad e n{ ool ol bl el dal it o sl nd S el At LG
INTEGER FUNCTICN LIGNEZ (akr, mr, m)
IMPLICIT DOUSLE DRECISION (A-H,0-E)
OOURTE PRECISICN akrilbod, 10009

IWTEGER -, n, b
E=n
ain IF (.NOT. ((H.1E.mr) .AND. {akcili, n) .BEQ. O} Go Ta £10
h=h+1
G0 TO 400

410 CONTINUE
2 (h JGT. mr) =10
LIGNE = b
RETUEN
EIND

ZC Pl ot ] ST S GG el o S DL DU SH GLAL S il ] o ool o i el i T 2 0,0 B B ] L b2 Y Lo

(]

ri

[ ]

Monl 1
ECHAMSG

Monctlonallite
Pracedurs de permutation de deux ligne d'une
matrice ou d'un vecteur

Fno-reaial :
akr : matrice § weckteur
me, no.r dimension
E, 1: limmes akr pecmuter

Bortieis]
Br o mAtrice / wecteur

oo aaaToannnaEaaa

I
1
1
)

CECCCUCCCﬁLCCCE:CCECﬂCCCCCC:C&GQCCCCCCCCCtCCEECECCCCEEC
SUBBEOUTINE ECHANE (akr, mr, n, k, 1, nr)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-F]

COUBLE PREECISION akr(io00, 10200, pr{lDDC.]ﬂDH]
DoOURLE PRECISION

INTEGER mr, nn, K, L, I

CARLL DUPLIQiaky, mr, n; Prl

Lo 607 =1, m

t = akrik; J1

prilk, 31 = akr(l, 3!

rril, 1! t

a0d CONTINUEG

REETUEN

ENE
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IFETERE

R

QAN ET:

ol ]2 ] ] ], B, O 1 O A e

o] e 0y 0 L 0 0 ] 8 il i o 04 00t 0 0 n el o e i | S e e B e 0.

Hom
BIVOTE

Fonctichallite
Frocedure de permetbtant d'effectuer le pawet alir
l'atape 3

EnTres (3] =
h : etape du pivet
akr 1 malrcice carrees
me ¢ dimension de akr
pri matrice / vecteur
2 ¢ mombre de colornes de pr

Sortieis)
akr : matrice
pr : matrige [/ wvecteur

e o

Y
13
o

=
SUBROUTINE BIVOTZ (h, akr, o, Bnr,
IMPLICIT TOUBLE PRECISICN (AR-H, O-E}
DOUBLE ERECISLON akr(l1TO0C, 1200, pr{loQd, 1040]
INTEGER. 1, j, me, o, h
oouUsLE PRECISTON piv, ©
piv = akrih, k)
0o 720 i=h+l; @y
T = akrii, ki
akrii, h} = 0

24 Boucle de piwvel de akr
C
ne 700 d=h+l,mr
akrif, 31 = s#krii, 1t - ekrih, Ji*t/piv
T30 CONTINDZ
o Boucle de pivet de akr
Do 710 3=1,0
prii, 9) =prii; i) - prih, J)%Cipiw
J10 CONTINUS
720 CONTINUE
RETURN
END
o e B L L e S e o o Al I A e B 04 o B4 S o B s 0d st ol (A Sl R o B eSpl L as At b
& Naom =
- THIANG
]
C Fenotienallite :
£ Procedure de rescluticon d'un systeme trlangalazre
e Zntree [s)
C akr : matrice triamgmlaire
C nr : dimensian de akr
C pr @ matrlee / vecteur
c n : norbre de ccolonnea de pr
L Soptiels) =
(e ¥ o matrice f wecteur
=
Pl 0 ] 04 G A o 0 ] s ) ] L L o e S W L LOCCCER

El'u
20

SUBROUTINE THIRNG [akr, mrc, po, &, i
IMELICTIT DOUBLE SRECTISION (A-H,0-E)
ODOURLE PREECISION ak-i(1l000, 10000, pr{i003, “0agy, Xiiodo,
INTEGER mt, n, i, 1, k

CoUBLE FRECISICH =

Do 820 k=1, &

Wimr, k' = prims k) 4 akrime , nr)
Do 410 1=mr-=1, 1, -1

T =40

0O BO2 j=i+l, mr

t = £ + %03, k) * axrji; 3

CONTINUL

Xix, K = iprii, kL —.£) / akrfi, 1)
CONTINJE

COMNTINUE

RETUEN

i

10000



ERD

]

9 4 0 0, o, ) 0,0 P R B, 0 I i .04 8 1 e ] B
Hom
DII2LIg

Fenctionallite .
Procedure de duplicatien mazricislile / wectorielle

T rY Ty 0

Entreais)
akr : mateice / wvecTeur
mr, fob dimenaion

Sortlsl{s) :
pr : matrice ¢ wecteur

I I O B B R

T A ) 0 G B 0 0 o ] o o o ol ol 4 o B
SUBROUTINE DUELIQ (akr, mr, I, pr)
IMPLICIT DOURLE ERECISION (AB-H,0-I]
DOUBLE PRECISICHN akr(L000,1000), oDrildog,1Co0)
INTEGER m*, n, 1, ]
oo 510 1=L, mr
Do 500 =1,
Brilfd, §) =cake(i, i)
10 CONTINUE
L1y CONTINUE
RETURN
EXD

i



444

10ca

M

Lo |

10
t

il
il
g

i

o

do 444 §=1,mr/2
lgpa=qr2-1

x[j]=x::pnﬁﬁ

dé 1 d=1,mrse
write(1,*)i, (1)

fermat (3%, 13, 6%, P12.5, 2%)

ZT02
mHL

FONCTION DE CHARCEMENT

JOURLE PRECISION FUNCTION kixx
LMPLICIT DOGUSLE PRECISION (A-H,C-=E)
COMMON /BH4/ b enc, ALPOUTEE

b=k enc* (1-N¥/ALPCOUTRE)

RETURN

END

MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIFE

EUBROUTINE Z.LEK
IMPLICIT DOUEBLE PHECISTION (A-IT,0-E)
COMMON /fBKLS AKE
ZOMMON SBEZS AL
COMMON JBELRY YOURG
COMMON SfBKES AIN
DOUELE PRECISICK RXE(4,4) AT

AKE (1, 1) =12.40
AR (1,2)=6.d0%AL,
AKE(1,3)=-12.4d0
AKZ (1,4} =6.d0*AT

AKE (2,2} =4, d0+AT AT,
AKE (2,3} =—&.d0%aL
AKR (2,4 =2.d0 AT AL

AKE (3, 53)=12.d0D
ARE (3, 4)=-6.d0*AL

AKE (4, 4) =4, d0"AL*AL

fpr 10 I=1,¢%

Lo 18 J=1,1-1
AEE (T, J)=AKE J, 1)
CONTINUE

L 442 T=1, &

Do 444 7-1,4

BEE (T, J)=AKF (I, I)*L0THE AT /AL4*3
CONTINUE

RETURN

END

VECTEUR CHARGE ELEMENTATRE (TRAPEZOILAT.

SUBREOUTINE CHARGE

IMPLICIT DOURLE PEECISION (R-H,D-&!
QOMMON /BREIS PE

COMMON /FBX2/ AL

COMMON /BK4/ b wnc ALPOUTEE

COMMON fBELDS bl,b2

LDOUBLE FRECISICH PRV, AL, E enc

PEAT Y= (2% 3200 +(bBL¥7./20) } %A1,
PK(2)=({D2*2/€0}+{DL/20) ) *AL* 2
PH{3)=[({b2*7/20}+ (bL1*3/20) ] *AL
PE14)={(-p2/20)+(-51/30] ) *AT**2

EETURM
END

L1 IMINATTION DES LIGHE: E'T OES COTTONES SUIVANY LE VECTEUR XP

RURRONTINE filter (RE, ¥D,p,N,RHE, or, mc)
IMELICIT DOUBRLIE PRECISION (A-H,C=3)
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