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Résumé
Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles

abstraites considérées dans un espace de Banach.
Il existe plusieurs méthodes d’étude de ce type d’équations, parmi lesquelles, on s’intéresse
dans ce Mémoire à celle basée sur la théorie des semi-groupes analytiques et les puissances
fractionnaires d’opérateurs linéaires. On montre des résultats d’existence, d’unicité et de ré-
gularité des solutions de ces équations intégro-différentielles .

Mots clés : Équation intégro-différentielle abstraite, semi-groupe analytique, solution clas-
sique, solution locale, solution globale.
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Abstract
In this work, we are interested in the study of a class of abstract integro-differential

equations considered in a Banach space. There are several methods of studying this type
of equations. Among which, we are interested in that based on the theory of analytic semi-
groups and the fractional powers of linear operators and we show results of existence, uni-
queness and regularity of the solutions of these integro-differential equations.

Keywords : Abstract integro-differential equation, analytic semigroup, classical solution,
local solution, global solution.
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Notations

Notations générales
• X : Espace de Banach.

• ‖.‖X : Norme de l’espace X.

• L (X, Y ) : Espace des opérateurs linéaires continus de l’espace X dans l’espace Y .

• Ck(]a, b[) : L’ensemble des fonctions k fois continûment différentiables sur l’intervalle
]a, b[.

• Cθ([a, b]) : L’ensemble des fonctions de Hölder, continues sur l’intervalle [a, b], à expo-
sant θ, θ ∈]0, 1[.

• A : Opérateur linéaire .

• D(A) : Le domaine d’un opérateur linéaire A.

• A−1 : L’inverse d’un opérateur linéaire A.

• Aα : Opérateur linéaire à exposant fractionnaire α.

• G(A) : Graphe d’un opérateur linéaire A.

• (A − λI)−1 : La résolvante d’un opérateur linéaire A.

• ρ(A) : L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A.

• Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω), tel que Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ NN , |α| ≤ m}.

• Hm
0 (Ω) = {u ∈ Hm(Ω), tel que u|∂Ω = 0}.

• W m,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), tel que Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ NN , |α| ≤ m}.
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INTRODUCTION

La plupart des modèles mathématiques construits à partir des problèmes de Phy-
sique, d’Ingénierie ou de Biologie, sont mieux traités lorsqu’ils sont présentés sous la forme
des équations intégrales ou intégro-différentielles. Actuellement, ces équations sont devenues
d’une importance considérable en Analyse Mathématique.
D’une manière très simple, une équation différentielle lie des fonctions inconnues, leurs déri-
vées et leurs variables indépendantes. Une équation intégrale contient des fonctions inconnues
sous une intégrale. Le terme équation intégro différentielle est utilisé dans le cas où l’équa-
tion contient une fonction inconnue avec ses dérivées et quand une fonction inconnue ou ses
dérivées ou les deux apparaissent sous une intégrale.

Vers la fin du 19 ième siècle, une nouvelle théorie de V. Volterra (1860-1940) sur les
équations intégrales et intégo-différentielles a contribué d’une manière cruciale au dévelop-
pement de l’analyse fonctionnelle, dont il est considéré comme l’un des fondateurs de cette
branche très importante des Mathématiques.
Cette époque a été marquée, aussi, par l’apparition de la théorie de Fredholm (1866-1927)
concernant l’étude d’un type général d’équations, l’approche de Fredholm s’est basée sur
l’extension, en dimension infinie, de l’étude des systèmes de dimension finie.

Ce travail est consacré à l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abs-
traites non linéaires considérées dans un espace de Banach. Le terme "abstraites" signifie que
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Introduction

ces équations sont à coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés) dans un espace
de Banach.

Ce Mémoire, représente une synthèse des résultats obtenus dans l’article de D. Bahu-
guna [1], intitulé :

"Integrodifferential equations with analytic semigroups"

En utilisant une approche basée sur la théorie des semi-groupes et les hypothèses F et
F0, énoncées ci-dessous, nous établissons des résultats essentiels d’existence, d’unicité et de
régularité des solutions de ce type équations. Plus précisément, on se propose d’étudier, dans
un espace de Banach X, l’équation intégro-différentielle suivante :

du(t)
dt

+ Au(t) = f(t, u(t)) + K(u)(t), t > t0,

u(t0) = u0,
(0.1)

où

K(u)(t) =
∫ t

t0
a(t − s)g(s, u(s))ds. (0.2)

Les hypothèses fondamentales de ce travail sont :
Hypothèse F : Soit U un ensemble ouvert de [0, ∞) × Xa. Pour chaque (t, x) ∈ U , il existe
un ensemble V ⊂ U voisinage de(t, x), et deux constantes L > 0, 0 < θ < 1 tels que

‖f(s1, u) − f(s2, v)‖ ≤ L[|s1 − s2|θ + ‖u − v‖α], (0.3)

pour tous (s1, u), (s2, v) ∈ V. Ici Xα, pour 0 ≤ α ≤ 1, désigne l’espace de Banach D(Aα)
muni de la norme ‖u‖α = ‖Aαu‖.

Hypothèse F0 : Soit U un ensemble ouvert de [0, ∞) × Xa. Pour chaque (t, x) ∈ U , il
existe un ensemble V ⊂ U voisinage de (t, x) et une constante L0 tels que

‖f(s, u) − f(s, v)‖ ≤ L0‖u − v‖α, (0.4)

pour tous (s, u), (s, v) ∈ V.

L’équation (0.1) représente une formulation abstraite de certaines classes d’équations
intégro-différentielles paraboliques. Ces types d’équations modélisent les phénomènes phy-
siques impliquant certains types d’effets de mémoire. Par exemple, Nohel [17] a considéré
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une équation de Volterra non linéaire du type (0.1), dans laquelle g(t, u(t)) = Bu(t), où −B

est un opérateur dissipatif non linéaire. Pour plus de détails sur ces formulations et les tech-
niques correspondantes utilisées pour étudier de tels problèmes, nous renvoyons le lecteur à
Bahuguna et Pani [3], Barbu [4, 5, 6], Crandall, Londen et Nohel [8].

Heard et Rankin [11] ont considéré l’équation intégro-différentielle suivante dans un
espace de Banach X :

du(t)
dt

+ A(t)u(t) = f(t, u(t)) +
∫ t

t0
a(t − s)g(s, u(s))ds, t0 < t < T

u(t0) = u0.
(0.5)

où l’opérateur linéaire −A(t) pour chaque t ≥ 0 est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique dans X, l’application non linéaire g, définie sur l’ensemble [0, ∞)×D(A(0))
à valeurs dans X, est telle que g(t, .) une fonction lipschitzienne sur le domaine D(A(0)) de
l’opérateur A(0) dans X par rapport à la norme du graphe de A(0). L’application non linéaire
f , définie sur [0, ∞) × Xα à valeurs dans X, satisfait la condition :
il existe des constantes L > 0, 0 < η, γ ≤ 1 et 0 < α < 1, telles que :

‖f(t, x) − f(s, y)‖ ≤ L[|t − s|η + ‖x − y‖γ
α], (0.6)

pour tous (t, x), (t, y) ∈ [0, ∞) × Xα.
Webb [24] a également considéré (0.5) et a supposé que f de R× X1 dans Xα et pour

chaque t ∈ R, il existe une constante positive C(t) telle que :

‖f(t, x) − f(t, y)‖α ≤ C(t)‖x − y‖1. (0.7)

pour tous x, y ∈ X1.
Le résultat d’existence est prouvé en résolvant d’abord de manière unique l’équation intégro-
différentielle suivante :

duυ(t)
dt

+ A(t)uυ(t) = f(t, υ(t)) +
∫ t

t0
a(t − s)g(s, uυ(s))ds, t0 < t < T,

uυ(t0) = u0,
(0.8)

où υ(t) est choisi parmi un sous-ensemble fermé, borné et convexe S d’un espace de Banach
approprié. L’existence d’un unique u(t) est établie en prouvant que l’application K(υ) = uυ

est une contraction stricte de S dans S. Ceci est possible grâce à l’hypothèse de régularité
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supplémentaire (0.7) sur f . Comme Heard et Rankin [11] ont supposé une condition plus
faible (0.6), ils nécessitent une estimation du type suivant sur K :

‖K(υ1) − K(υ2)‖C(J,X1) ≤ C‖υ1 − υ2‖γ
C(J,Xα) + ϵ (0.9)

et ils utilisent le théorème du point fixe de Schauder pour établir l’existence des solutions.
Lorsque (0.6) est remplacé par l’hypothèse plus forte (0.3), énoncée ci-dessous. Les méthodes
utilisées par Heard et Rankin [11] n’impliquent pas que la solution est unique sauf dans le cas
où X est un espace de Hilbert. De plus, la fonction non linéaire g est supposée être définie
de [t0, T ) × W dans X où W est un sous-ensemble ouvert de X1 et satisfait la condition de
Lipschitz locale :

‖g(t, x) − g(s, y)‖ ≤ b0‖x − y‖ (0.10)

pour tout t, s ∈ [t0, T ) et x, y ∈ B1(y0; r) = {z ∈ X1 : ‖z − y0‖ ≤ r}.
Ce mémoire comporte quatre chapitres et est organisé comme suit :

▷ Le premier chapitre contient des rappeles des notions de base d’analyse fonctionnelle :
espace de Banach, espace de Hilbert, espace de Hölder, les opérateurs linéaires, les semi-
groupes d’opérateurs linéaires et les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires.
▷ Le deuxième chapitre contient un survol sur les équations intégrales et les équations
intégro-différentielles, ainsi que leurs différentes propriétés,
▷ Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles
abstraites non linéaires. Il est constitué de deux parties principales :

La première partie concerne l’étude d’existence locale et de régularité des solutions inté-
grales (Mild) et classiques . Le résultat essentiel de ce chapitre est représenté par le théorème
suivant :

Théorème 0.1. Supposons que l’opérateur −A engendre un semi-groupe analytique {S(t)}t≥0

avec ‖S(t)‖ ≤ M, t ≥ 0 et que 0 ∈ ρ(A). Si les applications f et g vérifient l’hypothèse F0 et
que le noyau a satisfait (H), alors le problème (0.1) a une solution classique locale unique
pour tout u0 ∈ Xα.

Dans la deuxième partie nous nous intéressons à L’étude de l’existence globale des
solutions classiques. On montre la résultat principal suivent :

Théorème 0.2. Soit 0 ∈ D(A) et −A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
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tique {S(t)}t≥0, satisfaisant
‖S(t)‖ ≤ M,

pour t ≤ t0. Soit f, g : [t0, ∞)×Xα → X deux fonctions vérifiant l’hypothèse F et a le noyau
satisfaisant (H). S’il existe des fonctions continues non décroissantes k1 et k2 de [t0, ∞)
dans [0, ∞), telles que

‖f(t, x)‖ ≤ k1(t)(1 + ‖x‖α) pour t ≥ t0, x ∈ Xα,

et ‖g(t, x)‖ ≤ k2(t)(1 + ‖x‖α) pour t ≥ t0, x ∈ Xα,
(0.11)

alors le problème aux valeurs initiales (0.1) admet une solution classique unique u sur l’in-
tervalle [t0, ∞) pour tout u0 ∈ Xα.

▷ Le quatrième chapitre est une application de ce qu’on a traité dans les chapitres
précédents, sous forme d’exemple de problème concrets en EDP parabolique dans l’espace
considéré.

Ce travail se termine avec une conclusion générale et les références bibliographiques
relatives à l’ensemble des travaux présentés ici.
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CHAPITRE

1

PRÉLIMINAIRES

Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons des concepts de base qui serviront dans les chapitres

suivants. En particulier, nous rappellons les notions des opérateurs linéaires et des semi-
groupes opérateurs linéaires bornés ainsi que leurs différentes propriétés.

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel X normé et complet.
Autrement dit : l’espace X est muni d’une norme ‖.‖X et toute suite de Cauchy d’éléments
de X est convergente dans l’espace X pour la norme ‖.‖X .

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2. On appelle espace de Hilbert X, tout espace de Banach X dont la norme
provient d’un produit scalaire 〈., .〉 sur X (c’est-à-dire : ‖x‖X =

√
〈x, x〉, ∀x ∈ X.
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1.1.3 Espace de Hölder

On rappelle que l’espace de Banach C([0, 1]; X) désigne l’espace des fonctions continues
sur l’intervalle [0, 1], à valeurs dans l’espace X, muni de la norme :

‖f‖C([0,1];X) = max
0≤t≤1

‖f(t)‖X .

Définition 1.3. On appelle espace de Hölder à exposant θ ∈]0, 1[, l’espace de Banach noté
Cθ([0, 1]; X) et défini par :

Cθ([0, 1]; X) =
{

f : [0, 1] → X / [f ]θ = sup
t,s∈[0,1],t6=s

‖f(t) − f(s)‖
|t − s|θ

< ∞
}

.

Cet espace est muni de la norme ‖f‖Cθ([0,1];X) = ‖f‖C([0,1];X) + [f ]θ, ou plus précisément, de
la norme :

‖f‖Cθ([0;1];X) = max
0≤t≤1

‖f(t)‖X + sup
t,s∈[0,1],t6=s

‖f(t) − f(s)‖
|t − s|θ

.

1.2 Les opérateurs linéaires

1.2.1 Opérateur linéaire borné

Définition 1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach.
Dire que A est un opérateur linéaire sur X, signife que A est une application linéaire définie
sur un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ X, appelé domaine de l’opérateur A.

Définition 1.5. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur
linéaire. Dire que l’opérateur A est borné, signifie qu’il existe une constante C > 0, telle que
‖Au‖Y ≤ C‖u‖X , ∀u ∈ D(A).
Sinon, A est dit opérateur linéaire non borné.

Remarque 1.1. Lorsque D(A) = X, alors l’opérateur linéaire borné A est continu.
Ceci nous conduit au résultat suivant :

Théorème 1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach.
Un opérateur linéaire A défini sur D(A) = X, à valeurs dans Y est continu si, et seulement
s’il est borné.
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Remarque 1.2. On note par L (X; Y ) l’espace des opérateurs linéaires continus sur X à
valeurs dans Y . On le munit de la norme définie par :

‖A‖L (X,Y ) = sup
u∈X,‖u‖≤1

‖Au‖Y .

1.2.2 Opérateur linéaire inversible

Soit X et Y deux espaces de Banach et A ∈ L (X, Y ).

Définition 1.6. On dit que l’opérateur A est inversible s’il existe opérateur linéaire B ∈
L (X, Y ), tel que A ◦ B = IY et B ◦ A = IX , où IX (resp.IY ) est l’opérateur identité de
X (resp. de Y ).
Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On l’appelle opérateur inverse de A ou plus
simplement inverse de A et on le note B = A−1.
Cas particulier Si X = Y et X est de dimension finie et A ∈ L (X, X), alors l’inversibilité
de A aura plusieurs aspects équivalents.
Plus précisément, rappelons le résultat important suivant :

Théorème 1.2. Si dim X < ∞, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.

2. A est injectif.

3. A est surjectif.

4. A admet un inverse à droite (i.e. il existe B ∈ L(X, X) tel que A ◦ B = IX)

5. A admet un inverse à gauche (i.e. il existe C ∈ L (X, X) tel que C ◦ A = IX).

Théorème 1.3. Soient X et Y deux espaces de Banach. Si l’opérateur A est linéaire,
continu et bijectif de X dans Y , alors l’opérateur linéaire A−1 est continu de Y dans X.

Preuve 1.1. (voir H. Brezis [7], p. 18-19)

1.2.3 Opérateur linéaire fermé

Définition 1.7. Soit X un espace de Banach. On appelle graphe d’un opérateur linéaire
(A, D(A)) le sous-espace de X × X, défini par

G(A) = {(x, Ax) : x ∈ D(A)} ⊂ X × X.
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Définition 1.8. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur
linéaire. On dit que l’opérateur A est fermé si son graphe G(A) est un ensemble fermé dans
X × Y .

Proposition 1.1. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : D(A) ⊂ X → Y un
opérateur linéaire. On dit que l’opérateur A est fermé si, et seulement si, il existe une suite
(un)n∈N d’éléments de D(A), telle que un → u dans X et Aun → v dans Y , alors u ∈ D(A)
et v = Au .

Proposition 1.2. L’opérateur linéaire fermé A est continu sur son domaine D(A) muni de
la norme du graphe

‖u‖D(A) = ‖u‖X + ‖Au‖Y .

Ainsi, on obtient un espace de Banach (D(A); ‖.‖D(A)).

Théorème 1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach et A : D(A) ⊂ X → Y un opérateur
linéaire. Si l’opérateur A est fermé et admet un inverse A−1 alors A−1 est fermé.

Preuve 1.2. (voir H. Tanabe [23]).

Proposition 1.3. Soient X un espace de Banach et A : D(A) ⊂ X → X un opérateur
linéaire. Soit I = [a, b] ⊂ R un intervalle de R et u : I → D(A) une fonction telle que
u(t) ∈ D(A) et les fonctions t 7−→ u(t) et t 7−→ Au(t) soient intégrables sur I (i.e. : les
intégrales

∫ b
a u(t)dt et

∫ b
a Au(t)dt sont convergentes), alors

∫ b
a u(t)dt ∈ D(A) et la relation

suivante est vérifiée :
A

∫ b

a
u(t)dt =

∫ b

a
Au(t)dt.

Preuve 1.3. (voir H. Tanabe [23]).

Proposition 1.4. Soit Y un intervalle ouvert de R, I = [a, b] ⊂ R et f une fonction continue
de Y × I dans K, tels que la dérivée partielle ∂f

∂x
existe et est continue sur Y × I. Soient u

et v deux applications dérivables de X dans I, alors l’application définie par φ : X → K et
∀x ∈ X, φ(x) =

∫ v(x)
u(x) f(x, t)dt est dérivable sur X et sa dérivée φ′ est définie par

∀x ∈ X, φ′(x) =
∫ v(x)

u(x)

∂f

∂x
(x, t)dt + v′(x)f(x, v(x)) − u′(x)f(x, u(x)).

Preuve 1.4. (voir H. Tanabe [23]).
Notre travail nécessite une autre notion importante :
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1.2.4 Opérateur maximal dissipatif

Définition 1.9. Un opérateur linéaire (A, D(A)), dans un espace de Banach X, est dissipatif
si

∀x ∈ D(A), ∀λ > 0, ‖λx − Ax‖ ≥ ‖x‖.

Définition 1.10. Un opérateur linéaire(A, D(A)), dans un espace de Banach X, est maximal
dissipatif si

• A est dissipatif,

• ∀f ∈ X, ∀λ > 0, ∃x ∈ D(A) tel que λx − Ax = f.

Dans le cas où l’espace X est de Hilbert, on a la définition suivante :

Définition 1.11. Un opérateur linéaire (A, D(A)), est dissipatif si, et seulement si

∀x ∈ D(A), (Ax, x) ≤ 0.

Si X est un espace de Hilbert complexe, alors la condition précédente sera remplacée par

∀x ∈ D(A), Re(Ax, x) ≤ 0.

1.2.5 Ensemble résolvant, spectre et résolvante

Définition 1.12. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire.

1. On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble noté ρ(A) et défini par :

ρ(A) = {λ ∈ C, λI − A : D(A) −→ X est bijectif et (λI − A)−1 ∈ L (X)}.

2. On appelle spectre de A, l’ensemble σ(A) = C\ρ(A).

3. Pour λ ∈ ρ(A) , l’opérateur linéaire borné R(λ, A) = (λI−A)−1 est appelé la résolvante
de l’opérateur A au point λ.

1.2.6 Opérateur adjoint, opérateur auto-adjoint

Définition 1.13. Soit X un espace vectoriel normé. On appelle forme linéaire continue sur
X, tout opérateur linéaire continu f : X → Y où Y = R ou C. Si x ∈ X alors la valeur de
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x prise par f est notée 〈x, f〉.
L’espace des formes linéaires continues sur X est appelé dual de X et on le note X∗.

Définition 1.14. On dit qu’un opérateur linéaire (A, D(A)) est à domaine dense si
D(A) = X.

Définition 1.15. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et A : D(A) ⊂ X → Y un
opérateur linéaire à domaine dense dans X. Considérons l’ensemble

D∗ = {f ∈ Y ∗/〈Ax, f〉 = 〈x, ϕ〉 où ϕ ∈ X∗} ⊂ Y ∗.

L’opérateur A∗ défini par D(A∗) = D∗ ⊂ Y à valeurs dans X∗ et tel que

A∗f = ϕ est appellé l’adjoint de A.

Ainsi, on a la relation fondamentale qui lie les opérateurs A et A∗ :

〈Ax, f〉 = 〈x, A∗f〉, ∀x ∈ D(A), ∀f ∈ D(A∗).

Théorème 1.5. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et A : D(A) ⊂ X → Y un
opérateur linéaire à domaine dense dansX, alors l’opérateur adjoint A∗ est fermé.

Preuve 1.5. (voir H. Brezis [7]).

Définition 1.16. Soit X un espace de Hilbert et A ∈ L (X) . L’opérateur linéaire A est
auto-adjoint si A = A∗ , en d’autres termes : 〈Ax, y〉 = 〈x, Ay〉, ∀x, y ∈ X.

1.3 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale de Lebesgue pour les fonctions à
valeurs dans un espace de Banach.

Mesurabilité et fonctions simples

Définition 1.17. (Fonction simple)
Une fonction u : Ω → X est dite simple (ou étagée), si elle est mesurable et s’il existe
un nombre fini d’ensembles Lebesgue-mesurables Bii=1,,n

⊂ B de mesure finie, deux à deux
disjoints tels que, u prenne une valeur constante bi ∈ X sur chaque Bi pour i = 1, ..., n et
u s’annule sur Bn = Ω/

⋃n−1
i=1 Bi. Il revient au même de dire que u = ∑n

i=1 biχBi
, où χBi

est
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la fonction caractéristique de l’ensemble Bi ⊂ Ω et bn = 0. On note S(Ω, X) l’ensemble des
fonctions simples de Ω dans X.

Proposition 1.5. L’ensemble de fonctions simples S(Ω, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.18. (fonction fortement mesurable)
Une fonction u : Ω → X est dite fortement mesurable s’il existe une suite (un)n∈N de S(Ω, X)
telle que :

lim
n→∞

‖un(x) − u(x)‖X = 0, pour p.p. x ∈ Ω.

Proposition 1.6.

1. L’ensemble des fonctions fortement mesurables est un espace vectoriel.

2. Si u : Ω → X est fortement mesurable alors la fonction

‖u‖X : Ω → R+, x 7→ ‖u(x)‖X

est aussi fortement mesurable.

Définition 1.19. (Fonction Bochner-intégrable) Une fonction u : Ω → X est dite Bochner-
intégrable s’il existe une suite (un)n∈N de S(Ω, X) telle que un(x) → u(x) pour p.p. x ∈ Ω
et

∫
Ω ‖un(x) − u(x)‖Xdx → 0. On note l’ensemble des fonctions Bochner-intégrables de Ω

dans X par L 1(Ω, X). Une suite (un)n∈N possédant les propriétés citées dans la définition
ci-dessus est dite suite approximante pour u.

Proposition 1.7.

1. Une fonction u : Ω → X est Bochner-intégrable ssi u est fortement mesurable et
∫

Ω
‖u(x)‖Xdx < ∞.

2. L 1(Ω, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.20. Si u ∈ L 1(Ω, X) , on définit
∫

Ω
u(x)dx = lim

n→∞

∫
Ω

un(x)dx,

où (un)n∈N est une suite arbitraire de S(Ω, X) approximante pour u. La valeur
∫

Ω u(x)dx

s’appelle l’intégrale de Bochner de la fonction u.
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Remarque 1.3. Lorsque A ⊂ Ω est Lebesgue -mesurable et u ∈ L 1(Ω, X) , on définit
∫

A
u(x)dx =

∫
Ω

u(x)χAdx.

Proposition 1.8. 1. Si u ∈ L 1(Ω, X) , on a :

‖
∫

Ω
u(x)dx‖X ≤

∫
Ω

‖u(x)‖Xdx.

2. L’intégrale de Bochner
∫

: L 1(Ω, X) → X est une application linéaire.

3. Si A et B sont deux ensembles Lebesgue-mesurables disjoints de Ω , alors pour tout
u ∈ L 1(Ω, X) , on a

∫
A∪B

u(x)dx =
∫

A
u(x)dx +

∫
B

u(x)dx.

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

La théorie des semi-groupes dévellopée dans les années 40, permet de résoudre une grande
classe des équations aux dérivées partielles (EDP). Cette théorie joue un rôle très important
dans l’étude des problèmes d’évolution dans le cadre abstrait. Un de ses ingrédients essentiels
est la notion d’opérateurs linéaires non bornés.

1.4.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.21. Soit X un espace de Banach. La famille d’opérateurs linéaires bornés
{T (t)}t≥0 est dite semi-groupe, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. T (0) = I ; (oú I désigne l’opérateur identité).

2. T (t + s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0.

3. Si de plus, la condition suivante est satisfaite :

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

alors la famille d’opérateurs {T (t)}t≥0 est dite semi-groupe fortement continu ou
C0-semi-groupe.
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Théorème 1.6. Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe, alors il existe deux constantes M ≥ 1
et ω ≥ 0, telles que

‖T (t)‖L(X) ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

En particulier, Si M = 1 et ω = 0, alors {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe de contraction.

Définition 1.22. Un semi-groupe {T (t)}t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit
uniformément continu sur X si :

lim
t→0+

‖T (t) − I‖L(X) = 0.

Voici une autre notion de base en théorie des semi-groupes :

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.23. On appelle générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0, tout
opérateur linéaire A défini par

D(A) = {x ∈ X, limt→0+
T (t)x − x

t
existe}

Ax = limt→0+
T (t)x − x

t
, ∀x ∈ D(A).

On dit aussi que l’opérateur A engendre le C0-semi-groupe {T (t)}t≥0.

Exemple 1.1. X = BUC([0, +∞[) : désigne l’espace des fonction définies, uniformément
continues et bornées sur l’intervalle [0, +∞[. l’espace X est muni de la norme de convergence
uniforme ‖ϕ‖∞ = supt∈[0,+∞[ |ϕ(t)|.
On définit les opérateurs {T (t)}t≥0 par :

T (t)ϕ(x) = ϕ(t + x), x ∈ [0, +∞[, ϕ ∈ X.

Alors

1. {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe de contraction de L (X).

En effet, on a (X, ‖.‖∞) est un espace de Banach.

a.Montrons que ∀t ≥ 0, T (t) est linéaire et continu (borné).
(i) L’opérateur T(t) est linéaire, pour tout t ≥ 0 (facile à faire.
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(ii) T(t) est borné (continu), pour tout t ≥ 0 :
Soit ϕ ∈ X, on a

‖T (t)ϕ‖X = sup
x∈[0,+∞[

|T (t)ϕ(x)| = sup
x∈[0,+∞[

|ϕ(t + x)|.

On utilise le changement de variable t + x = α =⇒ α ∈ [t, +∞[. D’où

‖T (t)ϕ‖X = sup
x∈[0,∞[

|ϕ(t + x)|

≤ sup
α∈[0,∞[

|ϕ(α)| = ‖ϕ‖X

Alors ∃M = 1 > 0 telle que ‖T (t)ϕ‖X ≤ 1‖ϕ‖X .
D’où ‖T (t)‖L (x) ≤ 1. Donc T (t) est borné , ∀t ≥ 0.

b. Montrons que {T (t)}t≥0 est un semi-groupe fortement continu de L (x)
Soit ϕ ∈ X, t ≥ 0
▷ On a T (0)ϕ(x) = ϕ(0 + x) = ϕ(x) = Iϕ(x), Donc T (0) = IdX .
▷ Soit t, s ≥ 0, ϕ ∈ X , alors

T (t + s)ϕ(x) = ϕ(t + s + x) = T (t)ϕ(y)

= T (t)ϕ(s + x)

= T (t)(T (s)ϕ(x)).

Car T (s)ϕ(x) = ϕ(s + x), par definition de T (s)ϕ(x) = ϕ(s + x).
D’où T (t + s)ϕ(x) = (T (t)T (s))ϕ(x).
Ainsi T (t + s) = T (t) ◦ T (s) = T (t)T (s). Donc {T (t)}t≥0 est un semi-groupe de L (x).

c.Montrons que l’application t 7→ T (t)ϕ, est continue ∀ϕ ∈ X, ∀t ≥ 0.
Il suffit de montrer que

lim
t→0+

‖T (t)ϕ − T (0)ϕ‖X = 0, ∀ϕ ∈ X.
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On a

lim
t→0+

‖T (t)ϕ − ϕ‖X = lim
t→0+

( sup
x∈[0,+∞[

|T (t)ϕ(x) − ϕ(x)|).

= 0.

Par conséquent {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe de L (x). De plus, on a ‖T (t)‖L (x) ≤ 1,
alors le C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 est de contraction .
D’autre part, la définition du générateur infinitésimal d’un semi-groupe, permet de détermi-
ner le générateur infinitésimal A du semi-groupe {T (t)}t≥0, défini par

A : D(A) ⊂ X −→ X ϕ 7→ Aϕ = ϕ′.

Nous présentons, ici, quelques propriétés importantes des semi-groupes d’opérateurs linéaires
bornés (voir Pazy [18]).

Proposition 1.9. Soient {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe sur X et A son générateur infinité-
simal. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et on a l’égalité :

T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0.

Preuve. Soit x ∈ D(A). Alors pour tout t ≥ 0 , on a :

T (t)Ax = T (t) lim
h→0+

T (h)x − x

h

= lim
h→0+

T (h)T (t)x − T (t)x
h

.

Donc T (t)x ∈ D(A) et T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0

Proposition 1.10. Soient {T (t)}t≥0 et A son générateur infinitésimal. Alors l’application :

t ∈ [0, ∞) 7−→ T (t)x ∈ X,

est dérivable sur l’intervalle [0, ∞), pour tout x ∈ D(A) et on a :

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0.

Proposition 1.11. Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe sur X. Alors, pour tout x ∈ X et
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t ≥ 0, on a
lim

h→0+

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x.

pour tous x ∈ X et t ≥ 0.

Preuve. L’égalité de l’énoncé résulte de l’évaluation :

‖1
h

∫ t+h

t
T (t)xds − T (t)x‖ = ‖1

h

∫ t+h

t
(T (t)x − T (t))xds‖

≤ sup
s∈[t,t+h]

‖T (s)x − T (t))x‖,

et de la continuité de l’application [0, ∞) 3 t → T (t)x ∈ X.

Proposition 1.12. Soient {T (t)}, t ≥ 0 un C0-semi-groupe sur X et A son générateur
infinitésimal. Si x ∈ X, alors : ∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A),

et on a l’égalité :
A

∫ t

0
T (s)xds = T (t)x − x, ∀t ≥ 0.

Preuve. Soient x ∈ X et h > 0 . Alors :

T (h) − I

h

∫ t

0
T (s)xds = 1

h

∫ t

0
T (s + h)xds − 1

h

∫ t

0
T (s)xds

= 1
h

∫ t+h

h
T (u)xdu − 1

h

∫ t

0
T (s)xds

= 1
h

∫ t+h

0
T (u)xdu − 1

h

∫ h

0
T (u)xdu − 1

h

∫ t

0
T (u)xdu

= 1
h

∫ t+h

t
T (u)xdu − 1

h

∫ h

0
T (u)xdu.

Par passage à la limite pour h → 0+ et compte tenu de la proposition précédente, nous
obtenons :

A
∫ t

0
T (s)xds = T (t)x − T (0)x = T (t)x − x, ∀t ≥ 0

et ∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A).

Théorème 1.7. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu sur X si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Proposition 1.13. Soient {T (t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 deux C0-semi-groupes sur X, dont les
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générateurs infinitésimaux sont notés A et B respectivement. Si A = B, alors

T (t) = S(t), ∀t ≥ 0.

Pour conclure cette section, nous donnons un diagramme qui représente la relation entre un
semi-groupe, son générateur infinitésimal et la résolvante du générateur infinitésimal.

Figure1. Diagramme : semi-groupe et son générateur.

On a aussi ces théorèmes essentiels en théorie des semi-groupes :

Théorème 1.8. (Théorème de Hille-Yosida ) Un opérateur linéaire A est le généra-
teur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction {T (t)}t≥0 si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(i) l’opérateur A est fermé et D(A) = X.

(ii) ρ(A) ⊃ {λ ∈ C/Reλ > ω}, où ρ(A) désigne l’ensemble résolvant de A et

‖(A − λI)−1‖L(X) ≤ 1
Reλ − ω

, pour Reλ > ω.

Une généralisation du théorème de Hille-Yosida est donnée dans le :

Théorème 1.9. (Théorème de Phillips-Miyadera-Feller)
Un opérateur linéaire A vérifie les deux conditions suivantes :
(i) A est fermé et ¯D(A) = X.
(ii) il existe deux nombres M ≥ 1 et ω ≥ 0, tels que l’ensemble résolvant de A,

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C/Reλ > ω} et ‖(A − λI)−n‖ ≤ M
(Reλ−ω)n pour Reλ > ω, n = 1, 2, ...
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si, et seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0, tels que

‖T (t)‖L(X) ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

Théorème 1.10. (Théorème de Lumer-Phillips)
Supposons que A est un opérateur linéaire à domaine dense dans un espace de Banach X

avec D(A) et R(A) dans X. Si l’opérateur A est dissipatif et il existe un λ0 > 0 tel que
R(λ0I − A) = X, alors A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction
{T (t)}t≥0.

1.4.3 Semi-groupes particuliers

Semi-groupes différentiable

Définition 1.24.
• Un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 sur un espace de Banach X est dit différentiable pour t > t0,
si pour tout x ∈ X , l’application t 7−→ T (t)x est différentiable pour t > t0.
• {T (t)}t≥0 est dit différentiable, s’il est différentiable pour t > 0.

Proposition 1.14. Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe différentiable pour t > t0 et de géné-
rateur infinitésimal A. Alors :
(i) Pour tout n ∈ N∗ et tout t > nt0, T (t) : X −→ D(An) et T (n)(t) = AnT (t) est un
opérateur linéaire borné.
(ii) Pour tout n ∈ N∗ et tout t > nt0, l’application t 7−→ T (n−1)(t) est continue pour la
topologie uniforme des opérateurs.

Preuve 1.6. (voir Pazy [18], p. 52).

Semi-groupe analytique

Dans cette section nous étudions la possibilité d’étendre le domaine du paramétre t des
semi-groupes {T (t)}t≥0 à des régions du plan complexe contenant l’intervalle [0, ∞[ , appelées
angles autour de la demi-droite réelle positive, notées :

4 = {z ∈ C : θ1 < arg z < θ2, θ1 < 0 < θ2}.
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Figure 2 : Secteur autour la demi-droite réelle positive.

Définition 1.25. Soit 4 un secteur dans C. On appelle semi-groupe analytique la famille
d’opérateurs linéaires bornés {T (z), z ∈ Ω} satisfaisant les conditions suivantes :

1. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) pour tous z1z2 ∈ 4.

2. T (0) = I, où I désigne l’opérateur identité.

3. Pour chaque x ∈ X, limz→0 T (z)x = x où z ∈ 4.

4. La fonction z 7→ T (z) est analytique dans 4.

On rappelle aussi le théoréme très important :

Théorème 1.11. Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Sup-
posons que 0 ∈ ρ(A), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. {T (t)}t≥0 peut s’étendre à un semi-groupe analytique dans un secteur

∆ = {z ∈ C = | arg z| < δ}

et ‖T (t)‖ est uniformément bornée sur chaque sous-secteur fermé ∆̄δ′ de ∆δ tel que

∆̄δ′ = {z ∈ C, | arg z| ≤ δ′ < δ}.

2. Il existe une constante C ≥ 0, telle que pour chaque σ > 0, τ 6= 0

‖(A − (σ + iσ))−1‖ ≤ C

|τ |
.
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3. Il existe 0 < δ < π
2 et M > 0, tels que

ρ(A) ⊃ Σ = {λ ∈ C/| arg λ| <
π

2
+ δ} ∪ {0},

et
‖(A − λ)−1‖L (X) ≤ M

|λ|
,

pour λ ∈ Σ, λ 6= 0 .

4. {T (t)}t≥0 est diffiérentiable pour t > 0 et il existe une constante C ≥ 0, telle que

‖AT (t)‖L (X) ≤ C

t
, ∀t > 0.

Preuve 1.7. (voir Pazy [18], p. 60-61).

Théorème 1.12. Soit A le générateur inffinitésimal d’un semi-groupe analytique. Si B est
un opérateur linéaire borné, alors l’opérateur linéaire A + B est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique.

Preuve 1.8. (voir Pazy [18], p. 81 ).

Dans notre travail une autre notion sera utilisée, c’est celle des :

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires

Soit X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé à domaine dense,
vérifiant l’hypothése (H) suivante :

(H)


(i) ρ(A) ⊃ Σ = {λ ∈ C /0 < ω < | arg λ| ≤ π} ∪ U, U est un voisinage de 0,

(ii) ‖(A − λI)−1‖L(X) ≤ M

1 + |λ|
, pour λ ∈ Σ.

Notons que si 0 < ω < π/2, alors l’opérateur −A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique.
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1.5.1 Puissances fractionnaires négatives d’opérateurs linéaires

Définition 1.26. Soit A un opérateur linéaire vérifiant l’hypothése (H) : Pour α > 0, on
définit les puissances fractionnaires négatives de lópérateur linéaire A par

A−α = 1
2πi

∫
γα

λ−α(A − λI)−1dλ,

où γα est la courbe contenue dans ρ(A) et allant de ∞e−iθ à ∞eiθ avec ω < θ < π, en évitant
l’axe des réels négatifs et l’origine de telle facon à ce que λ−α soit positif.
Si α = n ∈ N, alors d’après le Théoréme des résidus ,

A−n = 1
2πi

∫
γ′

α

λ−n(A − λI)−1dλ,

où γ′
α est une courbe fermée entourant l’origine.

Si 0 < α < 1, alors
A−α = sin πα

π

∫ ∞

0
λ−α(A − λI)−1dλ.

1.5.2 Puissances fractionnaires positives d’opérateus linéaires

Définition 1.27. Soit A un opérateur linéaire vérifiant l’hypothése (H) avec ω < π
2 . Alors

pour chaque α ≥ 0 , on définit les puissances fractionnaires positives de l’opérateur A, par

Aα =

(A−α)−1 pour α > 0,

I pour α = 0.

Voici quelques propriétés de ces opérateurs :

Théorème 1.13. Soit Aα l’opérateur linéaire défini précédemment, alors :
(i)Aα est un opérateur linéaire fermé à domaine dense ( ¯D(Aα) = X).
(ii) Si 0 < α < β, alors D(Aβ) ⊂ D(Aα).
(iii) Aα+β = AαAβ = AβAα, pour tout α > 0 et β > 0.

Preuve 1.9. (Voir Tanabe [23], p. 35).
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1.6 Théorèmes du point fixe fondamentaux

Ici, nous présentons les théorèmes classiques du point fixe, les plus connus : le théorème
de Banach, le théorème de Brouwer et le théorème de Schauder. Ces théorèmes sont très
importants pour montrer l’existence des solutions numériques pour les équations intégro-
différentielles non linéaires.

1.6.1 Le théorème du Banach

Le théorème du Banach donne l’existence et l’unicité d’un point fixe pour une contraction
sur un espace métrique complet.

Définition 1.28. (Opérateur contractant) Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace
de Banach E. On dit que A est un opérateur contractant s’il existe une constante positive
0 < k < 1, telle que

‖Au1 − Au2‖ ≤ k‖u1 − u2‖ (1.1)

pour tous u1, u2 ∈ E.

Théorème 1.14. (Banach,1922)
Soit A un opérateur contractant défini dans un espace métrique complet E à valeurs dans
E. Alors l’équation

Au=u (1.2)

admet une solution unique dans E. Une telle solution est dite point fixe de l’opérateur A.

Preuve. ( Voir [9]) Montrons d’abord l’unicité du point fixe.
Raisonnons par l’absurde et supposant qu’il existe deux points fixes u et v telles que Au = u

et Av = v, alors ‖u − v‖ = ‖Au − Av‖ ≤ k‖u − v‖ et (1 − k)‖u − v‖ ≤ 0. D’où ‖u − v‖ = 0
, ce qui implique u = v.
Pour montrer l’existence, nous allons construire un processus itératif. Soit la donnée d’un
élément initial u0 et d’une suite récurrente (un)n≥0 définie par

un+1 = Aun, n = 0, 1, 2, ....
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On doit montrer d’abord que cette suite est de Cauchy et que sa limite est une solution de
l’équation (1.2). L’existence de la limite découle du fait que dans un espace de Banach toute
suite de Cauchy est convergente. Notons que

‖un+1 − un‖ = ‖Aun − Aun−1‖ ≤ k‖un − un−1‖.

D’où
‖un+1 − un‖ ≤ k‖un − un−1‖ ≤ k2‖un−1 − un−2‖ ≤ ... ≤ kn‖u1 − u0‖.

En général, si n > m

‖un − um‖ = ‖(un − un−1) + (un−1 − un−2) + ... + (um+1 − um)‖

≤ ‖(un − un−1‖ + ‖un−1 − un−2‖ + ... + ‖um+1 − um‖

≤ (kn−1 + kn−2 + ... + km)‖u1 − u0‖

≤ (km + km+1 + ...)‖u1 − u0‖ = km

1 − k
‖u1 − u0‖.

Donc
lim

n,m→+∞
‖un − um‖ = 0.

Par conséquent, la suite (un) est de Cauchy, notons sa limite par u. Il reste à montrer que
u est une solution de l’équation (1.2). Comme l’opérateur A est continu, nous avons

Au = A( lim
n→+∞

un) = lim
n→+∞

Aun = lim
n→+∞

un = u.

1.6.2 Le théorème de Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer donne l’existence d’un point fixe (mais pas nécessaire-
ment l’unicité) pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension
finie.

Théorème 1.15. (Brouwer, 1910))
Toute application continue T de la boule unité fermée Bn ⊆ R dans lui même admet au
moins un point fixe.

Preuve 1.10. (Voir[10])
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1.6.3 Le théorème de Schauder

Le Théorème du point fixe de Schauder prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour
montrer l’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans
un espace de Banach de dimension infinie.

Théorème 1.16. (Schauder)
Soient X un espace de Banach et E ⊆ X un ensemble non vide, convexe et compact. Alors
toute application continue T : E → E possède au moins un point fixe.

Preuve 1.11. (Voir [10]).
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CHAPITRE

2

GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS
INTÉGRALES ET LES ÉQUATIONS

INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES

Introduction
Ce chapitre est constitué de deux parties principales. Dans la première partie, nous

allons présenter une notion très importante qui est celle des équations intégrales et leurs
différentes propriétés. La seconde partie concerne une autre notion d’une grande importance,
il s’agit des équations intégro-différentielles et leurs propriétés variées.

2.1 Équations intégrales

Définition 2.1. (Équation intégrale) Soit E est un ensemble fermé, borné et mesurable,
d’un espace euclidien. et X un espace de fonctions définies de E dans K (R où C), λ ∈ R
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Équations intégrales

On appelle équation intégrale une équation qui s’écrit sous la forme :

φ ∈ X; ∀x ∈ E; λ φ(x) =
∫

E
K(x, y, φ(y))dy + g(x) (2.1)

où φ est une fonction inconnue, g est une fonction donnée et K désigne le noyau. On note :

K(x, y, φ(y)) = K(x, y).φ(y).

2.1.1 Classification des équations intégrales

Il existe des différents types d’équations intégrales qu’on peut classer par leurs caractéristiques
en cinq types suivants :

1/Le domaine d’intégration : Les équations intégrales dans lesquelles le domaine d’inté-
gration varie avec la variable indépendante dans l’équation sont dites de type Volterra

λ(x)φ(x) = g(x) +
∫ x

a
K(x, t, φ(t))dt,

ceux dont le domaine d’intégration est fixé sont dites de type Fredholm

λ(x)φ(x) = g(x) +
∫ b

a
K(x, t, φ(x))dt.

2/De première (deuxième) espèce : Si ∀ x ∈ U, λ(x) = 0, alors l’équation intégrale est
de premiere espèce.
▷ On a les équations de Fredholm et Volterra de premiere espèce suivantes :

g(x) =
∫ b

a
K(x, t, φ(x))dt, a ≤ x ≤ b

et
g(x) =

∫ x

a
K(x, t, φ(x))dt, a ≤ x ≤ b.

▷ Les équations de Fredholm et de Volterra de seconde espèce :

λφ(x) −
∫ b

a
K(x, t, φ(x))dt = g(x), a ≤ x ≤ b, λ 6= 0,

et
λφ(x) −

∫ x

a
K(x, t, φ(x))dt = g(x), a ≤ x ≤ b, λ 6= 0.
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Équations intégrales

3/Linéarité : L’équation peut être classée comme étant une équation intégrale linéaire ou
bien une équation intégrale non linéaire, si le noyau K est linéaire par rapport à la
troisième variable, i.e :

K(x, s, φ(x)) = K0(x, s)φ(x).

Sinon, elle est dite non linéaire.
▷ une équation intégrale de Fredholm non linéaire de deuxième espèce :

λφ(x) −
∫ b

a
K(x, t, φ(x))dt = g(x), a ≤ x ≤ b, λ 6= 0.

4/ Homogène (non homogène) Une équation intégrale est homogène, si :

∀x ∈ U, g(x) = 0 sur [a, b].

Sinon, elle est dite non homogènes.
Exemple L’équation intégrale

φ(x) −
∫ 1

0
K(x, t)φ(t)dt = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

est linéaire homogène de Fredholm de deuxième espèce.
▷ Léquation intégrale

∫ x

−1
K(x, t)φ(t)dt = g(x), a ≤ x ≤ b,

est linéaire non homogène de Volterra de première espèce.

5/Singulière par rapport à xi : L’adjectif singulière est employé d’une part, quand l’in-
tégration est impropre, dautre part si l’une des bornes d’intégration ou les deux sont
infinies ou si le noyau K ou l’ensemble V , sont non bornés dans la direction xi,
évidement, une équation intégrale peut être singulière dans les deux sens.
▷ Exemple d’une équation intégrale singulière de Cauchy de la forme :

λu(x) + b

π

∫ 1

−1

u(t)
t − x

dt +
∫ 1

−1
K(x, t) u(x)dt = g(x).

où λ et b sont deux constantes réelles,K et g sont deux fonctions connues.
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Équations intégrales

Un autre exemple d’équation intégrale singulière est l’équation de la forme :

φ(x) −
∫ x

0

φ(t)
(x − t)α

dt = f(x), 0 < α < 1, 0 ≤ x ≤ 1,

qui est une équation intégrale de Volterra faiblement singulière de deuxième espèce.
On peut aussi considérer l’équation intégrale d’Abel de deuxième espèce qui a la forme
suivante :

u(x) −
∫ b

a

u(t)√
(x − t)

dt = f(x), a ≤ x ≤ b.

2.1.2 Relation entre les équations différentielles ordinaires et les
équations intégrales

Il existe a une relation fondamentale entre les équations intégrales et les équations différen-
tielles ordinaires (EDO). Soit l’équation différentielle de la forme :

a
dnu

dxn
+ a1(x)dn−1u

dxn−1 + · · · + an(x)u = G(x), (2.2)

telle que les fonctions a1, a2, ..., an sont définies et continues sur l’intervalle [a, b],

u(a) = ℓ0, u′(a) = ℓ1, . . . , u(n−1)(a) = ℓn−1.

L’équation (2.2) peut étre réduite à une équation intégrale de Volterra du second espèce

φ(x) +
∫ x

a
K(x, t)φ(t)dt = g(x).

Pour obtenir cette équation intégrale, on utilise la transformation

dnu

dxn
= φ(x).

D’où, par intégration de a à x, il résulte

dn−1u

dxn−1 =
∫ x

a
φ(t)dt + ℓn−1.

Les intégrales successives sont

dn−2u

dxn−2 =
∫ x

a

∫ x2

a
φ(x1)dx1dx2 + ℓn−1(x − a) + ℓn−2,
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dn−3u

dxn−3 =
∫ x

a

∫ x3

a

∫ x2

a
φ(x1)dx1dx2dx3 + ℓn−1

(x − a)2

2!
+ ℓn−3(x − a) + ℓn−3,

et en procédant de la même manière, on obtient
∫ x

a

∫ xn

a

∫ xn−1

a
. . .

∫ x2

a
φ(x1)dx1 . . . dxn = 1

(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1φ(t)dt.

On peut écrire léquation différentielle comme suit :

φ(x) +
∫ x

a
K(x, t)φ(t)dt = g(x),

où
K(x, t) =

n∑
k=1

ak(x)(x − t)k−1

(k − 1)!

et

g(x) = G(x)−ℓn−1a1(x)−[(x−a)ℓn−1+ℓn−2]a2(x)−. . .−[ℓn−1
(x − a)n−1

(n − 1)!
+. . .+ℓ1(x−a)+ℓ0]an(x).

Lemme 2.1. Pour toute fonction φ, on a

∫ x
a

∫ s
a φ(t)dtds =

∫ x
a (x − t)φ(t)dt. (2.3)

Preuve. Soit f(s) =
∫ s

a φ(t)dt, alors
∫ x

a

∫ s

a
φ(t)dtdt =

∫ x

a
f(s)ds =

∫ x

a
1.f(s)ds

= [s f(s)]xa −
∫ x

a
s.f ′(s)ds, (intgration par parties)

= xf(x) − af(a) −
∫ x

a
sφ(s)ds

= x
∫ x

a
φ(t)dt − 0 −

∫ x

a
tφ(t)dt =

∫ x

a
(x − t)φ(t)dt.

Exemple 2.1. : Soit l’équation différentielle

u′′ + xu′ + u = 0,

avec les conditions initiales
u(0) = 1, u′(0) = 0.
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posons
u′′ = φ(x),

alors
u′ =

∫ x

0
φ(t)dt + u′(0), donc u =

∫ x

0
(x − t)φ(t)dt + 1.

En remplaçant dans l’équation différentielle donnée, il vient

φ(x) +
∫ x

0
xφ(t)dt +

∫ x

0
(x − t)φ(t)dt + 1 = 0

donc
φ(x) = −1 −

∫ x

0
(2x − t)φ(t)dt.

Exemple 2.2. : L’équation intégrale linéaire de Volterra

u(x) = x3 − 1
2

sin(x) +
∫ x

0
(x2 − t)u(t)dt

est équivalente, après les transformations suivantes :

du

dx
(x) = 3x2 − 1

2
cos(x) + (x2 − x)u(x) + 2x

∫ x

0
u(t)dt,

d2u

dx
(x) = 6x + 1

2
sin(x) + (4x − 1)u(x) + (x2 − x)du

dx
(x) + 2

∫ x

0
u(t)dt,

d3u

dx
(x) = 6 + 1

2
cos(x) + 4u(x) + (4x − 1)du

dx
(x) + (x2 − x)d2u

dx
(x) + (2x − 1)du

dx
(x) + 2u(x).

à l’équation différentielle linéaire d’ordre 3 au point c = 0 avec les conditions initiales

d3u

dx
(x) − (x2 − x)d2u

dx
(x) − (6x − 2)du

dx
(x) − 6u(x) = 6 + 1

2
cos(x).

u(0) = 0,
du

dx
(0) = −1

2
,
d2u

dx
(0) = 0.

2.1.3 Exemples sur les équations intégrales

• Transformée de Fourier et son inverse Pour tout t ∈] − ∞, +∞[, on a
1√
2π

∫ +∞
−∞ eitxu(t)dt = u(x),

1√
2π

∫ +∞
−∞ e−itxg(t)dt = g(x).
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▷ Ce sont des équations intégrales linéaires singulières de première espèce.
• Équations d’Abel ∫ x

0

K(x, t)u(t)
(tp − sp)α

dt = g(x),

avec p > 0, 0 < α < 1 et K une fonction régulière.
▷ Cette équation est de type Volterra linéaire non homogéne singulière de première espèce.
• Équations de Volterra linéaires Pour tout x ∈ [a, b],

∫ x
a K(x, t)u(t)dt = g(x), (de première espèce),

u(x) =
∫ x

a K(x, t)u(t)dt + g(x), (du deuxième espèce).

• Équations de Fredholm linéaires Pour tout x ∈ [a, b],
∫ b

a K(x, t)u(t)dt = g(x), (de première espèce),

u(x) = λ
∫ b

a K(x, t)u(t)dt + g(x), (du deuxième espèce).

• Équation Wiener-Hopf, (linéaire, de deuxième espèce, non homogène, singu-
lière)

λu(x) = g(x) +
∫ ∞

0
K(x − t)u(t)dt, x ∈ [0, ∞[.

2.1.4 Méthodes de résolution des équations intégrales (E.I)

Méthodes directes

On considère le problème de Cauchy de second ordre suivant :

(PV 1)


u′′(x) = f(x, u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u0, u′(1) = u′
0,

l’intégration des deux cotés de l’équation différentielle de 0 a x, donne

u′(x) = u′
0 +

∫ x

0
f(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.
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En intégrant une seconde fois

u(x) = u′
0 + u′

0x +
∫ x

0

∫ s

0
f(t, u(t))dtds.

En utilisant la relation (2.3) , on obtient

u(x) = u0 + u′
0x +

∫ x

0
(x − t)f(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1,

c’est une équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espèce.

Exemple 2.3. On considère le problème suivant :

(PV 2)


u′′(x) = f(x, u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u0, u′(1) = u1.

De la même manière, on intègre les deux cotés de 0 a x, on obtient

u′(x) = c +
∫ x

0
f(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

En intégrant de 0 à x, il vient

u(x) = u0 + cx +
∫ x

0 (x − t)f(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1. (2.4)

Pour déterminer la constante c, on prend x = 1 et on utilise la condition U(1) = U1, d’où

c = u1 − u0 −
∫ 1

0
(1 − t)f(t, u(t))dt.

Ainsi, l’équation (2.4) devient

u(x) = u0 + (u1 − u0)x +
∫ 1

0
(x − t)f(t, u(t))dt − x

∫ 1

0
(1 − t)f(t, u(t))dt

= u0 + (u1 − u0)x +
∫ 1

0
t(1 − x)f(t, u(t))dt −

∫ 1

0
x(1 − t)f(t, u(t))dt,

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

u(x) = u0 + (u1 − u0)x −
∫ 1

0
k(x, t)f(t, u(t))dt
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avec

k(x, t) =

t(1 − x), t ≤ x,

x(1 − t), t ≥ x.

Équations à noyau séparable

On considére l’équation intégrale de Fredholm de seconde espèce à noyau séparable de la
forme :

u(x) = g(x) + λ
∫ b

a
k(x, t)u(t)dt

= g(x) + λ
n∑

m=1
αm(x)

∫ b

a
βm(t)u(t)dt

telle que

k(x, t) =
n∑

i=1
αi(x)βi(t).

En posant
cm =

∫ b

a
βm(t)u(t)dt, m = 1, ..., n

on obtient

u(x) = g(x) + λ
n∑

m=1
cmαm(x) (2.5)

où les cm sont des constantes à déterminer. Pour ce faire, nous multiplions les deux cotés de
l’équation (2.5) par βi(x) puis intégrons de a à b, d’où

∫ b

a
βi(x)u(x)dx =

∫ b

a
βi(x)g(x)dx + λ

n∑
m=1

cm

∫ b

a
βi(x)αm(x)dx. (2.6)

En utilisant les notations suivantes
∫ b

a
βi(x)g(x)dx = gi,

∫ b

a
βi(x)αi(x)dx = aim,

l’équation (2.6) devient

ci − λ
n∑

m=1
aimcm = gi, i = 1, ..., n (2.7)
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qui est un système d’équations linéaires à n inconnues de la forme

(I − λA)c = g (2.8)

où I est la matrice identité d’ordre n, A est la matrice (aim). c et f sont des matrices
colonnes. Le déterminant D(λ) du système algébrique (2.7) est

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 − λa11 −λa12 ... −λa1n

−λa21 1 − λa22 ... −λa1n

.

.

.

−λan1 −λan2 ... 1 − λann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.9)

C’est un polynome de degré au plus n, il joue un role important dans l’existence de la solution
du système, et par conséquent de l’équation intégrale en question. Plus précisément, pour
toutes les valeurs de λ dont le déterminant D(λ) 6= 0 , le système algébrique (2.8) et donc
également l’équation intégrale correspondante admettent une solution unique. D’autre part,
pour les valeurs de λ dont D(λ) = 0, le systéme algébrique avec son équation intégrale, ou
bien ils n’admettent aucune solution ou bien ils ont un nombre infini de solutions.

Exemple 2.4. Résoudre l’équation intégrale suivante :

φ(x) = 1 + λ
∫ 1

0 φ(t)dt. (2.10)

Il est clair que la solution de cette équation sécrit sous la forme

φ(x) = 1 + λc, (2.11)

où

c =
∫ 1

0 φ(t)dt (2.12)

En intégrant les deux cotés de léquation (2.12)de 0 à 1, on obtient (1 − λ)c = 1. Donc, si
λ 6= 1, la solution de l’équation (2.11) est donnée par

φ(x) = 1
(1 − λ)

.
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Approximations successives

La méthode des approximation succesives, également appelés méthode de L’itération de picard
[19].
D’abord, il faut rappeler que la plus part des méthodes itératives sont fondées sur le même
principe, qui est la recherche d’un point fixe. Cependant, elles se différent dans la complexité
des algorithmes proposés qui devraient êtres réalisés de sorte qu’ils soient consistants avec
la difficulté rencontrée souvent lors du calcul des itérés. La méthode des approximations
successives consiste à calculer explicitement à chaque étape k, l’itéré φk a l’aide de la suite
itérative définie par :

φk+1 = g(x) + λ
∫

k(x, t)φk(t)dt,

l’utiliser dans l’étape k + 1 pour le calcul de l’itéré φk+1 .

Exemple 2.5. :
φ(x) = x −

∫ x

0
(x − t)φ(t)dt.

On choisit φ0(x) = 0, ceci donne φ1(x)= x et

φ2(x) =
∫ x

0
(x − t)φ1(t)dt

=
∫ x

0
(x − t)tdt

= x − [xt2

2
− t3

3
]x0

= x − x3

3!

et

φ3(x) =
∫ x

0
(x − t)φ2(t)dt

=
∫ x

0
(x − t)(t − t3

6
)dt

= x − x[t
2

2
− t4

24
]x0 + [t

3

3
− t5

30
]x0

= x − x(x2

2
− x4

24
) + (x3

3
− x5

30
)

= x − x3

3!
+ x5

5!
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En continuant ce processus, le n−ime itéré :

φn = x − x3

3!
+ x5

5!
− ... + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
.

2.2 Équations intégro-différentielles

Définition 2.2. Une équation intégro-différentielle (E.I.D.) est une équation composée de
deux opérations intégrales et différentielles qui impliquent la fonction inconnue .
▷La forme générale d’une équations intégro-différentielle non linéaire d’ordre n est :

φ(n)(x) = F (x, ϕ(x), λ
∫

Ω
K(x, t, ϕ(t))dt).

Avec
ϕ(x) = (φ(x), φ0(x), ..., φ(n−1)(x))

et les conditions initiales :

φ(α) = β0, φ0(α) = β1, ..., φ(n−1)(α) = βn−1.

Où

• φ, φ′, ..., φ(n−1) : sont des fonctions inconnues.

• K : est le noyau de léquation intégro-différentielle.

• F : est une fonction donnée.

• Ω : est un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien de dimension fini.

• λ : est un paramètre numérique.

La forme d’une équation intégro-différentielle linéaire (E.I.D) d’ordre n est

ux(φ) = λ
∫

T
K(x, t)Lt(φ) + g(x),

où

ux(φ) =
n∑

i=0
αi(x)φ(i)(x) et Lt(φ) =

m∑
i=0

βj(t)φ(j)(t).

αi(x), βj(x) et g(x) sont des fonctions données et 0 ≤ i ≤ n , 0≤ j ≤ m) .
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2.2.1 Classification des équations intégro-différentielles

La classification des équations intégro-différentielle (E.I.D) est basée sur leurs caractéris-
tiques, on a :

1-Types des équations intégro-différentielles : On distingue trois types de d’équation
intégro-différentielles :
a)Équation intégro-différentielle de Fredholm
L’équation intégro-différentielle est dite de Fredholm, si les limites de l’intégrations
sont fixées. Elle s’écrit sous la forme :

φ(n)(x) = g(x) + λ
∫ b

a
K(x, t)φ(t)dt. (2.13)

où φ(n) indique la nième dérivée de φ(x).

Exemple 2.6.
φ′(x) = 4 − 2

3
x +

∫ 1

0
2xφ(t)dt,

et
φ′′(x) + φ′(x) = x − sin x

2
−

∫ π/2

0
(3xt)φ(t)dt.

b)Équation intégro-différentielle de Volterra
L’équation intégro-différentielle est dite de Volterra, si Si l’une des bornes d’intégration
est variable. Elle s’écrit sous la forme :

φ(n)(x) = g(x) + λ
∫ x

0
K(x, t)φ(t)dt. (2.14)

où φ(n) indique la nième dérivée de φ(x)

Exemple 2.7.
u′(x) = exp x − x +

∫ x

0
2xu(t)dt,

ou
ϕ′′(x) + ϕ′(x) = 1 − cos2 x +

∫ x

0
tϕ(t)dt.

c)Équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm
Si les deux opérateurs de l’intégration de Fredholm et Volterra coinsident, lors l’équation
intégro-différentielle est dite de de Volterra- Fredholm. Elle prend l’une des deux formes
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suivantes :

φ(n)(x) = g(x) + λ1

∫ x

a
K(x, t, φ(t))dt + λ2

∫ b

a
K(x, t, φ(t))dt,

et

φ(n)(x) = g(x) + λ
∫ T

0

∫
Ω

G(x, t, y, z, φ(y, z))dydz, (x, t) ∈ Ω × [0, T ],

où f et G sont des fonctions analytiques sur Ω × [0, T ] et Ω est un sous-ensemble
fermé de Rn, n = 1, 2, 3.

Exemple 2.8.

ϕ′(t) = 2022x + x2 −
∫ x

0
(x − t)ϕ(t)dt +

∫ 1

0
tϕ(t)dt,

et
ϕ′(t, x) = 1 + t −

∫ t

0

∫ 1

0
(s − t)dtds.

2-Linéarité, homogénéité des équations intégro-différentielles : On a
• Linéarité d’une (E.I.D.) Si on prend K(x, t, u(t)) = k(x, t)u(t), alors
l’équation intégro-différentielle devient linéaire :

n∑
j=0

Aj(x)u(j)(x) = λ
∫

D
K(x, t)

m∑
i=0

Bi(t)u(i)(t)dt + g(x),

• l’équation suivante

u(n)(x) = F (x, ϕ(x), λ
∫

D K(x, t, ϕ(t))dt), (2.15)

avec
ϕ(x) = (u(x), u0(x), ..., u(n−1)(x)),

et les conditions initiales :

u(α) = β0, u0(α) = β1, ..., u(n−1)(α) = βn−1,

telles que βi, i = 0, ..., n − 1 sont des nombres donnés et u est la fonctions inconnue,
est une équation intégro-différentielle non linéaire.
• Homogènéité des équations intégro-différentielles : Si g(x) dans l’équa-
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tion intégro-différentielle de Volterra ou de Fredholmou de Volterra-Fredholm
de deuxième espèce est nulle, alors l’équaton intégro-différentielle est dite homogène,

n∑
j=0

Aj(x)u(j)(x) = λ
∫

D
K(x, t)

m∑
i=0

Bi(t)u(i)(t)dt,

sinon, elle est dite non homogène.

n∑
j=0

Aj(x)u(j)(x) = λ
∫

D
K(x, t)

m∑
i=0

Bi(t)u(i)(t)dt + g(x),

3-Espèce d’une équation intégro-différentielle : Une équation intégro-différentielle
est dite de première espèce si la partie différentielle est nulle :

g(x) = λ
∫

D
K(x, t)

m∑
i=0

Bi(t)u(i)(t)dt,

sinon elle est dite de deuxième espèce.

n∑
j=0

Aj(x)u(j)(x) = λ
∫

D
K(x, t)

m∑
i=0

Bi(t)u(i)(t)dt + g(x).

4-Singularité des équations intégro-différentielles : Une équation intégro-différentielle
est dite singulière dans l’un des cas suivants :

• L’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.

• Le noyau est non borné sur l’intervalle d’intégration.

5-Type du Noyau : On distingue plusieurs types de noyaux :

• Noyau symétrique (Hermitien) Un noyau K(x, t) est dit Hermitien, s’il est
de la forme :

K(x, t) = K(t, x),

Dans le cas réel, ce noyau est dit symétrique si

K(x, t) = K(t, x).

• Noyau dégénéré (séparable) Un noyau K(x, t) est dit dégénéré, s’il est de la
forme :

K(x, t) =
n∑

i=1
gi(x) hi(t),
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où les fonctions gi et hi sont supposées continues et linéairement indépendantes
dans le carré a ≤ x, t ≤ b .

• Noyau de Cauchy Un noyau K(x, t) est dit noyau de Cauchy s’il est de la
forme

K(x, t) = H(x, t)
x − t

, a ≤ x, t ≤ b,

où H(x, t) est une fonction différentiable avec H(x, t) 6= 0 . Une équation intégro-
différentielle définie avec ce noyau est appelée équation intégro-différentielle sin-
gulière avec noyau de Cauchy.

• Noyau d’Abel Un noyau K(x, t) est dit noyau d’Abel sil est de la forme

K(x, t) = H(x, t)
|x − t|α

, 0 < α < 1, α ≤ x, t ≤ b,

où α est donnée et H(x, t) est une fonction bornée avec H(x, t) 6= 0. Une équation
intégro-différentielle définie avec ce noyau est dite équation intégro-différentielle
faiblement singulière.

• Noyau de convolution Un noyau K(x, t) est dit noyau de convolution, s’il est
de la forme K(x, t) = K(x − t).

Remarque 2.1.
L’ordre d’une équation intégro-différentielle est l’ordre de la plus haute dérivée qui apparait
dans l’opérateur différentiel.

Remarque 2.2.
On doit noter qu’une équation de Fredholm peut être réduite en une équation de Volterra, il
suffit de prendre le noyau K(x, t) = 0, pour x < t.

Remarque 2.3.
• Si la fonction inconnue dépend d’une seule variable indépendante, l’équation intégro-
différentielle est dite ordinaire.
• Si la fonction inconnue dépend de deux ou plusieurs variables indépendantes, l’équation
intégro-différentielle est dite partielle.
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2.2.2 Conversion d’une équation intégro-différentielle de Volterra
en une équation intégrale de Volterra

Dans cette partie nous allons convertir léquation intégro-différentielle de Volterra en une
équation intégrale de Volterra équivalente, à condition, que le noyau soit un noyau de diffé-
rence défini par k(x, t) = k(x − t), Nous illustrons trois formules :

∫ x

0

∫ x

0
u(t)dt =

∫ x

0
(x − t)u(t)dt

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0
u(t)dt = 1

2!

∫ x

0
(x − t)2u(t)dt

∫ x

0
...

∫ x

0
u(t)dt = 1

(n − 1)!

∫ x

0
(x − t)n−1u(t)dt

Pour donner un apercu claire de cette méthode, nous donnons l’exemple suivant :

Exemple 2.9. (Résoudre l’équation intégro-différentielle de Volterra suivante)

u′(x) = 2 − x2

3
+ 1

3

∫ x

0
u(t)dt,

avec la condition initiale
u(0) = 0.

On a
u(x) = 2x − x3

9
+ 1

3

∫ s

0

∫ x

0
u(t)dt,

u(x) = 2x − x3

9
+ 1

3

∫ x

0
(x − t)u(t)dt.

2.2.3 Conversion d’un probléme aux valeurs initiales en une équa-
tion intégro-différentielle de type de Volterra

On considère le problème aux valeurs initiales du second ordre de la forme (Voir [14]) :

U ′′(x) + p(x)U ′(x) + q(x)U(x) = f(x). (2.16)

avec les conditions initiales

U(0) = α, U ′(0) = β, (2.17)
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où α et β sont des constantes. Les fonctions p et q sont des fonctions analytiques et f est
continue. On pose

U ′′(x) = y(x), (2.18)

où y(x) est une fonction continue sur le domaine de discussion. Une première intégration de
0 à x donne

U ′(x) − U ′(0) =
∫ x

0
y(t)dt,

donc

U ′(x) =
∫ x

0 y(t)dt + β. (2.19)

Par une seconde intégration de 0 à x, on obtient

U(x) − U(0) =
∫ x

0

∫ x1

0
y(t)dtdx1 + βx.

U(x) =
∫ x

0
(x − t)y(t)dt + βx + α. (2.20)

En substituant (2.18), (2.19) et (2.20) dans léquation (2.16), on obtient

y(x) + p(x)[
∫ x

0
y(t)dt + β] + q(x)[

∫ x

0
(x − t)y(t)dtdx1 + βx + α] = f(x).

Cette équation peut s’écrire sous la forme d’une équation intégrale de Volterra.

y(x) = g(x) −
∫ x

0 K(x, t)y(t)dt, (2.21)

où
K(x, t) = p(x) + q(x)(x − t)

et
g(x) = f(x) − [βq(x)x + α + q(x)βp(x)]
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En différenciant léquation intégrale de Volterra (2.21), on obtient une équation intégro-
différentielle de Volterra de la formeu′(x) + K(x, x)u(x) = g′(x) −

∫ x
0

∂K(x,t)
∂x

u(t)dt,

u(0) = g(0).
(2.22)

Remarque 2.4. Il est possible aussi de convertir un problem aux limites en une équation
intégro-différentielle de Fredholm. Il suffit de suivre la même méthode précédente et de mettre
les conditions aux limites à la place des conditions initiales.

2.2.4 Méthodes de résolution des équations intégro-différentielles
(E.I.D)

La résolution analytique des équations intégro-difféerentielles est difficile. Ceci a motivé ces
dernières années, l’apparition de plusieurs méthodes numériques pour les résoudre. On cite,
par exemple : la méthode des Polynômes de Legendre [22], la méthode d’interpolation de
Lagrange [23],...etc.
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CHAPITRE

3

ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS
INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES

ABSTRAITES

Introduction
Ce chapitre est consacré à l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abs-

traites. On entend, ici, par équations intégro-différentielles abstraites (en abrégé EIDA), des
équations intégro-différentielles à coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés)
dans un espace de Banach.
L’objectif de ce chapitre est de présenter une synthèse des résultats obtenus dans l’article de
D. Bahuguna [1], intitulé :

"Integrodifferential equations with analytic semigroups."

Par une approche basée sur la théorie des semi-groupes analytiques et les puissances frac-
tionnaires d’opérateurs linéaires. Plus précisément, on se propose d’étudier, dans un espace
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de Banach X, l’équation intégro-différentielle suivante :
du(t)

dt
+ Au(t) = f(t, u(t)) + K(u)(t), t > t0,

u(t0) = u0.
(3.1)

Où

K(u)(t) =
∫ t

t0
a(t − s)g(s, u(s))ds. (3.2)

Nous supposons que l’opérateur −A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analy-
tique {S(t)}t≥0 dans l’espace X et que ‖S(t)‖ ≤ M, pour t ≥ 0. et 0 ∈ ρ(−A). où ρ(−A)
désigne l’ensemble résolvant de −A.
Soit J l’intervalle fermé de [t0, T ), t0 < T ≤ ∞.
Les hypothèses fondamentales de ce travail sont :
Hypothèse F : Soit U un ensemble ouvert de [0, ∞) × Xa. Pour chaque (t, x) ∈ U , il existe
un ensemble V ⊂ U voisinage de(t, x), et deux constantes L > 0, 0 < θ < 1 tels que

‖f(s1, u) − f(s2, v)‖ ≤ L[|s1 − s2|θ + ‖u − v‖α], (3.3)

pour tous (s1, u), (s2, v) ∈ V. Ici Xα, pour 0 ≤ α ≤ 1, désigne l’espace de Banach D(Aα)
muni de la norme ‖u‖α = ‖Aαu‖.

Hypothèse F0 : Soit U un ensemble ouvert de [0, ∞) × Xa. Pour chaque (t, x) ∈ U , il
existe un ensemble V ⊂ U voisinage de (t, x) et une constante L0 tels que

‖f(s, u) − f(s, v)‖ ≤ L0‖u − v‖α. (3.4)

pour tous (s, u), (s, v) ∈ V.

Les solutions étudiées dans ce chapitre, sont définies par :

Définition 3.1. Une solution intégrale (mild en anglais) de (3.1) sur J , est une fonction
continue u définie de J → X satisfaisant l’équation intégrale suivante

u(t) = S(t − t0)u0 +
∫ t

t0
[f(s, u(s)) + K(u)(s)ds]ds, t ∈ J.

Définition 3.2. On dit que (3.1) admet une solution intégrale (mild) locale, s’il existe un
T0, 0 < T0 < T et une fonction continue u définie de J0 = [t0, T0] → X telle que u soit une
solution intégrale (mild) de (3.1) sur J0.
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Définition 3.3. Une solution classique de (3.1) sur J , est une fonction u ∈ C(J, X) ∩
C1(J/{t0}, X) vérifiant (3.1)sur J .

Définition 3.4. Une solution classique locale de (3.1) sur J est une fonction vérifiant : il
existe un T0, t0 < T0 < T , et une fonction u définie de J0 = [t0, T0] → X telle que u soit une
solution classique de (3.1) sur J0.

3.1 Existence locale des solutions

3.1.1 Existence et unicité d’une solution intégrale (mild) locale

Comme indiqué précédemment, on peut supposer sans perte de généralité que le semi-
groupe analytique engendré par −A est borné et que −A est inversible. De plus, nous sup-
posons que 0 < T < ∞ pour établir l’existence locale de la solution. Avec ces simplifications
on a le résultat essentiel suivant.

Théorème 3.1. Supposons que l’opérateur−A engendre le semi-groupe analytique {S(t)}t≥0

avec ‖S(t)‖ ≤ M, t ≥ 0 et que 0 ∈ ρ(A). Si les fonctions f et g vérifient l’hypothèse F0 et
que la fonction à valeurs réelles a est intégrable sur J , alors le problème (3.1) a une unique
solution local intérgrale (Mild) pour tout u0 ∈ Xα.

Preuve. On fixe un point (t0, u0) dans l’ouvert U de [0, ∞) × Xα et on choisit t′
1 > t0 et

δ > 0 tel que (3.4) avec une constante L0 > 0 pour les fonctions f et g sur l’ensemble

V = {(t, x) ∈ U ; t0 ≤ t ≤ t′
1, ‖x − u0‖α ≤ δ}. (3.5)

On a B1 = supt0≤t≤t′
1
‖f(t, u0)‖ et B2 = supt0≤t≤t′

1
‖g(t, u0)‖.

Choisissons t1 > t0 tel que

‖S(t − t0) − I‖‖Aαu0‖ ≤ 1
2

δ, pour t0 ≤ t ≤ t1 (3.6)

et

t1 − t0 < min{t′
1 − t0, [δ

2
C−1

α (1 − α){(L0δ + B1) + aT (L0δ + B2)}−1]
1

1−α } (3.7)

où Cα est une constante positive dépendant de α satisfaisant

‖AαS(t)‖ ≤ Cαt−α, pour t > t0 (3.8)
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et

aT =
∫ T

0
|a(s)ds|. (3.9)

Soit Y = C([t0, t1]; X) muni de la norme ‖y‖Y = supt0≤t≤t1 ‖y(t)‖. Alors Y est un espace de
Banach. On définit une application sur Y par Fy = ỹ où ỹ est donnée par

ỹ(t) = S(t − t0)Aαu0 +
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, A−αy(s)) +

∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, A−αy(τ))dτ ]ds.

Maintenant, pour tout y ∈ Y, Fy(t0) = Aαu0 et pour t0 ≤ s ≤ t ≤ t1, on a

Fy(t) − Fy(s) = S(t − t0)Aαu0 +
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, A−αy(s))

+
∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, Aαy(τ))dτ ]ds

− S(t − t0)Aαu0 −
∫ s

t0
AαS(s − τ)[f(τ, A−αy(τ))

+
∫ τ

t0
a(τ − η)g(η, A−αy(η))dη]dτ.

Donc

Fy(t) − Fy(s) = [S(t − t0) − S(s − t0)]Aαu0

+
∫ s

t0
AαS(t − τ)[f(τ, A−αy(τ)) +

∫ τ

t0
a(τ − η)g(η, A−αy(η))dη]dτ

+
∫ t

s
AαS(t − τ)[f(τ, A−αy(τ)) +

∫ τ

s
a(τ − η)g(η, A−αy(η))dη]dτ

−
∫ s

t0
AαS(s − τ)[f(τ, A−αy(τ)) +

∫ τ

t0
a(τ − η)g(η, A−αy(η))dη]dτ.

Alors

Fy(t) − Fy(s) = [S(t − t0) − S(s − t0)]Aαu0

+
∫ t

s
AαS(t − τ)[f(τ, A−αy(s))

+
∫ τ

t0
a(τ − η)g(η, A−αy(η)dη)]dτ

+
∫ s

t0
Aα[S(t − τ) − S(s − τ)][f(τ, A−αy(τ))

+
∫ τ

t0
a(τ − η)g(η, A−αy(η))dη]dτ.

Il découle de l’hypothèse F0 sur les fonctions f et g, de (3.8) et (3.9) que F : Y → Y .
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Existence et unicité d’une solution Mild locale

Soit S l’ensemble fermé et borné non vide défini par :

S = {y ∈ Y : y(t0) = Aαu0, ‖y(t) − Aαu0‖ ≤ δ}. (3.10)

Alors pour y ∈ S, on a

‖Fy(t) − Aαu0‖ = ‖S(t − t0)Aαu0 +
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, A−αy(s))

+
∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, A−αy(τ))dτ ]ds

− Aα(uo +
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, u0) +

∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, u0)dτ ]ds)

+
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, u0) +

∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, u0)dτ ]ds‖.

Donc

‖Fy(t) − Aαu0‖ ≤ ‖(S(t − t0) − I)Aαu0‖

+
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖‖[f(s, A−αy(s)) − f(s, u0)‖ds

+
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖[

∫ s

t0
|a(s − τ)|‖g(τ, A−αy(τ)) − g(s, u0)‖dτ ]ds

+
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖‖f(s, u0)‖ds

+
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖

∫ s

t0
|a(s − τ)|‖g(τ, u0)‖dτ ]ds

De l’inégalité (3.8), on a

∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖ds ≤ Cα

∫ t

t0
(t − s)−αds

≤ Cα

(
− (t − s)1−α

1 − α

)∣∣∣t
t0

≤ Cα(1 − α)−1(t − t0)1−α

(3.11)

En utilisant les deux dernières inégalités (3.6) et (3.9), tel que :

‖Fy(t) − Aαu0‖ ≤ 1
2

δ + Cα(1 − α)−1

[(L0‖A−αy(s) − u0‖ + B1) + aT (L0‖A−αy(τ) − u0‖ + B2)](t − t0)1−α

≤ 1
2

δ + Cα(1 − α)−1[(L0δ + B1) + aT (L0δ + B2)](t1 − t0)1−α.

(3.12)

58



Existence et unicité d’une solution Mild locale

De (3.7), il vient

‖Fy(t) − Aαu0‖ ≤ δ. (3.13)

Ainsi, on obtient F : S → S. Montrons maintenant que F est une contraction stricte de S

qui assurera l’existence d’une fonction continue unique vérifiant l’équation (3.4).
Soient y et z dans S, alors

‖Fy(t) − Fz(t)‖ = ‖ỹ(t) − z̃(t)‖

= ‖S(t − t0)Aαu0 +
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, A−αy(s))

+
∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, A−αy(τ))dτ ]ds

− S(t − t0)Aαu0 −
∫ t

t0
AαS(t − s)[f(s, A−αz(s))

+
∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, A−αz(τ))dτ ]ds.‖

≤
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖‖f(s, A−αy(s)) − f(s, A−αz(s))‖ds

+
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖[

∫ s

t0
|a(s − τ)|‖g(τ, A−αy(τ))‖dτ ]ds.

(3.14)

En utilisant l’hypothèse F0 sur f et g et (3.8), (3.9), on obtient

‖Fy(t) − Fz(t)‖ ≤ L0‖A−αy − A−αz‖
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖ds

+ aT L0‖A−αy − A−αz‖
∫ t

t0
‖AαS(t − s)‖ds.

En multipliant par δ et 1
δ

avec :

‖y − z‖Y = ‖A−α(y − z)‖, y et z ∈ Y.

Donc

‖Fy(t) − Fz(t)‖ ≤ L0(1 − aT )Cα(1 − α)−1(t1 − t0)1−α‖y − z‖Y

≤ 1
δ

δL0(1 − aT )Cα(1 − α)−1(t1 − t0)1−α‖y − z‖Y

≤ 1
δ

[δL0 + B1 + aT (L0δ + B2)]Cα(1 − α)−1(t1 − t0)1−α‖y − z‖Y .
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En utilisant (3.7) dans la dernière inégalité , il vient

‖Fy(t) − Fz(t)‖ ≤ 1
2

‖y − z‖Y . (3.15)

Ainsi F est une application de contraction stricte de S dans S et donc par le principe de
contraction de Banach il existe un unique point fixe yde F dans S, c’est-à-dire qu’il existe
un unique y ∈ S tel que

Fy = y = ỹ (3.16)

Soit u = A−αy. Alors pour t ∈ [t0, t1], on a

u(t) = A−αy(t)

= S(t − t0)u0 +
∫ t

t0
S(t − s)[f(s, u(s)) + k(u)(s)]ds

Donc u est une unique solution locale intégrale (Mild) de (3.1).

3.1.2 Régularité des solutions intégrales (mild)

Dans cette section nous établissons la régularité des solutions intégrales de (3.1). Encore
une fois, notons J la fermeture de l’intervalle [t0, T ), t0 < T ≤ ∞. En plus des hypothèses
mentionnées dans les sections précédentes, nous supposons que la fonction a :

(H) Il existe des constantes C0 ≥ 0 et 0 < β ≤ 1 telles que

|a(t) − a(s)| ≤ C0|t − s|β

pour tout t, s ∈ J.

Théorème 3.2. Supposons que −A engendre le semi-groupe analytique S(t) tel que ‖S(t)‖ ≤
M pour t ≥ 0 , et 0 ∈ ρ(−A). De plus, supposons que les fonctions f et g satisfont l’hy-
pothèse F et que la fonction a satisfait l’hypothèse (H). Alors le problème (3.1) admet une
unique solution classique locale pour chaque u0 ∈ Xα.

Preuve 3.1. D’après théorème 3.1, il existe T0, t0 < T0 < T et une fonction u tel que u soit
une unique solution Mild de (3.1) sur J0 = [t0, T0) donnée par

u(t) = s(t − t0)u0 +
∫ t

t0
S(t − s)[f(s, u(s)) + k(u)(s)]ds, t inJ0 (3.17)
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où
K(u)(t) =

∫ t

t0
a(t − s)g(s, u(s))ds.

Soit

v(t) = Aαu(t). (3.18)

Puis

v(t) = S(t − t0)Aαu0

+
∫ t

t0
S(t − s)[f(s, A−αv(s)) +

∫ s

t0
a(s − τ)g(τ, A−αv(τ))dτ ]ds.

(3.19)

Pour simplifier, nous posons :

f̃(t) = f(t, A−αv(t)), g̃(t) = g(t, A−αv(t)) (3.20)

Alors (3.19) peut être réécrit comme

v(t) = S(t − t0)Aαu0

+
∫ t

t0
S(t − s)[f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ ]ds.

(3.21)

Comme u(t) est continue sur J0 et que les fonctions f et g vérifient l’hypothèse F , il
s’ensuit que f̃ et g̃ sont continues, donc bornées sur J0.
Soit

N1 = supt∈J0 ‖f̃(t)‖ et N2 = supt∈J0 ‖g̃(t)‖. (3.22)

Nous montrons que f̃ et g̃ sont localement Hölderiennes continues sur J0. Pour cela, nous
montrons d’abord que v(t) est localement Hölderienne continue sur J0. Du théorème 2.6.13
de Pazy [18], il résulte que pour tout 0 < β < 1 − α et tout 0 < h < 1 , on a

‖(S(h) − I)AαS(t − s)‖ ≤ Cβhβ‖Aα+βS(t − s)‖

≤ Chβ(t − s)−(α+β)
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Ensuite, On a

‖v(t + h) − v(t)‖ = ‖S(t + h − t0)Aαu0

+
∫ t+h

t0
S(t + h − s)[f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ ]ds.

− S(t − t0)Aαu0

−
∫ t

t0
S(t − s)[f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ ]ds.‖

≤ ‖(S(h)S(t − s) − S(t − s))Aαu0‖

+
∫ t

t0
‖(S(h) − I)AαS(t − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds

+
∫ t+h

t0
‖AαS(t + h − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds.

(3.23)

Alors

‖v(t + h) − v(t)‖ ≤ ‖(S(h) − I)S(t − s)Aαu0‖

+
∫ t

t0
‖(S(h) − I)AαS(t − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds

+
∫ t+h

t0
‖AαS(t + h − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds.

(3.24)

D’où

‖(S(h) − I)S(t − t0)Aαu0‖ ≤ C(t − t0)−(α+β)hβ ≤ M1h
β. (3.25)

Où M1 dépend de t et lorsque t diminue jusqu’à t0. aussi,

∫ t

t0
‖(S(h) − I)AαS(t − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds

≤ [N1 + aT0N2T0]hβC
∫ t

t0
(t − s)−(α+β)ds

≤ M2h
β.

(3.26)
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Où M2 est indépendant de t. Aussi, nous avons

∫ t+h

t
‖AαS(t + h − s)‖‖f̃(s) +

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖ds

≤ [N1 + aT0N2T0]Cα

∫ t+h

t
(t + h − s)−αds

≤ [N1 + aT0N2T0]Cα
h(1−α)

1 − α

≤ M3h
β.

(3.27)

Où M3 est aussi indépendant de t. Des estimations de (3.25)-(3.26)-(3.27) , il s’ensuit qu’il
existe une constante C1 telle que pour tout t > t0, on a

‖v(t) − v(s)‖ ≤ c1|t − s|β (3.28)

pour tout t0 < t′
0, s < T0.

Maintenant, l’hypothése F avec (3.28) impliquent qu’il existent des constants C2, C3 ≥
0 et 0 < γ, η < 1, telles que pour tout t0 < t′

0 < t, s < T0 , On a

‖f̃(t) − f̃(s)‖ ≤ C2|t − s|γ (3.29)

‖g̃(t) − g̃(s)‖ ≤ C3|t − s|η. (3.30)

Soit

h(t) = f̃(t) +
∫ t

t0
a(t − τ)g̃(τ)dτ. (3.31)

Montrons maintenant que la fonction h est localement continue de Hölder sur J0. Pour s ≤ t,
on a

‖h(t) − h(s)‖ = ‖f̃(t) +
∫ t

t0
a(t − τ)g̃(τ)dτ − f̃(s) −

∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖

= ‖f̃(t) +
∫ s

t0
a(t − τ)g̃(τ)dτ +

∫ t

s
a(t − τ)g̃(τ)dτ

− f̃(s) −
∫ s

t0
a(s − τ)g̃(τ)dτ‖

(3.32)
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‖h(t) − h(s)‖ = ‖f̃(t) − f̃(s)‖ +
∫ s

t0
|a(t − τ) − a(s − τ)|‖g̃(τ)‖dτ

+
∫ t

s
|a(t − τ)|‖g̃(τ)‖dτ

≤ C2|t − s|γ + N2C0T0|t − s|β + N2aT0(2T0)1−β|t − s|β

≤ C4|t − s|δ,

(3.33)

pour certaines constantes C4 ≥ 0 et 0 < δ < 1. Considérons le problème à valeur initiale
suivant :

dv(t)
dt

+ Av(t) = h(t), t > t0,

v(t0) = v0.
(3.34)

D’après le corollaire 4.3.3 de Pazy [18], (3.34) admet une solution unique v ∈ C1((t0, T0]; X)
donnée par

v(t) = S(t − t0)u0 +
∫ t

t0
S(t − s)h(s)ds. (3.35)

Pour t > t0, chaque terme du membre de droite appartient à D(A) et donc appartient à
D(Aα) . En appliquant Aα aux deux membres de (3.35) et en utilisant l’unicité de v(t), on
obtient Aαv(t) = u(t). Donc u est la solution classique de (3.1) sur J0.

3.2 Existence globale des solutions classiques

Pour établir l’existence globale des solutions classiques de (3.1), nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 3.3. Soit ϕ(t, s) ≥ 0 continue sur 0 ≤ s ≤ t ≤ T < ∞. S’il y a des constantes
positives A, B et α telles que

ϕ(t, s) ≤ A + B
∫ t

s
(t − σ)α−1ϕ(σ, s)dσ, (3.36)

pour 0 ≤ s < t ≤ T , alors il existe une constante C telle que

ϕ(t, s) ≤ C.
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Preuve. Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T , On a
∫ t

s (t − τ)α−1(τ − s)β−1dτ.

Par le changement de variable
x = τ − s

t − s
alors τ → t, x → 1 et τ → s, x → 0 et dτ = (t − s)dx.

On a ∫ t

s
(t − τ)α−1(τ − s)β−1dτ = (t − s)α+β−1

∫ 1

0
(1 − τ)α−1xβ−1dx.

telle que

β(α, β) =
∫ 1

0
(1 − τ)α−1xβ−1dx = Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Donc
∫ t

s
(t − τ)α−1(τ − s)β−1dτ = (t − s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, (3.37)

ce qui est vrai pour tout α, β > 0. En intégrant (3.36) (n-1) fois ,en utilisant (3.37) et en
remplaçant t − s par T , on obtient : (voir Pazy [18], p. 159)

ϕ(t, s) ≤ A
n−1∑
j=0

(BT α

α
)j + (BΓ(α))α

Γ(nα)

∫ t

s
(t − σ)nα−1ϕ(t, σ)dσ. (3.38)

Soit n assez grand pour que nα > 1 . On majore (t − σ)nσ−1 par T nα−1 pour obtenir :

ϕ(t, s) ≤ C1 + C2
∫ t

s ϕ(σ, s)dσ. (3.39)

L’application de l’inégalité de Gronwall conduit à

ϕ(t, s) ≤ C1e
C2(t−s) ≤ C1e

c2T ≤ C, (3.40)

où C1 , C2 sont indépendant de s alors l’inégalité est vérifiée pour
0 ≤ s < t ≤ T . Ceci complète la preuve du lemme. Le théorème suivant concerne l’existence
globale de solutions classiques du problème (3.1).

Théorème 3.4. Soit 0 ∈ D(A) et soit −A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique S(t) satisfaisant

‖S(t)‖ ≤ M.

pour t ≤ t0. Soit f, g : [t0, ∞) × Xα → X satisfait l’hypothèse F et soit la fonction a

satisfait (H). S’il existe des fonctions continues non décroissantes k1 et k2 de [t0, ∞) dans
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[0, ∞) telles que

‖f(t, x)‖ ≤ k1(t)(1 + ‖x‖α) pour t ≥ t0, x ∈ Xα

‖g(t, x)‖ ≤ k2(t)(1 + ‖x‖α) pour t ≥ t0, x ∈ Xα

(3.41)

aux valeurs initiales (3.1) admet une unique solution classique u sur [t0, ∞) pour tout u0 ∈
Xα.

Preuve 3.2. Du Théorème 3.2, il existe un T0, t0 < T0 et une solution classique unique u

sur J0 = [t0, T0]. Si

‖u(t)‖α ≤ C (3.42)

pour t ∈ J0 pour une constante positive C, alors la solution u(t) peut être poursuivie plus
loin à droite de T0. Il suffit donc de prouver que si une solution classique u de (3.1) existe
sur [t0, T ], t0 < T < ∞ alors ‖u(t)‖α est borné car t → T . Puisque u(t) est une solution
classique, c’est aussi une solution intégrale (Mild solution ). Par conséquent nous avons

u(t) = S(t − t0)u0

+
∫ t

t0
S(t − s)[f(s, u(s)) +

∫ t

t0
a(t − τ)g(τ, u(τ))dτ ]ds

(3.43)

En utilisant le fait que S(t) commute avec A et que

‖S(t)‖ ≤ M.

‖AαS(t)‖ ≤ Cαt−α

pour t ≥ t0 dans (3.43) , après application de Aα et prise des normes des deux côtés, on
obtient

‖u(t)‖α ≤ M‖Aαu0‖

+ Cα

∫ t

t0
(t − s)−α‖f(s, u(s)) +

∫ t

t0
a(t − τ)g(τ, u(τ))dτ‖ds

(3.44)

Pour le dernier terme de (3.44), nous avons l’estimation

∫ t
t0

a(t − τ)g(τ, u(τ))dτ ≤ aT k2(T )
∫ s

t0
(1 + ‖u(τ)‖α)dτ. (3.45)
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alors ,

‖u(t)‖α ≤ M‖Aαu0‖

+ Cα[k1(T ) + aT k2(T )]
∫ t

t0
(t − s)−α[1 + ‖u(s)‖α +

∫ s

t0
1 + ‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.46)

Après une légère modification dans (3.46), il résulte

‖u(t)‖α ≤ M‖Aαu0‖

+ Cα(1 + T )[k1(T ) + aT k2(T )] T 1−α

1 − α

+
∫ t

t0
(t − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.47)

L’estimation en (3.47) est du type

‖u(t)‖α ≤ C1

+ C2

∫ t

t0
(t − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.48)

pour certaines constantes positives C1 et C2 dépendant de α et T seulement . En intégrant
(3.48) sur (t0, t) , on obtient

∫ t

t0
‖u(ξ)‖αdξ ≤ C1T

+ C2

∫ t

t0

∫ ξ

t0
(ξ − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]dsdξ.

(3.49)

En changeant l’ordre d’intégration dans (3.49), on obtient

∫ t

t0
‖u(ξ)‖αdξ ≤ C1T

+ C2

∫ t

t0

∫ t

s
(ξ − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]dξds.

(3.50)
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On réécrit (3.50) sous la forme

∫ t

t0
‖u(ξ)‖αdξ ≤ C1T

+ C2

∫ t

t0

∫ t

s
(ξ − s)−αdξ[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds

≤ C1T + C2T

1 − α

∫ t

t0
(t − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.51)

(3.51) est de la forme

∫ t

t0
‖u(ξ)‖αdξ ≤ C3

+ C4

∫ t

t0
(t − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.52)

pour certaines constantes positives C3 et C4, dépendant de α et T seulement. En ajoutant
(3.48) et (3.52), on a

‖u(t)‖α +
∫ t

t0
‖u(ξ)‖αdξ ≤ C5

+ C6

∫ t

t0
(t − s)−α[‖u(s)‖α +

∫ s

t0
‖u(τ)‖αdτ ]ds.

(3.53)

pour certaines constantes positives C5 et C6, dépendant uniquement de α et T . En appliquant
le lemme 3.3 à (3.53), on conclut que

‖u(t)‖ ≤ C,

sur [t0, T ]. Ceci achève la preuve du théorème.
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CHAPITRE

4

EXEMPLE D’APPLICATION EN EDP
PARABOLIQUE

Nous passons maintenant à l’application des résultats obtenus à une EDP parabolique.
Pour cela, nous utiliserons les notations suivants :
x = (x1, x2, ..., xn) un élément de l’espace Rn.
Pour un multi-indice α = (α1, α2, ..., αn), on définit

|α| =
n∑

i=1
αi.

et
xα = xα1

1 xα2
2 ...xαn

n pour x = (x1, x2, ..., xn).

On rappelle aussi les notions suivantes : DK = ∂/∂xk et D = (D1, D2, ..., Dn) et

Dα = Dα1
1 Dα2

2 ...Dαn
n = ∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

...
∂αn

∂xαn
n

,

où aα(x) est une fonction à valeurs réelles ou complexes définie sur Ω̄ pour chaque multi-
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indice α.
Soit Ω un ouvert dans Rn avec frontière ∂Ω. Rappelons que Cm(Ω) est l’ensemble de toutes
les fonctions m fois continûment différentiables sur Ωà valeur réelles (ou parfois comlexes ).
Pour u ∈ Cm(Ω) et 1 ≤ p < ∞ nous définissons la norme :

‖u‖m,p = (
∫

Ω

∑
|α|≤m

|Dαu|pdx)1/p.

4.1 Application

4.1.1 Équation parabolique dans l’espace de Hilbert L2

Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné à frontière lisse ∂Ω. Considérons l’opérateur différentiel
d’ordre 2m ,

A(x, D) =
∑

|α|≤2m

aα(x)Dα. (4.1)

où les coefficients aα(x) sont des fonctions à valeurs complexes définies sur Ω̄ pour chaque
multi-indice α. la partie principale A′(x, D) de A(x, D) est l’opérateur

A′(x, D) =
∑

|α|=2m

aα(x)Dα.

On a aussi la définition importante suivante :

Définition 4.1. (voir Pazy [18], p. 209).
L’opérateur A(x, D) est fortement elliptique s’il existe une constante c > 0, telle que

Re(−1)mA′(x, ξ) ≥ c|ξ|2m. pour tous x ∈ Ω̄ et ξ ∈ Rn. (4.2)

On suppose que A(x, D) est fortement elliptique, c’est-à-dire qu’il existe une constante
c > 0, telle que

∑
|α|=2m

aα(x)ξα ≥ c|ξ|2m. (4.3)

Pour les opérateurs fortement elliptiques, nous avons l’estimation suivante :

Théorème 4.1. (Inégalité de Garding)
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Si A(x, D) est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m, alors il existe des constantes
c0 > 0 et λ0 ≥ 0, telles que pour chaque u ∈ H2m ∩ Hm

0 nous avons

Re(Au, u)0 ≥ c0‖u‖2
m,2 − λ0‖u‖2

0,2. (4.4)

Preuve 4.1. (voir Pazy [18], p. 209).

Considérons l’équation intégro-différentielle parabolique

∂u(x, t)
∂t

+ A(x, D)u(x, t) = f(x, t, u(x, t), Du(x, t), ..., D2m−1u(x, t))

+
∫ t

t0
a(t − s)g(x, s, u(x, s), Du(x, s), .., D2m−1u(x, s))ds,

x ∈ Ω, t > t0,

(4.5)

avec les conditions :
u(x, t0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [t0, T ), t0 < T ≤ ∞.

On suppose que les fonctions f et g sont continûment différentiables pour toutes leurs va-
riables, sauf éventuellement en x.
L’équation intégro-différentielle parabolique (4.5) peut être reformulée en une équation inté-
grodifférentielle abstraite dans l’espace H = L2(Ω).
Nous avons :

∂u(t)
∂t

+ Au(t) = F (t, u(t)) +
∫ t

t0
a(t − s)G(s, u(s))ds, t > t0,

u(t0) = u0,

(4.6)

où l’opérateur A : D(A) ⊂ H → H est défini par :

D(A) = H2m ∩ Hm
0 ,

et Au = A(x, D)u + λu pour u ∈ D(A), λ > 0 et F, G : [t0, T ) × D(A) → H sont les
opérateurs de Nemyckii donnés par :

F (t, u)(x) = f(x, t, u(x, t), Du(x, t), ..., D2m−1u(x, t)), (4.7)
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G(t, u)(x) = g(x, t, u(x, t), Du(x, t), ..., D2m−1u(x, t)). (4.8)

Théorème 4.2. Soit A(x, D), fortement elliptique d’ordre 2m . Pour chaque λ vérifiant
Reλ ≥ λ0 et pour chaque f ∈ L2(Ω) il existe un élément unique u ∈ H2m(Ω) ∩ Hm

0 (Ω)
satisfaisant l’équation

A(x, D)u + λu = f.

Pour un opérateur fortement elliptique donné A(x, D) sur un domaine borné Ω ⊂ Rn, nous
associons un opérateur linéaire A dans l’espace hilbert
H = L2(Ω).

Preuve 4.2. (voir Pazy [18], p. 211).

Cela se fait comme suit :

Définition 4.2. (voir Pazy [18], p. 211).
Soit A(x, D) = ∑

|α|≤2m aα(x)Dα un opérateur fortement elliptique sur l’ensemble Ω et
D(A) = H2m(Ω) ∩ Hm

0 (Ω). Pour chaque
u ∈ D(A), l’opérateur A est défini par

Au = A(x, D)u.

Avec cette définition , nous avons :

Théorème 4.3. Soit H = L2(Ω) et A L’opérateur défini ci-dessus . Pour chaque λ sa-
tisfaisant Reλ ≥ λ0, l’opérateur −Aλ = −(A + λI) est le générateur infinitésimal d’un
C0−semi-groupe de contraction sur H = L2(Ω).

Preuve 4.3. (voir Pazy [18], p. 211).

En fait,nous avons :

Théorème 4.4. Si A(x, D) est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m, alors l’opé-
rateur −A (donné par la définition 4.2) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique d’opérateurs sur H = L2(Ω).

Preuve 4.4. (voir Pazy [18], p. 211).

Nous avons aussi le corollaire essentiel suivant :
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Corollaire 4.1. Soit A le générateur infinitésimal de semi-groupe analytique {T (t)}t≥0. Si
la fonction f ∈ L1(0, T : X) est de Hölder locallement continue sur l’intervalle ]0, T ], alors
pour chaque x ∈ X le problème à valeur initiale a une solution unique u.

Preuve 4.5. (voir Pazy [18], p. 113).

Corollaire 4.2. Soit A(x, D) un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m dans le domaine
borné Ω ⊂ Rn et soit f(t, x) ∈ L2(Ω) pour chaque t ≥ 0 .
Si

∫
Ω

|f(t, x) − f(s, x)|2dx ≤ K|t − s|2ϑ (4.9)

alors, pour chaque valeur initiale u0(x) ∈ L2(Ω), le probleme (4.6) admet une solution unique
u(t, x) ∈ C1(]0, ∞[); H2m(Ω) ∩ Hm

0 (Ω).

Il s’ensuit que l’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur
l’espace H. De plus, on peut vérifier que L’hypothèse F est satisfaite par F et G. Sous des
hypothèses convenables sur le noyau a, le théorème 3.2 assure l’existence d’une solution clas-
sique globale unique de (4.6) pour p = 2, ce qui garantit l’existence d’une solution classique
globale unique de (4.5).

Remarque 4.1. Notons que, dans cet exemple on peut aussi considérer les coefficients
aα(x) = aα constants et les résultat obtenus ici restent vérifiés.

4.1.2 Équation parabolique dans l’espace de Banach Lp

Soit Ω un domaine borné avec une frontière lisse dans Rn. Dans la section précédent nous
avons considéré des semi-groupes définis sur l’espace de Hilbert L2(Ω). Il est souvent utile
pour remplacer l’espace de Hilbert L2(Ω) par l’espace de Banach Lp(Ω). Ceci est généralement
important si l’on souhaite obtenir des résultats optimaux de régularité des solutions.
Soit 1 < p < ∞ et Ω un domaine de Rn avec une frontiére lisse ∂Ω. On considère l’opérateur
différentiel forte ment elliptique dans Ω

A(x, D) =
∑

|α|≤2m

aα(x)Dα. (4.10)

Pour 1 < p ≤ ∞ nous associons à l’opérateur A(x, D), l’opérateur Ap,dans Lp(Ω) défini par

D(Ap) = W 2m,p(Ω) ∩ W m,p
0 (Ω),
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et
Ap = A(x, D)u, pour u ∈ D(Ap).

(voir définition (7.3.3) , Pazy [18], p.213 ). On a aussi le théoréme essentiel suivant :

Théorème 4.5. Soit 1 < p < ∞ et A(x, D) un opération fortement elliptique d’ordre 2m

sur l’ensemble Ω de Rn, avec frontière lisse ∂Ω. Si Ap est un opérateur associé à A par
défintion (3.3), alors −A est le générateur infinitésimale d’un semi-groupe analytique sur
Lp(Ω).

Preuve 4.6. (voir Pazy [18], p.214 ).

Nous avons vu dans le théoréme 4.5 que −A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique sur Lp(Ω). Par conséquent −(Ap + λI) générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique qui est inversible.
Dans la suite, nous supposons que cela a été fait et supposons donc directement que Ap,
lui-même est inversible. Voici un autre théoréme dont on aura besoin :

Théorème 4.6. Soit A un opérateur fortement elliptique d’ordre 2m sur Ω avec frontiére
lisse en Rn. Il existe une constante C ≥ 0, telle que

‖u‖2m,p ≤ C(‖Au‖0,p + ‖u‖0,p) (4.11)

pour chaque u ∈ W 2m,p(Ω) ∩ W m,p
0 (Ω).

Nous supposons maintenant que A est inversible dans Lp(Ω), il s’ensuit que C‖u‖0,p ≤
‖Apu‖0,p, pour certaines constantes C > 0. Donc nous avons

‖u‖2m,p ≤ C‖Apu‖0,p, pour u ∈ D(Ap). (4.12)

Soit

F (t, u)(x) = f(t, x, u, Du, D2u, ..., D2m−1u). (4.13)

G(t, u)(x) = g(t, x, u, Du, D2u, ..., D2m−1u). (4.14)

oú Dj représente toute dérivée d’ordre j-ième. Supposons que f est une fonction continue
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aussi différentiable pour toutes ses variables et considérons le problème à valeur initiale :
du

dt
+ Apu = F (t, u),

u(0) = u0.
(4.15)

Théorème 4.7. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné à frontiére lisse ∂Ω et Ap l’oérateur défini
ci-dessus. Si 0 ≤ α < 1 alors :

Xα ⊂ W k,q(Ω) pour k − n

q
< 2mα − n

p
, q ≥ p. (4.16)

Xα ⊂ Cν(Ω̄) pour 0 ≤ ν < 2mα − n

p
. (4.17)

Preuve 4.7. (voir Pazy [18], p.243 ).

Du théoréme 4.7, si 1 − 1
2m

< α < 1 et p est assez grand, alors Xα ⊂ C2m−1(Ω̄). Cela
implique que

‖F (t, u) − F (s, v)‖0,p ≤ C(|t − s| + ‖u − v‖0.p) (4.18)

‖G(t, A−αu) − G(s, A−αv)‖0,p ≤ C(|t − s| + ‖u − v‖0.p) (4.19)

Par conséquent, Si p est assez grand, Les conditions du théoréme 3.2 sont vérifiés. Nous
avons

Théorème 4.8. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné à frontière lisse ∂Ω et Ap l’opérateur défini
ci-dessus. Soit F(t,u) et G(t,u) définies par (4.14) où f et g sont des fonctions continues
différentiable pour toutes leurs variables.
Si p > n alors pour chaque u0 ∈ W 2m,p(Ω) ∩ W m,p

0 (Ω), le probleme à valeur initiale (4.15)
admet une solution globale unique.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans ce mémoire, après avoir présenté un survol sur les équations intégrales et les équations
intégro-différentielles, ainsi que leurs différentes propriétés, nous nous sommes intéressés
à l’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abstraites non linéaires considérées
dans un espace de Banach. Plus précisément, ce travail, représente une synthèse des résultats
obtenus dans l’article de D. Bahuguna [1], intitulé :

"INTEGRODIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ANALYTIC SEMIGROUPS",

En utilisant une méthode basée sur la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires et les
puissances fractionnaires d’opérateurs, sous certaines hypothèses, nous avons montré des
résultats d’existence, d’unicité et de régularité des solutions classiques de ce type d’équations.
Les résultats abstraits obtenus ont été appliqués à une EDP parabolique.
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