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RESTUMEE

RESUMEL

Le présent travail a pour but de simuler numeriquement I"écoulement laminaire
incompressible dans les conduites de scerions complexes de [orme mono-connexe par la
méthode des éléements finis . alin de zeénéraliser I'éwde de 'écoulement de Poisenille I
d'autre part de déterminer |'effet de chansement de la geomerrie d'une section de conduite sur
" evaluation du coefficient de perte de charge el la repartition des vitesses a travers la section
ainsi que la contrainte de cisaillement et d7aufres parametres aerodynamiques .

Pour cela .on a réaliser aprés 'étude theorique et mathemalique convenabie, un
programme fraitant plusicurs seclions complexes aves deux types d'éléments fims dont le
premier est le triangulaire a 3 nceuds et le second est le quadrilatére a 9 neeuds. La validation
des résultats est faile avee quelques exemples typiques analytiques }
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~ NOMENCLATURE DES SYMDBOLES

NOMENCLATURE DES SYMBOLES

A, A™ : surface de la section d'. ne conduite, et la section d'un élément fini. m*
A,B,C,...H : Poins spécifiés sur la frontiére du domaine:
an by, @, b : Dimensions caractéristiques (cotes ou demi-cotes d'une géométrie), m.

a: Gradient de pression pour une longueur dz.
h: Largeur de la demi-bands de la matrice de rigidité.
B: Coefficient qui dépend de la forme et les dimensions transversales d'une conduite,

€y & 3 vy o ¢ Constantes pour ['approximation de la fonction N{x,y).
3

Cr: Coeflicient de frottement local.
(HS Coefficient de frottement global — T"lf j{'fdr.i
d,,d,: Dimensions caractéristiques. m d

D: Diamétre, dimension linéaire caractéristique, m.
Dy Diamétre hydraulique.

E: Energie interne massique. Encrgie mécanique total.
E.:  Energie cindtique,

F, F}M : Force de frottement. Elément du vecteur de sellicitation d'un élément fin (c).

?, f:  Force de frottement volumique. Second membre de I'équation diff, de Poisson.
g: Accélération de la pesanteur, m/s®. Vecteur des polynomes de la fonctisn N;
H, k; [lauteur totale. Hauteur m. Tvpe de maillage.

H,:  Charge totale.

AH ou AH; @ Perte de charge par frottement.

AH, :  Perte de charpe singulidre.

L., Intégrales d'une fonction 4 deux variables ol la puissance m pour la variable ‘x’ ct
de puissance n pour la variable *v’, dans un élément fini typique,

Iyt Adre de la surface d'un élémer. triangulaire ou quadritaté: « (in=n=10).

K: Coefficient de perte de charge par frottement.

k: Conductivité thermique du fluide considérer,

Ky, a1 Les élements de la matrice de rigidité globale.

Ll; Longueur du trongon de la conduite. Position d™une case dans un vectenr.
lat Distanice mesurde depuis 'origine amont de la conduite d'un écouiernent noen étahli.

m, 1 Degré du polyndme de la Minetion d’interpelation,

N;, N : Fonction d'interpolation d'un élément fini. Le rang de lz matrice [K].
N, ,N_: Nombre de nceuds suivants I'axes x 01 y respectivement

n, # : Nombre de termes de la fonetion d’ interpolation, vecteur unité.

Hy, o Composantes du vecteur wulé,

P Pression statique, N/or',
Py Pression motrice = p + oo i
8 Pression totale
AT Périmeétre, m.
Py Mombre de Poirenille
AP:  Perte de pression,

i « ; i P .

Q, q.: Débit volumique m'/s, Débit massique,

4n Flux de la variable secondaire. .
> Source de chaleur (convection, réaction chimiques,... elc.)

i,
Rr: Raven de la conduite, m,




NOMENCLATURE DES SYMBOLES

Ry ¢ Rayon hvdraulique, m.

, Reer Nombre de Reynolds, et Revnolds Critique,
Section droite d'une conduite, Aire, m*. Fonetion de condensation (de Raber).

™ Température, c*,

{: Temps, *s’.

U, ¥, W: Composantes de |a vitesse en coordonnées cartésiennes.

{ V&) Vecteur remplagant la matrice de rigidité [ K] aprés stockage..

W Vitesse axiale de I"écoulement m/s, (solurion de Uéguation différentielle ).

W aay: U ¢ Vitesse débitante ou vitesse moyenne d'un écoulement, m/s,

Wae s Vitesse maximale,

x, ¥, 71 Ceoardonnées cartésiennes. r, .7 Coordonnées eyvlindriques.

Z - Variable adimension»=lle [-1, +1] de la fonction *F* de I'intégral de Gauss Legendre.

lxj ¥ j} : Coordonnées du neeud j.

[K], [x] : Matrice de rigidité globale. Matrice de rigidité ¢lémentaire.

[F ] l,r] ' Vecteur de sollicitation (ou force) globale. Vecteur de sollicitation élémentaire.

[H], [L] :Matrices triangulaires déterminées par la décomposition de la matrice de rigidité.
Matrices de systéme créant les fonctions d’interpolation Ny, tel que L est inverse de H.

[§"]:  Matrices de base constitutives de la matrice de rigidité [K], (i, = 1 ou 2). _

SYMBOLES GREC :

a, 2,y :Coefficients des fonctions d’interpolations d’un ¢lément triangle a 3 nreuds.

a: Coordonnée tangentielle. Angle d’un secteur, (en degré * ou Rad).
d;i  Symbole de kronecker,

Ji Coeflicient de viscosité dynamique (ou de cisaillement ).

Vi Coefficient de viscosité cinématigue.

Al Paramétre de rugosité.

P Masse volumique, Kg,f'm;.
Tyt Contrainte tangentielle 4 la parol.

>y Ponction d'interpolation ou tes:,
{F ) : Frontiére du domaine,

€, QO : Domaine global arbitraire d’étude. Domaine de 1'élément fin.
£ Coefficient de la rugosité relative.

7 Variable normalisée.
INDICES BT EXPOSANT

i,j: Compteur sur les nceuds ou les cases d'un veclevr,

14 Transposée d'un vecteur ou matrice.

m,n: Puissances <25 polyndmes de x et y 1 aspectivement pour le caleul de Mntégral.
{e): Indigue I"élément fini "'
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INTRODUCTION GENERALL

INTRODUCTION GENERALE

L'évolution actuelle de la technologie améne "ingénieur & réaliser des projets de plus
en plus complexes, colteux, et soumis 4 des contraintes de sécurit¢ de plus en plus séveres.
Nous pensons aux projets spatiaux, acronautiques et nucléaires dans les quels la sécurité est
vital. Pour dominer ces projets et autres, I'ingénieur a besoin de modeéles qui lui permetient de
simuler le comportement de systémes physiques complexes.

Les sciences de ingénisur (mécanique des solides et des fluides, thermiques ...}
permettent de décrire le comportemem de systémes physiques grice a des équations
différentielles aux dérivées partielles, La méthode des éléments finis est 'une des méthodes
les plus utilisées awjourd’hui pour résoudre effectivement ccs Cquations. Elle nécessite
I'utilisation intensive de 1"ordinateur, Cest une méthode trés général qui s’applique a fa
majorité des problémes rencontrés dans la pratique; probléemes stationnaires ou nen
stationnaires .linéaires ou non linéaires, définis dans un domaine géométrique quelcongue a
une, deux ou trois dimensions,

La conception et la réalisation des appareils et des machines aéronautiques tel que les
avions, les souffleries, etc,, nécessitent un élément vital pour la liaison entre les différents
modules et organes de celles ci, ce sont les conduites et les tuyauteries qui doivent étre
adapter au cas voulu. Tout ingénieur est concerné directement ou indirectement par les
conduites et les problémes qui y sont liés. 11 dont auparavant connaitre suffisamment la
complexité des prohlémes soulevés & des sohlution possibles.

Dela, notre but est 'éude de Pécoulement laminaire dun fluide visqueux, et
incompressible dans des conduites de sections complexe, par la méthode des éléments finis,
afin de geénéraliser I'écoulement de Poiseuille etudié theoriquement par Stocks pour des
sections circulaires et planes ;et afin de déterminer numériquement les champs des paramétres
thermodynamigues et dynamiques & ravers ces sections.

En cffet. la complexité de ces domaines induit que la solution analytique (exacte) du probléme
n'existe pas, el évidemment notre intérél s'oriente vers la recherche de solutions numériques
approchées. La méthode des éléments finis sera introduit et appliqués avec succes
puisqu’elle donne une bonne présentation de la frontiére de la géométrie complexe, mais
assez lourd en volume et en temps de calcul.

Elle est maintenant trés réponduc dans les industrics, en particulier en construction
aéronautique, aérospatiale, navale et nucléaire et en générale en mécanique des fluides. Elle
nécessite I'éeriture des programmes informatiques professionnels répondant 4 la résolution de
ces problémes. Pour que la méthode des éléments finis soit efficace dans les applications
industrielles, il faut utiliser des programmes d’assistances a la préparation des donnes et a
I"interprétation des résultats, .

Page |




=7 INTRODUCTION OENERALE

La mailrisc de la méthode exige en effet des connaissances dans des domaines varics ;

¢ Compreéhension du probléme physique étudiés et connaissance intuitive de la nature de la
solution cherchée.

s Approximation des inconnues par sous domaines et construetion de fonetions

d'interpolation

¢ Construction des équations du systéme étudié sous forme variationnelle, soit & partir de
méthodes énergétiques, soit & partir d’équations aux dérivées partielles.

e T'echnique &' organisation matricielle des données,

= Meéthodes numériques d’intégration, de résolution de systémes d'équations algébrigues ot
différenticlles. linéaires et non linéaires.

La modélisation et la diserétisation des ¢quations gérant le phénoméne physigue seront donc
fondées sur I'utilisation des éléments finis bi dimensionnel (2D). Deux types d’éléments finis
seront €tablis et appliqués pour le développement d'un code numérique,c’est les éléments
triangulaire a trois nceuds et quadrilatére & 9 neeuds: afin de voir la convergence vers la
solution exacte, et la rapidité d'exécution et faire une comparaison entre les résuliats de ces
différents types d’éléments finis.

Cependant, deux difficultés principales se rencontrent, si la méthod: des ¢léments finis
est utilisée. La premudre difficulté majcure ¢'esl la manidre oplimale de génération de
maillage ainsi que adaptation des équations au modéle mathématique de la résolution, 1'autre
difficulté est le choix de la méthode nuudrique adéguate & la résolution du svstéeme
d'équation algdbrigues vu le nombre important de degré de liberté alloués. Pour cela, il faut
subdiviser le domaine en petil sous domaines de gdométric simple connue lelle gue Ia
géométrie triangulaire par I'imermédiaire des fonctions dinterpolations.

Vu la dimension importante de la matrice du systeme le stockage dans la mémeoire de
I"ordinateur sera réalise en utilisant la technique des matrices handes afin d'éviter le stockage
des cases nulles. Le probléme de [a numérotation optimale se pose au niveau de choix de la
numerpiation des nceuds afin d’obtenir une matrice bande de largeur minimale
(v nombre mpertant de zéros) Pour bien veoir la convergence du systéme, nouvs résolvons le
svstéme par la méthode de Khaletski (modifice spécialement pour des matrices bandes el
svmélrigues), une fois le code marche avee un type d'élément fini qui sera choisi au départ
triangulaire & trois noeuds, on adapte 'élément de type quadrilatere a 9 nezuds, et pour chagque
type d'éléments. on évalue le taux de convergence, la rapidit€ et 'elficacile.

la sohation du systéme nous donne la distribotion de la vitesse a travers la section
choisie. Une fois cette vitesse cst déterminde. on peut en déduire les paramétres
thermodynamiques et dynamigues igls que la pression, la vitesse max.. le déba volumigue, le
coefficient de perte de charge, la force de frottement eXercée sur les parors.
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INTRODUCTION GENBRALL

Cependant, une fols ce iravail est réalisé pour ure section bien choisi telle gue la
section circulaire, on peut contribuer avec des seetions réelies complexes, mals simplement
connexe, et puisque lz solution existe pour quelques géomélrie tels que les sections
rectangulaires et elliptiques. Une validation fera Pobjet d’une compuraison entre ces solutions
et les résultats obtenus.

La solution du probléme traité représente la distributicn du champ des vitesses axiales a
travers la section des conduites de 1’écoulement des fluides.

Le caleul des paramétres thermodynamiques el les caractéristiques dynamiques ( tels que la
pression ,la vitesse maximale , le débit volumique | le coefficient de perte des charges , ... )
¢st basé sur les résulists du champ de vitesse d'écoulement & travers ces sections des
conduites.

Pour mener & bien cette étude un plan de travail articulé sur cing chapitres a €1¢
adopté qui sont comtne suit :

Chapitre 1

Expose I'influence des conduites sur le comportement de I'écoulement en fonction des
fluides véhiculés et sur les différents parameétres de cet écoulement.

Chapitre 11

Montre I'analyse mathématique du phénomeéne d’éroulement d’un fluide newlonien a
travers les conduites, afin d*établir les Gquations de base gqut gérent I'éeoulement, ainsi que les
solutions analytiques possibles pour quelques cas usucls,

Chapitre TII

Donre la deseription de la formulation en éléments finis de 1'équation de poisson et la
transformation en un systéme algébrique lindaire aingi le calenl des matrices de rigidids
&émentaires des éléments finis triangulaires et quadrilatires of la maniére de procéder a
I"assemblage pour Ioblendon du svstéme d’équation pour le domaing complet

Chapitre 1V

Le but de ce chapitre est de présenter la technique de pénération de maillage optc pour
notre £tude et les algorithmes correspondants ainsi que gt la description des meLhades
wmeériques pour r* oudre le systéme d’équations et les techmiques de stockage des malrices
sous formes de vecteurs, et finalement les technigues de caleul de quelques prramcires
physiques néeessaires pour Uinterprétation de Ia =olution.

~ DPage 3




INTRODUCTION GENERALE

Chapitre V

Ce demnier chapitre présente les différents résultats numdriques caleulés pour différents
domaines, commengant par le plus simple afin de justifier et comparer les résultats et de
valider le programme réalisé, ensuite vers quelques autres complexes ot le domaine présente
un intérét physigue et la solution cxacte est absente,

Ensuite une petite conclusion accompagnée avee quelque travaux de fiurs et
recommandations.




CHAPITRE 1 GENERALITE

Chapitre 1

Généralités

.1 Introduction

Le développement ubtérieur de I"étude des écoulements des fluides (agraulique.
hydraulique...) repose essentiellement sur 'amélioration des outils mathématiques et sur
des notions de mécanigue qui prirent un trés large essor au 17 % siécle.

Il ny a pratiquemeni pas une seule branche de la technique qui ne soit plus ou-
moins intéressée par la nécessité du déplacement des liguides et des gaz dans les conduites,

La discipline mécanique dez fluides .par exemple . & I'intérét sur le calcul de
I"écoulement dans des conduites . tels que 'air pour pressuriser des cabines des avions,
alimenter les réservoirs de carburant des engins. conduire de "huile pour le graissage des
roulements d° arbres (paliers) etc. Done, on a besoin de connaitre quelques résultats qui
reflexent 1'écoulement,

L'écoulement dans les conduites est un probléme fondamentale en aéraulique et en
hydraulique, dans certains cas, ce sont des conduites droites de trés grandes longueurs
(conduites de pétrole, de gaz. d'cau. de vapeur, d’air, dispositifs de ventilation de grandes
dimensions, etc), dans d’anre cas, ce sont des conduites de dimension relativement faible
mais ayant un grand nombre de partie fagonnées de toutes formes, d’embranchement,
d’obstacle, divers dispositifs de régulation, grilles, conduites d’air d'installation de
ventilation ramifiées :conduites d’essence et d huile pour les avions , conduites de gaz des
usines métallurgique, chimique, etc).

Souvent, toutes les conduites dans les gquelles se déplace le fluide forme un seul
groupe (chaudiéres, différents fours, échangeurs de chaleur, moteurs, appareils de
purification de I'air ou du gaz, apparcils chimiques. tunnels adrodynamiques et beaucoup
d’autres).

Dans tous les cas, il est nécessaire d'étudier 'influence des conduites sur le
comportement de 1'écoulement en fonction des fluides véhiculés et sur les différents
paramétires de cet écoulement.

1.2 Ecoulement dans les conduites

In aérodvnamique . on considére le mouvement relatif d’un fluide et d'un solide, et
on admet d’une maniére générale que le domaine d’écoulement du fluide peut 3'étendre a
I"infini, loin des parois solides (1'écoulement externg), or en aéraulique et en hydraulique
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HAPITRE 1 GENERALITE

U contraire ce domaine reste toujours confing en leur voisinage (écoulement interne)
Sachant qu’un écoulement est dit inferne lorsque le fluide coule & Pintérieur de surfaces
solides, qui limitent dans toutes Jes directions ¢t 4 une distance finie, I"espace occupé par le
fluide en mauvement.[1]

I.2.1 Mouvement des fluides dans les conduites

L'écoulement des fluides dans les conduites Avec ou sans echange de chaleur dépend
4 la fois des parameétres geométriques et dynamiques (dimensions el formes des conduites,
pressions, ete) . Parmi ces parametres, il y a ceux qui concernent Pecoulement (viscosite,
masse volumique), d’autres qui interviennent dans tes transferts de chaleur,

Les lois d’écoulement dans les conduites sont fonction des propriétés des fluides
vehiculés, L'écoulement lui méme, engendre des pertes de charge qui ont une influence
primordiale sur la conception des conduites

*  Mouvement permanent |

Le mouvement d’un fluide est permanent, quand en un point quelconque de la masse
&N mouvement, les molécules qui se succédent en ce point sont 4 la fois animées de la
meme vitesse, soumises 4 la méme pression et ont Ia méme masse volumique. Si par
contre, les parametres I, pet P varient en un point en fonction du temps. le régime est dit
« variable »

¢ Charge totale

Toute fois, et dans tous domaines d’écoulement au Ia vitesse Vet la pression motrice
Po=p+ pgh restent constantes .on définie la rotien de la charge totale du fluide qui a son
tour peul se généraliser . au cas ou la vitesse varie d'une maniére quelconque (en grandeur
et en direction ) dans la seotion par Pexpressien snivante :[1]

PJZIHH (1-1)

H ans Ta section A | est le quotient du débit d'énerqie mecanique totale £ par le débit en
poids, soit :
I
H=—"_ []__'."':.
0

¢ Debit et vitesse moyvenne |

n appelle le débit d'un fluids 1a quantite  gur s'¢eoule | tavers une se ian
transversale donnde de 1a conduite par unité de temps . Sous une forme generale (pow une
terme quelcongue de 1a repartition des vitesses dans la section ) le debit volumique
s exprime par la formule - [16]
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Q. = [dQ, = | Wi (1-3)

avoe W=~ Vitesse en un point donné de la section de la conduite,
A — Surface de la section de la conduite |

Pour simplifier la résolution des problémes pratiques, on introduit une vigoe =
moyenne fictive, car La répartition des vitesses dans une section de la conduite nest
presque jamais uniforme | elle est donnée par :

., = ifﬂ’ﬂl‘f _ & (1-4)
d A5 A
d’;:nfli
Q- =W A (1-5)

®  Viscosité de 'écoulement -

On utilise communément le qualificatif de visqueux pour décrire une chose qui n'est
ni liguide ni solide. La viscosité est en fait une caractéristique de la matiére , quelqu’en soil
I"état physique : gazeux, liquide ou a la limite dy solide | y compris, lorsqu’ils existent, les
stades intermédiaires polyphasiques.

En effet, le fluide st caractérisé par ce fait que ses molécules sont trés mobiles les
unes par rapport les autres, clles se déplacent sous I'action de trés fathles efforts, Il n'ofire
aucune resistance aux deéformations. En particulicy, il épouse sans résistance la forme cu
recipient qui Je contient.

Pratiquement, les fluides naturels sant constitues par des maolécules presentant
quelque adhérence entre elles, ce qui tend a géner leurs mouvements relatifs, ¢’est ¢e qui
constitue la viscosite,

Donc la viscosité est propre & tous les fluides réels el se manifeste dang le

mouvement sous forme de | ottement interne

La wviscosite provoque une dissipation de I'énergie cinétique de la masse Nuide en
Mauvement, cette énergie est lransformee en chaleur, a température et 4 pression donnees,
il y a proportionnalite de la tension visqueuse d la vitesse de déformation pure |, suivant une
meme direction, le facteur de proportionnalité est appelé coerficient de viscosits

1.2.2 Equilibre dynamique et thermique des fluides

L'ecoulement est dit dynamiquement ét: b lorsqu'il est stationnaire el loranue Ies
vitesses d’une abscisse 4 sont comptees suivant une naralléle au génératrice auss: la masse
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volumique et la viscosité du fluide ne doivent pas dépendre de z ( avec z axe paralléle an
sens de 'ecoulement),

I."¢écoulement est dit thermiquement établi lorsque la répartition dans une section A
des dilferences de températures entre un point de référence de position geomeétrique définie
dans la section et un point quelconque de la méme section ne doit pas dépendre de 2 [20]

En toute rigueur, un écoulement dynamiquement étubli ne peut done s'observer que
pour un {luide de masse volumique constante.

[.3 Régime et forme d’écoulement

La nature (régime ) du mouvement d'un fluide peut étre laminaire ou turbulente. Le
premier régime se caractérise par la stabilité de I'écoulement . Dans ce regime les [ilets de
courant sont paralleles, ne se mélangent pas et contournant d'ure maniére continue tous les
obstacles qu'ils rencontrent sur leur chemin . Le deuxiéme régime se caractérise par le
déplacement désordonné de masses finis du fluides se mélangeant fortement entre elles.

Dans une conduite cylindrique de section quelconque, | établissement d’un régime
d’écoulement dépend de 'importance des forces de viscosité (frottement interne ) par
rapport aux forres d'inertie . Ce rapport de [orces est caractérisé par un nombre sans
dimmension dit de Keynoldy -

LD
m. = —_— {I_ﬁ}
v
Aveg !

Li - Vitesse caractéristique de I"écoulenent,

(souvent [a vitesse movenne dans la secticn),
[ . Dimension caractérisiique de la section trinsvelsale,
v : Coefficient de viscosité cinematique.

En le comparant 4 une constante expérimentale, dite nombre de Reymolds critique
1. de 'organc pouvant servir & caractériser le régime d’éeoulement - Certes, le point de
passage d'un régime & un autre est assez imprécis et correspond 4 ce nombre voisin de
2300 pour les liquides dans le cas d’une conduite circulaire, et de 10° pour les gaz . La
limite cupéricure de M. dépend des conditions dentrde dans la conduite, de 'état
superficiel des parois, et d’autres causes.

bin admettant 2000 on aura fes deux cas suivants -
-5i M. = M écoulement estturbulent,
-5 e < R Decoulement cst faminaire
Les solutions laminaires représentants hien certaing cooulements réellement chserves
Mais pour une configuration géométrique donnée des parois solides limitent 'espace
coccupe par le fluide en mouvement, cet écoulement n'est stable que si les vitesses
d’ceoulement ne sont pas trop grandes, Pour des viresses trop élevées des pertunbiatinns
apparaissent en s’amplifiant au cours du mouvement, et envahissent tout I écoulement aval
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qui devient complétement turbulent. La turbulence n’affecte pas seulement les «dléments
fluides eux-mémes, mais les propridiés que ces éléments comportes, par exemple | chague
elément fluide est charge de chaleur, la turbulence provoguera un transpoil latérale de
chaleur [ 1]

Puisque nous avons pour objectif I'étude de "écoulement d'un fluide visqueux dans
les conduites des cas usuels, le régime auquel nous aurons aflaire sera le régime laminaire

[.4 Ecoulement laminaire visqueunx

L'eécoulement d’un fluide visqueux dans une conduite rectiligne s'effectue de telle
fagon que les lignes de courant glissent les unes sur les autres tout en restant paralléles .
I'écoulement est alors appelé laminaire.

Dans un ccoulement laminaire d’un fluide visqueux dans une conduite, les
molecules fluides voisines progressent avec des vecteurs vitesse paralléles ; du fait de 1a
viscosité du fluide, chaque filet tend a freiner ceux des filets voisins qui sont plus rapides .

Les lignes de courants « confondues avec les trajecioires » sont des courbes fixes
dans I'espace et ne se mélangent pas au cows du mouvement  L.a non uniformité des
vitesses introduit dans le fluide des contraintes d'origine visqueuses .

Les forces de frottement développées dans ce régime seront proportionnelles au
coefficient de viscosité et au gradient de vitesse. Ce résime présente surtout un intérét dans
le domaine industriel, en particulier dans la lubrification.

La condition requise pour le régime laminaire pour les liquides peut 5" ¢erire -

2000 v
i: e e
D

[ (1.7}

Elle représente la vitesse critique inféricurs

Exemple :
Pour I"cau & 20° C(v=10-651), il faudrait pour avoir un regime laminaire stable que :
10-2
o 200010
D
Soit, dans une section circulaire de 10-2 em de diamétre

N 1 i & ; i F z i
[7 = 2.10 "misCe i vitesse est importante devant lu dimension du diamélre de la
canduite, pour cele il faut une différence de pression importante pour I'obtenir. Mais plus
le diametre esl important, plus la wrbulence est facile 4 nhtenir.

Ce résultat est obtenu 4 une distance suffisamment grande de Femrée de la condui = . cette
distance | mesurée depuis 'ongine ament de la conduite 2 partir de laguelle écoulefient
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stationnaire est établi est donnée approximativement pour un écoulement laminaire par la

formule suivante
2rr

U
I:HMZE—ﬂMI (1-2)
|

La distance | mesurée depuis Dorigine amont de la conduite a parir de laguelle
I"ccoulement stationnaire turbulent est établi est donnée par la formule approximative -

I = LED4{M, [14] (1-9}
En tout point de la conduite, I'écoulement est permanent mais le fong de 1 an dit
qu’il i’ est pas établi.

I.4.1 Distribution des vitesses dans une section transversale

Dans le mouvement d’un fluide visqueux, la couche se trouvant immédiaterment au
voisinage de la paroi solide y adhére = [l en résulle que, dans la région & proximité de la
surface solide, 1l s’établit une vitesse variable croissante depuis 0 sur cette surface jusqu’a
la vitesse W de ’écoulement non perturhé Figure (I-1). Celte 7zone de vitesse dans Ia
section est appelée couche limite.

Dans lc mouvement d'un {luide dans les conduites, on distingue la portion initiale
d’écoulement et la portion d’écoulement stabilisée Figure (1-2). Par portion initiale, on
entend la partie de la conduite dans laquelle le profil des vitesses cst uniforme, ef se
transforme graduellement en profil normal correspondant i "écoulement stabilisé Fn
regime laminaire dans une conduite de section circulaire, le profil stabilisé des vitesses
s’établit suivant une loi parabolique figure (I-1-2), ef en régime turbulent & peu prés suivant
une loi logarithmique ou  <penentielle figure (I-1-6) . On trouvera des développements sur
ce profil dans le chapitre waitement mathématique [16)
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[.5 Perte de charge

L'optimisation de la perte de charge lindaire est un probléme fondamentale, en
matiére énergétique qui s’ést posé depuis longtemps et qui 5€ pose toujours dans les
domaines industriels et aérunautiqu s,

Divers chercheurs, parmi lesquels on site: Poiseuille. Prandtl. _...ct beaucaup
& autres. ont contribué eMicacement a I'étude des pertes de charge des fluides homogenes
dans les conduites 4 petite ou grande €chelle.

La perte de charge dans un mouvement d'un fluide dans les conduites rectilignes non
sinpuliére en régime laminaire est déterminée par les forces de frottement interne
(viscosité),apparaissant quand une couche de fluide s déplace par rapport a une autre .

Les pertes de charge dépendent non seulement des paramétres de I'écoulement mais
aussi de I'état de surface (plus ot moins rugueux)de la paror. On qualifie cet état par-une
seule dimension géométrique A qui est d’un ordre de grandeur comparable 4 la hauteur
géométrique moyenne des asperité de cette paroi. Les Torces de viscosités sont directament
proportionnelle & la vitesse de 1"écoulement.

Grice & la prépondérance en regime laminaire des forces de viscosite ,méme
I"écoulement autour des aspérités d’une surface rugueuse se produit d'une fagun continue,
nour cette raison ,si clle n'est pas tres prandes ,la rugosite des parois n'a aucun cffel sur la
grandeur de la perte de charge, et le coefficient de perte de charge par frottement dans ¢=
régime dépend toujours de nombre de Keynolds seul.

En régime turbolent, la perte de charge Jdue au mouvement conditionné par le
transfert de quantité de mouvement des masses de fluide qui se déplacent de maniere
désordonnée, est de plusicurs fois plus grandes qu'en régime laminaire.

Dans un écoulement laminaire et permanent et d'un fluide newionicn, duans une
sonduite eylindric e, la perte par unité de longueur dépend des parametres physigues
siivants ;
¥ Masse valumigue du fluide
» Vitesse moyenne de 'écoulement .

7 Diamétre de la conduite .
» Viscosité du {luide

On distingue deux aspects de perte de charge
a-1 e pertes de charges singuliéres AH,

b-Les pertes de charges par frotlement AHy

a-Les partes de charoe singuliéres

Eiles se produisent lorsqu’ v a nerturbation de |'ecoulement rormal, décollement
des parois et formation des tourbillons | la o il v u Clargissement rétrécissement, courbure
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¢t branchement ,écoulement 4 travers les ouvertures les gtilles les dispositifs d’obluration
ou d’étranglement ,fltration & travers un COIps poreux, entrée dans la conduite, ote. Dans
les pertes singulieres figurent aussi les pertes de pression dues 3 la vitesse (pression
dynamique) a la sortie de I’écoulement d’un réseau dans un grand espace (atmosphére).
Etant donnée que les pertes de charge singulidres sont détermindes conventionnellement
comme etant la différence cntre les pertes totales et les pertes par [frottement dans le
trongon singulier de la conduite considérée.

Pratiquement pour ['écoulement des liquides, I'effet de N, sur les pertes de cliarge
singuliéres se manifeste surtout aux faibles valeurs (= 107 & 5x10° 3

Par conséquent, pour R _ <107, on peut presque toujours considérer les coefficient de
perte de charge singuliére comme étant indépendants de Reynolds.

b-Les pertes de charee par frotiement -

Elles sont provoquées par la wiscosité, elles prennent naissance lorsqu’il v a
mauvement , et résultent d’un échange de quantité de mouvement entre les molécules des
couches voisines qui se déplacent avee des vitesses différentes. Ces pertes ont lieu sur
toute la longueur de la conduite , et sont appelées aussi pertes continues.

L5.1 L'établissement de P'expression de Ia perte de charge par
frottement

I’analyse dimensionrelle constitue une application remarquable dans la recherche
de I'expression générale de la perte de charge .Elle permet précisément de do:erminer la
forme la plus simple que peut revétir une loi reliant un certain nombre de grandeur
physiques.

Considérons un écoulement en régime nermanent de débis v dans une conduits
rectiline de section transversale constante, la dimension caractéristique de cette section est
représentée par D, H correspondant & I perte de charge d” un écoulement sur la distance
L représentant Ja longueur du trongon rectiligne de la conduite considérée, Les grandeurs
physiques qui interviennent dans ["expression sont ; _

AP :Perte de pression (cas d'une conduite en charge) dont I"2quation aux dimensions est
ML

[ :Longueur du trongon d’¢eoulement considérée dont Vequation aux dimensions est L.

L :Dimension caractérisant la section transversale de I'écounlement dont "équation aux
dimension est L,

U :Vitesse moyenne du fluide dont I équation aux dimension est L1,

p:Masse moyenne du fluide dont ["équation aux dimension est M1~

w:Viscosité cinématique dont I"équation aux dimension est L3,

La relation peut done s*éerire

LU :
AP = _‘YD Ll (1-10)
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St on mesure AP en hauteur de fluide, o'est-a-dire : P= pgAH, la perte de charge serait

KL U? _
AH = —— — (I-11)
D 2¢g
avee K coefficient de perte de charge par frottement qui est fonction de
K = flwn, 2 (112
D

Le coefficient adimensionnel K est le méme pour lous les systemes géométriquement
setniblable , il ne change qu’avec la forme du systéme consideré .

L’expérience montre que I'allure générale de la variation de K en fonction de N _est

donnce par la courbe représentée par la figure (I-3), &tant entendue que la forme exacte de
cetle courbe dépend de la forme du systéme considéré et de la grandeur de & c’est A dire de
la rugosité des parois du dispositif solide qui guide Ia masse fluide.

On peut. distinguer trois zones particuliéres dans I*étenduc de la variation totale de K.

K A
10t
S| A
LY Fegime =
_ K=C*®
; -\-\-\-H-h ’._-__ i
laminaire  Zone de rransditiom—¥e
[mevenne lurhulence ¥ Zone de riein:: furbulence
L | =
10 107 1070, 10w, 13 1t o,

Figure (1-3) :Variation de lu perte de charge dun écoulement en fonction
de R, [16]
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ZONE ] -

Pour les faibles valeurs de R _c’est a dire en régime laminaire, la relation est de la
forme représentée par une droite dans un systéme d’axes 4 graduations bilogarithmiques,

K=— (1-13)

ZONE2 ;:

Pour des valeurs de R _supéricurs au nombre de Reyrolds critique R mais wute

fois suffisamment faibles pour que la turbulence du régime & Dintérieur du systéme
n’atteigne pas un degré extréme, le coefficient X est de la forme ;

4 _
K= vy avee @ 0(n{0.3 (1-14)

Autrement dit, dans cette zone intermédiaire BC qu’on pourrait appeler zone de
transition ou zune de moyenne turbulence , la turbulence n’est pas suffisamment
importante pour qu’on puisse négliger les forces de viscosité et ces deux causes
interviennent pour provoquer la perte de charge qui varie done comme une puissance de la
vitesse comprise entre 1{régune laminaire=1 o0 n est élevé ) et 2 (régime complétement
turbulent n=0).

LOUNKE 3

En fin, pour des valeurs supcrieures du nombre Kepnelds la turbulence devient telle
que les forces de viscosité sont négligeables par rapport aux cffets de la wrbulsnce ce qui
est appelé saturation du régime turbulent.

Drans cette zone le coeflicient K est constant (n=0) ,
KN=cte.

I-5-2 Influence de la forme de la section sur le coefficient de perte de
charge

Le coefficient de perte de charge est fonction du régime de 'ecoulement et de la
rugasité & des parois .Pour les écoulements laminaires (9 <2000 a 25003, le coefficient da
perte de charge X pour une section circulaire dépend du seul nombre de Reynolds
(formule de I11gen-Poiseuille) :

K G4

90N
En 2coulement laminaire dans des conduites de sections non circulaires le coeMicient
numerique de "équation n'est plus ¢zale a 64 | sa valeur dépend de la forme de la section
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dans quelgues cas simples on peut calculer la valeur de ce coefficient on donne des
exemples ou il peut varier de 47 4 96,

Deld, pour avoir un caleul préeis sur le dimensionnement de ces conduites ainsi que
sur la résistance hydraulique presentée par les pertes de charge, a fin de bien étudier
U"influence des géométries de ces conduites ; il faut disposer des ouvrages spécialisés ot des
reférences dans ce domaine .

I-6 Application des conduites dans I’aéronautique

Les systemes de distribution des fluldes dans les avions utilisent fréquemment des
conduites de section circulaire ou rectangulaire ou bien des formes elliptiques ou encora
plus spéciales (formes complexes) répanuant aux normes exigées. Il existe plusicurs
applications utiles des conduites (comme les conduites d’aération des compartiments ou
des cabines dans un avion par 'air chaud ou froid, ou autres applications pour véhiculer
une espéce de fluide de genre huile ou bien carburant, ete. Figure{1-1),

Les conduites circulaires sont wiilisées lanl gue possible Jles conduites de section
rectangulaire ou de forme complexe sont wtilisées lorsque celles o répoadent micux aux
exigences des multiples [nstallazions{limitation Cesoace, design dXintérieur.ete),
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Chapitre 11

Formulation mathématique

11,1 Introduction

[."analyse mathematique de I"¢coulement d'un fluide Newtonien nous permel d’établir
les équations de base qui gerent cet écoulement, ainsi que les solutions analytiques possibles
pour les différents cas simples. D'ou l'objet de ce chapitre.

En effet, notre modéle mathématique est obtenu 4 partir du bilan massique ¢ du
quantité du mouvement effectué sur un volume de contréle élémentaire du fluide considére
Les équations exprimant les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et
de I'éncrgic sont données par la suite, ainsi que les hypothéses de calcul qui permettront de
simplifier et résoudre le probléme posé.

I1.2 Equatiens générales réeissants I"écoulement inlerne traversant les
conduites

Les equations de continuité, de quantité de mouvement et de I'énergie, sont les lois
mathé¢matiques qui décrivent I’écoulement. Ces équations sont obtenues en faisant I¢s hilans
sur les paramétres de 1'écoulement.

[1.2.1 Formulation des éguations des bilans

L'éguation de continuiteé exprime la conservation de la masse, tandis one |'équation de
quantité de mouvement ind: jue que le taux de variation de la quantité de meavement €uaic 4
la résultante des forces extéricures appliguée a la particule fluide. Clest la deuxidme 1 de
newton.

L'equation de "energie tradult la conservation de "energie ¢t elle est déduite d'apres e
premier principe de la thermodynamigue.
Ces equations sont écrites dans le cas genéral de la maniere suivante [1], [12]

-

E + Vipy) -0 (T1-11
‘:_.

A . . 1 I = -
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:; (pE]+ Y. [pl:.“'-f - kYT + pyv — EF]— pfi+ g, (11-3)

Avee  f : Forces de volume.

T : Tenseur des contraintes de viscosité.

E: Energie interne massique.

2V Travail par unité du temps {puissance).
4, :Sourcedechaleur(réactionchimiques.,.. etc).

k : Conduetivité thermique du fluide considére.

Pour compléter ce systéme d’équations, on ajoute I'équation d'état spécifique de la
thermadynamique, qui donne vne relation entre les variables d’états du fluide considéré :

p=Fe(pT) (1)
Avce r: indigue un fluide réel visgueux.

I1.2.2 Conditions aux limites et initiales

La définition des conditions aux limites appropriées est essenticlle pour la prise en
charge de la nature physique de I'écoulement.
La détermination des conditions aux limites de ' écoulement entrant et sortant est "'une des
taches les plus importantes et dépend essentiellement du régime d'écor 'ement {subsonigue ou
supcrsonique) et de la nature des équations.

Pour les phases transitoires, il faut connaiire ou impeser la répartition des vitesses et de
la pression initiale sur le domaine du calcul ou bien les accélérations e Pécoulement au
départ (t=0) et ainsi que les températures mitiales ou les flux thermiques aux frontiéres.

Ces équations, que nous avons récapitulées avec ces conditions aux limites appropriécs.
nous servent de base pour la modélization mathématique, utilizsée dans la suite de notre étude.

I1.3 Hypothéses

La complexite des équations citées auparavant, dans le cas général, nous impose de
passe: par unc cascade d'hvpothéses de bases simpliticarrices. afin d'sboutir & une forme
d"équations différenticlles qu'on peut résoudre par des approches numérioues. qui traduit un
certain degrés d' pproximation.

Dela, on cunsidere les hypothéses de base suivantes ;

# le flnide est considéré Newtonien et homogene
# 1. écouicment est 1sentropique et le fluide est calorifiquement parful . justifiee par |2 fait

quion néglige les pertes thermiques.
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11.4 Formulation mathématique du probleme

L'¢coulement laminaire et ¢rablit, car on s'intéresse & généraliser I'étude de Poiseuille.
L'écoulement esl stationnaire,
L'écoulement est subsonigue incompressible. Vu que la majorité des cas étudiés et
rencontrés dans la pratique de ce domaine, sont des liquides ou des gaz a faible vitesse.
Section supposée quelconque @ simplement-connexe ¢L constanle le long de la conduite
traversée (lrongon rectiligne).

Gradient de pression constant dans la direction axiale. Feoulement dominant dans la
direction axiale de la conduite,
O considére aussi que la conduite a des parois hydrauliquement lisses, et seul les pertes

de charge par unité de lengueur sont prises en considération.

1L4.1 Equations finales décrivant le probléme :

Notant que, 'étude de 'écoulement se fait dans le plan transversale (xy) de la

conduite, tel que cette derniére est un cylindre de section quelcongue. d'envergure fini dont
les génératrices sont paralléle & (0£), voir la figure (II-1).

F
Fa |
| e
! Mo ¥ @ 7
'_ ___________________ Ay
|
|I | “E.*"r

Figure (II-1) : Une conduite cyvlindrique
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Cornpte tenant les hypothéses précédentes. on a: L'¢coulement €tant laminaire. axial
¢t complétement développé (zone établit) cest-d-dire : 2 = L.’ (voir le paragraphe § [-3),
Les lipnes de courants sont paralléles 4 07, done les composantes U et V de la vitesse sont
nulles. ;

U=v=10 (I1-5)
D'aprés la quatriéme hypothése, 1'écoulement permanent oblenu aprés la période de
mise en régime stalionnaire, impose que les dérivées particlles par rapport au temps * /¢

sont identiquement nulles. Les variations des différentes grandeurs sont comptées le long
des lignes de courants.

Quant 4 ]'équation de continnité, I'hypothése d’incompressibilité permet de la
simplifier et elle prend la forme ;
div V =0 avec g = constante (1I-6)

En utilisant les équations (II-5), l;équation (11-6) se réduir 4 :
W =g (1-7)

a2z
[ équation (T1-2) de NAVIER-STOCKS est rééerite de la manicre suivante :

ey ey _oU  dU _ 1dp '
Ut T T TS,
av av av av _ lap
J Y aviiaw AV +
vt mt 2z oy &
ew . aw L eW ow __108p
i S Thid - R e

Avec v =g/ p : viscositd cinématique,

Compte tenu des hypothéses citées precédemment, ce sysiéme d"équations se redult &
la forme suivante, el gu'on note

p,=prpgh
Ou p, estla pression motrice, et f est une hauteur, Alpsi
1 dp
| P + 0
o Gx
!
= — I _a'lr.s_ I [}
| p oF
18 (B oW
iz s By, Eq-l'l--, s \I
£ oz | ox” &W ;
- ; i . i ¢ o L?p',,
Des deux premisres équations du systéme, ontire. — = —— =0
fx cy :
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Soit done, Py dépend que de “z". p,=p(z) (11-8)
Alors, la pression motrice est constante dans une section droite de la conduire,

Finalement apres les simplifications faites, il nous reste done une seule dguation du
mouvemnent donnge par :

1 Q%_+Ffaﬁr aiw )

)=—-—= e
2 ﬂr-:': I'\ (A s ﬁ_],-' J
(O bien :
S W 14 14
[ i +[.-' : — rP‘t’pgh):_ pg |:;J_|'_I.J'IJ
oxt & u dz 1 ods
Sous la forme compacte ;
AW =f (11-10)
ff =
Avee s f= lw = _]'_. FL'
i iz oz

Cette éguation finale est une équatien differentielle elliptique dile de Pnisson avec
second membre constant. Pour résoudre cette équation, on ajoute les conditions aux limites &
satisfaire comme suil.

I1.4.2  Conditions aux limites !

La présence de la viscosité de I'écoulement et les forces de frottement aux parcis
mduit gque la condition de non glissement est imposée sur la vitesse aux parois. Celle
condition done de type DIRICHLET est donnée par I"éguation générale suivante ;

Woarei="  surla frontiére “T". (T-11)

[Jans la suite, on entame la résolution du probléme pour les configurations simples
domaine (section cercle, carré...), par une méthode analvtigue, afin de permetire de valider
les programmes du ealeul et de procéder 4 la résolution des configurations complexes par
suite, par la méthade des élémeants finis. Fr en fin, on procéde aux caleuls des champs des
parameétres thermadynamigues et dynamigues a travers ces sections.

1.5 Solutions analytiques pour quelques configurations simples
Afin de déterminer les champs des paramétres thermodynamigues et dynamigues a
travers les sections des conduites ou o salisations, la solution analyviicue de "2quation de

poisson n'existe que pour quelques cas de sections simples. MNous présentons ces solutions
COmme suit -

[Maue
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II.5.1 Cas de section circulaire

11.5,1.A) Section cercle « Ecoulement de Poiseuille » réf.[6]

Nous présentons le cas d'un écoulement du fluide visqueux en régime laminaire dans
une conduite cylindrique de section circulaire, et mettant en évidence le modéle
d’éconlement de Porsestlle qui fournie les solutions exactes des équations de NMAFTER-
STOCKS simplifices.

Par raison de symétrie ,on est amene a passer en coordonndes cylindriques (r, € 2).
La vitesse W ainsi que AW ne dépendront pas de # On obtient alors :

, W AW W 1 8w 1 d{ dw’
B i) AW S ¥ — e e g
ax ay or r or rdel  dr

Remplagant AW dans |'équation (1I-10) on aura

q ;
. =£i[,ﬂ) (11-12) :
dz rdr\ dr

Or F,ne dépend que de z, el ¥ ne dépende que de r,

L’egalite precedente n'est vérifiee qu’a la condition que chegue membre soit éeal a
une censtante.

Figure (T1-2): Conduite cylindrique de section circulaire

a - Réparfition des vitesses

La repartition des vitesses peut s'obtenir de la maniére suivants |

1,

En posant - rf”: a A a =0 (1113}
dz

On avra I"equation a resoudre -
.ﬁ_[,a;*"_"‘;_ﬂL (I1-14)
dr vir P

Par integration successive de ["équation (11-14) par rapport a #, on obtient

W:—-;L-r? +h.loglr e (11-15)
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O b et ¢ sont des constantes d'intégration définies par les conditions aux limites
survantes.

pour -
r=0, Lavitesse doit étre finie, alors il fuut que 1 6 =4
r =K, Lavitesse s'annule sur les parois, W (R} = ouil y a adherence du fluid= a la

paroi. ﬁﬁl et BN

- '\‘{ L -
!_rg—j}"'f-- 2
aR
Dene, on aura | P
d4pu
Par suite, la répartition des vitesses a U'intérieur de la conduite est donnée par 1'expression
suivante !
()= Lo
wir)=——R*|1- 116
44 R’ (16}

Avec: R lerayon de la conduite. .
L'expression (II-16) représente un profil paraboloide de révolution, ayant son
sommet sur ’axe de la conduite, donc la vitesse varie suivant une loi parabolique.

La ripartition des vitesses est la méme tout le long de la conduite pour un regime
ctablie, voir figure (I1-3).

Figure ( 11-3) - Champ de vitesse de ["écoulement laminaire dans
une conduite circulaire.
b - Répartition des pressions

De méme, on peut déterminer la répartition des pressions le long de la conduite en
considérant entre deux sections transversales 8, et §; distante d'une longueur Loet ol les
pressions respectives sur ces sectlons sent P, et Pz . Pour faire couler le fluide dans la
direction de 1'écoulement positive, il faut que le gradient des pressions soit négauf ¢ est-
adire (P, /s <0,

Nous avons de 1'equation {11-12) ¢

iap

—F = ~a — ng{f.}z —az+d avec a=0 (l1-17)
dz
d - étant une constante d'intégration,

Pour une longueur L sur laguelle la pression varie linéairement, on gerit .
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Pg1= Py =a.L=Ap, (I1-18)

Comme @ > 0, la pression motrice P;  décroit lindairement dans la direction de
I*écoulement suivant 1a loi (II-17) le long de la conduite tout en restant constante dans une
section droite entre les deux sections 8, et 87 de la conduite, aux cxtrémités duquel s'exerce
la différence de pression, voir la figure (I1-4). La diminution de la pression est due an
frottement & la paroi de 1a conduire.

!Figure (1I-4) : Evolution de la B
\pression 4 travers une conduite
[(zone établit)

¢ — Calcul du débit volumigue

Le debit velumigue @, traversant la section droite § est le flux du vecteur vitesse &
travers §.
11 est donné par 'intéerale ;

R R 4 4
2 . Axd ( 2 2y, maR  maD
Q, = !Zﬂrﬂ‘dr =4 ﬁ{r R —r )fr =% 18
Ap,
Remplagons ‘a® par sa vafeur —L‘"—__ il vient -

! a’
} T e o ——— P -
& Sl AE 123;;1."3‘ A (T1-19)

Cette dermigre formule s'appelle fermule de Poisenille, tradui I"'expression du déhit
volumique, il st proportionnel 4 la différence des pressions motrices appliquées aux
extrémités de fa conduite et a la puissance 4 de son diamétre. Done dans ces conditions. le
débit est le méme pour toutes les sections transversales de lz conduite.

d - Vitesse maximale et Vitesse movenne de ’écounlement

La vitesse maximale cst atteinte au centre de la canduite pour r =10, elle a pour
valeur

, p I

W, .=—R (11-201)

g

e
]
L)

Pa
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[a vitesse débitante est par défimition la vitesse moyenne raleulée sur la section droite, clest
done

w2 _ 1 raR’
mr 8§ R 8u
Soit
ak’> W
Wy = (11-21)
81 2

La wvitesse maximale de 1'écoulement laminaire dans wne conduite cireulaire est exactement
e do . iz de la vitesse débitante.

e - Force de frottement et son coefficient

Soit la contrainte © : la force de frottement par unité de surface entre deux couches
voisines du [luide considéré. Elle est donnée par :

dW!r I
- B [ O | i 2
) ‘u‘ dr |~ # 4 1 2 L

Elle varie done linéairement avec r.

Contre la paroi elle atieint sa valeur maximale suivante

ak 44 W,,
11_"‘_’ == z = = R - (”-23)

La force de frotternent visgueuse cxereée par le fluide sur toute la paroi patéricure de la
|
portion *L” de la conduite est donc :

R A 2
F = 7,281 = “X27RL = axR*L = 22L2RL qr2g
d’ou :

F —HRQJP;, (11-25)

Cette force de frottement est épale an produit de la section 8§ de la conduite par la différence
de pression AP, exercée entre les deux extrermies.

On peat lui associer le coefficient de frottement local Gy ¢

. 0 .
& £y = = = (11-26}
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f -Calcul des pertes de charge par frottement et leur coefficient :

Pour un fluide réel, il ¥ aura une perte d'énergie due au frottement visqueux. Cete
perte d'énergie se traduira par une perte de charge que nous devrons estimer entre deux
sections.

Par les critéres de I'analvse dimensionnelle, la perte de charge s'éerit

W

AH =K %Tg“ (11-27)

On
AP,

AH = . (I1-28)

donc
L W,
Ap, =K 5 p "’2-" (11-29) )

La perte de charge par frottement est dong une perte de pression motrice.

Exn tirant AP, de I"équation du déhit volumique, et en remplagant (. par

On trouve le coefficient de perte de charge par frottement K

64
E=E- . onaaussi[16], ] 6] :

&

K =4.C, (11-30)

Ei

SH,.:,D = -— {1-31}
I'el que R, : Nombre de Reyrolds qui caractérise le rézime d’écoulement.

Remargue:

Les solutions analvticues des sections rectangulaires et elliptiques existent dans Pannexe D.

[ B
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CHAPITRE Il

Adaptation de la méthode des &léments finis

[II.1  Introduction

En rendant la complexité des calculs une chase de passé I'évolution technologique et
surtout outil informatique est la cause premiére qu'a révolutionné les sciences de
L'ingénieur, des problémes autrefois considérés insolubles avec les méthodes classiques, sont
maintenant accessibles avee les méthodes numériques

Les techniques de calcul ont connus un développement considérable ainsi la méthode
des elements finis (M E.F), tout cela pour les besoins de I'industrie - Aérospatial, nucléaire,
mecanique, etc.. .. §

Dans [a suite, on entame la formulation et le concept de cette technigue (la méthode) en
traitant deux types d'éléments finis,

IIL.Z FORMULATION VARIATIONNELLE (INTEGRALE)

Le probleme que nous allons considérer, dans cette formulation aprés éude
mathématique effectuce, ¢'est la résolution d’une équation différentielle partieile de second
ordie de type elliptique conmie sous le nom de 1'équation de POISSON, associé avee des
conditions aux limites du 1" type dites de DIRICHLET dans un domaine arbitraire plan
£)(x, y) de frontiére quelcongue (I'),

Alars, le probléme est comme suit -

=

Lo 4 S (1113
@J_
W= f

e
Ou sous la forme compacte A
AVED W =0 sur () {111-2)

Tel que « £ » dont le second membre de I"équation différentielle caractérise le type de fMluide o
¢ ecoulement étudié.

Pour les problémes a deux dimensions, il v a plusicurs {ormes géométriques qui peuvent étre
utilisees comme élément fini (voir Fig,2)

On developpe Ia forme variationnelle de I"équation (111-1) pour un élément typique en
multiphani cette équation par une ‘onction test ‘P x, ) dont on suppose derivable e fois

par rapport & x et v, et puis on intégre dans le domaine d'élément (€2°)
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A S0 F |
”Lp {‘r_rl) | {’{rlj - erJ.Jc-rJJ.- — (111-3}
; ox cy
F, = e F.= alid
dx 5

Dans |'ordre de distnbuer la différentiation pour W et W, nous intégrons les deusx
premiers termes de Iéquation (I11-3) par partie. Premiérement on note les identités suivantes.

HF) B v

Wil Lowpy-S5R

ac ax ax (111-4)
g ) zi[xﬂrz)_ﬁ.ﬂ

ar ar

Puis nous rappelons la forme des composantes de "opérateur gradient (ou divergence) pour
un contour fermé avec la théoréme de « GREEN » :

H_%{qr F,)Mdx:dy = {¥F, - n ds (111-52)
o2

Jl f—{‘]‘ - dy = $WE, - ds (L11-5h)

il . T

Tel que ! « ds » est la longueur d’arc infinitésimale de I elemeni le long de son contour I,

n, . n_sont les compesantes du vecteur unité normale s sur la frontiere I' (voir Fig. 1b).

— —_ - —_

n=n,itnj=cos(a)itsin(a)] (111-6)
1-b nooo
v ==
© A [ 2
I ks
>
X

Fiﬁj'c {I1-1.a, b} : Discrctisation d'un domaine irregulier en element fini typique
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Tel que &/n représente la différentiation dans la direction sortanie normale & la fronticre
', De la, si unc portion de I'™ se trouve & I'intéricure du domaine global Q (voir figure
(III-2a, 2b), alors la quantité ¢! de I'élément (e) s'annule avec g'/! de I'élément () qui se
coincide sur 'a méme portion I’ de cet élément (e). Ceci peut étre vu comme étant un
equilibre interme entre les différents éléments du domaine (forces internes)

Si une autre portion de T'* se coincide avec la frortére globale 1" du domaine, alors
I"évaluation de I'intégrale de frontiére est basée sur le calcul de g et de la valeur de la
fonction d'interpolation W sur celle frontiére.

Cependant, dans notre formulation nous choisissons des fonctions d’interpolation qui
verifient le “ropriélé suivante

Wi,y =0 si (x,y) e (T")

Impliciternent, vérifiec donc la condition aux limites W =0 sur (I').

{|||:r1r1 E
ﬂx;w.

| ey I'”I bk

zénm

Adnsi, le membre de ['équation (111-12) devient ;

¢ e ow (oW ow(o¥
i B 'I-_fj‘ ox ‘ ox ] . oy ( ay ]Jﬂh dv
3 ‘ . oo

FY = jj Pf - dx - dy

(IT1-13})

Dela, en suostituant cefte €quation dans celle de (TH-11), on eltient Ta forme dite | « Heat

Jform Gans I'dnualion
suivante :

: aw (e  aur (e ) A

> [j[ _&_[_'- e e If.rx r!yl”'} e | [ T I

(11I-14)
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Finalement I’équation (LII-14) repreésente le modele de I'élément fini de I"équation {111-
1). dont, qu'on va créer un programma pow la tésoudre avec des différents éléments fnis
dans des domaines complexes.
Dans la suite, nous traitons la dérivation des fonctions d'interpelations,

IILL4 FONCTIONS D'INTERPOLATION

I1L.4.1 SERIES POLINOMIALES

Le comportement du variable dépendant (W) dans un eélément est deécnit par
I"approche la plus simple, cela consiste & approximer son champ de variation par des séries de
polyndme dont les coefficients G sont les coordonnées généralisées de approximation]&].

Dans le cas bi-dimensionnel, pour chaque variable dépendant on a -

W (x, y) = Z C,xf F=1,2,3 ;uensid (1-15)
J= i

Ceci permet d’écrire 'approximation sous la forme matncielle smivante | -
W,(x ») = [, (x y)] - {C}
Avec “m’ degré de liberté,

Pour cela, il est utile d’utilisé le triangle de PASCAL pour mettre en évidence le
nombre de termes présents dans ce type d’approximation. Soit

i constant m=0, n=1
X 4 lingaire m=1, n=3
> 3 i
X X¥ y quadmt[que m=z, =
X Xy Xy ¥ cublgue m=3, n—10

Le nombre total de coordonnées de I'approximation doit étre égal au nombre total de
variables nodaux de | élement.

S1 on chuisit une approximation d’erdre élevé on est donc amené a adopier des noeuds
supplémentaires, qui correspond aux termes suppiémentaires d'approximation.
Ainsi, on définit des nceuds additionnels soit aux interfaces, soit a I'mtcreur de "élément

Dans notre probléme, I'examination de I"équation formant le modéle de I'élément fini {111-14)
et les matrices d’éléments finis (;11-13), montre que WV, doit ére au moins une [onction

bilindaire en xoet v
Comme cité auparavant, il v a une correspondance entre le nombre, la position des

neeuds et les nombres des termes utilisés dans 'approximation polynomiale d'une varianle
dependante dans 1'¢l ment.
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Dans le probléme de deux dimensions, la coriespondance entre le nombre de neeuds (gui est
cgale au nombre de termes d’approximations polynomiales) et le degré de polyndme n’est pas
unigue. Par exemple, le polyndme :

Wi, p)=¢, +c,x+e,y (I11-16}

contient trois termes (linéairement indépendants } et il est lindaire dans x et v, d"un autre cotd
le polyndme
Wix, pl=e, +e,x+e,p+e,xy (11[-17)

contient quatre termes (lindairement indépendants Jet ¢galement linéaire dans x et v.

La premitre forme nécezssite un élément avec trois neeuds (avec un inconnu primaire par
nceud). Or, la deuxiéme néeessite un élément avec quatre neeuds, Quand le nombre de noeuds
¢gale a quatre, on peut choisir un triangle avec quatre noeuds et on met le guatriéme neeud au
centre de ce dernier, ol on cheisit un rectangle (quadrilatérale ) avec les neeuds 4 ses
somimets,

Le polytdme avee neul constantes (II-18) est un polyndme guadratique {(incomplet) :

|:>W{x,_p} = ¢, +C,X + C ¥ + €, + X7 + ¥+, (y + )y +ex? eyt

(111-18)
I.’¢quation {le polyndme) que on doit utiliser pour construire un €lément aves neuf noeuds
(rectangle avec un neeud 4 chague sommet et au miligu de chaque arréte et 'autre est situg zu
cenlre du rectangle) et on fait la 118me chose avec six noeuds et sept constantes, ...etc.

La discrétisation du domaine d’¢tude se fait par des éléments finis d’un seul type ou
bien mixte. Dans ["analyse numérique abordée, on a opté 4 faire le calcul de maillage par les
eléments suivants :

e Triangle 4 3 nceuds (voir la figure II1-3 a).
s (Juadrilatcre a 9 neeuds (voir la figure IT1-3 b).

Afin de mener & bien le caleul et pouvorr comparer les résultats avec une bonne
discussion, on a cholisi ces éléments dans e calcul du programme.

TN
é«—”"’ Y \\\ ° u} (b

Figure (I11. 3- (a, b }) : Eléments finis en bidimensionnelle de 3 et ¥ nocuds.

[
bd
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[11,4.2 Fonction d’interpolations d’un éiément triangulaire a trois neeuds

Considérons Papproximation lingaire (111-16) | 'ensemble (1.x.v) est linéairement
indépendant et complet ., Nous devons reéerire Papproximation (I1-16) telle ce quielle
satisfait les conditions suivantes :

W, v ) =W, =l 23 (IT-19})
OO (x,vi) avec (i=1,2,3 ) sont les coordonnees des trois sommets du triangle telle que |
Wy =Wk, pi) = Ce+Cs x:+ Ciy (H1-20)
Wo=Wix;,yd =G +C; xz +Csy;
Wi=Wxs,ys) =C1+C; x3+Cs v3
Sous [a forme matricielle ;
(W, 1 x, v CII

W,p=11 x, ¥, Cz
W;J 1 x; v, C_:J

(111-27)

Nous pouvons résoudre le sysiéme ([I1-21) pour les constantesCi, Cz .Csy qui sont les
paramétres généraux de ['approximation si la matrice du systéme n’est pas singuliére , nous
avons |

1 .
C,l Fe%: 3] JI‘I’,
C,y = |1 x, _p_,J W, (11-22)
CIJ I x; ¥, ]\IPI_F

Wik )= (L) x: » | W, (111233
I = W._;

Qui est de Ia forme :
Wi y)=HEx P W, + B W, + Bl )W,
#d : ([1-24)
=3 W,

Ou - ‘P sont les fonctions d'interpolation lingaire pow 'clément tnangulaire,
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Aven !

i .
W= (e By =123 (111-253)

1 cl.Ply1 sont des constantes données par :

2, = XV X ¥y
Bi =¥, — M fii.i#k {T11-25b)

g dy ey

Avee i, ] .k permutent dans I'ordre naturelle et A, est ["aire du triangle _Elle est donnée
par

Iox oy
24, = |1 x (111-26)
Iox, oy
Notons que la fonction d"imerpoelation 'V posséde les propriétés suivantes ;

l;ﬂ:xj » &y )= §.]

153 L=1.2.3 TI1-27

Z o = 1 J {

i=1

[11.4.3 Fonctions d’interpolations d’un élément quadrilatére a 9 neuds
Dans le cas de cet élément on la possibilité 4 approximati 'n qui sont données par -

a) Wix,y) =C+Coxt+Cyy+Caxy+Cax*+Coy+Crxly+Cyxy +Cox’

b) W yEC+Cax+Cav+C xy+Cs ¥ HC v Oy Hxy )+ 0+ 0y

o) W ¥)=CHCax+Cay+ Caxy* Cax+ Coy + Caxty +Caxy H Oy (IT1-28)

4) W(xy)=O+CoxtCv+HCxy+Cs X+ Coy Oty +Csxy 0y X +y7)

On va oprer pour une pour 'illustration. nous prenons la deuxiéme(171-28h)
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Pour déterminer les fonctions d'interpolation on a

W, =€) v 024 Oy, + €y + ol
+ ("‘i.}lf = Wix,, ¥:)

We =6, +Cua; + Ly % Couapy 4 Cux,
t CFP:: = Wk, y,)
Wi =L+ Cz-ts T C‘"J.}?.i + Cpx;.}';— % Csx;

+C,y; =Wk, ;)

W, =C, tCox, + Coyy + C,x,p, + Cox

111-29)
On pose |

{w1
W

@} =4.* =
w':‘

I_l L ¥ LY X: "’j

: ¥a

{H]=]1 I ¥, X¥, X

| R S
L1 Xy ¥5 X,¥, X ¥y X5¥

) C-}.]"; + C?f'rf-"r + J"-f-"":-J i1 ('l.'r'r;'f
+C,p] +C i y; + x:;) + Gy

+* {'lﬁ.}?_f T {-:.l,f:ff_}’{ * "t,T_"'I_f;J t {:.':x,: ]“’

T C.-:J"j + €, !:Tp_}"f f -"fj.lv‘u) % [:,,.'E';

Le vecteur {C} peut s’écrire sous la forme suivante -

€} 11" o)

On note |

[..E,] = [H ] | E telgue [I]

o
C.
fch=4."
'U!_,J -
: x ] (II1-30)
Iy, +x¥% x %
SRR SN HE S A
5 F xnfi 53 .‘f';:
il o L:; .J'J”
‘I"f.‘ 2 f‘:u o ‘L:w
; (iT1-31)
Ly Lgpoer Ly =il
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CHAPRITRE TIT ADAPTATION DE LA METHODE EF

On aura -

{c} - [Lie)

Alors, 'equation (111-28b) dans la forme générale .ara !

Wi ) = [g][e]ig)

Avec [g] = [I x oy oxy &y (p+xd) oty ]r
En utilisant "équation (T11-10) et (111-29), on obtient done

(4 = [e][L]

Les fonctions d’interpalation peuvent s'écrire done sous la forme suivante |

r"'-w ’-:.: "-w
Ly oLy Ly B
[iF(.\c,y)] = [J' x yoay ¥y ey +x) x° _]r’] : (11-32
: 1
_f gp ~r A e Ly
Ou bien :
[, 1) L, +L.x+ Loy + Ly + Lg8” + Loyt + Lyx’y o+ xv)

+ Lax’ o+ Ly¥?

W fx, #1 Ly, bt & Logayh & Egulyi Lﬂx: + _.*_.ﬁ_,_i:-" - .f_l,:(_x:z_u - xr
R S ([11-35)

1

|
!
i
1
1

i, ]'I}I Ly + Lk + Lyy + Liyxy + "1‘.19'1:: ¥ Ld::'..]l: I J',;-q(,‘f:j' + -’i_l':.?
L 4 L Lo LY

111.5 Calenl des matrices de rigidités

|.e calcul de la matrice de rigidité de 1'¢lément [ﬂf”'l et le vecieur [Dice {i"*"}
dans I"équation (IT11-13) par la méthode conventionnelle (par intégration cxacte) en génerale
nest pas facile | L ‘intégrale de la surface dans Pexpression ™' ( de I'équation (1l1-13)
.peut étre évaluée lorsque q st connue pour un élément inteériear (donl aucun de ces coles
ne défmt la omtigre du domaine),

Pour une raison de simplicité nous rééenvons [IC.I dans |"équation (1t1-13) comme étart ia

somme de deux matrices de base |f.-ll: 1 ct 1.":1"3 ]

k=] = 5]+ |87 (111-342)
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CHAPITRE II ADAPTATION DE LA METHODE EF

A G
s = J.;+dexf1}u (111-34b)
e T
. s U
'-{‘1.':51 — j 6?5 Pt 16 d{{]:p
= @ U
Etona:
£ = _J'f ¥ dxdy {111-35)
i

On procéde au calcul des matrices dans les équations (111-35) et (I11-34), en utilisant
I"interpolation linéaire développée dans la section précédente.

HILS.1 La matrice de rigidité pour un élément triangulaire linéaire

Pour un élément triangulaire , la formule de "intégrale exacte est disponible . pour
I'évolution des intégrales cette formule nous permet d’écrire ;

F P f.r ¥ ebxedy
i |
Alors nous avons -

L= A I' aire du triangle

= _fy dedp = A, ;
A

Aver

r 4, % =
1) = 'xydedy = (> x.7;, +9x y)
j'z =
P S Z:itdp—d—'(:‘r + 9x7)
M JJ g Iz Al 1
A 3 .
j- p?odedy = -2 {z ¥, + 937
12

En utilisant les fonctions d'interpelation (T11-25) dans les équations (111-34b) et (111-30h)

Rappelant que:

v _ g M _ g -
i 24, oy 2A )

Paoe Lo}




CHAPITRE 111 . ___ ADAPTATION DE LA METHODE EF

Mous abtenons -

8= iﬂ.ﬁ.
o 4.‘4 LI Ll s
}* (11-37)
";Ii?z = Eye}:f
7 ; .
Kﬂ. = Eﬁglﬁj +rvi) i j= 123 {111-38)
Ae
! Modedp = -~ fie— 111-39
. {jf ey = —f = (111-39)

Une fois les coordonnées des nceuds de 1'élément sont connues on peut calculer o, [ et ¥

par I'équation (I[1-25 b)et substituer dans 1'équation(ll1-38), pour obtenir les matrices
d’élements,

I11.5.2 La matrice de rigidité pour un élément quadrilatére linéaire

L'élement quadrilatére 4 9 nceuds est divisé en deux ¢léments triangulaires comme
I"indique la figure suivante ;

Figure(111-4) ‘EF guadrilatére 4 9 nrends

AVEC Xs,Xg,X7,Xg SONt au milieu des arrétes (12.23,34.41 respectivement) et x9 représente le
centre de gravite de cet élément
b S G I o -7 SO Vg T 6 W/

A laide des formules (111-37) on peut caleuler les intéorales concernant  I'élément
quadrilatére a Y neeuds




CITAPITRE M1 ADAPTATION DE LA METHODE EF
= j {&dy =" A;z; ¥ A.'.M
i

I, = [ xdvdy = Apyxin + Ay xis

7]

Ly = _I-_i:l dxdy = -41235’1.!_?1 + "1134;"”

A A
Fioom Ix‘pciwiy = vy + X,y Xy, + 91 *;,j o ey, +oxpy

I2

Xy, + 9;-'5\'..—1’;;;)

A -2 s = —3
Im = J-.x’f{n{y = “;IB (x + L + .I -+ ?II 3'} o II;I f.‘l',r + Xy + X+ 9_1..']_:;)
7 AJ"?:I "iru T T e
Iy = | yidady = 226 + 3] + 5] + 977 + 1y (Pt Pty 980)
T

[.gs autres intégrales peuvent &tre calculés numériquement tel que 1y Tz, Lo, Lao,lus.

En appliquant les équations (II-3G)et (111-37) ,et les fonctions d’interpolations (TH- 33} on
obtient ;

E
§ —jﬁqfra
i A [H_.ljl 'E:I_!.'

Finalement la matrice de rigidité s’écrit comme suit -

K;’} = (L by + L L ) + (L Ly + Lol + 20, Lo v ZL L, M, + (20,1,

+ Ly ¥ LyLy 4 Leliy My + sy v LoLy v LyLy +3LaLy + 3L, L

t AL Lo )y + GLyly + L L, + 3L L, + L, L, v Loy + L, L, ),
by + 2l + Mgl + ALl + by + Aol + TG Ly + Lyl )y,

+ (Lgly + Lyl + 6L L, + 6L Lo M, + (6L, L, + 6L, L,  LoL, v L, L. )1,
Y@Ly + 3L, +3LE, + L, L, + 2L L, +2L.E, + 2L, + 2,101,
{2l by + B, + 200, v 3L Lo + 2L L + 3L v 2Ll 4 2L E M
+ (6L, 1, + 6L F}, b AL Ly My (6L Ly v 6L Ly o 4L, Ly )T+ (311

+ 3L Ly + Lyl 4 31 Ly + 4y ) v (gL = Lyl My, + (9o Ly

b Ll Mg

Avec 1 = 1,2...%
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CHAPITRE 111 ) ADAPTATION DE LA METHODE EF

et

F = ~|[ £, dedy
Ag

Frre: = f.{L,ffurJ + ‘r‘:arm + ‘[31"rm + L.sa‘rn + L.‘HIII‘I + LEIIDZ + L'.f“:i + Ilij
LTy + Lol + L,1..)

& 30 a3

[T1. 6 [.’assemblage des matrices de rigidité élémentaires

L’assemblage consiste d construire l2 matrice [K] globale et le vectour glabal{F} |, a
partir des matrices élémentaires [K'®]et les vecteurs élémentaires {{*'} . La matrice globale!
K] est Ja somme des matrices élémentaires [K™®].et le veeleur globale {F ) est la somme des
vecteurs élémentaires {19},

P.ur représenter |'assemblage des matrices d’éléments finis nous montrons la procédure
considérant que lc maillage construit par des élémenis quadrilatéres 4 9 nceuds, soient Kit"!
JKij ® (1) =1,2,3) les coefficients des matrices de rigidite,

A partir du maillage en ¢élément finis représenté dans la figure au dessous on note la

correspondance suivante entre les valeurs des éléments globaux.

Figure (I11-5) :Assemblage de deux éléments
quadrilateres & 9 neeuds

W, = wg'], W= wit Wy = w';'\' = wit. W, = wf', W. = w'_f". W, = wh'
W, = = wil, W =l W, =l W = ), W, = w W = el
"n'i'r. i ,“_n: 1‘!"!'"[_] = W 1], 1"':‘*'-” WI]I = 1"""';:“

Pourl"élément{ 1et(2)

[kl W o kg T
[K”J ] [K:z-l] =+ |
I LS
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CHAPITRE 111 __ADAPTATION DE LA METHODE EF

Leur assemblage nous donne deng

La matrige assemblée

0 il {1 b

R 0 U o o0 K 0o i

kil 0 T o T VA S R N bt

it (2} (1) 23 € e
Ky +ky 0 B0 Ky tR b0 Ky o0 0 4 ki i
s X 2y

(AR U NS v T T (S 3.5 ( 0

hf; il i I hgfé' i it 0 n lr.f]‘:,]' i

Kl i 00 kY e kY on e i
' (), AN i
| x@Waif 00 0 0 0 0 kY Sk
2 .

K] =| SYM - A T D 0

S T S T fl

1
0 I i
(1)

S )

ki 89 "

2 13

ke 0 ki

ki 0
() L
oy = kg |

i)
A

& nlth
F
Tl
¥,
i) 2
Rl S

Ll
F:

Wi i, (s

g

e

P; l;l‘h
r &
; F:n
1 i1 T2
E'+F
F“ &)
4 = <| F g
F | ’
# Frr.u
]
FI{I Frn
'F'll F“}
9
F:I'l P*r[]
§
E] F“:,
5
F‘:E- F{:]
F'“ I.:; L7
D S
'_‘F-LEJ L= E




CHAPITRE I . ADAPTATION DE LA METHODE EF

En suite nous utilisons fes conditions de continuité d'inter élement , et collectant les
coefficients de Wi(i=1,2,3, .. .9), nous aurons le systéme sous la forme matricielle |

[l
i %
fia [”. ll boil
W ]1‘ ki? o T n T S T uﬂ’ P o g ‘q_ )
sl ] ionon [ ¢ 0 o0 & n o0 s &Y W S
R T (W, @ i o 1 i
kyg vkyy 0 ] Bokgkg d POk 0 n nokgd i [ e Fo
By I " v W i a W g u | A e
21 14 28 % ™
[ 2 i2) B3| 4 :
B " U v R a s e
(1 iy i1} a i
lu._H ; ik ; it 1] h-l'? it klﬂ ih 1 o H..:- ].I!J I:-‘-.
(0}, (&) (., I 1 A E
kﬁ.ﬁ Kog a it ] [] &* i b ke ke { _. . :1 Ed
! £ B @0 8 " AL b= 1 r':i"] [
| o ; o |
| "ﬁﬁ; ] n n 1] n 1] Bl -1'{[.'1 |
| (1 i |
uhd .; [ " W n_]l,_:il_. |
i1} = | [
hw ] 1t a 13 FE-1 | iy
o e i : Ea
. e L
21 Ly i T
v 0 k. R
5 &I W | .
hﬂ.,} ] ] Bl =
T i {5
Jn my) e
v 11 " T-'?""
1- 2 (3 4
Lt B

Cettc correspondance nous doane un chemin facile d’assemblage de la matrice de
I’élément pour obtenir les coefficients de la matrice globale avee des entiers corvenables & ¢
matrices des élements finis
l.a matrice obtenue est symétrique et bande ses propriétés nous conduit a stocker une parlie
de cette matrice dans un vecteur unicolunne.

Conclusion

Dans ce chapitre . on a développé les demarches de formulation de la méthode des
eléments finis qui constitue une partie intégrante el essentielle de cette méthode, ce qui
permet la compréhension des algorithmes  1# programmation inclus dar les chapitres qui
suivent , il §'agit de la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis | ou le passage de la
formulation a la programmation.
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CHAPITRE 1V RESOLUTION KUMERIQUE

Chapitre [V
Résolution numérique et mise en ccuvre
de la méthode des EF

IV.1 Introduction

La mise en aeuvre de la méthode des éléments finis qui consiste 4 remplacer un probléme
comrinu par un probléme discret , nécessite I'utilisation des méthodes numériques puissantes
pour résoudre le sysieme algébrique qui en résulte . Ce chapitre donne une description des
procedures adoptées a la génération de maillage sur les domaines simplement et doublement
connexes bidimentionnels.

IV.2 Concept des différcnts types des domaines

Le domaine est une collection de points dans une région de 'espace La propriété
implique que le domaine se constitue uniquement des points intérieurs de sa frontidre .8i
nimporte quels deux points du domaine puissent étre relies par une ligne continue i
Pimtérieur du domaine | alors le domaine est convexe et simplement connexe. On doit utili=er
le symbole(€2) pour dénoter un domaine arbitraire ot (') pour dénoter sa frontiére

%o e ) e .
i e \I f’f O C f

*’B\-h_ = . ,-‘f >\ L ST \
I [ e e

(a) B Q0 N\

(a) domaine simplement connexe
(b) domaine doublement connexe-

——

Pour les regions doublement connexe Ll n'existe alo:s qu'un seul conitour fermé irréducsible.
It genédration de maillage est une partie importante de la modélisation des problémes
. ccoulement par la méiode des éléments finis. Pour générer un maillage . il existe plusieurs
types selon la forme de la frontiére du domaine choisi | et plusieurs méthodes selon le deure
de complexité du méme domaine mais le maillage doit toujours verifier les conditions
siivantes -

» Une adaptation aux frontiéres et aux conditions aux limites

e Lneadaptation a. . propriétés des différentes régions du domaine physique

*  L'ne bonne régularize,

L orthogonaliréd,
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CHAPITRE 1V | RESOLUTION NUMERIOU!

I'V.3 Configuration simplement connexe

Pour faire la génération de maillage d’un domaine simplement connexe dont la forme
generale est donnée par la fig(1V-2) il est trés intéressant d appliquer I'idée de sénération de
maiilage dans les régions rectangulaires
La figure ¢i dessous montre I'aspect de génération do maillage dans la premiére étape

Coté 4 e Ya
D '\C &
|

’ Cotel

A B A B
Coté 1

Figure (IV-2) :Transformation d 'un domaine simplement connexe 4 un rectangle

On obtient par conséquent quatre cotés qui sont respectivement AD, AB, BC, ¢t CD S8 on
fait des transformatiens continues a chaque coté on peut les rendre des lignes droites comme
le montre la figure adjacente, Alors le coté AB du domaine joue le réle de la partie basse du
rectangle . Le coté CD est celui de la partic haute du rectangle . Les cotés AD et BC sont ceux
de la partie gauche et droite du rectangle,

Pour le rectangle ,considérons |a subdivision par N, el N, niguds sur 'axe horizoatale des x ot
verticale des y  respectivement Par analogie | les cotés AB ¢t CD du domaine seront
subdivises en Nyneeuds et les cotes AD et BC seront subdivises en Ny neeuds.

Pour cela \on procéde a la génération sulvant deux étapes principales la premiére étape ¢ est
la génération des necuds de fronticres de chaque coté, puts 'ctape de géneration des resuds
INTETNCS

1V.3.1 Génération des neeuds sur le contour du domaine

Plusieurs procédures peuvent élre constdérées el cela swvant la disposition de Ia
courbure de chague cotes. Dans le cas aénéral | il v'est pas facile de p céder 4 une méthode
universelle qui sera applicable pour n’importe quelle courbe | mais on essave d’adapter pour
chaque forme complexe une procédure convenable, sans oublier de dire que le choix des
points AB.C et D influe sur la forme des quatre cotés du domaine Parmi lgs critéres de
choix des positions des points AB.C e1 D est que les fonctions sur les cotés AB.BC.CD 2t DA
doivent éfre univoques en x ou ¥, cest -4 -dire |, pour chague valeur de x 1l v 4 une image sur
les cotes AB et CD En ¢o qui concerne les fonetions qui passent par les points AD ot BC est
qu elles doivent Clre aussi univogues mais en y.
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CHAPITRE IV RESOLUTION NUMERIQUE

Dans ¢e qui suit ,on suppose que les fonetions des cotés choisis du domaineg sont univogues.
Considérons les cotes AB et CD. Les positions des points A, B.C et 1) sont donnéss. Or
regarde cnsuile est ce qu’on divise le sepment xa, Xu en N, neeuds ensuite déterminer les v,
(1=1,2,.... . ,N,) correspondantes ou, de diviser le segment {y, .yn Jen N, neeuds ensune
determiner les x, (1=1,2.....N,) Pour prendre décision | essaye de caleuler Jes
valeurs sutvantes -

X = |:'::J — X4

(%=1
Yy = |:!"rr=. = }'-.ﬂ.|
Un calcule 1a valenr maximal entre Xy €1 Ve par:
i :"‘*"II--"!"*.:'5((-3'&:1'.5\I'_‘|~"|:Iis:I (1v-2]

51 dimus =%as con propose les valeurs des x;(1=1.2.3,. . N ensuite en détermine les v, en
utilisant la fonction qui passe par les points A el T ducoté AT

Y

Ay A
" -ﬁﬁmxuxh“nxh _
& > B

|
XA ){n: b ]3

4

A =1 4] i i+1 B’ =N, X

Figure (IV-3) 'discrétsation sur le cote AB
Avec . A’ et BY projections des points A ¢t I} respectivement sur laxe honzontale des %,

four simplilier on choisit un pas constant de subdivision et si le coté est courbe au voisinage
du point A jou B, ou & nimpaorte quelic région il est recommand? d'utiliser une procedure de
condensation des nceuds. dont on propose sa procédure dans le prochain paragrophe On
obtient par conséquent (No-1) sovs intervalles dont la longueur est doanée par

-,

Ax T ——— et {1V-3]
AB (N, 1) ! )
Les abscisses des points de ce cote sont données par
Xyp(i)=xaHi-1) Acqp i=12.3. N, {T% -1}
avec !
=1 2 Z‘L_.'.,”{i—l A
s P Xapli=Ny)=xp
Les ordennees des points sont donncées par .
y__if;{fjfﬁm‘(.'f.mﬁ” =123 . N, {T%=5]

O - Faplx) est L. fonetion du cote AD supposée donnee en coordonnces cartesiennes
( sncernant maintenant le coté C1Y et par analogic aves le cote AB on aura le suivant en
chzngeant A par DD et B par C et fap(x) par fpp(x).
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CHAPITRE IV ~ RESOLUTION NUMERIOUE

X, — X '
Axy = ﬁ;t = ;J (1V-6)
xXcp (I} = xp + (i-1} Axep 0 I (O (1V-7)
avec
=1 : xep 1) = xe
=Nx xend Ny = %0
el
yen (8) = fep (xep()) el ML OO (I%-8)

La génération des nceuds sur Jes contours AD et BC ze fait de la méme démarche que celle
des cotés AB et DC . 81 xa7xp ¢l xp # xc en plus les deux fonctions sont univoques on peut
suivre exactement la démarche précédente pour les cotes AB et €D, on aura done

|xn - X,
Ax 4y = Ar—— (IV-)
(N, — 1) .
xant)=eat (3-1) Axap
van(l) = fan(xan (i) L2 Ny (V=110
r
[’\_ ¥ D
[ Tep "-n/”'__.
Y
& Yoo » A
A i
—

XA K
Figure(IV-4) Discretisation sur le cote AD
Wais si xa=xp Jaloprithme (1V-9)ne marche plus et la configuration devienl la suivante

D"qﬁ ol
e s
L‘ -
> i T °/
4 i
A
i _ -

XK

Ondivise le segment [ 4 vp] en N, noeuds dont les points A et D sont inclus onaura
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Fl e A
Avec @ A7 et D7 sont les projections des points A et D sur 'axe des ordonneées alors
Yn - .l1.||
R, s T (FV-11)
Fan (N, — 1)

Les coordonnées des points de ce cot¢ sont données par :
yan()=vaHi-1) Avap

Xl = Lo0o) J =133 N, (IV-12)
avec | .

=t 3 xan{ I)=xa : yan{1=Y 4

=Ny Xap(NyI=xn ! Vau{ Ny )Tyn

O . 0,8« la fonction inverse du cot é AL

Pour le cote BC on aura

Xy — Xy
™, ~1)
tan;{l"j X+ '[;' - ”‘U &t
Yacll) = Fac(xu (i)

On divise le segment vp , Yo en N, neeuds dont les nceuds B et C sont inclus. On obtient

Ax, =

=123 N (IV-12)

Ay
=Ny ¢ T
b1
j —
-1
= e ®
Avec: B et C les projections des points B et € sur I'axe des ordonnées alors
Pir —
Ay = = - ARG
TN, - 1)

Yooli) = ¥y + 0 —1DA) e
Ly ﬂ) = I, r:rj vV {LU

[l . i FV-14)

Pave 47




CHAPIIRELY . y RESOLUTION NUMERIQLUT:

0 £, () représente la fonction inverse du coté BC,

Finalement aprés qu'on génére les neeuds sur la frontiéres, on oblient le schéma de la
figure (TV-5) jona N=6, N,=5

D _'_._F"_'._'_'_,——.-—I—._._._-\-‘HHC N\_ _:-_,} _1-_,'|

{\w'

: .‘_____‘_—H—“‘..\‘\J'B

A
Figure (1V-7): Geénération des nceuds sur la frontiére du domaine

IV.3.2 Fonction de condensation unidimensionnelle

La fonction de condensation unidimensionnelle est généralement ulilisée pour
distribuer les points le long d'une frontiére Mathématiquement 1l est intéressant d'introduire
une variable indépendante dans la fonction pour la normalisation |

yoo= 204 (TV-15)

Den ety <n<n
e / 74 ff Te
Cil ¢ 1 pew! représenter x.ou v,

On peut méme donner la distobution sur Uinte-valle [0,1] par n" avec des sous intervalles
EZauy,

la fonction de condensation développée par Robert en 1971 ensuite modilice par
Eisemann en 1979 ast donnée par :

I.rmh[Q]"

Ou : P et O sont deux parameétres de controle de points de maillage.
Sila valeur de P est proche de 'unité le deuxiéme membre de la formule se disparu Une fois

N est obtenu | 1l est demandé de spécifier la distribution dex ety .
Par exemple définissons ;
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ﬂl_ - fﬁ'}] * " o :;1-4.. - g(_q] “\_]7}

Xy = Xp Pii=:Pg
Ces formules générent fs) et g(s) directement .8i on prend  #{5)=g(s)=s, tels que les relations

(I'V-17 ) donnent :
X = x, +5x, -x:)

(1V-18)
y=ya sy -ve)

Des distributions typiques sur le segment EA en utilisant la relation (TV-16} pour différentes
valeurs Pel Q [ sont présentées sur la fisure (1V-8)

P=0,1, Q=2,00

&§—o0—8 66— B ® . i N
PREOLQRLED o o e b % e e = .
S A y=
P=1,8 :Q=2,00 4 o e 9o o000 -

Figure (I'V-6) :Distribution des nceuds par condensation selon fa relation (1V-16)

Pour des valeurs de P=1.0 il est possible de condenser les neeuds vers le point A De
méme . pour condenser les nocuds vers le point E | il suffit de prendre des valeurs de P proche
de zero,

Oin peut remarquer que si on choisi la fonction  f{s)=1-s.on tronve la configuration inverse
c'est a dire pour des valeurs de P=1.0 les points se condensent vers U'extrémité E au lieu de
Pextrémiteé A.

1V.3.3 Génération des neends internes pour maillage de fype *1P

Avres gu'on a determing les positions des neends de la frontiere du domaire on
prucede aintenant a la presentztion de la méthode développee pour la géneration des noguds
miernes:

Le mailtage ubteru pow celte partie est de tvpe 11 .on obtient des petites cellules on domaires
de farme gquadrilatere. Chagoe neeads ost caractenisé par deus valeoars [ v qui pormertent e
determiner la position exacte de ce point La procedure quion presente est divisée en des
partie File consiste en premier len, & déteniningr les abseisses ¢ de tous les points ot cela par
voe internolation entre les cotds yauche of droite Une Gas les absasses sonl oblenues, o
sracede Immédiatement 3 la détermimation des ordonnees v, doe cos omeads par oane
mterpolation entre les catés bas et haut du domaime

En effet, comme le nombre de neends sur les cotes cauche ot droite cpales a N, s 4
chaque noeud d un ooté sera relie avec un neeud de Pantre cote par une covrbe qur content ™
noeuds dont fes extrémites sont inclues. voir figore (1V-7),
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Coté2
PG
J=1 L—//Eutél R RN |

(a)

Pour déterminer les abscisses des neeuds sur la courbe FG on s'intéresse uniguement aux
abscisses des nceuds des extrémités gauche et droite qui sont connues. La projection de la
courbe reliant les points F et G sur l'axe horizontal donne un segment de droite comme
illustre la figure suivante :

1
j:l j:
B

@ &— F
E {b) a°

Figure (IV-7 a,b) :1llustration de la procedure de détermination des absecisses .
Of : F* et G sont les projections respectivement des points I et G.
On divise le segment F'G’ en N, points nt ceux des extrémites sont inclugs. On obtient par

conséquent (Ny-1) intervalles égaux. L'e uscisse de chague point sur cet intervalle et par suite
sur la courbe FG est obtenue par -

x—= xptfi-1) Ax i=1,2,3,....¥; (IV-19}
,— X
Avec Ax = Ko T Xe
(N. —1)

[n faisant varier le point F sur le coté gauche ,on passe du point A jusqu au point D ¢t de
méme le point G du coté droite .on passe du point B jusqu’au point C on obtient Ies abs:isses
des ncends des autres courbes et cela en fisant extension de la relation (JV-19) par
1:nlﬁ1 {-” - xmgu Li}

N, -1 i = L2 Ny (V=207

5, §) = Xaeli) + @ = DAXE § = 1,230 Ny

Ax(j) =

La deuxi*me étape consiste A délerminer les ordonnées des neeuds mlernes en utilisant par
conséquent |'interpolation lindaire entre le coté 3 du haut et le coté 1 Jdu bas,
(voir figure (ITV-6b) ).

Pagsa S
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H i =N,
$ @ >

Ya
O j_':h._-,-

-
.
|
i
—

i=1 i =Ny
Figure (IV-3a,b) : Illustration de la procédure de détermination des ordonnées.

La projection de la courbe reliant les points H et R sur P'axe vertical des v donne un segment
de dreite .
Avec :H' et 07 sont les projections des points R et H sur 'axe des ordonndes.

Comme chagque courbe contient Ny neeuds ,alors chaque segment contient Ny nceuds.En
divisant ce dernier en (Ny —1) inteivalles égaux, I'ordonnée de chaque nceud est donnée par :

Y=y, + - LAy g Ll Ny B
Yu — FYa (IV-21)

Avee Ay =
PR, -1

En faisant varicr maintenant le point R sur le coté 1 du bas ¢t le point H sur le coté 3 du haut .
un obtient une autre courbe dont les ordonnées de ces neeuds sont données par le systéme

suivant :
AP{I:) — _‘P_fw‘-“—?{fj = -v.:'u.re' f‘) + .
(Ny = 1) I = 123 Ny (IV-22)
ML) = g i+ G — DAy J = 1,235 My

Finalement | les relations (IV-20) et (IV-22}déterminent rapidement les positions des
neuds internes du maillage. Une fois . on s'intéresse a un rallinement du maillage dans une
région qui contient un fort gradient, on peut vtiliser la procédure de condensation des roeuds,
ou bien wtiliser 'option de filtrage.

IV . 3.4 Connexion des éléments du maillage type H

Aprés averr fait la diserétization type H du domaine en petits élements quadrifateras,
pour avolr les éléments triangulaires on divise chague élément ¢n deux sous ¢lément
triangulaires.

Chaque éléments a sa propre matrice de rigidits] K Jet son vecteur forece | ™} Le
probléme consiste a faire 'assemblage de ces - (rices élémentaires pour obtenir celle du
domaine complet, pour arriver & faire "assemb.oage de ces matrices ¢lémentaires i faut
connajtre les numéros slobaux des noeuds locaux de chague élément pour cela on déclare une
matrice de connexion d'ordre (NEL , NNPE)si I™ éléments obtenues sont triangulzizes ou
quadruatéres, on désigne cette matrice par NME.

Dans la suite .or donne un exemple de numérotation d’un maillace rectanpulaire de
dimension NyxNy=4 = 5.

_ “Pagé 3]
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| i 3 .
_—— - s
1 6 E : @ [ l'j
. 2 |5 S A6
1 2 6 @ /
2 7 | 6 : A
2 3 7 : )
2 F - -
i ! wy
: | 2 3
| H 4
Tableau (TV-1)Remplissage de la Figure (IV-9) :Discrétisation en éléments triangulaires .
matrice NNE(NEL,3). Et numérotation des neeuds et des éléments.

Les trois valeurs de chague ligne du vecteur NNE (NEL,3) représentent les numéras des
lignes ct des colonnes de la matrice de rigidité globale du domaine complet avant
I"introduction des conditions aux limites

Par la suite on domne le programme permetiant le remplissage du  vecteur
NNE(NEL,NNPE).

L=1

NI1=nmnx-1

MN2=nnx+1

Goto (5, 15)NTEF

sy 71 W NP 2 5,18
5 Do 10 =1,NNY-1

[1=(J-1*N1+]

[2=T1+MN2

[3=12-1

NNE(L,1)=I1 NNE(L,2y=12  NNE(L3=I3
NNE(L+1,13=11  NNE(L2)=11+1 NNE/ 1=17

ROTORN . 1 2 2 N, QN
15 NAS(4*NNK-.) i I .

Na=T*N2+1 e b d o

DO 20 j=1 NNY-1 \

TI=(J- 1P (4*NNX-2) 41 :12=11+] i @ 1, 1,

DO 20 I=1.NI

3=11+2 4=I2H2*NNX) — .\

15-11+N4 I6=I5+1 I e,

[7=16+1  I8=12+(N2+2)
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19=TI+{2*NNX)
NNE(L ,1}=11 NNE(L,5)=I2
NNE(1.,2)=I3 NNE(L.6)=14
NNE(L3)=I5 NNE(L,7)=16
NNE(L4=17 NNE(L.8=I8
NNE(L, 919
L=E+]
[1=1112
[2=11+1

20 Continue

1V.3.5 Génération des neeuds pour un maillage type C

L'intérét de faire appel & des méthodes de génération automatique est iadispensahle
-puisque le domaine de notre étude cst simplement et doublement connexe .Pour cela nous
avons adapter la méthode suivante pour la génération du maillage type C de gquelque
domaines simplement connexe.

Nous allons illustrer la procédure sur une demi partie de la géométrie d” un demi cercle
pour raison de symétrie ,on donne le rayon R et les nombres des subdivisions (N MNy)

Prenant ["exemple suivant pour No=N,=3  Fig (IV-2a)

On détermine ensuite dV et dS

dv = y,
Ny (1V-23)

df = rela(2* N, - 1)

Puis on procéde a la détermination des valeurs des angles {i)situes entre les meeuds

Gama(i)=(i-1)ds =128 a2

Giama{3)
Camal2)

\ Gama(l)
|I 3 r h

Figore (1V-10) :discrétisation 3 un maillage tvpe £
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Puis ,on divise le rayon de fagon & obtenir 4 chaque fois un demi cercle du point de centre de

I"intersection des axes des coordonnées .nous obtenons ainst la discrétisation de notre
geomeétrie.

Th

! 1
BT 0.060  Ril) R(2) 100

Figure (1V-11) :Illustration d"un maillage de type C.

Finalement ,pour obtenir des éléments triangulaires on découpe chaque cellule rectangulaire
en denx éléments.

1V.3.6 Connexion des éléments du maillage type C

1.'assemblage des matrices de rigidité dans ce cas est similaire au cas du maillage type "H’
Dans ce cas considérons le cas d'un domaine secteur ,fig (I1V-12) ,lel que on subdivise la
région en deux partie A et B, dont la partic A constitue tous les ¢léments lies au neeud 1 tandis
que la partie B englobe les éléments restant du maillage formant ainsi une partie similaire au
maillage H

Dans la suite on donne quelques partics de subroutine conniect qui permet de chazger la
matrice WNE pour le cas dun quadrilatére a 9 neeuds,

¥ 1 A Patie:D
Figure (IV-13) :Maillage typique C dans un secteur
Pour le cas dun quadrilatére 4 9 nceuds |
................ NEBE=3 ..o (I csvmipnins
130 NI=NNY-2

[ 135 L=],NINY-1
=1L
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12=4*T +N|
NNE(L,1)=1
NNE(L,4)=12
NNE(L.7)=I2+1
NNE(L.9)=I1+1

NNE(L,2)=12+4
NNE(L.S=11+2
NNE(L.8)=I

[L=nny
N1=4*Nx-2
DO 137 =LNY-1
T1=(j-1)*N1+N2

DO 137  i=1,NX-1

N2-2*NNY+1

N3=2*NX

13=114N]1
NNE(L, =1t
NNE(L,3)=13+2
NNE(L, =TT
NNE(L, 7)=13+1

12=T1+N3-1
NNE(I..2)=T1+2
NNE(L,4)=13
MNNEL,6=1212
NNE(L.8)=I2

RESOLUTION NUMERIQUE

NNE(L,3)=I2+2
NWNE(L,6=I2+43

17
14 ® 3
I8 ® o \1{:
Il [ el
15

NNE(L,9)=12+1 -
137 =112
GOTO 700

Remargues ;

Le travail a ét¢ limité pour des matrices [K] symétriques et bandes .Ces deux pronrié s nous
conduisent & stocker la partie supdricure (ou inférieurs ) de la matrice en élimin. st les 7*ros
gui se trouvent a Pextérieur de la bande .dans un vecteur unicolonne ,qui donne "équival. ce
des cases pour la matrice [K] dans le vecteur | V) qui représente la matrice de rigidité fictive.

La meéthode de calcul est simple et consiste 4 donner & chague fs qu'on tombe dans une
case d'une matrice K{1.]) ,sa posilion dans le veeteur |V, }a partir d'une certaine formule qui
varie avee la [acon de stockage,

1V.4 Méthode de stockage sous forme de vecteurs

Considérons une natrice [K] d'ordre (N»N) symétrique et bande avec la larpeur de la
demni bande est B.Le probléme est de savoir stocker les cases de cette matrice dans un vecteur
1 Vi1 est parfois plus difficile de faire une éguivalence entre une case de fa mair ce [K] et la
case de vecteur {Vy }.ce gui a suppuse plusieurs formes de stockages sous la [orme d'un
vecteur .Ces formes de stockage sont différentes suivant la maniére de stockage ¢t 1 formule
de récurrence .On va proposer ure forme de stockage en prenant une matrice [K| dordre
(7w 7} symétrique et sa bande B est épale & 4.

IV.4.1 Stockz ze en eolonne

La méthode de stockage choisie est représentée par la direction des fleches ,c-a-d colonne
par colonne, comme le montre la Lgore (1V-14)
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[K] estde la forme suivante :

Tw7
bl
vl | 0
| | N - |
v 5
sYmMm [ | .
Tl ‘ﬁ* Vig=
W ,'i-'N

Figure (IV-14) : :Stockage en colonne

VidD-R(LD)  Vi2EK(L2)  VWGFKR2)  Vd4)=K(1.3) Vi(5) =K(2.3)
Vi(6)=K(3,3)  Vi(T)=K(1,4) V&)=K(2.4)  Vi(9)=K(3.4) Vi(10)-K(4,4)
Vi(ID)=K(2,5) W(12)=K(3,5) VW13K@AS) Vi(l4K(535)  Vi(15)=K(3.6)
VilI6FK(4,6) W17T)-K(G.6) VR(I8K(6,6) VW(19=K(@,7) Vi (20)=K(5.7).
Vi(21EK(6,7)  Vi(22)=K(7.7)

On peut remarquer pour cette exemple ,que la dimension nécessaire du vecteur {V,}
est de 22, ¢'est-a-dire WN=22.

Maintenant st on veut généraliser 4 une matrice [K]| d’ordre (NxN) SYmetrique ave
largeur de la demi bande ¢gale a B la dimension du vecteur { Vi) doit fue éuale &

NN=I4+243+...c.o.co tBHN-B). B

I=H
=) i+ B(N-B)
i=1

=R
comme Z [iE ]-]{B:_ﬂ: suite arithmetigue de raison unitéalors :
=1 -
} +
SEELES B
done NN H(w ([W-24)

On peut vérifier la validit¢ de cetie formule pour 'exemple précadant

= 7 1
koo d;:«NN—"'”Z j---’H"\':zz
B = 4 2

On procede maintenant 4 1a détermination de la formule de stockase des éléments de la
matiice [1] (les éléments de la bunde supérieure uniquement ) dans le vecteur (V) ¢ est-i-
dire I'eq valence d’une case de ta marrice [K] dans le vecteur { Vi),
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Pour trouver la formule de récurrence ,on divise la matrice [K] en deux bloes .

% Pour une cage K(ij) telle que j=B son équivalence (position) dans le vecteur | Vi) csl
V(L) avec:

L= I+2+3+----+U'H‘”.=&_;}j‘*'f
T
L = ﬂr .}Jj-l_i ';I'j < B “1\__21;).)

alors

% Pour une case K(i)) telle que =B san fquivalence (posilion } dans le vecteur {Viicst
Vi (L} est donnge par :

L =1+24+3+ e+ B+(i-B-UJB+i-(G-B =£—j+¥+—2JJI
. o Bl - B3 ;3
alors : L=i=j+ a 3 ) Si B (IV-213)
Remarque :
> Pour la formule (TV-25) : le compteur « i» varicde 1 £ 1 < 7.
»  Pour la formule (IV-26) : e compteur « i » varie de j - (B - 1)1 <)

b

% La [onction L{ij) est continue au point =B, c*est-3-dire ,pour =1 on peut appliquer
n’importe guelle formules (IV-25} ou {IV-26).

[V.5 Algorithme de résolution directe du systéme d’équations

Ohn est amend 4 résoudre le prableme aprés avoir rempli la mairice de rigidité [K] globale
et le vecteur {1} globale afin de déterminer le vecteur |[W}hde la solution 1 un sysitme
d"équaticn suivant :

xK] W} = {F} (IV-28)

On a choisi la méthede de Khaletski comme niéthode de résolution de ce systeme

d’equation.

IV.5.1 Méthode de Khaletsh -

Supposons dans la premicre ctape que la mutrice [K] =st carrée mais pleine et
queleongue .Aprés avoir présente I"algerithme de résclution | on essaye de faire I"extension
vers une matrice Uleine mais symetnque, ol dans la dernicre étape on deduit Ualgorithme de

résolution pour une mulrice svipetrioue et bande.
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# [K] matrice carrée pleine guelcongue :

Mettons la matrice [K]  sous forme d’'un preduit de deux matrices triangulaires
inférieurs [L] =[Lij] et supérieure [H}= [Hij] & diagonale unité :

K= L] [H] (IV-29)
On e
_L” ] _I II r2 HJn |
e S 7] i H
L] =) ¢ ] = i
: ] .
._Lnl' Lm!_ |_ f _J
Les éléments Ly et 1 se calculent d'apres les formules suivantes :
HJ‘] .
L, =K, ,H,= j = ZFaad¥
L; B
m=J-1
L, =K, - ZL,-,..HH; =12l
L2 . f i = 2,30 N (IV-30)
I M o ; :
HJ}- = E.;(KIJ == MZ__L“""'ITW] J = I+I.1 +‘2,[ +3_,.--....,Ja\'

Par 1a suite ,on aura deux systémes d'équation & matrice triangulaire :

K] W)= {F)] [L] ] {W}={F}

On pose: Hi W} = (T} (TV-31)
Alars: L} Y} = {F; (IV-32)
La résolution des systémes (IV-31) et (IV-31) se fait par les procedures suivantes -
f l',l mel =t
¥, = L, - Y L b it
L,, (1V-33)
f"|
¥i = —
f"i'i'
. o = N LN = 232
e = ,,,;HH“””’" ! (1V-34)
LV.'.I = ?\.
38
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# | K] Matrice carrée symétrique et hande :

Comme la matrice [K] de notre probléme est symetrique et bande nous essavons & partir
des algorithmes (IV-33) et (IV-34) d “extraire I'algorithme pour des matrices symétriques el
bandes et cela en ¢liminart les opérations sur les zéros,

[.a malrice K 4 la forme générale suivante -

TKI] i
K., K,
K, K, Ky
[K]: K. ¥
0 Kg.,,
0 K K;
0 :
: : Kp.i 1 :
Lo 0 0 0 s |

avee 1 N ordre de la matrice |
B :la lurgeur de la demi bande.

Hemarque :

4 matrice [L] qu’on vient de la décomposer de la matrice [K] poseede Ja méme structure gue
[K] sauf qu’elle est triangulaize .
Apres I"élimination des opérations sur les zéros {les éléments de I'extérieur de la bande ) .a
formule de la décomposition devien -

[ L i = 24 B
L =&, - Lot L _
r=4{ r II}, = Ejr;jlll-il1‘
- L, i=B+1L,B+2...n oy
ng = K, - L — . ] . {(IV-33)
Fi-R ol L. = i=-8B+ ... o
K = A, EE By R
1
¥, :—](Ij— ZLI}J{W P= Bdou B
Lu b F=d
] tRE ; o
et ¥ = —{F 2‘_‘ g i =B+ "L, Ne (IV-36)
Lu e=i R
’
_!—'.. =l
l'II"']'."
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[ I 2 ; , .
W, =¥, - T E LW, = NLEN -2 N=Bs L
i redild
J' r=d 8- 1
at = LW, I=N-BN-B-le.32L (V37
i r=l+!
Wy =¥y

Pour avoir exactement la forme interne de la matrice  [K]
considérons 'exemple ¢l dessous avec N=f B=4.

K, . -

K, K, SYM

__If{“ Kaz KJJ

K, K, |K; | K, }
0 [Ky |Ky[Ky| Ky

u 0 K.‘.‘-_’F___.K.f.*. Kﬁ!‘ .Kﬁ'f.

Figure (I1V-15) :Exemple d’une matrice symétrique.

IV.5.2 Calcul des paramétres de ’écoulement 3

Aprés la détermination de la solution du vecteur { W} qui est la distribution = la vitesse
dans chaque nceud du maillage |, puisque notre étude a l'intérét de simuler numériquement par
&léments finis I'écoulement a travers des conduites notre intérét s'eriente vers le ealeul des
différents parameétres de cet écoulement dans la maille d*élément [inis tels gue ,le coelficienl
de perte de charge, vitesse maximale, débit du fluide traversant la conduite et vitesse
movenne....et¢ en utilisant les formules vues au chapitre traitement mathématigue.

Le caleul de la valeur moyenne d'une certaine variable continue, et en particulier, vitesse
movenne de 'écoulement traversan: une conduite a besoin de la valeur de 'aire de 'a surface
de la conduite. Tdonc notre intérét s'oriente cncore vers le calcul de aire de section des
conduites.

Les positions des neeuds de maillage doivent élre pur rapporl & un repére passant par ‘e
centre de pravité de la section, ce qui veur dire. 1'intérél de caleul de la position du centre de
gravité de cette section.

L débit est donnée par »
0 = [[We pdedy (IV-38)
g
s |.avitesse movenns d'un fluide a travers une section droite est donnée par
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: I ;
We. = = _[wrx, ¥ ilx dy (1V-39)
J'. .I
Par conséguent , I'intéprale suivante a un grand intérét Pour cela, on va déterminer
mathématiquement I'approximation de résultats de cette intégrale en utilisant le principe de la
discrétisation et les fonctions d’interpolations. Soit

H = ﬂ' Wix, ) dx dy {1V-40)
A

On peut considérer I'intégrale comme la somme des intégrales dans les petits éléments finis
du maillage, on aura dong :

1=NE

s j"“‘ Wik, ) deyJ (1V-41)

i=I
La fonction W(x,y) dans 1’élément fini est donné par la formule suivante :

j= NIPE

W 3 = 20, Ex, 3 (IV-42)
=1

avec ! NNPE : Nombre de nceuds par £lément.
Substituons 'éguation (IV-42) dans la relation (I1V-41) on obtient :

P=NE|  J-NNPE
H= |1 >W ¥y dcdy (TV-43)

ol

Seus une autre forme on o ;

|-NE )= MNPE [ ]

H =% Z‘j A | e y) e dy (IV-44)
#= LA

inl ‘ i

Donc ,la vitesse moyvenne est donnée par

J fniE e RNTE b -
Wmaoy = i Z Z W, “-!:F:!’(.T. ¥ dx dy (IV.45)
i =1 J,'—]' H

Ft le débit volumique traversant la section de la conduilte est obler par “expression
aéndrale suivante ;
le-I = 'IV."I'ICH A'

Sinfinla I:_i\---lﬁ'l
Comme le régime  ¢’écoulemnent est considére laminaire . le nombre de Reynolds est
délinie dans un intervaile, il doit étre ealculer en 1onetion du diamétre hydrauligue et de la

vitesse moyenne de I'écoulement par It [ormule suivante

Ly M STl W4T




CHAPITRE IV e - e RESOLUTION NUMERIQUE

p et W sont des donnges du fluide considere.

* | es pertes de charge sont données par :

W
AH = K L T
ﬂu’ 2-?

(IV-4§)

(1 la gravité g et la longueur de la conduite sont connus comime des dennédes dentrée.

Le caleul du coefficient de perte de charge par frottement K se trouve compliqué ,vu
gue la formule générale de celui ¢i varie pour les différentes péométrics ot répimes ainsi que
pour des différents parameétres variants avec celles ¢l comume 1, p . w, et I'état de surface de la
conduite L.

Nous avons adapter la formule suivante pour le calcul du coefficient de perte de charge :[1]
K=4Cf {1W-49)

O Cy, le coefficient de frottement local est donné par la formule suivante :

. n W
Cpi=~ (1V-30)
a2 me_:l-'
On tp est fa contrainte de cisaillement sur la paroi calculée comme suit
— dP
;s e | e (TV-51)
3 e iz

avec :--dPg /dz=APg/l=a.

Ot APg cest la différence de pression entre deux sections considérée comme donnde
dientrée.

e Puisque la solution du probiéme représente la istribution de la vitesse de I"éeoulement il
esi utile de déterminer la position ainsi que la valeur maximale de cette vitesse alin de
deéterminer la vitesse débirante |

Done nous summe en présence d'un vecteur qui contient un nombre important de
valeurs et le probléme consiste & déterminer la valeur maximale et la positien dans le domaine
phyvsique.

On propose 'aleorithme suivant ,pour déterminer [a valeur m- “imale entre les éléments
d'un vecteur  déduire la position dans le domaine physigue.
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WMAX = 0.0
POUR [=1 JUSQU'A NN
FAIRE,
ST | wi) | = WMAX ALORS
1 WMAX =W ()
IPOS (1)=1
FIN S1
FIN FAIRE
XWMAX = X ( IPOS )
YWMAX =Y ( [POS)
ECRIRE XWMAX, YWMAX , WMAX

Avee

NN : Nombre de nceuds dans le maillage .

WMAX :La valeur maximale en valeur absolue de la solution { W .

XWMAX , YWMAX : La position du point possédant la valeur maximale de la solution.

Remargue :

Il est possible de voir plusieurs points dans le maillage possédant la méme valeur
maximale WMAX de la solution { W}.
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IV.6 Procédure de calcul

On donne la récapitulation des étapes de la méthode des éléments finis comme suit :

Choix du domaine d’é&ude.

’

mscrétisation du domaine en
¢léments finis de maniéres 4 @
respecter toutes les regles.

v

@

Application des conditions aux limites pour la
fermeture de notre systeme d’équation et pnur
minimiscr les caleuls.

®

1

------

1

leurs fonctions d’interpelation.

Cette etape depend du choix du type d*élément ﬁm et @

i

avant rapport avee le programme

—-Les méthodes de résolution numérigue,
--Les [ormules de stockape .
--Les conditions aux limites,ete.

Assemblage de la matrice de migidite globale, ¢est I'étape la plus
importante dans la mise en ouvre de la méthode des éléments finis.
L'utilisation doit prendre en considération toutes les circonstances

--Capacité de la machine utilisée (cascs memoire, vitgsse, ctc).

.

Résolution numérique du systeme :

[RK]{Wi={" (Méthode de résolution

directe KHALKTSK) @
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Dans cette partie .on donne une deseription grossiére du programme .

Apres la déclaration des diflérentes variables et constantes & utiliser dans le programme
(partie declaration) I"appelle au sous-programme INPUT , permet de choisir la géometrie du
domaine d’étude et le type d’¢lément fini utilisé pour la discrétisation de ce domaine 4 partir
des menus d'input .

L introduction des paramétres caractérisant 1'écoulement éludié, tel que :La viscosité p .la
masse volumique p, la différence de pression AP, ,....ctc nous permet de caleuler Iz deuxidme
membre F de I'équation de Poisson.

-Les subdivisions Ny et Nysont entrées aussi 4 la fin de cette subroutine.

Puis I'appelle aux sous-programme des difffrentes géoméiries selon la valeur de la variable
NF, permet de générer c maillage et de discrétiser ces domaines afin d’obtenir les
coordonnées géométrigues nodales .Les caractéristiques de la diserétisation NNT, MEL,
NNPE ....seront calculées par la suite.

La subroutine CONNECT permet de faire la connexion entre les éléments finis en fonetion
de leurs numérotation et leur type de maillage et le type d’élément fini afin de remplir la
matrice connexiorn.

Le réarrangement des nceuds du domaine dans un ordre d’affichage convenable permet le
tracage et la présentation graphigue des maillages , cela est grice 4 la subroutine MESI.

Les conditions aux limites qui ferment notre systéme d’équations |, permet de mini  ser les
calculs donc . on appelle ¢ sous- programme CONDLIMIT réduisant ainsi la tailie de la
matrice globale et les vecteurs correspondants ef de remplir ke vecteur indiguant les reeuds de
la frontiere ICL.

La méthode de résolution choisie est celle de KIFLETSKT dont son algorithme st adapté au
stockage bande type colonne, 'appel & la subroutine est fait pour le calcul des paramétres
négessaire |

Arrivant & cc stade, nous passons & une étape importante dans le programme, olest le
remplissage des matrices et des vecteurs ¢lémentaires , ainsi que leur assemblage dans la
matrice globale et du wecteur globale Pour czla, nous appelons les
subruutines :ELMTRIANC ou ELAMQUADRI sclon ke type d'élément fini choisl

En premicr licu le remplissage des matrices éldmentaires ¢st fait par les formules des
fonctions d'interpolation selon le nombre de neuds par élément on utilise  les
subroutines :REMPCOFFH pour lz caleul des coelficients de la martrice [H] puis le ealeul de
son mnverse [L] gar INVMAT, ainsi que le ca'sul de lwa et les surfaces €lémentaires afin
d’avoir les coefficients finaux. en utilisant avtant de fois les sous-pragramme CALCAFE,
SOMAK, et INTGRAL .

Puis I'appelle du subroutine ASSEMBAND permet de ramplir les vecteurs (qui jouent le role
de la matice globale ) servent 4 la résolution du systéme d'équation du problénie suivant le
stockage Lande.

Une fois la matrice de rigidité globale et lc vecteur fotee sont « stenus. nous passons a une
phasc trés importante ¢’cot la rosolution du systeme [K] { W] —{F } La méthode utihsee pour
la résolution est la méthode directe de KTTALETSKT par la subrouting RSOLKALT.
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Nous obtenons donc les vitesses dans tous les points du maillage considéré. les autres
parametres tel que les vitesses maximale ef moyenne Wi €1 Wiy , 12 surface totale Aygiae.
lc debit volumique Qy, le nombre de Reynolds Re ,la perte de charge AH et son coefficient K,
la contrainte tangentielle <, le diamétre hydraulique , le coefficient de frottement Cf. . .sont
caleulés par le sous programme PARAMETRS qui appelle avnssi d*auntres subroutine
complémentaires.

S1 notre géométrie poss. le une solution analytique tel yue [cercle, ou rectangle....)'appelle
au sous programme ANALYTIQUE donne les solutions analytiques de toutes les ZEOMELTics
qui les possédent Ceci permettra de faire une comparaison ct validation par la suite des
resultais obtenus par la méthode des ¢léments finis .

Finalement ,nous affichons tous les résultats obtenus par ‘a subroutine AFFICHAGE

permettant le tragage graphique et la comparaison des résultats.(Voir programme principale
dans les anncxes).
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CHAPITRE V ) RESULTATS ET DISCUSSIONS

CHAPITRE V
RESULTAT @ ET DISCUSSIONS

V.1 Introduction

Aprés la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis en programmant deux types
d'éléments finis, et les procédés de génération des maillage pour les différentes géométries
optées, ainsi que la technigque numérique employée pour la résolution du probléme ; nous
avons procédé 4 Dexécution du programme de caleul, afin d'obtenir les résultats
comespondants.

Les géométries traitées sont :

Géométrie d'un cercle.

Géométrie d'une ellipse.

Géométric d'un rectangle.

Géométrie d'un secteur.

Geéométrie d'un profil

Géométrie d'un triangle.

Géométrie d'un trapéze creux par un demi cercle 4 la frontiére bas,
(iéométrie d’un demi cercle creux par un demi cercle a la frontiére bas.
(reométrie complexe ( combinée (ellipse+rectangle))

o> H & + &+ P + & B

Le programme prend en charge I'écoulement incompressible approprié dans des
conduites de dimensions donnees , vehiculant un fluide ayant des caracténstiques données
(masse volumigue, viscosilé, pression, lempérature).

I’app! ~ation de la méthode des éléements finis a permis d’obtenir les résultats numériques tel
que la répartition des vitesses dans la section des conduites étudiées et les Jifférents
parameétres dvnamiques de 'écoulement & travers celles-ci. Les plus imporlants pour la
caractérisation de ["écoulement sont :La vitcsse moyenne, la vitesse maximale, le debit
volumique, fe nombre de Reynolds, et les pertes des charges par frottement et le coellicient
geometrique ‘B,

Afin de valider et interpréter ces résultats, nous avens entamd la résolution analytique
du modéle mathématique pour les géoméliries simples connexes. La comparaison entre les
résultats obtenues par le progranmme en &iéments finis et les résultats analytiques obtenus du
phénoméne etudié, est [aite. Nolre eomparaison est basée aussi sur les reésultats des differents
types d’éléments finis programmés pour la méme péoméirie, et sur la variaticn du nombre
d'¢léments de la maille diserétisée.

I es différents paramétres calculés de 1"&coulement ,aprés le caleul de la vitesse | seront
représentés et récanitulés dans des tableaux pour quelque géomeétries 4 la {in du chapire.

Dans la suile, nous présentons aprés les doonées du programme, les résullats de

pénération de muillage | puis celle des vitesses et les caractéristiques de écoulermnent avec l=s
interprétations et les discussions nécessaires.
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V.2 Données du programme

Dans le cadre d’exdeution du programme de calcul, nous avons opté pour les données
suivantes :le flutde véhiculé est 'air a une températurs constante de T=20%, ayant une masse
volumigque p =1.205Kg/m3 , et une viscosité dynamique p=18.2 10-6 Poiseuille(Kg/m.5), le
gradient de pression imposé est constant avec AP,—1.103 pas, pour une conduite de longueur
L=10m.

Les domnées géometriques des différentes sections sont données dans les paragraphes
suivants, ou nous avons cité leurs figures.

V.3 Resultats des sorties graphigues des maillages

Les résuliats suivants sont des maillages pour des configurations mono-connexe &
frontiéres simples .

Remarque : =
Pour obtenir les maillages des sections voulues il faut donner les informations suivantes :

+ Numero de fichier de la géométrie désirée (NI} & partir d'un menu.

¢ Numéro de type d’¢élément fini (INTEF) :Trangulaire 4 3 nceuds ou quadrilatére 4 9
neeuds.

¢+ Dimensions péométriques {largeurs, longueur, rayon,....).

¢ Choix des positions des quatre points A.B.C et D des limites des cotés d'une géométrie de
maillage type *H'.

¢+ Nombre de diserétisation NNX et MY,

Rappelant que . les sorties graphiques sont obtenues & partir des fichiers résultats de la
subroutine Mesh et 'utilisation systématique de logiziel concu pour le tracave des maillage
d'une fagon séquentielle.

Les figures (V-1 a,b) présentent des maillages de type "H’ triangulaire gros pour I'éléme:nr
tini TAN et Q9N dans un domaine circulaire (NF=1) .On : pris un revon R=0.1 e différents
subdivisions (NNINNY) voir tableau TV-. .Les positior AB.C et I sont choisies an milieu
de chague guadrant. On obticmt dans ce cas NNT nceuds (nombre de nceunds totaux.NEL
€léments et NNPE nzuds{nombre de nceuds par élément),voir le tablean 1V-1 pour ces
nombres de chague ¢as de mallape,

I.2 but est de voir exactement la division et la forme ainsi que 1a disposiiion des noeuds et des
cellules.

La figure (V-2 présente un type de maillage fin dont, I but est de voir la forme des cellules

dans le maillage lorsqu’on augmente le nombre des subdivisions. I'exemple choisi iei est
pour NNE-30 et NNY=40 .
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Tableaux TV-1 : Caractéristique des maillages d'un domaine circulaire

N° Figure =~ NTEF NNX | NNY NNPE NNT | NEL
V-1 a | 1 11 3 121 | 7200
¥-1 b 3 10 w |9 161 324
Vo 1 50) 40 3 2000 3822
|V-3ab | 1 33 30 3 1050 1975 |

Les figures (V-3 a,b) présentent un exemple typique sur I'effet de changement des positions
des points A.B.C el D de frontiéres sur la forme du maillage A titre d"information cette forme
de maillage n’est pas recommandées pour faire le caleul de ['écoulement visqueux, puisque ce
type de probléme nécessite un raffinement au voisinage de la paroi.

Le deuxizme domaine présenté dans ce travail est celui d’ellipse (NF=3).Tel gu’on satisfait de
présenter un exemple de maillage gros type H triangulaire T3N (figure V-3 a) el un autre’
maillage type quadrilatére de 9 neends par élément (Figure V-5 b). '
|es caractéristiques des maillages sont récapitulées dans le tableau TV-2 smivant : -

La figure (V-6)montre un maillage triangulaire fin d’un domaine elliptique avec un gran
rayon A= 0.5 met un autre B=0.1 m, ol on voit I'eflet de changement des points aux lin

des cotés de frontidres, tel que les angles des points sont les mémes gue celles de la figure(y-
4a).

Tableau TV-2 :Caractéristiques des maillages d'un domaine elliptique

'N° Figure | NTEF | NNX | NNY NNPE | NNT NEL |
V3ia |1 |12 13 3 136 132
V-5 b 3 10 - 9 1360 [324 ﬁ
Va6 ] a0 25 13 [ 750 1696

La figure (V-7 a) présentent un maillages de type H triangulaire gros pour les éléments finl
TIN dans un domaine rectzngulaira (NF=2).La figure (V-7 b) ilustrert aussi des maillages
de méme domaine mais de type quadrilaiére gros pour I'élément fini QYN

Tableau TV-3 :Caractéristiques des maillages d'un domaine rectanguaire

[N Figure | NIEF . NNX | NNY | NNPi | NNT | NEL
V-7 a I 1 |11 11721 L00
V-ih |3 10 |11 N 1399 1360

Les fignres (V-8 a.b) présentent des maillages de type C triangulaire . tel que la premicra
fizure illustre le domaine d’un demi cercle (NF=4) avec un exemple d'élément fini T3N.La
deuxieme mo  re un secteur de 63° ., avee élément fim TN,

Les figures (V-8 «¢,d) illustrent aussi des maillages d’un domaine secteur (NF=4} pour

différents angles , ol les angles sont limités entre 10° et 350° domt le but est de montrer tous
les cas de tracage et les deux types d'éléments fini wtilisés par le programme , ¢ par suile
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RESULTATS ET DISCUSSIONS

"efficacité des subroutines de génération des maillage. Les caractéristiques de ces maillages
sont données dans le tableau TV -4 suivant avec les différents angles utilisés.

Tableau TV-4 :Caractéristiques d'un maillage de domaine secteur

N? Fipure ANGLE | NNX NNY NNPE NNT | NEL
V-8 a 180° 7 8 3 106  |182
V-8 b 65° |8 g 3 137 240
V-8 ¢ 270° 7 10 9 1825 450
V8 d 300° 7 10 9 1825 450

La figure (V-9 a) présente un maillage mono-connexe gros de type 1l d'une section de
forme profil d’aile (NF=5) avec un ¢lément finiT3N. L’exemple choisi ici est le profil

NACA0012 symétrique, tel que la corde est Crd=1.0(unite) et I'épaisseur 1=12%.

Tandis que 'autre (V-9 b) c’est I'élément QSN.Les caractéristiques de ces maillages sent
donnés dans le tableau TV- 5 suivant.

Tubleau TV- 5 :Caractéristiques des maillages d'un domaine de forme profil d’aile.

N° Figure | NTEF | NNX NNY NNPE NNT NEL . |
V-0 a 3 10 11 9 359 360
(V-9 b 1 30 135 13 | 1050 11972

La figure (V-10 a) représente un maillage de type H c’une section qui représente un trapéve
moins un demi-cerele a la fontidre bas, avec des éléments finis triangulaires type T3N.O4 les

cotés du rectangle sont A=3.5 et B=2.5.0r le rayon du cercle est R=0.7 unite.

La figure (V-10 b) montre dzns le méme domaine un maillages de type "H’ avec I"glement

Q9.

Les caractétistiques de ces maillages sont présentées dans le tableau suivant :

Tableau TV- 6 :Caractéristiques des maillages du domaine trapéze moins un demi cerc |2

N° Figure | NTEF NNX NNY | NNPE NNT | NEL
V-10 a | 130 20 3 600 g2 |
V-l0bh |3 13 |15 19 725 1672

Les fipures (V-11 a,b) schémalisent des maillages modérés de type'H’ d'un domaine forme
par un demi cercle creux (NF=7),avec des éléments finis type T3N &t Q5SN.

Tableaw TV- 7:Caractéristiques des raillages du domaine de demi cercle creux par un demi
cercle petit au bas.

N° Figure | NTEF NNX | NNY NNPE | NNT | NEL
V-ila ] | 50 25 3 | 750 | 1392 _‘
|V-11 b 3 |10 8 |9 | 285 | 232 |

Les tigure (V-12 ab) montrent un maillage de type H d'un domaine triangle (NF=6) avec

une cote A=1 en utilisant I’élément fini T3N. et Q9N.
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Tableau TV- 8:Caractéristiques des maillages du domaine triangle (NF=6)

N° Figure | NTEF | NNX NNY NNPE | NNT _ NEL
V-12 a u 130 . |25 13 750 1392
V-2 b (3 L0 8 E T 232

Pour un dernier cxemple, on a les fisures (V-13 a,b) montrent un maillage de tvpe ‘H' d'un
P i i

domaine complexe (géométric combinée elli pse+rectangle) en utilisant I'élément fini TIN et
QIN.

La figure (V-13 a) présente un maillage de type “H' triangulaire pour I'élément {ini T3N dans
un domaine de forme complexe (ellipse+rectangle NI=9), en utilisant une discrétisation de
NIhX=11 et NNY=10 cc qui donne done un NNT=110La figure (V-13 b) illustre aussi un
maillage du méme domaine mais de type quadrilatére gros pour ['élément fini Q9N,En
utilisant une discrétisation de NNX=30 et NNY=25 et donc un NNT=2891

Dans la suite, on présente kes figures des maillages traités précédemment,
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Fig. V-9 a : Maillage triangulaire {in d’une section de forme
profil avec I'élément TIN.
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'“’I ‘ Fig. V-9 b : Maillage quadrilatére gros d’un= section de forme |
| profil avee I'élément fini type QSN.
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| Kig.V-10 a : Maillage triangulaire d'une section trapéze moins un

dermi cercle 4 la frontiére bas avee I'élément fini type T3N.
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Fig.V-10 b : Maillage quadrilatére &’un domaine trapéze
moins un demi cercle 4 la fror iére bas avec 1'¢lément fini
Q5. |
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Fig.V-11 a : Maillage triangulaire d*un domaine demi cercle grand creux par un

demi cercle petit 2 la frontiére bas avec 1'élément type T3N.
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av

Fig.V-12 a : Maillage triangulaire d'un domaine triangle équilatéral
aves 'elément fini tvpe TIN.
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V.4 Exploitation des résultats numériques des solutions

Dans cette partie , on va présenter quelque résultats numériques et graphigques chtenus
par la résolution de 'éguation de Poisson qui gére I"écoulement .avee les conditions aux
limites appropriées pour toutes les géométries traitées ainsi d'enrichir svec guelques
remarques et interprétations.

Remarques :

Cn rappelle que les polyndmes d'interpolations Wix.y) sont présentés sclon plusieurs
choix et en fonetion du nombre de neeuds par élément fini. Ces fonctions sent données comme
suit ol on montre celles qui ne converge pas.

-Flément fini & 3 neeuds (T3N)
Wik, ¥)=C+Cax+Csy (Polyndme complet linéaire)
-Elément fini & 9 nceuds (QYN) @

Polynéme | :C[+C2x+C;}'+{L‘¢x}r---'EJ53-:2-:-(16}2:*{1;:{23!4-C‘gx}'=+ng:‘
Polyndme 2 :C+Cox+ Ciy+Caxy~C o™+ Coy*+ Col 3y +xy 1)+ Cyx t T
Polyndme 3 :C+Cox+Cay+Cixy—Cox*+Cey 2t Canly+ Caxy*+Coy
Polyndme 4 1€ +Cx+Cyy+Cxy+Ceax*+Cay+Cay+Caxy?+ 0 x 7 +y7).

On peut remarquer que pour les polynimes 4° el 2" les solutions numériques trouvées
convergent vers la solution exacte (polyndmes complets) avec plus de précision pour le
polyndme 47 grice a la symétrie et méme grice 4 la présence des deux termes cubiques (en
X' et 'y ) e qui facilite la convergence. Tandis que pour le polyndme 3" ils ont induit (le
termie cubigque) des résuliats erronés (non admissible) et de nen convergence pour le
polynome *1°,

V.4.1 Résultat du domaine circulaire

Le premier domaine 4 ¢tudicr est eclui d'un cerele de rayon R, avee les conditions aux
limites W=0 sur la frontiére * * Rappelant ¢ ie la solulion analytique est donnée au ¢t apitre 11,

V¥.4.1.1 Répartition des vitesses

La figure {V-14) wontee évoluticn de la vitesse le long ¢ un diamétre d'un cercle de
rayon R=0.1 placé a 'origine du repére | avee une diserétisation d'ordre 21=21.Les courbes
représentent les solutions d'élémeiis finis triangulaire (T3N) et quadrilatére (Q9N) ainsl que
la selution analvtique .pour une exécution de méme rembre de necuds.

Ces courbes déerivent une variation paraboligue de la vitesse avee une surmentation
tout en s'¢loianant de la paroi €1 alleizuent le maxirnum au centre du cercle .On observe que
ces vitesses ..ot milles aux parois, ¢a est du  'effer du frottement et de ia viscosité qui
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diminue en s’approchant du centre de le section de la conduite, On remarque aussi que les
différentes solutions sont trés proches ["une de Iautre .ce qui dégage qu'il v a une bonne
concordance avec les résultats analytiques , ce qui implique Pefficacité de la méthode des
¢léments finis,

La figure (V-135) visualise la répartition des lignes iso-vitesses en multi couleur dans le champ
d"une conduite eirculaire ,qui montre les différents niveaux des valeurs de fa vitesse ot leurs
couleurs correspondantes,

On remargue bien la graduation de ces lignes iso-vitesses de la paroi vers le centre de la
section et leur accumulation prés de la paroi, qui montre la variation rapide de la vitesse dans
celte zone qui justifie I"effet prépondérant de la viscosité dans cetie couche visqueuse , ainsi
qu’on remarque la zone centrale gui représente les vitesses maximales dans cette conduite
cylindrigue circulaire pour un régime d’écoulement établit.

La figure (V-16) montre I'évolution de la vitesse maximale et movenne pour différents rayens
des sections circulaires d"une conduite (R=0.01 & 0.19 m) calculées avec différentes méthodes
L'allure de ces courbes indique qu'il y a une augmentation de ces vitesses maximales ot qui
est plus accentuée que les vitesses moyennes, La figure montre aussi qu’il v & une trés bonne
concordance avec les résultats analytiques.

V.4.1.2 Evclution de quelques parameétres impcrtants

Pour voir ['évolution du débir en fonction des différents rayons | nous avons la figure
(V-17) montre I'evolution du débit par unité de surface, on constatc une augmentation
parabolique , mais trés lente pour les rayons faibles.

On remarque aussi qu'il ¥ a une bonne concordance entre ces résultats,

La figure (V-18) illustre I'évolution du coefficien: edométrique ‘B en fonction des
différents rayons d’une section circulaire. On remarque que ce paramétre est indépendant de
la valeur du rayon de la section utilisée et il est constart, tel qu'il est dgale 4 *64° .Done il ne
dépend que de la forme de la géométrie ,d'ol son nom.

La figure (V-19) montre I'évolution du coefficient de perte de charge ‘K™ en fonction
des différents rayeas .On remarque que ce parameétre déeroit trés rapidement poUr un rayon
comprit entre 0,05 et 0.1 puis pour le reste des ravons . [l se diminue lentement au voisinage
du zero. Ceel est du au fajt que la section lor qu'elle augmente elle permet un passage d'un
grand débit et une diminution de la perte de charge ,et par suite la diminution de ‘K,

Ces deux hgures montrent aussi gu'il y a une bonne concordance entre les résultats
analytiques et numériques d'éléments finisTIN ou QON.
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Remarque :

T.a section optimale 4 choisir pour la conception des conduites est celle qui permet un
minimum des perte de charge et un débit considérable et donc le minimum d’énergic mise e
Jel.

V.4.2 Résultats d’un domaine elliptique

Le troisieme domaine & étudier est celui d une ellipse avec les cotés "a’ et *b’ corime indiques
4 la fipure ci contre. Y
L'équation de cette ellipse est donnée par :

xMarylbi=1 //__ \
=l
\__-__J

V.4.2.1 Répartition des vitesses

La figure (V-20 a) montre le comportement de la vitesse le long du diametre horizontal d'une
section elliptique ,calculée avec les deux méthodes d’élements finis.

La précision des deux méthodes est fres salisfaisante en comparant ces solutions avee la
solution analytique de cette péométrie.

Po.r Peflet de gradient de pression sur la répartition des vitesses , on a la figure (V-20 b) qui
illustre ccite répartition le long du diamétre . On observe toujours une évolution paraboligue
mais plus accentude lorsgu’on augmente ce gradient, qui s'impose entre lcs extrémités de la
conduite considéree.

Les courbes de la figure montrent une bonne concordance aves Panalytique pour tous les
gradients,

Pour visualiser la répartition des contours isovitesses dans la section elliptique de coté a=0.13
m et b=.0.03 m, on a la figure (V-21) gul les montre en multi couleurs avec les différents
aivaux des valeurs de la vitesse et leurs couleurs correspondantes. On constale J'apres cette
figure la graduation de ces lignes a partir de la paroi vers le centre de la section, avee leur
concentration prés de la parol, qui indique fa variation rapide de la vitessc dars cetle zone,

V.4.2.2 Evolution de quelques parametres importants

Pour voir Févolution de quelques paramétres d'¢coulement en fonetion des différentes
sections clliptiques , on a varié la o leur du rapport des cotés d'ellipse de 0. 1jusqu'a lo valeur
1.0 avee un pas de 0.1

Dans Ta fipure (V-22) on voit "évalution du débit volumigue ¢i cehul par unité de surface en
fonction des différents rapports ab dellipse. .Un constale d'aprés ces allures qu'en
angmentant L'aire de la section par 'une de ces colés on a un croisement du débit ,vu gue ce
dernier est ié 4 la section 4 travers laquelle il y a ['écoulement. Tel que pour les netits
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rapports .on a une evelution moins vite que celle du rapport supérieur 4 0.5 of il s approche
du cas du cercle .On remarque aussi la bonne concordance avee les résultats analytiques.

La figure (V-23) illustre I'évolution du coefficiert géométrique *B* en fonction des différents
rapports bYa de la section. On remarque que ce parametre est égale & 76 lorsque bia= ().1,01 on
a Ia section d’une ellipse tres platée, puis il se décroit dans une premidre phase rapidemnent .cn
suite en deuxiéme phase lorsque bfa est supérieur 4 0.5 il est moins rapide o0 on s approche
du cas cercle. Puis il atteint la valeur 64 qui correspond a un cercle pour hia=|,

Dans la méme figure on constate le décroissement du coefficient de parle de charge K en
fonction des différents rapports a /b de la section .Tel qu'il décroit trés rapidement pour avec
les sections ayant le rapport a/b inférievr ou égale 4 0.3 vu que le débit relatif (Qv/Aire) eroit
pour ces valeurs, Puis pour le reste des rapports ,il sc diminue lentement ,ceci est du au fait
que la section lorsqu’elle augmente, elle permel un passage d’un grand débit er une
diminution de la perte de charge .et par suite une diminution du coefficient linéaire *X.,

(es allures indiquent qu'il ¥ a une bonne concordance cnlre les résultats numériques et
analytiques pour les deux types d’éléments finis, B

V.4.3 Résultats du domaine secteur

Le domaine 4 étudier dans ¢c cas est celul d’un secteur 4 différents angles du sommet Javec un
rayon R

V¥.4.3.1 Reépartition des vitesses

La figure (V-24) montre U'évolution de la vitesse le long du ravon qui passe sur Paxe de
symétrie d'un domaine secteur, ou on a choisi le cas d'un demi cercle de ravon R=0.15 m.

(n constate que les courbes déerivent toujours une variation parabolique de la vitesse avec
ure augmentation tout en s'éloignant de la pared, et atteignent le maximum au milicu de la
section .On observe aussi que les vitesses sont nulles aux parois ce qui est du aux effet de
frottement et de la viscosité |

La figure (V-25) tllustre les contours des iso-viresse tel qu'on constate la section du secteur
d'un angle de 2707, ¢t Ia graduation des vitesses {u maximum jusqu’au zéro sur les frontiéres
.2t leurs sccumulutions prés des parois.

La figure V-26) montre I'évolution des vitesses maximales et movennes en fonction des
ditiérents angles uu sommet d'un secteur .qui varient de 1074 310%e raison de 10°

On constate les mémes remarques gue les géométries précédentes | tel que lorsguion
gugmente “téta * du sormmet de secteur , les vitesses auomente de zéro vers un maximuam pour
un angle de 3107,

V.4.3.2 Evolution de quelques paramétres importants
La figure (V-27) montre P'évolution du coefficient de perte de charge *K° et celle du

coefficient géométrique *B’ | pour les ditférents valeurs de téta \Tal que pour la courbe du
coethicient 'K’ son allurc indique qu'il ¥ a un décroissement trés rapide pour "angle téta de ©°




CHAPITRE V

RESULTATS ET DISCUSSIONS

a 637 ;puis pour le reste des angles il déeroit trés lentement ,vu que la sectinn obtenue est de
phas en plus grande et le débit croit paraboliquement.

Pour la courbe du eoefficient ‘B on remarque ung évolution quasi logarithmique 4 partir de sa
valeur d’environ 54 jusqu'a la valeur 67 pour les différents angles téta, Les résultats oblenues
rar les deux méthodes indigue un bon accord entre eux.

La figure (V-28) montre Pévolution du débit volumique ainsi que celui-¢i par unité de 1'aire
en fonction de Tangle téla .Les allures de cette figure montrent une augmentation A partir de
0.0 vers leur maximums dont 'angle téta proche de 310%.Cet accroissement est du &
I'augmentation de 1'aire du secteur de fait qu’on augmente son angle de sommet,

Cette figure montre aussi qu'il y a une bonne concordance entre les deux résultats. Ce qui
implique 'efficacité de la méthode des éléments finis,
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Fig.(¥-20 a) :Evolution de la vitesse pour les
deux types d’éléments finis 12 long d'un diameétre
horizontale d une ellipse.

Fig.(V-10 b) :bvolution de |a vitesze pour
différents valeurs de gradient de pression .
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V.4.4 Reésultats du domaine d’un profil
Le résultat présent concerne le cas ¢ une section de géométrie type profil d'aile.
['exemple pris ici est de la série NACA 00't,

("est un profil symétrique par rapport au repére *XOY™ par ["équation suivante [31]
vixj=t{axFamx tas )

O=x=]
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Avee
Al=14779155 AZ=0).624424 AJ=-1,7478095 A4=1.184087
A5=-0.489769

V.4.4.1 Répartition des vitesses et quelques parametres importants

Pour cette partie de résultats on prend le cas du profil NACAOQ12.Le champ des vitesse
Lravers cette section est montré par les lignes isovitesses | qui sont illustrés dans la figure (V-
29) suivante,

demeslea] T T T T 10
L Levvax | 2 3 4 5 g
00 W. DOPRR0E5 DEE0  DIBEDIZ  DSIMIT  DESERT  DMRY

00 02 o Sy o8 10

Fig.(V-29) :Les contours des iso-vitesses pour une section de forme profil.

On constate que le rzpére de la section est orthogonale, et la forme du profil correspond a
celle de la référence [31] fidélement. [es vitesses sont montrées cn graduatic  nar les
couleurs de “zéro’ & la parci vers leurs valeurs maximales 4 29.36% de la corde

Pour voir ~ *volution & la vitesse c¢u hord d’attaque jusqu'au bord de fuite . on a tracé le
graphe de . figure (V-30) pour les deux types d'eléments finis.

On remarque que les vitesses évoluent faiblement du hord de fuite vers leur maximum (2
environs 30% de la corde) que celles de bord d'altague vers ce maximum, Les résultats des
deux types d'éléments finis montrent une boanne concordance entre cux.

Dans la suite ,on va déterminer , pour ce profil les valeurs des parameétres par des graphes en
fonction de I"épaisseur *t", ce dernier varie de la valeur 0.10 4 0.50 avec un pas de 0.05

La figure (V-31) menre Iévolution de la vitess maximale et moyenne pour différentes
epaisseurs du profil. L'allure de ces courbes indique qu'il ¥ a une augmentation guasi lineaire
de ves vitesses . au fur et & mesure quion augmente 'épaisseur ‘O Cela du fait de
I"augmentation systématique de la section =t du débit » POUr un méme gra.i=nt de la pression
appliqué . Cette figure montre qu'il v a concordance entre las doux méthodes utilisss.:
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La figure (V-32) montre ["évolution du coefficient de perte de charee ‘K° et du cocfficient
geéomeétrique ‘B’ en fonction des différentes valeurs de ’épaisseur ‘t”,

On remarque que le paramétre ‘K décroit 1apidement avec les sections ayant ['épaisseur ‘t'
inférieur a 0.20 vu que le débit crois paraboliquement ,puis pour le reste des valeurs
d’epaisseur ce il se diminue lentement .Ceci est du au fait que la section lorsqu’elle augmente
.cllc permet un passage d'un grand débit et une diminution de la perte de charge ,et par suite
la diminution de *K”.

Pour la courbe du coefficient *B’, on remarque une diminution non linéaire dans une marge de
valeurs d’environs de 60 462 pour les différentes valeurs d’épaisseurs ‘t” .Ce gui morntre
I"effet de ce coefficient sur le coefticient des perte de charge ,on remarque aussi que sa valeur
est toujours inférieur 4 celles du cercle .

L.a figure montre qu'il y a une bonne concordance entre les deux types d’éléments finis.

100 —

— / ——  EF O3N{pal4} =
!
/ 3

=ruio. BETEN

) £
z | . X
£ 1 \
04d =i / "'-.\
I *
oz / \x\
"
. W
e
ELLEE - — : : . e
[(R=l] (=1 ] 0l Tan =T ren

Ml

r Fig.(V-30) :Evolution de la vitesse pour les deux types d'EF,

- LU
1M ]
| = |
o _|
~  FF OAr poe Vmas A I
- S5 TIM meur Wmay 7o) = B N pou K
# [ I anoa
o | e [ % ™ EF T30 pavs B
S 2 = E &
ra 3305 —| 44 10
ey s |
| e | |
4 g
TP a0 | B Pt (GG —
T p—— a .
! o am nx 043 nsn
LT a3 [ v r41 Loz Ecasteyrs ralamve

Cpaissaus imalive 't

| Fig.(¥-31) -Fvalution de la vitesse maximale et Fig (V-32) :Evoiution des soefficients ‘K" et '[3°
| moyer ¢ pour différentes épaisseur relative. pour di'férentes valeurs d*epaisseur relative.
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V4.5 Résultats des divers domaines
V.4.5.1 Domaine d’un triangle équilatérale

Dans cet exemple on a prit la section d'un triangle équilatérale avec un coté a=0.1 m .On a
presente dans la suite 'évolution de la vitesse le long d’une diagonale pour les deux solutions
d’cléements tinis dans la figure (V-33). On constate que les vitesses sont toujours paraboliques
et les courbes des solutions sont superposées entre elles, ce qui permet une validation des
resiltats,

Pour voir les contours des iso-vitesses , on a la figure (V-34) qui montre leur répartitions et
graduation dans la section ,00 on remarque les faibles vitesse: dans les coins de la frontiére du
triangle .ce qui concorde avec la réalité .
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Fig.(V-34) :Les contours des iso-vitesses
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V.4.5.2 Domaine d'une géométrie comhinée

Duns cet exemple ,on a pris la section d’une ellipse combinée d'un rectangle =n haut .On a
presenté dans la suite 'évolution de la vitesse le long du rayon qui passe par Paxe de symétric
de la géometrie pour les deux types d'éléments finis dans la figure (V-33). On constate que ics
vitesses sont toujours paraboliques et les courbes des solutions sont superposées entre elles |
ce qui permet la validation des résultats,

LA figure (V-36) illustre les contours des isovitesses , avec leur répartition et graduation dans
la section avec différentes conleurs .
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RESULTATS ET DISCUSSIONS

V.4.6 Domaines d’un trapéze et demi cercle courbés par une partie dans

leur coté has

Pour ¢es domaines ,on s¢ satistait d'illustrer la répartiion des iso-vitesses dans les sections,
en montrant leurs concentrations et les régions des vitesses maximales .
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Fig.(V-37 a,b) :Les contours des i3o-vitesses des sections de coté bas courbé. ‘

V.5 Tableaux récapitulatifs de quelques paramétres importants

Les paramétres dvhamiques calculds ont fait 'objet d’une comparaison avec les resultats

analytiques disponibles pour quelques géométries .

Ces résultats sont représentés dans les

prochaing tableaux. L’utilité de cette comparaison est de volr les meilleures resultats en

comparant avec les résultats analytiques.
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RESULTATS UT DISCUSSIONS

~ TABLEAU V- 10:GEOMETRIE CERCLE (NF=1),R=0.1 m |
TYPE/ - .
METHODES ANALYTIQUE  [NTEF  |T3N /01 QYN / 03
NNX 31 23 '
NNY 31 |25
NNT 961  [2208
PARAMETRES NEL 1800 1528 .
- EF TRIANGULAIRE | QUADRILATAIRE
AIRE A 10.03141593 03140157 | 0.03140137
| WMax 1373626 |1.372869 [1.373431
W Moy 0.6868132 10.6851329 | 0.6866283
. POS X VIT MAX | 0.00000 10.00000 0.00000
| POS Y VIT MAX |0.00000 | 0.00000 ~[0.00000
i___DEEIT Qv 0.02157687 1002151425 002156563
| PERTE AH 0.0085945  ]0.00845949 (.00845949
| COFF K 0.00703713 0.00706846 0.0702493
COFF ‘B’ 6406000 64.22321 6392415 o
CONTRAINTE 00006500 0.000500 I 0.000500
PARTICLLE _
PERIMETRE Pm (.62831853 0.62831853 | 062831853

TABLEAU V-11 :GEOMETRIE PROFIL (NF=3),C=1 m t=0.12C

TYPE /
METHODES ANALYTIQUE  |[NTEF  |T3N /01 QON { 03
\ NNX 25 5
NNY 21 15
\ NNT | 535 g41
PARAMETRES NEL | 960 196
o -~ |EF TRIANGULAIRE | QUADRILATAIRE
. AIRE A 0.03117082 0.08104287
W Max B 0.952305 0.951632
W Moy _ ok 04383457  |D.4399106
POS X VIT MAX ! |oa9167 031974
POS ¥ VIT MAX 0.00000 0.00000
DEBIT Qv oo JROASSIRNE 0.03563162
PERTE All / 0.00845949 0.00845949
COIT K . ~[0.01374036 (1,00340842
COFF ‘B’ ' 63.52039 63.12383
CONTRAINTE 0.000398 0.000397
PARTIELLE , -

PERIMIETRE Pm

203927228
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TABLEAU V-12 .GEOMETRIE DEMICERCLE-CREUX(NF=7),R=0.1 m

TYPE/
1. METHODES ANALYTIQUE  |NTEF _ |I3N /0] QIN / 03
™ NNX 45 25
i ™ NNY |41 26
\: NNT 1843 2499
PARAMETRES | NEL 3520 600
_ LF TRIANGULAIRE | QUADRILATAIRE
AIRE A 012551153 |0.12632876
W Max / 12.762491 2.78604.
W Moy / | 14691648 1.4852914
_POS X VIT MAX / | -0.00096 -0.01286
| _POSY VIT MAX / 019000 0.19102
|_DEBIT Qy / 0.18439715 0.18763501
_ PERTE AH ! 0.00845949 0.00845949
. COFF K / 0.00233033 10.00057371
| COFF ‘B’ / 68.69430 68.83616
CONTRAINTE / 0.000758 0.000763
| PARTIELLE .
| PERIMETRE Pm / 1.65663706 | 1.65663706

TABLEAU V¥-13 :GEOMETRIE TRAPEZE CREUX (NF=8),a=0.l mb=0. 3 m

‘ TYPE/
i METHODES | ANALYTIQUE [NTEF [T3N /0l QON /03
| NNX |35 13
\H NNY |33 13
g ) NNT 1155 625
PARAMETRES NEL 2176 144
) _|EF TRIANGULAIRE | QUADRILATAIRE
AIRE A / |.78613935 1.81471143 '
W Max 6.883005 2933811
W Moy | ! 4.3748969 0.37198960
POS X VITMAX | f 102336 0.96651
| POSY VITMAX | 025000 ~|025000
DEBIT Qv / 0.05873296 ~ |0.82409499
| PERIEAH ! 0.00845949 0.00845949
| LOF K 0.00016782 0.00039332
COIF ‘B 65.99033 65.42734
CONTRAINTE | / 1.001773 [ 0.007 507
PARTIELLE o |
PERIMETRE Pm_ | / 1007452860 | 2.07452860
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| TABLEAU V-14 GEOMETRIE TRIANGLE (NF=6)a=0.1m _
| TYPE /
L METHODES ANALYTIQUE  [NTEF __ |T3N /0l Q9N /03
g NNX | 26 17
\ NNY 26 Y7
e NNT  [728 1089 |
PARAMETRES NEL 1350 256
LLF TRIANGULAIRE | QUADRILATAIRE
AIRE A / 0.00432936 0.00433013
W Max T 0.152182 0152431
W Moy / 00684129 0.686865
| POS X VIT MAX / 0.00156 000000 |
| POS Y VIT MAX / 002848 0.02077 ]
DEBIT Qv / 0.00029618 0.029742
PERTE All / 0.00845949 0.00845594 |
COFF K / 0.20470513 0.05077840
| COFF ‘B’ ; 53.52353 | 53.32927 -
CONTRAINTE / 10.000144 0.000144
| PARTIELLE - |
| PERIMETRE Pm / 10.3000000 03000000 ‘;
| TABLEAU V-15 :GEOMETRIE COMBINEE NF=9 ]
' TYPE/
| METHODES ANALYTIQUE  |NTEF  |T3N /0l QON / 03
R“‘“\\ INNX 19
i NNY | 18
NNT 1295
PARAMETRES NEL | 306 B
'EF TRIANGUI AIRE | QUADRILATAIRE
AIRE A / 002839280 10.02835996
W Max _f 1.079877 1.087580
W Moy / 0.5117997 (0.5169458
POS X VIT MAX 0.00244 | 0.00000 :
POSY VITMAX | 0.03496 0.03723
NERIT Qy A/ 001453143 0.01466056
PERTE AH 0.00245949 000845949
| COFF K__ / |0.00911596 0.00892503
COFF ‘B’ / 44,4403 | 43.89620
CONTRAINTE / 1 0.00360 0.000359 |
PARTIELLE | o
PERIMETRE Pm |0.7892156 (.78942156

Pﬂﬂg Ee]




CHAPITRE V RESULTATS CT DISCUSSIONS

Conclusion :

les résultats obtenus aprés le caleul effectug avee les deux type d’éléments tinis sont trés
concordants , dont ceux calculés avec I'élément QYN sont les plus précis, ct cela est du &
avamtage d’appliquer le concept de la méthode cdes éléments finis , connu comme une
méthode d une trés bonne précision

Remargue :
Les géométries rectangle et ellipse existent dans la référence [20)],




= CONCLUSION

Conclusion genérale

L objectif de ce travail est de procéder 4 la simulation numerique de I'écoulement d'un
fluide visqueux traversant des conduites ayants des sections complexes simplement connexe,
pour des régime laminaire, par la méthode des éléments finis, tout cn déterminant le champ
des vitesses et les pertes des charges subit par le fluide, ainsi que les paramétres dynamigues
essenticls de I'écoulement. Permettant ainsi au constructeur aéronautique ou industriel un
choix judicieux selon les critéres ot les exigences de l'encombrement dans l'avion par
exemple ou autre.

On a adopté la simulation de I'écoulement basée sur l'extension de I'analyse
mathématique de I"éconlement interne de Poiseuille, qui a abouti & un probléme de I'équation
de Poisson. 2

Les méthodes de pgénération de maillage présentées dans ce traval traitent les
configurations monio-connexes, tel qu’on a élaboré deux procédes I'un pour Ia génération de
maillage (vpe ‘H* et un second pour les géométrics qui se comportent misux avec le maillage
type "C.

Pour stocker les éléments de la matrice de rigidité & rang ¢levé obtenue apres
discrétisation en éléments finis, on a programmé algorithme de stockage bande de type
colonne par colonne dans un vecteur , vu la simplicité de ses formules de récurrences, ou on a
adapté une méthode de résolution directe du systéme d’équations algebrigques, cette meéthode
est celle de Khaletski.

De ce fait, un programme  de caleul done a été mis au point, permettant de calculer les
vitesses axiales de 'écoulement d'un fluide visqueux 11 prend aussi cn charge le caleul
nécessaire pour "évaluation des pertes des charges, le débit et les parametres de I'¢coulement
4 travers les conduites ayant des sections simplement connexes ., avec une bonne adaptation
aux frontieres tout en ajustant la précision dinterpolation par Putilisation de deux types
d'¢léments finis soit triangulaire 4 3 neeuds ou quadrilatére & 9 neeuds .

Cependant, les solutions numériques obtenues ont fait 'objet d™ ¢ eemparaison avec
les résultats analytiques obtenues pur d'autres sous programmes elaborés (Annexe 1D ) o1l LS
sont consacrées pour les sections eircuiaires, rectangulaires, elliptiques, dont on a pu avoir les
solulions analytigues, 12’0t la validation a €1¢ trés satisfaisante lors ¢ la comparaisor .

Nous avons mentré que les vitesses obtenues numerigquement sont en cénéral tres .
proches des vilesses analytiques .Ces vitesses varient en augmentation 4 partir des frontiéres
des conduiles jusqu’a la zone ol elle atteignent leurs maximum, d’une maniers parabolique
ou hien proche . pour toutes les géométries traitees .Cette variation est due 4 la présence de la
viscosité du fluide véhicule.
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Nous avons remarqué en premier lieu qu’en augmentant ka diserétisation, on obtient une
micilleure précision et une convergence vers la solution exacte. On peut remarquer aussi que
les solutions obtenues avec 1'élément fini de type quadrilatére sont plus précises et meilleures
avec un temps d’exécution élevé , que celles avec 1'élément de type triangulaire , pour un
méme nombre total de nosuds . 11 est justifié de fait que I'interpolation avec cel €lement ost
faite avec des polyndmes d’ordre supérieur et avee plusieurs termes utiliscs dans ses fonctions
d'interpolations. Tandis que , pour avoir une précision élevee avee des éléments triangulaires
a nombre de neeuds par élément faible, il faut augmenter le nombre d'Clément dans le
maillage ,mais cela nécessite un temps de caleul assez elave.

Néanmoins, on a constaté d’aprés les résultats que pour I'élément fini QSN v a
quelques polyndmes (estés pows P'interpolation numérique, ne donnent pas de solution
(divergent) et d*autres avec des sulutions mais moins précises

les résultats obtenues ont montré que la discrétisation qui nous satisfait est celle qui
donne un nombre de neeuds NNT supérieur & 1000 neeuds |, et quil est recommandé de faire
une discrétisation qui donne des cellules non trop plates, en d'autre termes des angles internes
non trés aigus et non trés obtus, Dol il vaut micux d’avolr les discrétisations le long des axes
‘X" et *Y” proches entre elles.

L étude présentée nous a amené & constater aussi que le coefTicient K des pertes de
charge est fonction du nombre de Reynolds et de la forme de la conduite (désigné par le
coefficient B) et sa surface interne, présenté par la rugosité des parois, ol cette derniére 4 une
influence négligeable pour les régimes laminaires.

Constatant aussi qu’il faut choisir la forme de la section des conduites et les paramétres
optimaux pour les quelles, on obtient les coeflicients de perte de charge les plus faibles.

Alors, des compromis a faire entre le coefficient de la forme séométriquz B et les cotés
de la section (géométrie) choisie, de telle sorte & avoir un coefficient B le plus faible pessible,
et des cotés qui donnent une section de grande surface ot donc un débit volumique et une
vitesse movenne plus important possible, tout en d'minuant ainsi les énergies et los pressions
mises en jeu en pratique.

Toute fois, ce projet nous a permis dexploiter nos connaissances théorinues &l
d’éclaircir un peu sur la procédure de résoudre un tel probleme par la méthode des éments
finis. el de s"amélior=r dans Ja programmation de cette méthode ainsi que de confronter & ses
difficultés et scs disciplines, ol elle est considérée comme une méthode révolutionnaire dans
presque tous les domaines techniques rencontres dans la pratique mais tres déhicate vu
*utilisation intensive du numérique et de 'ordinateur .

Finalement, nous espérons que ce travail pourrail servir de base pour un développement

progressif dans les techniques appliquées aux eléments finis et dans lo domaine des
écoulements internes dans les conduites .
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- i o ANNEXE A
ANNEXE A

ORGANIGRAMME DU FROGRAMME PRINCIPAL

Commur >
v

-Déclaration des vecteurs et des matrices ainsi que
toutes les variables du programme,
- Duverture des fichiers d’input ot d'output.

F
v
{Subroutine INPUT)
Affichage des menus de choix
-Domaine d'étude ( section de ka conduite).
-Type d'€élément fini (NTEF),

Y

Choix parmi les
possibilités données
ke de : NF, NTEF.
Oui T""’
Entrer les variables caractérisant le jinide & étudier et la conduite @
- la viscosité dynamique g - I'accélétation de la gravilé g
- la masse volamique a - la longueur de Ia conduite L
- la différence de pression AP

Entrer les valeurs de sub-division :
- le long du premier axe WNX.
- le long du deuxiérme axe NINY.
| :

: ¥

Calcul du : o 2" m mbre de |'squation différenticlle F=APg /(Lo ui.
» Nombre d'éléments et de neeuds toraux.
o Nombre de neeuds par élément ..,

Génération de maillage
- Discrétisation du domaine en &léments finis,
‘ - Numérotation des neeuds ; caleul des coordonnéas géométriques

- Ddlermination des riozuds des rontidres et application des conditions
aux lirmtes (par remplissage du vectenr [CL).
‘ {les Subroutines des géométres suivantey)

Ir-r’-'-'_l
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ANNEXE A

(NF=del&9)

| ou 3 l 2 l 4 ; = Eetfll
Y
Subroutis, Subrouatine Subroutine Subroutine snbroutines
GEOMETRIE!L GEOMETRI2 GEOMETRI3 GEOMETRIS GEOMETHIT.®
{cercle ou { rectangle) {demi-cercle (Triangle {Trapéze moing demi
ellipse) ousecteur) | ___l... éuilatérale) cercle géom complexs.
Calcul de 1a connectivilé des ¢léments du maillage, en fenction du
nombre de nceuds par élément et en fonction du type de maillage :
‘HY, 'CY (simplement comnexe)
Calcul de degrés de liberté élimingé et restant.
Réarrangement des nceuds et tragage du maillage
(Subroutine Mesh)
Calcul de la demi bande et du nombre '
'l de cases nécessaires au stockage pour la
matrice de rigidité globale
{Subroutine BANDE)
ol """f: ﬁ"""--q.___‘q_ o
|——-f::/ NTEF <2 o
X F"“"ﬁ_f - ; ¢
Caleul  des  coeffs  des  matrices Calcul des coefts des malrices
élémentaires [AKE], et du vecteur ¢iémentaires [AKE] et du vecteur
{AFL}  par Dinterpolation  sur {ALFL} par interpolation sur

["éléments Quadrilatére (9 nds).
(Subroutines ELEMOQUADRIL)

) 4

I"eléements triangulaire {3ncs).
iSubroutines ELEMTRIANGL)

v
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h 4
-Assemblage des matrices de nigidité
¢lémentaires par la méthode de stockage
colonne par colonne .
-Remplissage du vecteur de rigidité globale
AE, et de force globale AT.
(Subroutine ASSEMBAND)

l ,

Caleul de la vitesse W(# en résolvant le systéme [K] { Wi={F} par
la méthode de KJ{4LETSKT adapté -

(Subroutine RSOLKALT)

T

Calcul des différents parametres |

- vitesse maximum. W, - contrainte tangentielle 7,

- - vitosse moyenne W, - surigee totale A e

- = dbit volumique Qw. - Le nombre de Reynalds Re
- < diamétre hyvdraulique Dy -coefficient de froement Cp

- - perteducharge Deltall et son coefficient X' .

(Subroutine PARAMETRS , PERIMETR, REMPCOFFII,
| CALCVFE, TRIAGEY, DEBIT)

Mon

i
Caleul analytique des vitesses et des

paramétres de Pécoulement pour .
NF=1,2 ou3

{subrouline ANALYTIQUE)
‘ i ) 4
' '/ AFFICHACE DES RESULTATS /

/ {(Subrouting AFFICHAGE] /

[
-

T B
N | -
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_AMNNEXER

ANNEXT 2

DIMENSIONNEMENT DES CONDUITES ET
NOTION OFE PERTES DE CIIARGE

E.l- DIMENSIONNEMENT DES CONDUITES [22]

n- Notion Qlopiimum écononmigque

Le choix du diameétre d'une conduite doit étre adapté aux conditions de "écoulement desiing a
le parcounir, Dans certain cas, des limites a Ja vitesse du fuide sont imposeées par des conditions
physiques. En respectant ces limtes, nous pouvons conserver la configuration ¢€’é-oulement
impesee. Done le choix de la vitesse moyenne de 'écoulement. et par suite du dian: tre de la
conduite, résulie d'un optitaum économicue dont les abaques | Cholsir un diametre plus grand se
tracuit par une depense initlale (investissement) plus ¢levée, el par unz perie de charue plis

faible, done par des dépenses d'énergie (fonctionnement) moins 2levées, et vice versa.
- Evolution des diflérents cohts.

Lz pusssance :dlepenses per metre de conduite pour vaincre les pertes de charoe est égale a
Sﬂ’p. qf f 'I}
w2, D3 [
Diauire part, ie pnx unitare &'une condulie aupmente avec son diaméle, on peul souven
représenter celte variation par une loi simple, proportionnelie a4 D, ou 'exposant a, qui dépend
<les ma" “riaux et du mode de fabrication, est compris entre 1 et 2 mais le plus souvent entre 1,2 el
LA ans ces onnat T oE, on mindmise 12 somme des dépenses actualisdes de fonctionnement of
des tnvesiissements lorsque les premiéres sont dgales 4 w/5 fois les seconds | cela siunifie que,

suivant la valeur de Pexposant o, les dépenses de fonciionnement actualisees représentent
aenérel a 'optimum entre 24 et 28 % des investisserments

:Dt Wim ) =

IRl

L4

wemargue : Pour le cas industriel, on & dans le cas de transpor! de gaz & grande distance, ess

deenses delvent temir compte egalereat du coit des stations de recompressiosn

G2/ NOTION DE CHARGE BT PERTE DE CHARGE

e Iy SN ittt g R o TR i e 2 s o .
H \l.'-.ln.l..-.lﬂ._:.,'u TR e B 7 B A 1 ]f'.‘-..,...'lf.ll.'.-_l.".t dﬂhs P I et o L__.r"|[|d['l:'= Cdiad :.':U[]l:w:.n 5_ L P'xl-i\'.ll.[“"

oy T - S e = Fh o el i & A
e aerinin pour ceux sectons diune vaine de fuide réel s'ecrit

T I
SidAl=daet e AN (B-23
ok 2z

La vitzsse F &tant la méme dans les deux secions, Sur la surfice de T conduite existent des
comirednies tangentieles, dont la valeur moyenne le long du contour de S et 7y |'équation des
lorees projetecs sur Paxe de la conduite doane |

£ b
T i N W 'r 7 S Ly i q )
i loga =, &3v=—==|pud + 0 L, (Li-3)
il | ¥ LS
% Rl b ;

Fu . elent e perimétre mouilld ce in section 8, on & dene

ok 3
Page B




ANNEXLE B

T depend gue | Cu.alyse dimensionnelics
- Dutype d2 fiuide {izs parametros y, o) el vitesse: 7
- Dele conduite {matén .au}, la forme de sa section et & dimension caraciénstigue o

Tia itErny da

- e ezt desurface (rugosite relative £).

-

ch:jr(ti"&rﬂ:#u.'ura‘f; iB'E'-:I

Pour une forme de section definie 1l y a 6 variables ¢t 3 dimensions, donc Lz formule se simplifie
¢n une reation de lrol vanables dimensionnelies.

Choisissons !
T -
= e T o Ml = g .
.~ 1 Dhhomore de Mewion £ Nambre de Revendds
28 - £ 2
i‘.=r§ ; Rugosité relative {avec 4 @ rugosite de la parois)
i
Lz relavon est de ja forme T SR, rG) {B-t)
Lzs pertzs de charge sont donc ¢
- . o . S i
8= pW e Lyl o rom, gLl B (B-7)
25 5 g
Lerapn: -y =849 apj-ue.lé le rayon nydraulique il caractérise les dimensions de la scotion

Pour une conduite ciccuiaire le plus fidquent, Ry, = d/4

nrodwisons la notion de coefficiznt de perte de charge continues {de frottement) A.

i =Ef|(‘5_f‘.,.:) {B_SJ

Clest ce qui parmet @ gerire la formule de DARCY-WEISBACH | qui permet Je calcul des pertes

- g
AH =L W= (B-9)
a ig
Avee ! Dy =4K,; o : Diametrs hvdraulique de fa conduite.
Nous aurong f:::aler_—ien: 1 _
v 3
AH=AL W= (13- 143
-Rﬁ" S

Clest la formule de la noite de charos oul s Loureurs de la méme forme.

#e pr c;posuns cans ce qui sui, de déterminer ¢ coeFcient K, pour wne conduile donnees, o
un ¢edit domne, il sera elors faclle de culouler tous les éidments qui peuvent nous intéresser
pomie-ce charaa, paissance percue, ‘oroe Applisa s lesparais, . elg

Calend du coeiticient de pertes de charge par froftement s
wans 08 ealeals actuels, oo se sen du cocficient de perte de charae, il est d'usape commode
gy £ait \.lu.C cans les écoulements dynamiquement semblabics fsimilitude), ! a la méme valeur
guele que seit la mature do fAuide, Ja virssse de Uécouioment et les dimensions deg Lronons
consiceres A qul est l& funstion sans dimensions. elle suffi a elle seul & caractériser L sorle de

charze des condulies géamétriquement sembianics

orotléme gui se pose est -;’u::: de getermniner g lo de xzr;:' n K=ftRe, &), Cette
whalen poumra €tre eficotuce tndoriguement L.m GEnains cas i oulem:*n[ aminare dans
cltires Ce sestions circulaires), mais en géndrale i faudrait faire arpel & 'expéncnee,

Page | B2
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ANNEXE C

INTEGRATION NUMEZLIQUE PAR LA METHODE DL
s GAUSS-LEGENDRE »

1 INTEGRATION NUMERIQUD

Dans la muge en ceuvre de la methode ces eléments fins, ¢f vu cue Uintégralinn numérique
farn une parue intégrente de ceile methode, on a opté la meéthode de GALSS-LEGEND
;Ui%"u'ﬂlle est la plus atilisee of efiicace que d'autres meéthodes comme celle de MW TON (1L
ou SIAMPION,

Tans la ﬁct}*-::-dc de G AUSS-LEGENDRE, les ¢ rn poids « Wi o et les o 1w abscisses £, son
Cetermines de maniére 4 iatégrer exactemeant des polyndmes d'ordre ‘m'<2r-], (23]

1-a/_Déterrunation des noigs « Wpinet des scisses &

31 °F" est une fonction pf:mt.c“'au Loow2gre miEIr-1, nous pouvons |lintégrer exaclement par
& mathede de GAUSS-L sur l'intervalle [-], +1] -

"
+1

'!_rf'" ”'—ZH;}F ) - (C-1)
Mezuanon (C-1)) est denc veérifide pour & polyndme suivant |
o = H Ll
Fid o +a,54a580 4 o~y ST (C-2)

Paur Cétersniner les polds Wi et les abscisses & qui sont aussi des inconnus, nous portons
Jexpression (C-2) dans (C-1), nous aurons alors

! +: 43 41 \
@ | LJJJ.§:EQ+ -!f:"itf;_::-‘.- ety |65 = (IT*'] S E AR A
=1 <1 =1 ! ; : (C-3)
Ol I Sy AW £ s by (B, G, B o )
Pour que (C-3) soit quement vénfids pour lovt 4y 0y e iy 1l faut que
I;L [=
= e
g 2 T = = oS 42 — [ -
oS = i Z_L s iR sE= el
=1 = i=1
_Ii CRS = 0= W LR o T R S |
—:1 .
5L B R R R o ¢
0= Wty = 8.4 S
Aa= My Ee IR wuiiaiie i g7 (k)
b= W EE3 aBGENTY il gl
Le systeme (C-4) est lincaire en J¥ et con linéaire en £, 71 détermire les 2, paramesres de (C-1)
50Us l2s concitions |
o= B |
" 2 ] by Seumy P
0 =g, i
L5 cbsoisses 3y, solution de (C-) a0t ausa les moines du nobyndme de CEGENDRE dlordre !
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'a formuls de récurrense

Il

T

F: -rJ

'l.
r
1

TR -\_l—l"=
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}

ANNEXE

; 24 ; -5
R W O W
o
Les poids B s donnés par (23]
5 11’1_ |
Vif_ e = T
(,- Pk “.\|“
Fedepiby
L'erreur &imiégration est donnée par
FIr+l {l,.;} dir E
= a’,-zr

e+ 1{2n))

(C-5)

(C-6)

(C-7)

Le tableau suivant donne les valeurs des sbsc.sseq Si et des poids W pour =1 § u:qu a7
Les abscisses & sont symétrigue par rapport A e

b.__-F]T]...IF'L'l.l

= 0. Les pords WY correspondant i

1w
5 sunt egaux . (la précision est de ordre 167

)

deux points

! = i) S i
T 0.000600 633000 000000 2000000 0000CC 000000
| 2 | =0.577350 269180 525764 1.000000 0000CC 000000
|3 ‘ = 0.774556 565747 48337 0.555555 535555 553555 ~
| 0.000CC0 000000 006000 0.888888 BES3SS BREESR
| | £ 0.861736 571594 052575 0347854845137 453857 ‘
| 0339581 043584 856264 0.652145 13435? 546142
20006179 845938 663992 0736926 885056 189087
5 | 0538468 310105 68309] f;« 478628 670499 366468
, | 0.0C0000 000000 009000 ) TG3883 38R HHRRY
| = 0.932469 514207 152027 ] r.:_J?'.:::c. 492379 (70345
6 | £ 0651209 366466 264313 3360761 573048 138607
£0.238519 185083 196908 467813 934572 691047 |
; | #0.040107 512542 758524 0129484 966168 860603
T | 0741537 185369 392430 ' 0279705 391480 276667
! *0.405843 151377 397166 0381830 050505 11894
| | 0.050000 000000 0 n;ffm 1417959 183673 460387
Thewean 1 Les ghacisses & e log greridls W de "'Hh*'-‘,ch'?':.'.'.f-'rm mumerique por o
mathode 2 GAUSS-LECGENDRE e I 7 e
-0/ Giéngraiisation i un intervallp d'intésration queleangue
Juegata présen: tious avons ".I]'-_,S e la méthode de GALSS-L dans Uintervalle (=1, #1] sans
s¢ spucior de sa génénalisation & ug intervalle 11 gieongue f' b1 osur lequel 9" est definis Aver un
changerment de varizble ansrapris, ARG mezrale du type suivante, pewt fasilement se ramener a

Lne intéer

L= c:hang

Apres remplazement de ¥ par sa valay

ale sur 'intervalie [-1

*

f i '.; .‘I.T} fvig

ement Se varish

Hea i

....-\__,

| faudrai uj-;uércr €81 g suivam v =a £

w

)



ANNEXE C

! +1
B i ' .'r.-l— :_ * v
J Flakde = = i S EE)! Leld

[

(e nous scovens évaluer par ' meth L,Je de (A LSS0
svainer integrale dn ble sulvinte

[eprés ce qui précéde, nous pouve
}{\‘._J}}i‘l i {(:'ﬂ]

i
II
s
c

& n-.--,

Aves cette méthode, tous on wtilisent dans chaque direction (x g ¥) ume intégration
HeT un coangemen: de varizhles -

numeérique & une dimension. Tour cela, nous devons apé

x = x(§) [a<xsh
it avec ‘ o L iy
v = ) <y sd (esqsa

beq cf_-_il:’_'!:ﬂ_

D
- )
Alors - ‘,“ o p
p=t=C g dd

Apres "ﬁn“]:'fa{:t:mt‘]“ de x et y par lears nouvelles expressions dans (C- -9) Iintégrale | g'éerit

dela rmarigre suivants
= _" !1' \+i+1 ¢
j‘z[i..‘..'l_*%'(_(—_f) J‘ { -(J_}:(;;r} S iy

2 M2

{C-10)

! hr }
_a i =g |
=1 % AT

ih‘ W E(‘C({L__ ;“’rr )

=1

AVEC [ points dans le sens de k' of r; points dans le sens de v, la méthode de GALSST,
permet 2' - 3grer exaciemiem Lo aroduit J'un pLJ]"r.Un € en X d'ordre 2ri-1 et dun polyndme en y
d'ordre ro-1.
Remargne :
———y

-"r

8 TEimies ; .h—r t‘f |5 int€giaiion £ une dimensian ou mtegration doubje

Sant Consiants, sarce qua ]es iavites d “ntéuration sont con wstantes, Lo 2Tt ce sont Jeg déterminants

eimiey des transfarmations -

des | nairices Jacohi

S T] & ]
— sy
By Ry
|__r7,1‘ A
Cxemple Loz 3 s
3 G E
en Ga |
" Les déterminents 2o § MAMCEs neuvenl ne naz eL.E- constants Davs 22 cas mous ‘Aving pas le
AVODL &ire dvalués ayx DOEs d intéeration

des TUTICS & I onoanmime ol 1le

Sron de las fzire somi-
¢ .E_":'Ln._'l:'l -.’]c.-rn.ru_

de (74 /580 Ly orme e

Ve I'|_..|_..I
: o L o o R, ! | [
' o |5 e {f:'] ]j

’ v T, y \
pto o HESAIRN Sy g TP [y : | #fx
= T S L-h{i g 4 R )I:IJ !”Tff. .-"JH"}‘-JI';-'“‘I:‘?}'_}]
" =1 jat
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; ANNEXE D

ANNEXE D

SOLUTIONS ANALYTIQUES POUR QUELOUES CONFIGURATIONS

D.1 CAS DES SECTIONS NON — CIRCULAIRES

Pour une conduite cylindrique quelconque, en régime laminaire ou turbulent, les vitesses
moyennes sont a peu prés paralléles aux génératrices de la conduite, Les courants
secondaires, sils existent, n'introduisent que de faibles inclinaisons sur les vitesses
moyennes, et par conséquent leur influence est sirement négligeable [16] et [6],

Dans une section droite la pression P, est donc pratiquement constante, est le gradient
longitudinal dPp/dz est constant entre deux sections,

Fig.D-1b: Lignes o iso-vitesses

Fig. 13-1a : Eeoulement dans une conduire
de section quelcongue

Dans une section droite, on peut racer les courbes d'iso-vitesses figure (D-3b) =1 lon
compte la distance a partir de la périphérie [ en suivant les courbes y qui leur sont
orthogonales, Nous obtenons la répartition des vitesses (champ) d'une conduite non-
circulaire.
La dimension transversale utilisée est le diamétre hydraulique Dy qui £gale a quatrs fois le
rayon hyvdraulique Ry, lni-méme quotient de I'aire S de la section par son périmétre P
Y
D, =4R, =4 -
i H P,
Le nombre de Revmnolds de 'écoulement doit étre défini a partir du diametre hydraulique
Dy,

W D
Eﬂfzf_. o
I
La foree Jde foltemenl Fsera de la forme |
F =g BL (3-3)
avec : f e
PTP I\ dz

Page D
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ANNEXE D

La formule de la perte de charge sera toujours de la forme : [6]

w2
A Y (D-5)

| coafficient sans dimension K est communément appelé coefficient de perie de charge
lintaire, il suffit 4 lui seul & caractériser la perte de charge des conduites.

Lz probléme qui se pose est donc de déterminer la loi de variation de K avec %, Celle
détermination pourra étre effectude théoriquement dans certains cas (pour écoulement
laminaire), mais en général, il faudrair faire appelal’ expérience.
I'n écoulement laminaire, on a toujours une relation du coefficient de perte de charge sous la
forme :

-

[:]

B - coeflicient qui dépend de la forme et des dimensions transversales de la conduite. Dans
quelques cas simples, on peut calculer sa valeur.

(D-6)

D.2 Section rectangulaire [16]

Appelant ag et by les cotés du rectangle , on peut supposer que Iscoulement est du type
plan , loin des extrémités amont et aval du conduit . :
On considére les conditions suivantes durectangle :— @ € x < a—b < y < b .(voir

la figure ci dessous)

Le domaine d"existence du régime laminaire se limite aux valeurs de R. inférieures % la
valeur critique Re. qui dépend de Ja forme de la section droite et certains facteurs La fgure
(D-2) donne des résultats de R qui correspond & une section rectangulaire a différentes
dimenstons.

g
tad
=
=
]

b [T R Valeur asymplatique H—‘ZEGC
-\—- : 2500 — D
: \ f* B
= S—

4 L Zl ':‘: '1-| Ij Er ?—::-'I:r-"l'.l

Figure (D-2) :Conduite cylindrique de Figure (D-3) : Valeur critique du nomere de
5 - Reymoldy d*une conduite de section rectangulaire

Section rectangulaire.

Page: D2



A S ANNEXE T

. ‘ a. b
Le diamétre hydraulique a pour expression: D, = 2 ——— (D-7}
JI'I + lEJI.'I

a- Expression de la vitesse et de la vitesse maximale

La démonstration de la résolution de 'équation différenticHe de Poisson (voir chapitre
11} avec les conditions aux limites , pour cefte section est donnée dans le documert [24 ].

rwm, -t (
ur’

16a* 1 1
W = (—=1y/2 i s (122 D_g
" un’ { dz l E‘s( b l: cosh(inb / Za}} i’ G

b-Expression du débit velumique

135, cﬂsh{f;'n') f ZH} fj

] i —1)H 1:."'[ _ cosh(igy / Zaj} cos(ime / 2a)
=

L’expression est donnée par :

aba’ ( d > tanh(izh | 2
7 I . {— & J[I _ 2o > 2 (lf} a}} (D-10)
3u dz "Borein

c-Coefficient de perte de charge linfaire

[ans le cas de conduite & section rectangulaire , dont le rapport des cotés al/b0 est
compris entre 0 et 1 | le coefficient de perte de charge par ffoltement pour un régime
laminaire et de degré de rugosité faible est exprimé ainsi .

E.=CK= 8wl = 64.C, (D-11)

&
Ol Ko : Coefficient de perte de charge par frottement pour des conduites & section
rectangulaire.
K : Coefficient de perle de charge par frottement pour des conduites & section circulaire,
C1 :Cocfficient tenant compte du rapport des cotés a0/b0 du rectangle.
B :Coefficient sans dimension qui dépend de la forme géométrique de la seetion.

Expérimentalement , on a les résultats suivants :[16]

'R, (100|200 [300 400 [500 [600 700 800  [500 [1000
K |0.640 [0320 |0.213 [0.160 [0.128 [0.107 [0.092 [0.080 [0.071 |0.064
[R.___[1100 11200 [1300 [1400 [i500 [1600 T1700 1800 (1500 2000
K 0058 [0.053 |0.045 0.046 |0.04: [0.040 [0.038 [0.036 [0.034 .[0.032 |

Page : D3



ANNLXE D

W |

[bo/an. 0 0.1 02 104 0.6 0.8 1.0
I, 130 1134 1.20 [1.02 093 [0.90 0.89

Tableau (D-1) : a/ Les valeurs de K en fonction de R.
b/ Les valeurs de U1 en fonction de hy/ay.

O C; est exprimé en fonction de bl/a0 sur le graphique A’ suivant

Graphigque « A »
1.4
<,
12
\"u..‘_ | |

1w [ b N L i

| S - s E
o8 | ' | . -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Byfa,

Apres avolr caleuler le coellicient de perte de charge expérimentalement on peut calculer la
perle de charge ainsi que dautres paramétres comme le coefficient de frottement | la force
de cizaillement .. efe.

D.3 Section elliptigue réf [16]

i
Pour une section elliptique nous aveons : b
xtlat+ pri bt <1
a
"q_._-_\_'_'_,_o-""'-'-r."

Figure (D-4) :Conduite rectiligne

de section elliptique.
Le diametre hydraulique a pour expression !

7 .. .. N (D-12)
].:r{ﬂ + b:l e *\.-"ﬂ.lr?

On a remarqué que cette relation est moins précise lorsque le rapport Jes cotés d'ellipse est
loin de 'unité, [0t un caleul numeérique plus precis de la surface et au périmétre pour aveir
ce digmetre hydraulique est indispensable pour les résultats.

Page: D4
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a-Expression de Ia vitesse et de la vitesse maximum

[3*apres la référence [16] on a :

, 1 dp ah? Xty
H’.X.’-,}:—— Ll RSOl SO [ IS D-13
ey Z,u( dz}alirb][ a* b‘) ( :
; 1 d, 2j?
.. sia|=E| OF (D-14)
2u dz | @ + B
b-Expression du débit volumique
4 33 .
Ona: {), = E L g (D-15)
4 1 dz | a* + b*

¢-Coefficient des pertes de charge linéaire[ 6 ]

La variation du coeflicient *B” pour une conduite elliptique est illustrée dans 1a fi gure
suivante :

9
8

iﬁllipsc | 1 Figure ({D-5) :‘Variation u
EE = /’I’/’ Zﬂ coefficient B en fonction des

a5 dimensions transversales d'une
I‘

51 P conduite de section elliptique.
! s 10 15 agby 20

12"une autre maniére plus explicite comme le cas du rectangle . et d’aprés la référence
L], on peut détermizer le coefficient sans dimension intermédiaire ‘B* qui dépend de 1a
forme géométrique de la section du rapport des cotés d’ellipse Tel que

n=hy/ay
Alors . ona
641 + )
g S N (D-16)
o

it B = RB.%
2

Sin=1, la scction est circulaire ot ¢ trouve la formale de Poisenille




ANNEXE D

Les résultats empiriques obtenus pour les sections non circulaires sont déduits & partir
des expériences effectuées pour le régime laminaire ainsi que les différentes dimensions des
conduites.

Afin de généraliser la résolution des équations 4 un écoulement visqueux ( Newtonien)
a travers des conduiles de sections quelcongues | le recoure a des méthodes de résolution
numériques plus précises est indispensahle .

Page : D6



= o BIBLIOGRAPHIE

[1] W.F Hughes & E.W Gaylord.
« Basic Equations Of Engineering Seience »
Schaums Qutline series. Mc Graw-Hill Book company, (1964).

[2] GOURI Dhatt & GILBERT l'ouzot.

« Une présentation de la méthode des éléments finis »
Université LAVAL, Maloine S.A. Editeur, Paris (1981).

[3] INGE L. RYMING
« Dynamique des Fluides »
PRESSES POLYTECHNIQUES ROMANDES, Paris (1982)

[4] R. OUZIAUX & J. Perrier -
« Mécanique Des Fluides Appliquée »,
Dunod Université, 3° Edition -BORDAS, Paris 1978

[5] :OURAGH Youcef (Maitre assistant LN.G.M)

« Aide Mémoire de Mathématique pour ingénieurs »Partie Il
Edition OPU , ALGERIE ,(1993).

[6] R. COMOLET.

« Mécanique Des Fluides (Expérimentale) », Dynamique des fluides réels, Tome 11
©Masson, 3" Edition - Paris, (1982 ).

[7] Pierre Amaud RAVIART & Robert DAUTRY.
« Les Méthodes D" ‘léments Finis En Mécanigue Des Fluides »,
Editions EYROLLES, saint germain, Paris (19817,

[8] REDDY A,
« The Finite Element Method »
Me GARW-HILL International Editions, 3% Printing in 1988

[9] G. STRANG & G.J. Tix.

« An Analysis Of The Finite Element Method »
Wellesley-Cambridge Press, Welleslev (1973),

[10] MASATAKE Movi - MAC Millan.
« The Finites Elements Method And Its Application »
publishing Company, New York (11.5.A) 1986.

Page: 1



BIGLIOGRAPIIIE

[11] FRANK M. White
« Viscous fluid flow », 2" Edition.
Mc GRAW-HILL, Series in mechanical engineering - New York (1991).

[12] G. BEAUQUET et M. POGLJ.
« Programmation des éléments finis (2D) »
Edition CEPADUES - Toulouse, FRANCE 1987

[13] M. BOUMAHRAT, A. GOURDIN
« Méthodes Numérigue Appliquées » ; Edition OPU, ALGERIE, 1983.

[14] Merzak DAMOU (Msc, Phd)
« Mécanique des fluides » ; Edition OPU. Ben Aknoun (ALGERIE) 1994 _

[15] O.C. ZIENKIEWICZ.
« The Finite Element Method In Engineering Science (2™ Edition) ».
McGRAW - HILL, LONDON - 1971.

|16] M.CARLIER
« Hydraulique Générale et Appliquée » ; EYROLLES Fditeur PARIS.

[17] I E IDELCIK _
« Memento des Pertes de Charge » ; EYROLLES Editeur PARIS.

[18] A.PIMENOV KH. & TAGUI-Zadé
¢« Hyvdrauligue Générale » ; EDITION OPU, ALGERIE, 1990,

[19] OURAGH Youcef (Maitre assistant I.N.G.M.)
« Aide Mémaoire de Mathématique powr Ingénieurs » Partie ‘11’
Edition OPU, ALGERIE, (1993).

[20]: HARDY -CROSS-
< Analyses Of Flow In Networks Of Conductors.>
UNTV.of ILLINOIS.Bull.n®286 nov.1936.

[21] Mouloud AISSANI.

<Simulation numériqre de I'écoulement laminaire dans les coduites de section
complexe de forme mono er multi connexes par la méthode des élément: [Inis> These
de MAGISTLER. ;
Institut d*aéronautigue, Université de Blida.

Page: 1



BIBLIOGRAPHIE

[22] TECHNIQUES DE L’ INGENIEUR
« Rubriques de Tuyauteries Et Appareils a Pression », cote A690 &
« Ecoulement Des Fluides Dans Les Tuyauteries », cote A738 ; France (1991)

[23] Amar KHENNANE.
« Méthodes Des éléments Finis, énoncé des principes de base ».
Edition OPU, AL.GERIE, 1997.

124] ZEBBICH TOUFIK (CHARGE DE COURS 4 L'LA.B.)
« Eléments Finis » cours Ingénieur Aéronautique, Option Structure.
Institut d’Aéronautique, Université de Blida, ALGERIE, 1998,

Fape, Ii



	053-2002.pdf (p.1-47)
	documents 001(3).pdf (p.1)
	documents 002(3).pdf (p.2)
	documents 003(3).pdf (p.3)
	documents 004(3).pdf (p.4)
	documents 005(3).pdf (p.5)
	documents 006(3).pdf (p.6)
	documents 007(3).pdf (p.7)
	documents 008(3).pdf (p.8)
	documents 009(3).pdf (p.9)
	documents 010(3).pdf (p.10)
	documents 011(3).pdf (p.11)
	documents 012(3).pdf (p.12)
	documents 013(3).pdf (p.13)
	documents 014(3).pdf (p.14)
	documents 015(3).pdf (p.15)
	documents 016(3).pdf (p.16)
	documents 017(3).pdf (p.17)
	documents 018(3).pdf (p.18)
	documents 019(3).pdf (p.19)
	documents 020(2).pdf (p.20)
	documents 021(2).pdf (p.21)
	documents 022(2).pdf (p.22)
	documents 023(2).pdf (p.23)
	documents 024(2).pdf (p.24)
	documents 025(2).pdf (p.25)
	documents 026(2).pdf (p.26)
	documents 027(2).pdf (p.27)
	documents 028(2).pdf (p.28)
	documents 029(2).pdf (p.29)
	documents 030(2).pdf (p.30)
	documents 031(2).pdf (p.31)
	documents 032(2).pdf (p.32)
	documents 033(2).pdf (p.33)
	documents 034(2).pdf (p.34)
	documents 035(2).pdf (p.35)
	documents 036(2).pdf (p.36)
	documents 037(2).pdf (p.37)
	documents 038(2).pdf (p.38)
	documents 039(2).pdf (p.39)
	documents 040(2).pdf (p.40)
	documents 041(2).pdf (p.41)
	documents 042(1).pdf (p.42)
	documents 043(1).pdf (p.43)
	documents 044(1).pdf (p.44)
	documents 045(1).pdf (p.45)
	documents 046(1).pdf (p.46)
	documents 047(1).pdf (p.47)

	053-2002-10.pdf (p.48-126)
	documents 001(3).pdf (p.1)
	documents 002(3).pdf (p.2)
	documents 003(3).pdf (p.3)
	documents 004(3).pdf (p.4)
	documents 005(3).pdf (p.5)
	documents 006(3).pdf (p.6)
	documents 007(3).pdf (p.7)
	documents 008(3).pdf (p.8)
	documents 009(3).pdf (p.9)
	documents 010(3).pdf (p.10)
	documents 011(3).pdf (p.11)
	documents 012(3).pdf (p.12)
	documents 013(3).pdf (p.13)
	documents 014(3).pdf (p.14)
	documents 015(3).pdf (p.15)
	documents 016(3).pdf (p.16)
	documents 017(3).pdf (p.17)
	documents 018(3).pdf (p.18)
	documents 019(3).pdf (p.19)
	documents 020(2).pdf (p.20)
	documents 021(2).pdf (p.21)
	documents 022(2).pdf (p.22)
	documents 023(2).pdf (p.23)
	documents 024(2).pdf (p.24)
	documents 025(2).pdf (p.25)
	documents 026(2).pdf (p.26)
	documents 027(2).pdf (p.27)
	documents 028(2).pdf (p.28)
	documents 029(2).pdf (p.29)
	documents 030(2).pdf (p.30)
	documents 031(2).pdf (p.31)
	documents 032(2).pdf (p.32)
	documents 033(2).pdf (p.33)
	documents 034(2).pdf (p.34)
	documents 035(2).pdf (p.35)
	documents 036(2).pdf (p.36)
	documents 037(2).pdf (p.37)
	documents 038(2).pdf (p.38)
	documents 039(2).pdf (p.39)
	documents 040(2).pdf (p.40)
	documents 041(2).pdf (p.41)
	documents 042(1).pdf (p.42)
	documents 043(1).pdf (p.43)
	documents 044(1).pdf (p.44)
	documents 045(1).pdf (p.45)
	documents 046(1).pdf (p.46)
	documents 047(1).pdf (p.47)
	documents 048(1).pdf (p.48)
	documents 049(1).pdf (p.49)
	documents 050(1).pdf (p.50)
	documents 051(1).pdf (p.51)
	documents 052(1).pdf (p.52)
	documents 053(1).pdf (p.53)
	documents 054(1).pdf (p.54)
	documents 055(1).pdf (p.55)
	documents 056(1).pdf (p.56)
	documents 057(1).pdf (p.57)
	documents 058(1).pdf (p.58)
	documents 059(1).pdf (p.59)
	documents 060(1).pdf (p.60)
	documents 061.pdf (p.61)
	documents 062.pdf (p.62)
	documents 063.pdf (p.63)
	documents 064.pdf (p.64)
	documents 065.pdf (p.65)
	documents 066.pdf (p.66)
	documents 067.pdf (p.67)
	documents 068.pdf (p.68)
	documents 069.pdf (p.69)
	documents 070.pdf (p.70)
	documents 071.pdf (p.71)
	documents 072.pdf (p.72)
	documents 073.pdf (p.73)
	documents 074.pdf (p.74)
	documents 075.pdf (p.75)
	documents 076.pdf (p.76)
	documents 077.pdf (p.77)
	documents 078.pdf (p.78)
	documents 079.pdf (p.79)


