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R�esum�es du m�emoire

Ce mémoire porte sur la problématique de l�évaluation des paramètres de performance

des �les d�attente �oues. Nous sous-entendons un modéle de �les d�attente pour lequel cer-

tains paramétres de fonctionnement sont des quantités imprécises ou mal connues appelées

autrement nombres �ous. Un tel modèle est di¤érent de ceux traités habituellement en mo-

dèle classique, pour lesquels les paramètres de fonctionnement sont souvent des nombres

réels précis.

La présente étude introduit la nouvelle méthode dénormmée "méthode L-R", qui per-

met de lancer l�analyse des paramétres de performances des �les d�attente �oues. Cette

méthode tire son fondement de l�arithmétique des nombres �ous de type L-R restreinte

aux approximations sécantes. Elle est le fruit d�une ré�exion, portant sur trois constats

faits autour des mesures évaluées à l�aide de la méthode de la programmation non linéaire

paramétrique, à savoir :

-Les paramètres de performance de �les d�attente �oues simples sont des nombres �ous

positifs ; ces nombres désignent le nombre de clients, le temps d�attente, le débit de la

�le,.... qui sont habituellement des quantités positives ;

-Les résultats de ces paramétres qui pour la plupart de fois sont décrits par les fonc-

tions d�appartenance, peuvent être aussi décrits par les supports et les valeurs modales de

nombres �ous obtenus ;

-La quasi-totalité ses études menées sur ce thème utilisent d�une part des nombres

�ous triangulaires ou trapézoïdaux comme paramètres de fonctionnement pour illustrer

leur approches ; et d�autres part, ces deux types de nombres font partie de nombres �ous

de type L-R.

MOT � CL �ES : �le d�attente �oue, paramétres de performance, méthode de la pro-

grammation non linéaire paramétrique, méthodes des alpha-coupes, méthode L-R, principe

d�extension de Zadeh.
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Abstract

This thesis deals with the problem of evaluating the performance parameters of fuzzy

queues.Weimply a queuning model for which some operating parameters are imprecise or

poorly know quantities othrewise called fuzzy numbers. Such a model is di¤erent from those

usually trated in a classical model, for which the operating parameters are often precise

real numbers.

The present study introduces the new method called " L-R method ", which allows to

start the analysis of the performance parameters of the fuzzy queus.

This method draws its foundation from the arithmetic of fuzzy numbers of the L-R type

restricted to secant approximations. It is the result of a re�ection on three observations

made around the measures evaluated using the parametric nonlineair programming method,

namely :

-Simple fuzzy queue performance parameters are positive fuzzy numbers ; these numbers

designate the number of customers, the waiting time, the �ow of the queue,....... which

are usually positives quantities ;

-The results of these parameters which for the most part are described by the membership

functions, can also be described by the supports and the modal values of fuzzy numbers

obtained ;

-Almost all of the studies carried out on this topic use on the one hand triangular or

trapezoidal fuzzy numbers as operating parametres to illustrate their approaches ; and on

the other hand, these two types of numbers belong to the L-R type fuzzy numbers.

KEYWORDS : fuzzy queue, performance parameters, parametric nonlineair pro-

gramming method, alpha-cuts method, L-R méthod, Zadeh extension principale.

4



Introduction générale

Les �les d�attente constituent un problème permanent dans la vie de l�homme dès
que l�on cherche à satisfaire aux demandes massives des services. De recherches autour

de ce problème, sont nées les premiers modèles mathématiques de �les d�attente à la

suite de la publication du tout premier article scienti�que sur le sujet en 1909 par l�in-

génieur danois Erlang, dont le titre a été "The theory of probabilities and telephone

conversations" [17]. Introduit en premier lieu en télécommunication, ces modèles se sont

vite étendus à plusieurs domaines tels que les systèmes informatiques, les systèmes de

transport, les systèmes de production, etc. Avec l�évolution de la technologie et l�auto-

matisation des systèmes techniques, ces modèles s�appliquent aujourd�hui à plusieurs �les

d�attente interconnectées appelées réseaux et sont devenus des outils de prédilection pour

la modélisation de systèmes logistiques et de communication. Mais tout comme pour les

autres domaines de la mathématique à l�époque, tous ces modèles construits ont été inca-

pables d�analyser les mesures de performance de systèmes d�attente dont les paramètres

sont des quantités imprécises ou des variables linguistiques.

Il a fallu attendre l�avènement de la théorie des ensembles �ous introduite par Zadeh

à partir de 1965, pour voir venir peu à peu, des solutions à cette dernière catégorie de

problèmes. Avec cette nouvelle donne, les chercheurs du domaine ont eu la possibilité de

relancer la problématique de �les d�attente en ces nouveaux termes :

Quelles solutions faut-il envisager aux demandes massives des services au cas où les

paramètres qui dé�nissent les systèmes seraient mal connus ou imprécis ?

A la question de savoir comment en est-on arrivé aux �les d�attente �oues ? Il sied de

rappeler que dans la théorie de FAC, les paramètres tels que le temps d�inter-arrivées et

5



celui de service sont caractérisés par des variables aléatoires. Pour déterminer les fonctions

de distribution de celles-ci, on a besoin des données statistiques. Or dans beaucoup de

cas réels de �les d�attente, il est tellement di¢ cile, voire impossible d�obtenir ces don-

nées ; ou encore elles peuvent être obtenues, mais alors avec des marges d�erreurs très

prononcées. Par contre, la description de ces mêmes paramètres en termes linguistiques

est très fréquente dans le langage courant. C�est ainsi qu�à l�aide des ensembles �ous, on

a eu l�opportunité d�exprimer ces termes par des nombres �ous, et de parler ainsi de �les

d�attente �oues (FAF).

D�après la littérature, les �les d�attente �oues ont été introduites en 1980 par Prade, le

tout premier chercheur à avoir produit un article scienti�que appliquant pour la première

fois la théorie des ensembles �ous aux �les d�attente ([47]). Dans cet article, l�auteur s�est

concentré uniquement sur la recherche de la distribution de possibilité du temps moyen

qu�un client passe dans le système. A partir de ce moment, les chercheurs de ce domaine ont

eu la possibilité d�introduire une nouvelle forme de �les d�attente, plus réalistes et plus

adaptées au langage courant et au raisonnement humain, dites �les d�attente �oues

(FAF). Ce sont des �les d�attente dont certains paramètres intervenant dans le processus

sont des nombres �ous.

Ensuite deux autres articles sur ce thème, produits par Li et Lee (cf. [36] ; [35]) sont

parus successivement en 1988 et 1989. Dans ceux-ci, les auteurs, usant du principe d�ex-

tension de Zadeh [60], calculent les mesures de performance usuelles d�une �le d�attente

lorsque le taux d�arrivée et le taux de départ sont des variables �oues.

Toutefois, Negi et Lee [43], dans leur article intitulé "Analysis and Simulation of Fuzzy

Queues" paru en 1992, signalent que les formules utilisées par Li et Lee paraissent très

compliquées et di¢ ciles à évaluer. Ils ont pour cela proposé à leur tour une approche

utilisant les alpha-coupes et une simulation à deux variables pour analyser les �les d�at-

tente �oues, mais celle-ci ne leur a fourni que des résultats non fuzzi�ables. Pour leur

part, Kao et cie [33] ont fait usage de la technique de la programmation paramétrique,

pour construire les fonctions d�appartenance de caractéristiques de systèmes pour des �les

d�attente et les ont appliquées avec succès aux modèles simples F=M=1, M=F=1, F=F=1

6



et FM=FM=1 ; où F représente le temps �ou et FM la distribution exponentielle fuz-

zi�ée. Au fur et à mesure que les recherches ont évolué, cette technique a été recentrée

sur deux types d�arithmétiques �oues, à savoir, l�arithmétique �oue basée sur le principe

d�extension de Zadeh et celle des alpha-coupes et intervalles, et est devenue ce que nous

appelons dans ce travail méthode "de la programmation non-linéaire paramétrique", dite

aussi méthode "des programmes non linéaires paramétriques (PNLP)". Plusieurs cher-

cheurs l�ont utilisée pour évaluer les mesures de performance de �les d�attente dont le

nombre de variables �oues va jusqu�à 5 ([30]).Les FAF constituent un thème qui a beau-

coup d�applications dans la vie courante quoiqu�elles n�aient connu jusque là que très peu

de publications scienti�ques comparativement aux FAC .Les pionniers dans le domaine

essayent de réexaminer les théories étudiées sur les FAC et de trouver de nouveaux ré-

sultats dans l�environnement �ou au moyen de la théorie des ensembles �ous introduite

par Zadeh. Ces résultats portent progressivement sur la presque totalité de sous modèles

couverts par l�approche classique.Parmi eux, nous pouvons citer :

� Des �les d�attente �oues de capacité �nie ou in�nie ([44], [49], [55]).

� Des �les d�attente �oues à un seul serveur ([4], [18] ).

� Des �les d�attente �oues multi-serveurs ([64], [65]).

� Des �les d�attente �oues en tandem [63].

� Des �les d�attente �oues avec classes prioritaires de clients ([14], [54],[49], [55]).

� Des �les d�attente �oues avec vacances [30].

� Des �les d�attente �oues à serveurs amovibles ([64],[50]) .

� Des �les d�attente �oues avec orbite ([49], [34], [45]).

� Des �les d�attente �oues avec orbite et vacances dues aux pannes et réparations de

serveurs ([30], [48]).

� Des �les d�attente �oues à arrivées massives et traitements par lots( [53], [46]).

Outre l�introduction générale et la conclusion générale, ce travail comprend quatre

chapitres :

- Le premier chapitre fait un aperçue sur la théorie de �les d�attente classique.

- Le deuxième chapitre introduit un résumé de la " théorie des ensembles �ous". Dans
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ce résumé, ont trouve les éléments essentiels sur la théorie des ensembles �ous, permet-

tant d�aborder l�analyse du problème posé dans ce travail, à savoir la détermination des

performances de �les d�attente �oues.

-Dans le troisiéme chapitre " Les �les d�attente �ous" on a détaillé les modéles des �les

d�attente �oues les plus utilisées par di¤érentes méthodes connus.

-Le quatriéme est le dernier chapitre montre que la méthode L-R introduite dans ce

travail est l�une des méthodes valides pour calculer les mesures de performance des �les

d�attente �oues. A l�aide de cette technique de calcul, on trouve le nombre de clients et

le temps d�attente d�une �le d�attente simple M/M/1 en environnement �ou. La méthode

L-R a l�avantage d�être courte, pratique et �exible par rapport à la méthode bien connue

et appelée alpha-cuts.
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Chapitre 1

LA THÉORIE DES FILES

D�ATTENTE

1.1 Introduction

La théorie des �les d�attente est un outil analytique trés puissant pour la modélisation
de la dynamique des systèmes de logistique et de communication.

L�origine des études sur les phénomènes d �attente remonte aux années 1900-1920 avec

les ouvrages pionnier de KRARUP ERLANG [17] concernant l�analyse des modéles pour

la communication théléphonique à l�aide de processus de Poisson.

Aujourd�hui elle se développe trés rapidement grace aux contribution de PALM KUL-

MONGOROV, KHINTCHINE.........etc.

Les systèmes de �les d�attente décrivent un ascpect de la vie moderne que nous ren-

controns à chaque étape de nos activités quotidiennes .Cette théorie s�est ensuite étendue

à des nombreux champs d�application comme les télecommunications , les réseaux d�or-

dinateurs , les aéroports .....etc

L�objectif principal de ce chapitre est d�expliquer le phénoméne d �attente ,de présenter

les notions de base concernant les systèmes de �les d�attente et de dé�nir les paramè

tres permettant de décrire les performances de tels systèmes.
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1.2 Structure de base d�une �le d�attente

Le modèle génèral d�un système de �les d �attente peut étre résumé comme suit : Des

entités circulent dans un système et utilisent des ressources communes. Le système, les

entités ou les ressources peuvent avoir un comportement imprévisible ,c�est - à -dire dans

le contexte d�une modélisation mathématique, aléatoire.

Le modèle génèral d�un phénomène d �attente peut étre résumé comme suit [62] :

Fig. 1.1 �Structure d�une �le d�attente

Population : constitue la source des clients potentiels,elle est caractérisée par son

nombre d�éléments (�ni ou in�ni).

Clients : sont les objets ou les personnes qui arrivent dans le système. On suppose

que les clients dans le système arrivent un par un, et sont servis par leur ordre d�arrivés.

Arrivée : chaque entrée d�un client dans le système d�attente est appelée arrivée.

Inter Arrivée : c�est l�intervalle de temps séparent l�arrivée de deux clients successifs.

Files d�attente : une �le d�attente est l�ensemble constitué par les clients dans l�ordre

d�arrivée, qui attendent d�étre servie par une où plusieurs stations.

Station : la personne où l�appareil dans le système qui o¤re le service aux clients.

Service : le service peut être assuré par un ou plusieurs stations.
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Système de �le d�attente : c�est l�ensemble formé par les �les d�attente, les clients

en cours de service, les stations de service ainsi que les clients quittant aprés être servis.

Longeur de la �le : c�est le nombre de clients dans le système en attente de béni�cier

d�un service.

Capacité du système : représente le nombre maximum de clients qui peuvent être

présent dans le système.

1.3 Chaine de Markov

Dans la plupart des situations qui mettent en jeu l�analyse d�une durée dans un état

donné (vivant, au chomage, en incapacité, en fonctionnement, ....etc ), les chaines de

Markov fournissent un cadre d�analyse naturel de ces phénoménes et des transitions d�un

état vers un autre.

Fig. 1.2 �Exemple explicatif d�une chaine de Markov

1.3.1 Modèles markoviens

Les �les d�attente du modéle markovien, sont des systèmes ou les deux quantités ha-

sardeuses, les durées de service, les temps inter-arrivées sont des variables aléatoires et

indépendantes, exponentiellement distribuées. La propriéte "sans mémoire" de la loi

exponontielle facilite l�analyse de ce modéle.
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1.3.2 Modéles non markoviens

En éliminant l�hypothése d �exponentialité de l�une des deux quantités hasardeuses

les temps des inter-arrivés et les durées de service ou en introduisant des paramétres

supplémentaires spéci�ques au modéle étudié ,on n�aura jamais de processus Markovien.

Ce qui rend l�opération d�analyse du modéle trés di¢ cile, voire impossible. C�est pourquoi,

parfois on se ramène à un processus Markovien.

1.4 Classi�cation des modéles de �les d�attente

1.4.1 Notion de classe

DAVID GEORGE KENDALL [31] a développé et qui a été largement adaptée pour

spéci�er le modéle des arrivées, la distrubition du temps de service, et le nombre de canaux

dans un modéle de �le d�attente. Les phénomènes d�attente sont classi�és selon les cinq

élements suivants :

-La loi de probabilité des arrivées.

-La distribution du temps aléatoire de service.

-Le nombre de stations de service.

-La capacité totale du système qui représente le nombre maximum de clients pouvant

être présents dans le système.

-La discipline de la �le.

1.4.2 Notation de KENDALL

La notation de kendall porte le nom du mathématicien DAVID KENDALL [31] qui l�a

introduit en 1953. Cette notation comprend des éléments comme suit :

A = B = C = D = E = F (1.1)
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A : Représente le processus des arrivées des clients

Les codes utilisés sont :

M(MARKOV) : Les inter-arrivées suivant la loi exponentielle, il correspond à

un processus de poisson ponctuelle (absence de mémoire).

D :Les inter-arrivées sont constantes (loi déterministe).

Ek :Les inter arrivées suivant la loi d�ERLANG d�ordre k.

Hk : Les inter-arrivées suivant la loi hyper exponentielle.

G : Distribution quelconque (loi génerale).

GJ : Distribution quelconque, avec inter-arrivés deux à deux indépandants.

B :La distribution des temps de service d�un client (les codes utilisés sont les mêmes

que A).

C :Nombre de stations service (nombre de serveurs).

D :Capacité maximale de la �le (D est supposé in�ni).

E : Population des usagers.

F :La discipline de service, elle spéci�e la manière avec la quelle le serveur selection ie

le prochain client à servir.Cependant, plusieurs possibilités exsitent à l�ordre selon le quel

les clients seront servis.

Les principales discplines de service sont :

FIFO (�rst in �rst out) [32] :

Cette discipline est la plus usuelle, les clients quittent le système dans l�ordre suivant

le quel ils sont entrés .

LIFO (last in �rst out) [32] :

Le dernier client dans la �le est le premier à être servis .

RANDOM [32] :

Tous les clients ont la même probabilité d�être servis en premier.

PN(priority service) [32] :
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Les clients sont servis par priorité.

PS(Processor sharing)[32] :

les clients sont servis d�une maniére égale. La capacité du système est partagé entre les

clients .

SIRO(Served In Random Order) :

les clients sont servis au aléatoirement.

Les trois derniéres paramétres ne sont pas explicités si leur valeur sont :

D = FIFO ; E =1 ; F =1 (1.2)

1.4.3 Terminologie et notation

En lien avec la loi exponentielle [34] :

� : le taux des arrivées ;le nombre moyen d�arrivées des clients dans le système par

unité de temps.

� :le nombre moyen de clients servis par unité de temps.

s :le nombre de serveurs.

' :l�intensité de tra�c.

on dit que la �le d�attente est stable si et seulement si ' < 1

' =
taux des arriv�ees

taux de service
(1.3)

si l�utilisation d�une �le d�attente est constitué de plusieurs serveur & alors :

' =
taux des arriv�ees

taux de service globale
(1.4)

s� :est le taux de service global.
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1.4.4 Paramètres de performances d�un système d�attente

Les paramètres de performance les plus importantes dans une �le d�attente sont :

Le processus aléatoire

(Xt)t�0qui represente le nombre de clients dans la �le d�attente à l�instant t, incluant

à la fois ceux qui sont servis et ceux qui attendant d�être servis.

Les probabilités d�état

Pn(t) = P (Xt = n) qui de�nissent le régime stationnaire du processus (Xt)t�0.

Le régime stationnaire

ce dernier est dé�nie par :

Pn = lim
t�!+1

Pn(t) = lim
t�!+1

P (Xt = n) (1.5)

La distribution stationnaire du processus

(Xt)t�0,permet de calculer d�autre paramètres de performances du système telle que :

L : nombre moyen (espérance mathématique de client dans le système).

Lq :nombre de clients dans la �le d�attente excluant ceux qui sont dans le service.

W :le temps moyen passé par un client dans le système.

Wq :le temps moyen passé par un client dans la �le (excluant le temps de service).

1.5 Loi de little

La loi de little [36] est une relation trés génerale qui s�aplique à une grande classe de

systèmes. Elle ne concerne que le régime permanent du système. Aucune hypothèse sur
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les variables aléatoires qui caractérisent le systèmes né est necessaire, la seule condition

d�application de la loi de little[35] est que le système soit stable .

ds = de = d (1.6)

La loi de little [36] comme suit :

Théorème 1.5.1 (FORMULE DE LITTLE) [36]

Le nombre moyen de client L ,le temps moyen passé dans le système W et le débit

moyen d�un systéme stable d �un régime permanent se relient de la facon suivante :

L = W � d (1.7)

Remarque 1.5.1 La loi de little s�applique à tous les modéles de �le d�attente rencontrés

en pratique (pas seulement à la �le M=M=1).

1.6 Processus de naissance et de mort

1.6.1 Rappel

LA LOI EXPONENTIELLE

La distrubition exponentielle est la distrubition la plus importante et la plus facile à

utiliser dans la théorie des �les d�attente .

les temps inter-arrivées et les temps de service peuvent souvent être représenté exac-

tement ou approximativement en utilisant la distrubition exponnentielle [17].

fT (t) =

8><>: �e��t si � � 0 ; t � 0

0 si non

9>=>; (1.8)
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PROCESSUS DE POISSON

Le processus de Poisson est un processus à état continue discret , il est courament utilisé

pour indiquer le nombre d�arrivées dans un système des �les d�attente dans l�intervale

]0; t[

P (N(t) = n) = (�t)n

n!
� e��t (1.9)

tel que :P (N(t)) est la probabilité d�obtenir n arrivées.

les temps des inter-arivées sont indépendants et obéissent à une loi exponentielle de

paramétre �:

1.6.2 Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques à temps continue

et à espace d�états discret

n = 0; 1; 2; 3; 4:::::::::::::; n ils sont caractérisées par :

L�absence de mémoire [23], et à partir d�un état donné n; des transitions ne sont

possibles que vers l�un a l�autre des etats voisins (n+ 1) et (n� 1) pour n � 1

On note fN(t); t � 0g [23] un processus de naissance et de mort à états discrets et

homogénes dans le temps c�est-à-dire :

P (N(t+ s) = j = N(s) = i) = Pij(t) (1.10)

ne dépend pas de s:ce processus est de naissance et de mort si :

Pi;i+1(�t) = �i�t+ ��t i � 0 (1.11)

Pi;i�1(�t) = �i�t+ ��t i � 1 (1.12)
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Pi;i(�t) = 1� (�i + �i)�t+ �(t) i � 0 (1.13)

Pi;j(�t) = �(�t); j i� j j� 1 (1.14)

Pi;j(0) =

8><>: 1 si i = j

0 si i 6= j

9>=>; (1.15)

�i , �i sont appelées taux de naissance et de mort [56] (taux de transition).

Le diagramme

Fig. 1.3 �Processus de naissance et de mort

1.7 Exemples de �les d�attente

Voici quelque exemple de modéles de �les d�attente suivant la notation de Kendall [31]

que nous explicitonS :

1.7.1 La �le M/M/2

-Les arrivées suivent la loi de Poisson .
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-Le temps de service suit la loi exponentiel de taux � , indépendant d �un client à un

autre , le système compt de serveurs .

-La discpline de la �le est FIFO.

-Le nombre de places disponibles est in�ni .

1.7.2 Le modéle M/M/1

-Les arrivées suivent une loi de Poisson .

-Les temps de service suivent une loi exponentielle .

-Le nombre de serveur est in�ni :les clients sont traités simultanement et indépen-

dament . On les retrouve généralement dans le cas des réseaux téléphoniques.

1.7.3 Le modéle M/G/4/-/SIRO

-Les arrivées suivent la loi de Poisson .

-Les durées de service suivent la distrubition générale .

-Le nombre de serveur est 4.

-Le nombre de place disponible est in�ni.

-La discpline de la �le est SIRO.

1.7.4 Le modéle G/E3/5/200

-Les arrivées suivent la loi génerale.

-Les durées de service suivent la loi d�ERLANG [17] de paramétre 3.

-Le nombre de serveur est 3.

-Le nombre de places disponibles dans le système est 200.

-La discpline de la �le est FIFO.
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1.8 Les systèmes de �les d�attente

1.8.1 Le système M/M/1

La �le M=M=1 est la �le markovienne la plus simple ,on n�à q�un seul serveur ou le

processus d�arrivée suit un processus de Poisson de paramétre � > 0 et le service pour

chaque client qui suit une loi expnentielle de paramétre � > 0, la discpline d�attente est

FIFO ,la �le d�attente est de capacité in�nie, dans ce cas le processus est de naissance et

de mort [17] dont les taux de transition sont : �n = � , �n = �:

La distribution

Soit X(t) le nombre de clients dans le système à l�instant t .En raison de la distribution

exponentielle des temps inter-arrivéés et des temps de service, le processus (X(t); t � 0)

est un processus de Markov.

Dé�nition 1.8.1 Soit (Pi; i � 0) la fonction de distrubition du nombre de clients dans

le système à l�état d�équilbre.

Les équations d�équilibre pour ce processus sont :

8><>: �P0 = �P1

(�+ �)Pn = �Pn�1 + �Pn+1

;8n � 1

9>=>;
Remarque 1.8.1 Soit � = �

�
l�intensité du tra�c

Les probabilités d�état pour un régime stationnaire du processus est donné par [3] :

8>>><>>>:
�n = P0�

n

P0 =
1X

n=0

�n

= 1� �

9>>>=>>>; (1.16)

D�où :

�n = (1� �)�n8n � 0 (1.17)
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Les mesures de performances

Le nombre moyen de clients dans le système L :

L =
�

1� � (1.18)

Le nombre moyen de clients dans la �le :

Lq =
�2

1� � (1.19)

Le temps moyen qu�un client passe dans le service :

W =
L

�
=

�

�(1� �) =
1

�� � (1.20)

Le temps moyen d�attente :

Wq =
Lq
�
=

�2

�(1� �) (1.21)

Remarque 1.8.2 Plus l�intensité du tra�c se rapproche de un , plus la longeur moyenne

de la �le d�attente tend vers l�in�nie [5].

La probabilité d�étre servi immédiatement à l�arrivée est �0:

Diagramme de transition d�état M/M/1

Les diagrammes montrent comment le système se déplace d�un état à l�autre, et les

taux de mouvements entre les états .

Les sytèmes de �les d�attente qui sont modélisés par des chaines de Markov à temps

continue :
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Fig. 1.4 �Graphe de transition d�un modèle M/M/1.

1.8.2 Le modéle M/M/1/K

Déscription du modéle

La �le M=M=1=K est une �le markovienne composé d�un seul serveure et disposant

de K places au totale le nombre maximale de clients en attente est donc K � 1 on à donc

toujours les hypothéses suivante :

� Le processus d�arrivés des clients dans la �le est un processus de poisson de taux �

[20]:

� Le temps de service d�un client est une variable aléatoire exponentielle de taux �

[20].:

Soit K la capacité de la �le d�attente ,la capacite de la �le étant limitée, méme si les

clients arrivent en moyenne beaucoup plus vite que ce que le serveur de clients qui

se présentent sont rejetés .

� Ce processus est considére comme un processus de naissance et de mort [18] avec :

Le taux de naissance �n = � pour tout n � K

Le taux de mort �n = � pour tout n 6= 0
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Fig. 1.5 �Le modéle M/M/1/K

Le diagramme

Le régime stationnaire

soit
Y
n

, n = 0; 1; 2; ::::::; K la probabilité pour qu�il y ait n clients dans le systéme à

l�instant t:

��0 = ��1 (1.22)

(�+ �)�n = ��n�1 + ��n+1 pour tout n = 1; 2; ::::::::; K � 1

��(N � 1) = ��(N)

Le calcule de Pn se fait de la maniére suivante

Y
n

=

8><>:
(1��)�n

(1��k+1)
pour n � K

0 pour n > K

9>=>; (1.23)

Les mesures de performances

Le nombre moyen de clients L :
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L =
kX
n=0

nPn =

�
(1� �)
(1� �k+1)

� kX
n=0

n�n (1.24)

L =

�
�(1� �)
(1� �k+1)

� kX
n=1

n�n�1

L =

�
�(1� �)
(1� �k+1)

�
d

dp

�
(1� �k+1)
(1� �)

�
� 1

L =

�
�(1� �)
(1� �k+1)

� �
1� (K + 1)�k +K�k+1

(1� �)2

�
L =

�
�

(1� �)

� �
1� (K + 1)�k +K�k+1

(1� �k+1)

�

L�orsque n ! 1 on obtient L = �
1�� [17] qui représente le nombre moyen de clients

pour la �le précedente M/M/1.

1.8.3 Le Modéle d�attente M/M/S

Description du modéle

Pour ce modéle de �le d�attente il existe s serveurs identiques et indépendants les uns

des autres ,et la capacité est in�nie .

On a les hypothéses suivants :

1. le processus d�arrivée d�un client dans la �le est un processus de Poisson de taux �:

2. le temps de service d�un client est une variable aléatoire exponentielle de paramètre

�:

Dans ce cas le processus modélisant le nombre de clients dans le système est un pro-

cessus de naissance et de mort

Le diagramme de transition d�état M/M/S

le diagramme de transition d�état est representé sur la �gure suivante :

Le taux de naissance : �n = � 8n
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Fig. 1.6 �La �le M/M/S

Fig. 1.7 �Diagramme de transiton d un modéle M/M/S (s=c)
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Le taux de mort :�n =

8><>: n� 1 � n � s

s� n > s

9>=>;
Le régime stationnaire

Pour calculer
Y
n

;le systeme doit etre stable (� < s� donc � < s) qui exprime le fait

que le nombre moyen de clients qui arrivent à la �le sont capable de traiter par unité de

temps [6] .

Alors :

Y
n

=

8><>: �0
�n

n!
pour n = 1; 2; ::::::::::; s� 1

�0�
n sn�1

s!
pour n � s

9>=>; (1.25)

avec : Y
0

=

"
s�1X
n=0

�n

n!
+
�s

s!

�
1

1� �
s

�#�1

Remarque 1.8.3 pour la valeur s = 1 on obtient les mêmes resultats ce qui représente

le systéme M=M=1:

Les mesures de performances

Le temps moyen de séjour W :

Le temps moyen de séjour est composé du temps moyen dans la �le plus le temps de

service ,il su¢ t donc d�appliquer la loi de little .

W = Wq +Ws (1.26)

W =
Lq
�
+
1

�
(1.27)

il reste donc de calculer le nombre moyen de clients dans la �le Lq :
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Lq =
1X
n=s

(n� s)
Y
n

(1.28)

=
1X
n=s

(n� s) �n

s!sn�s�0

=
�s+1

s!s

1X
n=s

(n� s)
��
s

�n�s�1
�0

=
�s+1

s!s
�
1� �

s

�2�0
=

�s+1

(s� 1)!(s� �)2�0

Alors :

W =

�
�S

� (s� 1)!(s� �)2�0 +
1

�

�
(1.29)

Le nombre moyen de client L :

La loi de little permet de trouver le nombre moyen de clients dans la �le

L = W � d = W � � (1.30)

=

�
�S+1

(s� 1)!(s� �)2�0 + �
�

1.8.4 Le modéle M/M/1

Dans le cas ou s = 1 , nous obtenons le systéme M=M=1 , il est evident qu�aucune

�le d�attente ne se forme.

LA DISTRIBUTION STATIONNAIRE

Y
n

=

�
�

�

�n
�
 
e�

�
�

n!

!
(1.31)
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LES MESURES DE PERFORMANCES

Le nombre moyen de clients L

L = � =
�

�
(1.32)

Le nombre moyen de client moyen Lq

Lq = 0 (1.33)

Le temps moyen d�attente dans le systéme W

W =
1

�
(1.34)

Le temps moyen d�attente dans la �le Wq

Wq = 0 (1.35)

Conclusion 1.8.1 Dans ce chapitre nous avons dé�nie quelques concepts de base utilisés

dans les chapitres suivants. Nous avons présenté et dé�ni le méchanisme d�attente et

donné quelques préliminaires sur les �les d�attente et les systèmes markoviens des �les

d�attente.

28



Chapitre 2

LA THEORIE DES ENSEMBLES

FLOUS (fuzzy sets)

2.1 Introduction

La modélisation des �les d�attentes �oues en générale comporte une bonne partie de
notions liées à la théorie des ensembles �ous une branche de l�algèbre abstraite qui est

une extension de la logique habituelle .

Dans ce chapitre nous rappelons quelque notions de base de cette théorie dont nous

avons besoin dans les chapitres suivants, ces notions sont abordées avec un peu plus de dé-

tails car la manipulation imprécise sur les systèmes d�attentes �ous exige une connaissance

plus ou moins approfondis de cette théorie .

Ce chapitre est structuré de la manière suivante, la deuxième section rappelle l�his-

torique de cette logique, la dé�nition d�un sous-ensemble �ou ; ses caractéristiques et les

opérations algébriques dans la famille des sous ensembles �ous, la troisième englobe les

relations �oues, la quatrième rappelle le principe d�extension de ZADEH [58] (et l�une des

méthodes importantes la méthode alpha-coup), la cinquième section et la sixième introdui-

sant les nombres �ous (triangulaires et trapézoïdaux) la septième détaille un nombre �ou

de type L-R et la huitième une généralité sur l�arithmétique des nombres �ous �nalement

une conclusion sur ce qui précède.
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2.2 Sous-ensemble �ou

2.2.1 Historique

La logique du �oue (FUZZY LOGIC) a été formulée par le professeur LOTFI ZADEH

[57] à l�université de CALIFORNIA a BERKELEY en 1965 mais elle a été mentionné par

WILLIAM SHAKESPEARE des siècles avant lui mais d�une autre manière pour décrire

la vie humaine où il a mentionné que la race humaine contient des couleurs , grises et

que le noir et les couleurs blanches sont di¢ cile à trouver car il est rare de trouver une

personne qui va parfaitement bien ou mal appliqué... Ce que l�on entend par les couleurs

grises (ie : vous pouvez être bon ou mauvais mais dans de proportions variables).

Sans être elle-même imprécise, la théorie des sous-ensembles �ous est basée sur l�intui-

tion, et tient compte de l�imprécision, de l�incertitude, de l�incomplétude et de la subjec-

tivité.

Associée à la logique �oue et à la théorie des possibilités qui furent crées par le même

auteur quelques années plus tard, la théorie des sous-ensembles �ous a porté ses premiers

fruits aux alentours des années 1974. Dès cette période, plusieurs applications qui se sont

inspirées des recherches de Mamdani [37] sur le contrôle �ou et des articles de Zadeh

sur l�approche linguistique dans le réglage des systèmes, ont commencé à produire les

premiers résultats qui ont éveillé la curiosité du monde industriel et scienti�que. Elle est

utilisée dans les systèmes d�aide à la conduite des véhicules , les diagnostic médicaux, les

outils assurantiels et les préventions des risques, les intelligences arti�cielles qui gère le

tra�c routièr et aérien et également les modèles de prédiction métrologique et climatique

.Son idée principale est basée sur l�incertitude, l�intuition, l�incomplétude et la subjectivité

contrairement au traditionnelle binaire, rien n�est 100% vrai, et rien n�est 100% faux.

2.2.2 Dé�nitions et Remarques

Le concept de sous-ensemble �ou constitue un assouplissement de celui de sous ensemble

d�un ensemble donné. Il n�existe pas d�ensemble �ou au sens propre , tous les ensembles
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considérés étant classiques et bien dé�nis. On utilise toute-fois souvent le terme d�ensemble

�ou au lieu de sous ensemble �ou par abus de langage, conformément à la traduction du

terme originale de "fuzzy set", que l�on oppose au "crisp set" désignant un sous-ensemble

non �ou. Pour un langage mathématique acceptable nous utilisons indi¤éremment le terme

sous-ensemble �ou et ensemble �ou.

Fig. 2.1 �Présentation des ensembles �ous.

Dé�nition

Soit X un ensemble, un sous ensemble �ou A est caractérisé par une fonction réelle

appelée fonction d�appartenance peux être de di¤érentes formes selon son utilisation, Elle

est choisie arbitrairement en suivant les conseils de l�expert ou en faisant des études statis-

tiques (forme triangulaire, hyperbolique, tangente, trapézoïdes, gaussiennes, sigmoïdes...)

Cette dernières admet des degrés d�appartenance à un ensemble donné.

Le degré d�appartenance d�un fuzzy set est matérialisé par un nombre compris entre

0 et 1 est on la note �A :

�A : X �! [0;1]
x�!�A(x)

(2.1)

Remarque 2.2.1 Dans le texte de cette dissertation, les termes : classique, traditionnel

ou ordinaire se rapportent à la théorie classique des ensembles, tandis que les termes

�ou, vague, imprécis, incertain, mal connu, . . . désignent ce qui est relatif aux ensembles

�ous.
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Fig. 2.2 �Présentration de quelques formes de fonctions d�appartenance

� ~P (X) ou ~P ([0; 1]) désigne l�ensemble de tous les ensembles �ous ordinaires, Il est

appelé aussi ensemble puissance de [0;1]

� Pour distinguer l�ensemble �ou A de l�ensemble non �ou (crisp set A ) nous sur-

monterons désormais l�ensemble �ou du symbole " eA" par A et on note :

fA = f(x; � eA(x)=x 2 X)g: (2.2)

� Dans le cas où le domaine est un sous ensemble �ou �ni (dénombrable) eA est souvent
noté par : : fA = � eA(x1)=x1 + :::+ � eA(xn)=xn; (2.3)

eA = nX
i=1

� eA(xi)=xi:
où le signe " + " représente l�union des éléments et où le signe "=" joue le rôle de

séparateur .

� Lorsque X est in�ni ou non dénombrable, eA est noté :
eA =R

X

� eA(x)=x: (2.4)
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� Un sous ensemble A est un cas particulier d�un sous ensemble �ou eA
� L�ensemble �ou vide e� est noté par : �e�(x) = 0;8x 2 X:
� Le plus grand sous ensemble sur X est noté par: e1X sa fonction d�appartenance :

�e1X (x) = 1;8x 2 X (2.5)

2.2.3 Caractérisation d�un sous ensemble �ou

Soit X un univers et eA 2 X; la fonction d�appartennance � eA(x) . Les caractéristiques
les plus utiles sont celles qui montre à quel point ils di¤érent d�un sous ensemble classique.

1. Le noyau de eA: noté noy(eA) est l�ensemble des élements de X pour lesquels

� eA(x) vaut 1:
noy(eA) = fx 2 X=� eA(x) = 1g: (2.6)

2. Le support de eA noté supp( eA) est la partie de X sur laquelle � eA(x) n�est pas
nulle.

supp(eA) = fx 2 X=� eA(x) 6= 0g: (2.7)

3. La hauteur de eA noté h(eA) est la plus grande valeur (ou le plus fort degré)
prise par sa fonction d�appartenance.

h(eA) = sup
x2X

� eA(x): (2.8)

4. Le sous ensemble �ou eAde X est dit normalisé si sa hauteur h(eA) est égale à 1:
5. La cardinalité de eA est dé�nie par :

j eAj =X
x2X

� eA(x):

6. La convexité : un sous ensemble �ou ~A sur E est dite convexe ssi :

8x;y 2 E; 8� 2 [0;1] : � eA(�x+ (1� �)y) � min[�eA(x); �eA(y)]: (2.9)
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2.2.4 Les opérations sur les sous ensembles �ous

Soient eA et eB deux sous-ensembles �ous de X de fonctions d�appartenances � eA(x) et
� eB(x):
� L�égalité : On dit que deux SEF sont égaux si leur focntions d�appartenance

prennent la même valeur pour tout élements de X.

eA = eB ssi 8 x 2 X , � eA(x) = � eB(x): (2.10)

� L�inclusion : On dit que eA est inclus dans eB et on note eA � eB si et seulement si

leurs fonctions d�appartenance sont telles que :

~A � eB ssi � eA(x) � � eB(x): (2.11)

� L�intersection : L�intersection de deux SEF eA et eB de X est un sous-ensemble �oueC que l�on note eA \ ~B tel que :

8 x 2 X �eC (x) = � eA\ eB(x) =minf � ~A(x); � eB(x)g: (2.12)

� "min"désignant l�opérateur de minimisation.

� L�union : L�union de de deux SEF eA et eB de X est un sous-ensemble �ou eD que

l�on note eA[ ~B tel que :

8 x 2 X ; � eD(x) = � eA[ ~B(x) =maxf � eA(x); � eB(x)g: (2.13)

� "max"désignant l�opérateur de maximisation.

Remarque 2.2.2 Ces dé�nitions ne sont pas uniques. les opérateursmin etmax peuvent

étre remplacés par des opérateurs faisant respectivement partie de la famille des t-normes

(application de t de [0; 1]2dans [0,1] commutatives, associatives, non décroissantes en

chaque argument et telles que (t(x;1) = x 8 x 2 [0; 1]) et des t-conormes(applications

s de [0; 1]2dans [0,1] commutatives, associatives, non décroissantes en chaque argument
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et telles que (s(x;0) = x 8 x 2 [0; 1]):

� L�addition eA + eB :
eA+ eB = sup

x;y

�
min

�
� eA(x); � ~B(y)� =x+ y = z	 : (2.14)

� La multiplucation eA � eB :
eA� eB = sup

x;y

�
min

�
� eA(x); � ~B(y)� =x:y = z	 : (2.15)

� La di¤erence eA � eB : la di¤érence de deux SEF est l�ensemble �ou eA � eB = eA \fBc
� eA\fBc(x) = sup

x;y

�
min

�
� eA(x); � eB(y)� =x� y = z	 : (2.16)

� Certaines propriétés de la théorie des ensembles classiques (net) sont véri�ées :

� L�associativité, la commutativité et la distributivité .

� Le complément : fAc d�un SEF
8 x 2 X �fAc(x) = 1� � eA(x): (2.17)

On a de plus :

(fAc)c = ~A

( eA \ eB)c = fAc [ fBc
( eA [ eB)c = fAc \ fBc

Par contre d�autre propriétés ne le sont pas généralement ( la propriété de la non

contradiction et du tiers exclu) fAc \ eA 6= � (2.18)

fAc [ eA 6= X (2.19)
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Fig. 2.3 �Quelques opérations sur les sous-ensembles �ous
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2.3 Relation �oue

Une relation �oue R entre r ensembles de référence X1; X2; ::::::::::::; Xr est dé�nie

comme un sous-ensemble �ou du produit cartésien X1�X2; ::::::::::::�Xr et de fonctions

d�appartenance �R:

Cas particuleir :

1. Si X1 = X2 on dit que la relation �oue R dé�nit sur les deux univers X1 et X2 est

une relation binaire �oue.

2. Si on a seulement 2 ensembles de référence, �nis, R peut être décrite par la matrice

M(R) des valeurs de sa fonction d�appartenance.

3. La composition de 2 relations �oues R1 sur X � Y et R2 sur Y � Z dé�nit une

relation �oue R = R1 �R2 sur X �Z de fonction d�appartenance représentée par :

8 (x; z) 2 X � Z; �R(x; z) = sup
y2Y

fmin(�R1(x; y),�R2(y; z))g : (2.20)

2.3.1 Les propriétés d�une relation binaire �oue dans X

Soit R une relation binaire �oue sur un ensemble de référence non vide, on dit que :

� R est ré�exive ssi :

8 x 2 X; R(x; x) = 1: (2.21)

� R est symétrique ssi :

8 x; y 2 X; R(x; y) = R(y; x): (2.22)

� R est antisymétrique ssi :

8x; y 2 X; R(x; y) ^R(y; x) = 0) x 6= y: (2.23)
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� R est transitive ssi :

8 x; y; z 2 X; R(x; y) ^R(y; z) � R(x; z): (2.24)

� toute relation �oue ré�exive, symétrique, transitive est dite une relation d�équivalence

�oue.

2.4 Les �� coupes d�un sous-ensemble �ou

Une � � coupe d�un ensemble �ou eA où ensemble de niveau � de noté fA� est le sous
ensemble extrait de l�ensemble A (au sens de la théorie des ensembles classiques [7] des

éléments ayant un degré d�appartenance supérieur ou égal à � avec � 2 [0; 1] �xé.

On a : fA� = fx 2 X = � eA(x) � �g: (2.25)

D�autre part, on peut dé�nir l�ensemble :

fA� = fx 2 X = � eA(x) > �g: (2.26)

L�ensemble fA� est appelé �� coupe fort ou �� coupe strict ; et fA� est un sous-ensemble
ordinaire dont la fonction caractéristique est [16] :

�fA�(x) = �1 si �fA�(x) � �;
0 sinon .

(2.27)

Proposition 2.4.1 Soit eA et eB deux sous ensembles �ous alors :

Propriétés 2.4.1 Si eA � eB alors

i) fA� � fB�;
ii)( eA \ eB)� = fA�\ fB�;
iii) ( eA [ eB)� = fA� [ fB�;

Théorème 2.4.1 (Théorème de décomposition) [17]Tout sous-ensemble �ou eA de
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l�ensemble de référence X est dé�ni à partir de ses �� coupes par :

8 x 2 X = � eA(x) = sup
�2[0;1]

(�:�fA�(x)): (2.28)

où "sup" indique la borne supérieure des valeurs possibles et �fA�(x) est la fonction
d�appartenance de A�:

Preuve. Soit x 2 X supposons � eA(x) = � ; � 2 [0;1];x 2 eA:
Donc � eA(x) =�:�fA�(x) et � eA(x) � sup

�2[0;1]
(�:�fA�(x)):

Réciproquement , soit x 2 X pour tout niveau � on a

�
�fA�(x) = 0 si ��(x) < �
�fA�(x) = 1 si ��(x) � �

�
: (2.29)

Donc, �
�:�fA�(x) = � si ��(x) � �
�:�fA�(x) = 0 si ��(x) < �

�
: (2.30)

Donc dans les deux cas

�:�fA�(x) � � eA(x);
d�où

sup
�2[0;1]

(�:�fA�(x)) � � eA(x): (2.31)

Par conséquent, pour tout x 2 X

� eA(x) = sup
�2[0;1]

(�:�fA�(x))
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Fig. 2.4 �Éléments caractéristiques d�un sous-ensemble �ou.

2.5 Le principe d�extension de ZADEH

Le principe d�extension de Zadeh constitue un outil très puissant de la théorie des

ensembles �ous. Il permet d�exploiter des connaissances classiques dans le cas de données

imprécises. Plusieurs chercheurs tels que Zadeh [60] lui-même, Dubois et Prade[16] et les

autres [11], [7], s�en sont servis pour bâtir l�arithmétique �oue sur la base de l�arithmé-

tique classique comme nous le verrons dans la section ci-dessous. Introduit sous sa forme

élémentaire par Zadeh dans [57]en 1965, ce principe a connu par la suite quelques modi-

�cations suggérées par le même auteur successivement dans [59] en 1973 et dans [60] en

1975 . Ici, nous présentons sa forme générale proposée par Zadeh dans [57] et Dubois et

Prade dans [16].

Soit une application f d�un univers X vers un univers Y . Soit eAun sous-ensemble �ou
dé�ni sur X auquel x appartient fortement: Le principe d�extension stipule que l�image

par f de eA , f( eA) est un sous-ensemble �ou de Y dont la fonction d�appartenance est

dé�nie par :

� eB(y) = sup
x=y

� eA(x): (2.32)

Ce principe est illustré en [57]. La généralisation à des fonctions de plusieurs variables
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est la suivante :

Soient Xi i = 1; ::::::; n univers, X le produit Cartésien des Xi, et f une fonction

de X vers Y . L�image des sous-ensembles �ous eA1; eA2; ::::::; eAn de X1; X2; :::::; Xn par f

est donnée par :

� eB(y)= sup
x2X=f(x)=y

n
min

n
� eA1(x1); �eA2 (x2); �eA3 (x3); ::::::�eAn (xn)

oo
si f�1 (y) 6= 0;

(2.33)

� eB(y)= 0 sinon.

Notation 2.5.1 notons que le principe d�extension est compatible avec les � � coupes

strictes :

fA� = f(( eA1)� + (fA2)� + (fA3)� + ::::+ ( eAn)�): (2.34)

2.6 Comptabilité du principe avec les alpha-coupes

Au sujet de ce principe, Nguyen a montré dans [54] l�équivalance suivante qui con�rme

sa comptabilité avec les alpha-coupes :

[ ~f( eA1; ~A2; ::::::; eAn)]� = ~f( eA1�; ~A2�; ::::::; eAn�) (2.35)

m

9(x�1; x�2; :::; x�n) 2 eA1 � ~A2 � ::::::� eAn tq � ~B(y) = � eA1� ~A2�::::::� eAn(x�1; x�2; :::; x�n)

2.7 Les nombres �ous

Les nombres �ous généralisent les nombres réels classiques [47] et plus précisément, les

nombres �ous sont des sous ensembles �ous de R, l�ensemble des nombres réels, qui ont

quelques propriétés additionnelles.

41



2.7.1 Quelques dé�nitions sur ce concept

Avant d�entamer la dé�nition on procède à dé�nir quelques notions importantes.

Dé�nition 2.7.1 1) (Quantité �oue) Une quantité �oue [11] est un sous-ensemble

�ou normalisé ~Q de R (l�ensemble des nombres réels).

2) (Une valeur modale) où mode d�une quantité �oue eQ est un élement m de R tel

que � eQ(m) = 1:
3) (Intervalle �ou) Si le Noy( eA)est un intervalle de R on parle alors d�intervalle

�ou, autrement dit une quantité �oue convexe.

4) (Nombre �ou) Soit eA un sous-ensemble �ou de R. Alors, eA est dit un nombre

�ou s�il satisfait les propriétés suivantes :

i) eA est normalisé.
ii) eA est convexe.
iii) � eA est a support compact i.e , l�ensemble fx 2 R; � eA(x) > 0g est compact, on le

note Supp A.

iv) � eA est semi-continue supérieurement sur R [58], i-e, pour tout x0 2 R, une des

condition d�équivalentes suivantes est véri�ée :

lim
x!x0

sup� eA(x) = � eA(0)

Dé�nition 2.7.2 pour tout " > 0, il existe un voisinage W � R de x0 tel que pour tout

x 2 W on a :

� eA(x)� � eA(0) < " (2.36)

On note par F (R) l�ensemble de tout nombres �ous.

Dé�nition 2.7.3 On dit qu�un nombre �ou est positif (réspectivement négatif) si sa fonc-

tion d�apartenance est telle que [16]:

� eA(x) = 0;8x < 0(8x > 0) (2.37)
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2.7.2 Alpha coupe d�un nombre �ou (�� cut)

La notion des alpha-coupes est très capitale sur la théorie des nombres �ous. Avec l�aide

du principe d�extension de Zadeh [60] elle a pu faciliter l�introduction de l�arithmétique

�oue dite "arithmétique des �-coupes et intervalles". Plusieurs théorèmes importants de

cette théorie portent sur cette notion, notamment : le stacking theorem [15], le théorème

de caractérisation [36] le théorème de représentation L� U [6] le théorème de Goetschel

et Voxman [23], etc. Tous ces théorèmes décrivent les caractéristiques de fonctions déter-

minant les coupes de niveau � d�un nombre �ou eA.
Dé�nition 2.7.4 Un sous ensemble �ou eA appelé un nombre �ou lorsque l�ensemble uni-
versel sur lequel � eA est dé�ni , l�ensemble de tout les nombres réels R satisfait les condi-
tions suivantes :

1)Tout les �� coupes de eA ne sont pas vide pour 0 � � � 1:
2) Tout les �� coupes de eA sont des intervalles fermés de R:

sup eA = fx 2 R : � eA(x) > 0g
est borné.

Représentons les �� coupes du nombre �ou eA par [37]
[ eA]� = [~a�1 ; ~a�2 ]:

Nous observons que tout nombre réel r est un nombre �ou dont la fonction d�apparte-

nance est la fonction caractéristique.

�r(x) =

�
1 si x = r;

0 si x 6= r: (2.38)
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2.7.3 Opérations des �� coupes intervalles

Les �� coupes des nombres �ous sont toujours fermées et bornée des intervalles [11].

Dé�nition 2.7.5 Les �� coupes de l�ensemble �ou

[ ~A~ ~B]� = [ ~A]� ~ [ ~B]�; (2.39)

pour tout � 2 [0; 1], où ~ est une opérations arithmétique f+;�;�; =g:

Proposition 2.7.1 Soient ~A et ~B des nombres �ous avec �� coupes donnés respective-

ment par [ ~A]� = [~a�1 ; ~a
�
2 ] et [ ~B]

� = [~b�1 ;
~b�2 ]: Alors les les propriétés suivantes sont :

1) La somme de ~A et ~B est le nombre �ou ~A+ ~B dont les �� coupes sont [26] :

[ ~A+ ~B]� = [ ~A]� + [ ~B]� = [~a�1 +
~b�1 ; ~a

�
2 +

~b�2 ]: (2.40)

2) La di¤érence de ~A et ~B est le nombre �ou ~A� ~B dont les �� coupes sont [26] :

[ ~A� ~B]� = [ ~A]� � [ ~B]� = [~a�1 � ~b�1 ; ~a�2 � ~b�2 ]: (2.41)

3) La multiplication de ~A par un scalaire � est le nombre �ou � ~A dont les �� coupes

sont [26] :

[� ~A]� = �[ ~A]� =

�
[�~a�1 ; �~a

�
2 ] si � � 0;

[�~a�2 ; �~a
�
1 ] si � < 0:

(2.42)

4) La multiplication de ~A par ~B est le nombre �ou ~A� ~B dont les �� coupes sont [26]

[ ~A� ~B]� = [ ~A]� � [ ~B]� = [min P�;maxP�]; (2.43)

où P� = f~a�1~b�1 ; ~a�1~b�2 ; ~a�2~b�1 ; ~a�2~b�2g:

5) La division de ~A par ~B, si 0 =2 sup ~B, est le nombre �ou dont les � � coupes sont
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[26] :

[ ~A / ~B]� = [ ~A]�=[ ~B]� = [~a�1 ; ~a
�
2 ] =[

~b�1 ;
~b�2 ] (2.44)

= [min(~a�1=
~b�1 ; ~a

�
1=
~b�2 ; ~a

�
2=
~b�1 ; ~a

�
2=
~b�2 );max(~a

�
1=
~b�1 ; ~a

�
1=
~b�2 ; ~a

�
2=
~b�1 ; ~a

�
2=
~b�2 )]:

2.8 Les types des nombres �ous

En général, les nombres �ous triangulaires et trapézoïdaux jouent un grand rôle en

mathématique �oue et en particulier sur l�analyse des systèmes d�attente �ous [15]. Dans

le traitement de ces systèmes, ces nombres servent à modéliser des paramètres imprécis

tels que le taux d�arrivée des clients aux systèmes, les taux de service aux di¤érents

serveurs, le taux de rappel de clients en orbite, les taux de panne de serveurs, les taux de

réparation de serveurs, ou encore les di¤érents coûts intervenant dans les systèmes [47]

L�intérêt qu�ils présentent est qu�ils sont intuitifs et faciles à manipuler dans les calculs

par rapport aux autres.

2.8.1 Nombre �ou de type triangulaire

C�est le plus populaire, un nombre �ou fM est dit de type triangulaire noté fM = (a; b; c)

où fM = (a=b=c) s�il existe trois rééls a < b < c est sa fonction d�appartenance �fM(X) est
dé�nie par :

�fM(X) =

8>>>><>>>>:
x�a
b�a si a � x � b
c�x
c�b si b < x � c

0 sinon

(2.45)

Arithmétique sur les nombres �ous de type triangulaires

Soient fM et eN deux nombres �ous de type triangulaire.

�Multiplication scalaire :
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Fig. 2.5 �Représentation d�un nombre �ou triangulaire

Soit le nombre �ou triangulaire fM = (a; b; c) Il vient :

�
si � > 0; � 2 R : �
 fM = (�a; �b; �c)

si � < 0; � 2 R : �
 fM = (�a;��b;��c):
(2.46)

�Addition :

Soient deux nombres �ous fM = (a; b; c) et eN = (d; e; f) de type triangulaire. Il

vient : fM � eN = (a+ d; b+ e; c+ f): (2.47)

� Soustraction :

Étant donnée deux nombres triangulaire de méme type.fM = (a; b; c) et eN = (d; e; f)

Il vient :

� eN = �(d; e; f) = (d;�e; f) (2.48)

fM 	 eN = (a+ d; b� e; c+ f) (2.49)

Comparaison de deux nombres triangulaire

Soient deux nombres �ous triangulaire fM = (a; b; c) et eN = (d; e; f)
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� fM = eN , a = d; b = e; c = f:

� fM � eN , a � d; a� b � d� e; a+ c � d+ f:

Théorème 2.8.1 (de reconnaisance d�un nombre �ou triangulaire) :Soit un nombre

�ou fM de � � coupe fM� = [fML(�);fMU(�)]. fM est triangulaire ssi il existe trois réels

u < v < w tq � 2 [0; 1] : fML(�) = (v � u)�+ u (2.50)

et fMU(�) = (v � w)�+ w (2.51)

Preuve. a voir [32].

2.8.2 Nombre �ou de type trapézoïdal

Un nombre �oufM est dit de type trapézoïdal noté fM = (a; b; c; d) où fM = (a=b=c=d)

s�il existe quatre rééls a < b < c < d et sa fonction d�appartenance �fM(X) est dé�nie
par :

�fM(X) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

x�a
b�a si a � x � b

1 si b < x � c
d�x
d�c si c < x � d

0 sinon

(2.52)

2.8.3 Opération mathématique en nombres �ous trapézoïdaux

Les nobmres �oues peuvent être a¢ chés à des distance déterministe, supposons deux

nombres �ous trapézoïdaux :

s
U = (u1; u2; u3; u4) et

s
V = (v1; v2; v3; v4)

avec les caractéristiques suivantes :

s
U +

s
V = (u1 + v1; u2 + v2; u3 + v3; u4 + v4) (2.53)

47



s
U �

s
V = (u1 � v1; u2 � v2; u3 � v3; u4 � v4) (2.54)

s
U �

s
V = (u1 � v1; u2 � v2; u3 � v3; u4 � v4) (2.55)

s
U=

s
V = (u1=v1; u2=v2; u3=v3; u4=v4) (2.56)

Il convient de notre que le produit de la multiplication et de la division de deux nombres

�ous trapézoïdaux n�est plus un nombre �ou trapézoïdal, mais le produit peut être supposé

approximativement un nombre �ou trapézoïdal.

Comparaison de deux nombres �ous trapézoïdaux

Soient deux nombres �ous trapézoïdaux
s
U = (u1; u2; u3; u4) et

s
V = (v1; v2; v3; v4) :

� ~U = ~V , :u1 = v1; u2 = v2;u3 = v3; u4 = v4:

� ~U � ~V , u1 � v1; u2 � v2;; u1 � u3 � v1 � v3; u2 + u4 � v2 + v4:

Fig. 2.6 �Représentation d�un nombre �ou trapézoïdal
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2.8.4 Nombre �ou de type L-R (LEFT-RIGHT)

La première forme de type L-R

Un nombre �ou fM est de représentation L�R,si et seulement s�il existe trois réels

m; a > 0; b > 0 et deux fonctions L et R dites de référence du nombre �ou fM posi-

tives,continues et décroisaantes de R dans l�intervalle unité [0; 1] tels que :

L(0) = R(0) = 1 (2.57)

L(x) = L(�x);R(x) = R(�x);8x; (2.58)

L(1) = 0 ou L(x) > 0 8x 2 R avec lim
x!+1

L(x) = 0 (2.59)

R(1) = 0 ou R(x) > 0 8x 2 R avec lim
x!+1

R(x) = 0 (2.60)

�fM(X) =

8>>>><>>>>:
L(m�x

a
) si x 2 [m� a;m]

R(x�m
b
) si x 2 [m;m+ b]

0 sinon

(2.61)

2.8.5 Notations et appellations

1. m est la valeur modale ou le mode de ~M:

2. a et b sont appelés respectivement étalement gauche [18] ou écart gauche et

étalement droit [18] ou écart droit.

3. Symboliquement fM se note fM = hm; a; biL�R:

4. La notation hm; a; biL�R est appelée la représentation L�R ou l�écriture L�R

ou encore la forme L�R de fM:
5. Par convention hm; 0; 0iL�R est le nombre réel ordinaire m appelé aussi singleton

�ou.
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6. La famille des nombre �ous de type L�R sera noté FL�R(R):

7. D�aprés la dé�nition de �fM(X) en (2.7.4), le support de fM est déterminé par

l�intervalle ouvert :

Supp(fM) =]m� a;m] [ [m;m+ b[=]m� a;m+ b[ (2.62)

8. Si L et R sont égales, le nombre fM est dite semi-symétrique.Un nombre semi-

symétrique dont les étalements sont égaux, est dit symétrique [14].

2.8.6 Arithmétique des nombres �ous de même type L-R

Étant donné deux nombre �ous de même type L � R,fM = hm; a; biL�Ret eN =

(n; c; d)L�R; les opérations �oues donnent les nombres �ous suivant :

1) 	fM = (�m; a; b)R�L; de type R� L,

2) fM � eN = (m+ n; a+ c; b+ d)L�R; de type L�R,

3)fM 	 eN = (m� n; a+ c; b+ d)L�R si L�R, de type L�R,

4)� eN n�est, par contre, généralement pas du type L�R, mais on peut en donner une

valeur approché de type L�R:lorsque fM et eN ont un support inclus dans R+;que a et b

sont petits devant m, c et d sonts petits devant n.

5)fM � eN = (mn;mc+ na;md+ nb)LR:

6) fMeN = hm;a;biL�R
(n;c;d)L�R

� hm
n
; md
n(n+d)

+ a
n
� ad

n(n+d)
; mc
n(n�c) +

b
n
+ bc

n(n�c)iL�R:

Théorème 2.8.2 Soit fM et eN deux nombres �ous alors

(m; a; b)L�R � (n; c; d)L�R = (mn;mc+ na;md+ nb)LR (2.63)

pour fM et eN positif, on a aussi

(m; a; b)L�R � (n; c; d)L�R = (mn; na�md; nb� nc)LR (2.64)
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pour eN positif et fM négatif, et

(m; a; b)L�R � (n; c; d)L�R = (mn;�nb�md; na�mc)LR (2.65)

pour fM et eN négatif.

2.8.7 Deuxième forme de type L-R

On dé�nit aussi un nombre �ou de type L � R de la deuxième forme dans le cas des

nombres �ous multimodaux.

On dit qu�un tel nombre �ou de type L�R si et seulement s�il existe des nombres réels

m;m
0
; a > 0; b > 0; et deux fonctions positives décroissantes et continues L et R allant de

R dans l�intervalle unité [0; 1] tq :

L et R véri�ent les relations (2.63),(2.64),(2.65) ;

et

�fM(X) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

L(m�x
a
) si x 2 [m� a;m]

1 si x 2 [m;m0
]

R(x�m
0

b
) si x 2 [m0

;m
0
+ b]

0 sinon

(2.66)

Notation 2.8.1 La représentation L � R de fM dans ce cas se note hm;m0
; a; biL�R.

L�arithmétique de ces nombres est semblable à celle de nombre de type L � R de la

première forme vue précédament aux sous sections (2.8.4).

Pour plus de détails sur ce type de nombre �ous, un lecteur intéréssé est prié de se

référer à [2],[1] et [5]:

Remarque 2.8.1 Un nombre �ous de type L � R est complétement déterminé par la

connaisance de son mode, de son support et des fonctions de reférence L et R qui

déterminent le graphe de sa focntion d�appartenance.
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Remarque 2.8.2 D�une manière générale, l�arithmétique �oue de type L�R n�est pas

trés employée dans la littérature à cause des trois inconvénients qu�elle présente [13] :

i) Les opérations élémentaires sont ouvertes et exigent des approximation qui font perdre

certaines informations signi�catives.

ii) Les opérations sont applicables seulement aux nombres �ous de même type L �

R ;elles ne sont pas dé�nies pour des type L�R di¤érentes.

iii) Les opérations sont dé�nis uniquement pour des nombres �ous qui sont soit positif,

soit négatifs ; et non pour des nombres �ous dont les supports comprennent zéro.

Malgré ces inconvénients, retenons que les valeurs exactes de modes et supports obtenus

par le biais des approximation sécantes, construient un a tout majeur que nous exploiterons

à fond dans la suit de ce travail.

Proposition 2.8.1 Un nombre �ou triangulaire est un nombre �ou de type L� R . En

d�autres termes FTRI(R) � FL�R(R):

Preuve. Voir.[29].

Proposition 2.8.2 Le produit de deux nombres triangulaires n�est pas nécessairement

triangulaire.

Preuve. Voir [61].

2.8.8 Conclusion :

Ce chapitre vient de rappeler les éléments essentiels sur la théorie des ensembles �ous,

on a présenté plusieurs approches fondamentaux de la théorie des ensembles �ous , nous

avons commencé par quelques propriétés de base. Ensuite nous avons détaillé les méthodes

de calcule utilisée dans la littérature tel que, alpha-coupe, le principe d�extension de

zadeh ainsi on a vu l�arithmétique et les types des nombres �ous a�n d�aborder l�analyse

du problème posé dans ce travail, à savoir la détermination des performances des �les

d�attente �oues.
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Chapitre 3

LES FILES D�ATTENTE FLOUES

D�aucuns peuvent se demander qu�est-ce que la théorie de �les d�attente Chedom

Fotso [20] et Pauline Fotso [20] dé�nissent la théorie de �les d�attente dans [20] comme

« une technique de la Recherche opérationnelle qui permet de modéliser un système

admettant un phénomène d�attente, de calculer ses performances et de déterminer ses

caractéristiques pour aider les gestionnaires dans leurs prises de décisions » .

D�après cette dé�nition, qui est d�ailleurs plus proche de celles données par plusieurs

auteurs, il revient de comprendre qu�une étude théorique de �les d�attente permet d�établir

à l�avance les performances de l�ensemble du système, d�identi�er les éléments critiques,

ou encore, d�appréhender les e¤ets d�une modi�cation des conditions de fonctionnement

du système. Aux alentours de 1980 avec la parution du tout premier article scienti�que

produit par Prade [47] , faisant mention de l�utilisation des nombres �ous dans la modéli-

sation d�une �le d�attente. A partir de ce moment, les chercheurs de ce domaine ont eu la

possibilité d�introduire une nouvelle forme de �les d�attente, plus réalistes et plus adap-

tées au langage courant et au raisonnement humain, dites �les d�attente �oues (FAF). Ce

sont des �les d�attente dont certains paramètres intervenant dans le processus sont des

nombres �ous.

A la question de savoir comment en est-on arrivé aux �les d�attente �oues ? Il sied de

rappeler que dans la théorie de FAC, les paramètres tels que le temps d�inter-arrivées et

celui de service sont caractérisés par des variables aléatoires. Pour déterminer les fonctions
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de distribution de celles-ci, on a besoin des données statistiques. Or dans beaucoup de cas

réels de �les d�attente, il est tellement di¢ cile, voire impossible d�obtenir ces données. Par

contre, la description de ces mêmes paramètres en termes linguistiques est très fréquente

dans le langage courant. C�est ainsi qu�à l�aide des ensembles �ous, on a eu l�opportu-

nité d�exprimer ces termes par des nombres �ous, et de parler ainsi de �les d�attente

�oues (FAF). Les FAF constituent un thème qui a beaucoup d�applications dans la vie

courante quoiqu�elles n�aient connu jusque là que très peu de publications scienti�ques

comparativement aux FAC.

En théorie de �les d�attente �oues, l�approche mathématique la plus utilisée, qui a

couvert plusieurs sous-modèles de �les d�attente est celle de la programmation non-linéaire

paramétrique (PNLP). Cette approche utilise simultanément deux types d�arithmétiques

�oues pour calculer les mesures de performance, à savoir l�arithmétique �oue basée sur

le principe d�extension de Zadeh et celle des alpha-coupes et intervalles [38] .Elle permet

d�obtenir des mesures de performance d�une �le d�attente �oue par la connaissance de leurs

fonctions d�appartenance au lieu de valeurs moyennes employées en modèle classique.

Dans ce chapitre nous allons clalculer les mesures de performance des �les d�attente

M=F=1; F=F=1 et FM=FM=C où F représente le temps �ou et FM la distribution

exponentielle fuzzi�ée : par les méthodes suivante : le principe d�extension de ZADEH [60],

la méthode des alpha-coupes puis en passant a la méthode des alpha-coupes assouplie[58],

qui est inspirée par celle de la programmation non-linéaire paramétrique (PNLP) .

3.1 Chaîne de Markov �oue

La théorie de chaînes de Markov �oues a vu le jour lorsqu�il s�est agi de modéliser des

processus stochastiques dont certains paramètres sont mal connus ou imprécis.

La dé�nition d�une CMF varie logiquement suivant la nature des paramètres imprécis.

Nous en proposons deux ci-dessous : celle formulée par Avrachenkov et Sanchez [3] , basée

sur des états �ous et celle proposée par Buckley [10], qui fait usage des probabilités �oues.
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3.1.1 Dé�nition d�Avrachenkov et Sanchez

Dé�nition

Soit 
 = f1; 2; 3; :::; ng un univers d�états d�un système en transition à chaque instant

t = 1; 2; 3; :::. Tous sous-ensemble �ou (ou distribution �oue) de 
 peut être représenté

par un vecteur
s
x = (x1; x2; :::; xn) où xi réprésente le dégré d�appartenane de i à

s
x: En

désignant l�ensemble des sous-ensembles �ous de 
 par
s
P (
), l�état du système est décrit

à l�instant t par :
s
x
(t)
=
�
x
(t)
1 ; :::; x

(t)
n

�
2

s
P (
) ;

où x(t)i est le degré d�appartenance de i à
s
x
(t)
:

Soit
s
R une relation �oue dé�nie sur 
2 de matrice �oue (rij)n�n :La loi de transition

d�une chaîne de Markov �oue est dé�nie par la relation suivante [3] :

s
xj
(t+1)

= max
i2


�
x
(t)
i ^ rij

�
; j 2 
 (3.1)

où le symbole "^" entre deux réels a et b, représente "min (a; b) " et où s
x
(0)
représente

la distribution initiale.

3.1.2 Dé�nition de Buckley

Dé�nition

Soit (
; A; P ) un espace de probabilité �ni. Considérons sur cet espace une CMF pour

laquelle les probabilités de transition pij sont mal connues ou imprécises. Buckley([10], pp. 33-43)

remplace ces probabilités imprécises par des nombres �oues
s
pij provenant des intervalles

de con�ance ; qui lui ont permis en�n de dé�nir une CMF comme étant la chaîne dont la

matrice de transition est déterminée par les probabilités �oues
s
pij:

Voici la procédure que Buckley [13] a usée pour obtenir ces nombres �ous
s
pij:

Supposons que chaque transition se réalise dans un intervalle de temps �; et que le pro-

cessus est observé pendant N périodes au cours desquelles il s�est produit n transitions.
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Désignons par pk(k+i) la probabilité qu�il y ait i transitions pendent une période de temps

�; i = 1; 2; :::;m: On peut se décider de commencer l�estimation de ces intervalles à partir

de la valeur moyenne de pk(k+i); et dans ce cas, notre point d�estimation est naturelle-

ment le nombre n
N
; Par la théorie d�estimation d�intervalles de con�ance, on peut estimer

l�intervalle de con�ance (1� �) 100% de pk(k+i) pour tout � tq 0:01 � � < 1:

Notons ces intervalles par :

�
pk(k+i)1 (�) ; pk(k+i)2 (�)

�
(3.2)

où
�
n
N
; n
N

�
est pris comme l�intervalle de con�ance à 0%

Ces intervalle se présentant sous forme des segments emboités, on peut les placer suc-

cessivement les uns sur les autres de façon à produire un nombre �ou epk(k+i) de forme
triangulaire, dont la coupe de niveau � est constituée des intervalles de con�ance de la

forme : �epk(k+i)�
�
=
�
pk(k+i)1 (�) ; pk(k+i)2 (�)

�
(3.3)

pour 0:01 � � � 1 (cf. , p.22) :

Plus bas, sur le graphe de la fonction d�appartenance de epk(k+i), au voisinage de l�axe
des abscisses, Buckley propose de couper le graphe de epk(k+i) pour compléter ses ��coupes
a�n d�avoir un nombre �ou complet ; et on a :

�epk(k+i)�� = �pk(k+i)1 (0:01) ; pk(k+i)2 (0:01)� (3.4)

pour 0:01 � � � 1:

Sous cette voie, puise beaucoup plus d�informations dans epk(k+i) que celles qu�on aurait
pu obtenir par un seul point d�estimation ou un simple intervalle d�estimation([13]; pp. 22-24) :

L�étude détaillée de la théorie de probabilité �oue se trouve dans [9] et celle d�intervalle

de con�ance dans [39]:
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3.2 Le modéle de �le d�attente �ou M=F=1 (par le

principe d�extension de ZADEH )

Nous pouvons dé�nir une chaîne de Markov �oue intégrée pour le système de �le

d�attente M=F=1:

X
�
s
s
�
désignent le processus stochastique �ou induit qui peut être montré comme

Markovien �ou en regardant le système immédiatement après que le service d�un client

est terminé et que le service est sur le point de commencer pour le prochain client dans

la �le d�attente.

Soit
� s
Pi

�
la probabilité du ii�eme client qui arrive pendant la durée de service

s
s.

On note
s
Pi la fonction �oue telle qu�il existe une distribution de possibilité, induite par

�s
s
sur chacun de ses points.

Puisque le processus d�arrivée est supposé Poissonnien avec un taux �, la fonction de

probabilité �ou peut être dé�nie par :

�s
Pi
(x) = sup

x2R

(
�s
s
(t) j x = exp (��t) (�t)i

i!

)
: (3.5)

La matrice de transition en une étape pour une chaîne de Markov �oue peut être

maintenant construite de manière simple.

Notons qu�une transition de l�état zéro à l�état j , ou une transition de l�état i à l�état

j les deux nécessitent l�arrivée de j clients pendant l�intervalle du service.

De plus, passer de l�état i à l�état j ou j � i� 1 > 0; nécessite que (j � i+ 1) clients

arrivent pendant l�intervale de service, l�arrivée supplémentaire étant nécessaire pour tenir

compte du client connu comme partant au point de transition. Il est clairement possible

de passer de i à j où j < i� 1 et impossible tant que le service n�a lieu qu�un à la fois.

On note la matrice de probabilités de transitions de la chaîne de Markov �oue par
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s
P =

hs
P ij

i
, on peut alors écrire pour tout j � i� 1; i � 1 comme :

s
P =

hs
P ij

i
=

266666666664

s
P 0;

s
P 2;

s
P 3; � � �

s
P 0;

s
P 1;

s
P 2; � � �

0;
s
P 0;

s
P 1; � � �

0; 0;
s
P 0; � � �

...
...

...

377777777775
(3.6)

où ~Pij est dé�nie par :

8j � i� 1; i � 1; �s
Pi
(x) = sup

x2R

(
�s
s
(t) j xij =

exp (��t) (�t)j�i+1

(j � i+ 1)!

)
: (3.7)

De même, une chaîne de Markov �oue peut être vue comme une perception d�une

chaîne de Markov usuelle qui est appelée l�originale de la chaîne de Markov �oue. Cette

originale est inconnue mais se situé dans un ensemble U dela chaîne de Markov. Basé

sur la théorie des �les d�attente, nous pouvons résoudre les équations stationnaire pour

chaque originale possible de la chaîne de Markov �oue.

8t; � 2 R+; t < 1

�
: �0 = 1� �t; �1 = (1� 1�t) [exp (�t)� 1] ; (3.8)

�n = (1� �t)
nP
k=1

(�1)n�k exp (k�t)
"
(k�t)n�k

(n� k)! +
(k�t)n�k�1

(n� k � 1)!

#
: (3.9)

pour n � 2:

De plus, les mesures de performance du système peuvent être démontrées comme étant :

L =
�t (2� �t)
2 (1� �t) , W =

L

�
=
t (2� �t)
2 (1� �t) ; (3.10)

où �n indique la probabilité de d�état stable de n clients dans le système à un point de

départ, L indique la longeur prévue de la �le d�attente, et w indique le temps de séjour

prévu.
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A l�aide du principe d�extension de ZADEH [59], les résultats correspondants dans

le cas �ou peuvent être dé�nis par leurs fonctions d�appartenance pour les solutions en

régime stationnaires :

8� 2 R+ : � s
�0
(x) = sup

t2R+;t<1<�

�
�s
s
(t) j x = 1� �t

	
; (3.11)

� s
�1
(x) = sup

t2R+;t<1<�

�
�s
s
(t) j x = (1� �t) [exp (�t)� 1]

	
; (3.12)

8n � 2; � s
�n
(x) = sup

t2R+;t<1<�

�
�s
s
(t) j x = (1� �t)

nP
k=1

(�1)n�k

� exp (k�t)
"
(k�t)n�k

(n� k)! +
(k�t)n�k�1

(n� k � 1)!

#)
: (3.13)

alors le système des mesures de performance est :

8� 2 R+ : � s
L0
(x) = sup

t2R+;t<1<�

�
�s
s
(t) j x = �t (2� �t)

2 (1� �t)

�
; (3.14)

� s
w0
(x) = sup

t2R+;t<1<�

�
�s
s
(t) j x = t (2� �t)

2 (1� �t)

�
: (3.15)

En outre, soit
s
Lk dénote le k�eme moment factoriel de la taile du système, et

s
wk le k�eme

moment factoriel du temps d�attente du système :

8� 2 R+ : � s
wk
(y) = sup

x2R+

n
�s
L
(t) j y = x

�k

o
; (3.16)

= sup
x2R+
y= x

�k

Supp
t2R+
t< 1

�

8<:�ss (t) j x = dk
�

(1��t)(1�z)
1�z exp[�t(1�z)]

�
dzk

jz=1

9=; : (3.17)

3.3 Le modéle de �le d�attente �ouM=F=1(par la mé-

thode de Alpha-coupe)

En utilisant ��coupes, cette �le d�attente �oueM=F=1 peut être réduite à une famille

de �les d�attente M=G=1 avec di¤érents ensembles de niveau �. Ainsi, nous pouvons ré-
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soudre une famille de �les d�attenteM=G=1: Puisque la �le d�attenteM=G=1 a été résolue

sous forme fermée, cette fusion de concepts �ous dans des �les d�attente traditionnelles

devient exceptionnellement simple.

Premiérement, pour chaque ��coupes, l�intervalle de con�ance est transformé en une

plage de valeurs �ous, en suit la moyenne et l�écart-type d�une variable aléatoire dans

cette range de ��coupes sera utilisée pour dériver les caractéristique de la �le d�attente

par la formule M=G=1 bien comme. Les hypothèses simpli�catrices habituelles dans la

théorie des �les d�attente commerciales telles que la capacité de �le d�attente in�nie, la

population d�appels in�nie et les clients restent en �le d�attente pour le service quel que

soit le temps d�attente sont supposées.

Pour simpli�er davantage l�approche, le taux de service est représenté par des nombres

�ous trapézoïdaux. Cela devrait souliger que l�approche peut être facilement étendue

à tous les nombres �ous convexes normaux. Cependant, pour la plupart des situations

pratiques, le nombre �ou trapézoïdal est un compromis idéal entre des représentations

trop compliquées et trop simpli�ées..

En utilisant ��coupes, le temps de service trapézoïdal peut être représenté par di¤é-

rents niveaux d�intervalle de con�ances, que cet intervalle de con�ance soit réprésente par

[t1�; t2�]. Étant donné que les distridutions de probabilité pour les ensembles ��coupes

peuvent être représentées par des distributions uniformes, nous avons :

P (t�) =
1

t2� � t1�
, t1� � t� � t2�: (3.18)

Ainsi la moyenne de la distribition est

E (T�) =
t2�R
t1�

1

t2� � t1�
t�dt� =

1

2

�
t22� � t21�

�
: (3.19)

De même pour le deuxiéme moments, nous avons

E
�
T 2�
�
=

t2�R
t1�

1

t2� � t1�
dt2� =

t32� � t31�
3 (t22� � t21�)

; (3.20)
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en utilisant la fomule bien comme

var (T�) = E
�
T 2�
�
� E

�
T 2
�
;

la variance peut être obtenue comme suit :

var (T�) =
1

12
(t2� � t1�)2 : (3.21)

Ainsi, à chaque ensemble de ��coupes, nous avons un système M=G=1 avec moyenne

et variance connus. En utilisant la solution bien connue suivante pour le système M=G=1

[14] ce probléme peut être résolu à chaque ensemble de ��coupes :

L = �E (T�) +
�2 [E2 (T�) + var (T�)]

2 (1� �E (T�))
; (3.22)

Wt = E (T�) +
�
�
[E (T�)]

2 + var (T�)
�

2 (1� �E (T�))
; (3.23)

Wq =
�
�
[E (T�)]

2 + var (T�)
�

2 (1� �E (T�))
: (3.24)

telle que :

L : le nombre de clients moyenne dans le système.

Wt : le temps moye passé par un client dans le système.

3.4 Le modéle de �le d�attente �ou FM=FM=C

Dans le monde réel, le taux d�arrivée et le taux de service ne sont pas déterministes, ils

sont plutôt un nombre non déterministe et incorporent une incertitude. A�n de développer

l�application du modéle de �le d�attenteM=M=C; des caractéristique �oues sont prises en

compte pour les paramétre de �le d�attante, en d�autres termes le systéme à l�étude est
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transformé en modéle FM=FM=C avec l�hypothése que le taux d�arrivée � et le taux de

service � sont approximativement connus. Soient les nombre �ous
�
� et

�
� .

�
� = f(x; '~� (x)) j x;Xg ; (3.25)

�
� = f(x; '~� (y)) j y; Y g ; (3.26)

où '�
�
(x) et '�

�
(y) sont des fonctions d�adhésion de

�
� et

�
� , X et Y sont des ensembles

universels déterministes, pour l�analyse d�un système FM=FM=C, il faut d�abord dé�nir

les valeur de Pn comme cas classique, cependant, avant cette dé�nition il est nécessaire

de donner les caractéristique des opérations mathématiques en nombre �ous ( voir 2.8.2).

3.4.1 Les mesures de performance

A�n d�analyser un système de �le d�attente de M=M=C dans l�état �ou, il faut étudier

la mesure de performance du système dans cet état. A cette �n, supposons que f (x; y)

soit révélateur des caractéristique du système, puisque
�
� et

�
� sont des nombre �ous,

f
��
�;

�
�
�
serait également un nombre �ou. La fonction caractéristique du système sera

dé�ni ci-dessous selon le principe de ZADEH [58]

'
f

��
�;
�
�

� (z) = sup
x2X;

min
y2Y;0< �

c�
<1

n
'�
�
(x) ; '�

�
(y) =Z = f (x; y)

o
; (3.27)

Supposons que la caractéristique du système qui nous intéresse est le nombre prévu de

clients dans le système [39]

(longueur prévue de la �le d�attente).

f (x; y) =

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1) (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
; (3.28)

Bien que cette formule soit théoriquement correcte,[5] elle n�est pas adaptée en pra-
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tique et imaginer la forme de sa fonction d�appartenance elle est impossible. Ici, l�idée de

��coupe est d�utilisée dans les ensembles �ous pour extraire la fonction d�appartenance

de
s
L .

3.4.2 Utilisation de la programation paramétrique non linéaire

(PNLP)

La fonction d�adhésion pour le nombre moyen de clients en attente est dé�nie comme

[27] :

's
L
(z) = sup

x2X
min

y2Y;0< �
c�
<1

8<:'�� (x) ; '�� (y) =z =
24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1) (cy � x)2

35
�
c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���
; (3.29)

par conséquent, les ��coupes �ous pour le nombre de clients en attente dans le système

sont � (a) et � (a) qui sont en faite des ensembles déterminantes.

Le modéle de �le d�attente �oue de FM=FM=C peut être réduit à une famille de �le

d�attente déterministe de M=M=C avec dé¤érentes valeurs de � [27]:

� (�) =
�
xL�; x

U
�

�
=
h
min

n
x j 's

�

(x) � �
o
; max

n
x j 's

�

(x) � �
oi
: (3.30)

� (�) =
�
yL� ; y

U
�

�
=
h
min

n
y j 's

�
(�) � �

o
; max

n
y j 's

�
(�) � �

oi
: (3.31)

En supposant que les nombres �ous considérés sont convexes, les limites supérieure et

inférieure de ces distances seront une fonction de �. En conséquence, 's
L
(z) serait égal au

montant minimum de 's
�
(x) et 's

�
(y) :
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Trouver la fonction d�adhésion 's
L
(z) à besoin d�au moins un des élément suivants,

dans lequel z = f (x; y) satisfait la valeur 's
L
(z) :

cas 01 :
�
's
�
(x) = �; 's

�
(y) � �

�
(3.32)

cas 02 :
�
's
�
(x) � �; 's

�
(y) = �

�
(3.33)

Les techniques PNL peuvent être utilisées pour calculer les limites inférieure et supé-

rieure de donnée [7] ci-dessous :

pour la cas 01 :

(L)L1� = min

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.34)

(L)U1� = max

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.35)

et pour le cas 02 :

(L)L2� = min

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.36)

(L)U2� = max

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.37)

en ce qui concerne la dé�nition [8] de � (a) et � (a) où x 2 � (a) et y 2 � (a) ; ils peuvent

être remplacés par x 2
�
xL�; x

U
�

�
et y 2

�
yL� ; y

U
�

�
:Considérons la structure pour ��coupes

pour 0 < �2 < �1 6 1 :
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�
xL�1 ; x

U
�1

�
�
�
xL�2 ; x

U
�2

�
lorsque les limites inférieure et supérieure sont indiquées comme suite :

(L)L� = min
n
(L)L1� ; (L)

L2
�

o
(3.38)

(L)U� = min
n
(L)U1� ; (L)

U2
�

o
(3.39)

donc

(L)L� = min

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.40)

telque

xL� � x � xU�

yL� � y � yU�

et

(L)U� = min

24x
y
+

�
x
y

�c
xy

(c� 1)! (cy � x)2

35�c�1P
n=0

1

n!

�
x

y

�n
+
1

c!

�
x

y

�c�
cy

cy � x

���1
(3.41)

telque

xL� � x � xU�

yL� � y � yU�

ce modéle est un cas particullier dans les programation non linéaire paramétrique.
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L�interval net
h
(L)L� ; (L)

U
�

i
obtenu indiquent des ��coupes pour L. Basé sur le principe

d�extension de ZADEH [58] et la covexité du nombre �ou :

8>>>>><>>>>>:

�s
L
�L
�1
�
�s
L
�L
�2�s

L
�U
�1
�
�s
L
�U
�2

0 < �2 < �1 6 1

(3.42)

en d�autre termes, l�augmentation de � augmentra (L)L� et diminuera (L)
U
� : En outre,

lorsque les fonction (L)L� et (L)
U
� sont inversables en terme de �, en peut reformuler les

fonction comme L (z) =
h
(L)L�

i�1
et R (z) =

h
(L)U�

i�1
pour le côté gauche et le côté droit

de la forme de la fonction d�adhésion 's
L�
(z) ; respectivement. La fonction d�adhésion

's
L�
(z) serait régénéré comme suit [15] :

's
L�
(z) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0 (L)L�=0 > z; z > (L)
L
�=1

L (z) (L)L�=0 � z; z � (L)
L
�=1

1 (L)L�=0 � z � (L)
U
�=1

R (z) (L)U�=1 � z � (L)
U
�=0

0 (L)U�=1 > z; z > (L)
U
�=0

(3.43)

Si les valeur de (L)U� et (L)
U
� n�ont peut être trouvées de maniére analytique, la forme

de la fonction d�adhésion 's
L�
(z) peut être extraite à l�aide de la solution numérique pour

les valeurs de � à gauche et à droite, cependant trouver la fonction exacte n�est pas simple.

La même méthode sera utilisé pour d�autre paramétres de l�évaluation des performance

du systéme[9].

3.4.3 Analyse des numéros des serveurs

Les choix du nombre de serveurs est trés important pour l�administrateur du système

FM=FM=C:

L�analyse �oue peut contribuer à une analyse plus appropriée de cette question.
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Détermination du nombre approprié de serveurs :

Les processus des arrivée et de service sont totalement indépendants. Comme les deux

facteurs (le taux d�arivée et le taux de service) sont importants a l�analyse du nombre de

serveurs, les relations �oues peuvent être utilisées pour fournir les dé�nition suivantes [9] :

s
Z1 =

s
�� s

c

s
Z2 =

s
c � s

�

où
s
Z1

�s
�;

s
c
�
et

s
Z2

�
s
c
s
; �
�
sont dé�nie dans les produit cartésiens de � � c et c � �

respectivement . Ces deux termes qui sont des combinaisons des deux facteurs signi�ent

qu�ils peuvent satisfaire les objectifs du système. On peut donc supposer que
s
� et

s
�

conduisent à une décision sur
s
c [16].

s
Z1 �

s
Z2 =

n�s
�;

s
�
�
;max

c

n
min

n
' s
Z1

�s
�;

s
�
�
; ' s

Z2

�
s
c;
s
�
�oo

� 2 �; � 2 �; c 2 C
o

(3.44)

entre temps, à partir d�une lemme dans l�inférence �oue, on eut soutenir que pour les

entrées �oues individuelles,
s
ci est déterminé par le degré de correspondance minimum de

s
�i et

s
�i:

En e¤et, dans la base de régles �oues, une régle �oue est dé�nie[15] comme suit :

s
R : si u0 est

s
� et v0 est

s
� alors w est

s
c

s
�;

s
� et

s
c ont des degrés d�appartenance trapézoïdale, comme le montre la �gure (3:1),

les entrées assignées sont sous forme d�entré �oues individuelles de u0 et v0;
s
c0 i sera déterminé par le dégré de correspondance minimum de

s
�i et

s
�i par exemple, lorsque �i = u0; et

s
�i = v0, la valeur du degré de �i correspondant ob-

tiendra une valeur minimale entre 's
�
0
i

(u0) et 's
�
0
i

(v0) :

�i = 's
�
0
i

(u0) � 's
�
0
i

(v0) = min

�
's
�
0
i

(u0) ; 's
�
0
i

(v0)

�
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Fig. 3.1 �A¢ chage des usagérs

L�inférence résultante peut être obtenue en appliquant l�opérateur de Mamdani mini-

mum.
s
Rs
c
, cela ménerait à la détermination de la fonction d�adhésion

s
c0 i :

's
c0
(w) = �i^'s

c0
(w)

comme le montre la �gure (3.1)
s
c0 i est le résultat d�un ensemble �ou. Étant donné que

la prise de décision concernant le nombre de serveur nécessite une réponse déterministe

en utilisant la méthode de fuzzi�cation [16]. Une méthode commune à cet e¤et est la

méthode � � coupes. Ainsi, le nombre de serveurs c peut être transformé en un nombre

déterministe [1].

3.5 Conclusion

Au cours de ce troisième chapitre, nous avons traité le processus stochastique �ou

appelé "chaîne de Markov �oue". Ce processus se distingue d�un processus de Markov

classique, par le fait qu�il traite simultanément des informations précises et imprécises.

Puis nous avons fais l�étude de plusieurs modèles de �les d�attente �oues par déférente

méthodes connus dans la littérature a savoir le principe d�extension de ZADEH [61], la
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méthode de �-coupe, et celle basé sur la programmation paramétrique non linéaire qui ap-

plique simultanément deux types d�arithmétiques pour déterminer les di¤érentes mesures

de performance d�une �le d�attente �oue : l�arithmétique basée sur le principe d�extension

de Zadeh et l�arithmétique des alpha-coupes et intervalles. Comme ces di¤érentes mesures

sont des fonctions de ces paramètres en modèles classiques, leurs correspondantes en mo-

dèles �ous sont des fonctions des variables �oues, dont les résultantes sont également des

nombres �ous.

Dans le prochain chapitre nous présentons un exemple numérique qui peut montrer

clairement notre travail.
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Chapitre 4

APPLICATION NUMÉRIQUE

4.1 Description du Problème

Aprés avoir constaté qu�environ 45 patients par jour cherchaient de faire une radio

IRM dans une clinique ; Le responsable de la clinique a fournis une machine de scanner

qui peut servir environ 48 patients par jour. Le directeur veut aménager à moindre coût

une salle d�attente confortable et adaptée à leur condition physique, a�n que aucun de

ces client n�attend, il a installé un logiciel d�enregistrement des demandes des patients

suivant la discipline FIFO qui traite les questions suivantes :

1-)Quelle devrait être la capacité de la salle ?

2-)Quel est le nombre de clients attendus dans la salle après une longue période de

service ?

3-)Quel est le temps d�attente moyen d�un client en salle ?

4.2 Solution

4.2.1 Données du problème

Les débits étant donnés en information �oue (termes linguistiques), il n�est pas pos-

sible d�analyser ce problème avec la théorie traditionnelle des �les d�attente.La salle
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d�attente que la clinique essaie d�aménager une simple �le d�attente FM/FM/1 ayant

des débits �ous. Supposons que ces taux soient des nombres �ous triangulaires donnée

par :e� = (44; 45; 46) et e� = (47; 48; 49)
4.2.2 Solution par la méthode des alpha-coupes

Pour résoudre ce problème, la méthode des alpha-coupes utilise les étapes suivantes :

(i) Nous mettons en (1.19) et (1.21) � = e� et � = e� ie les équations (1.19) et (1.21)
deviennent :

eN = f(e�; e�) = e�e�� e� (4.1)

et eT = g(e�; e�) = eNe� (4.2)

(ii) On détermine les ��coupes suivantes des nombres �ous e� et e� a l�aide de l�équation
(2.25) :

f�� = [�+ 44;��+ 46]; (4.3)

et

f�� = [�+ 47;��+ 49]: (4.4)

(iii) Nous dé�nissons les fonctions d�appartenance de eN et eT . Ces fonctions d�appar-
tenace ne se présentent pas sous formes habituelles ; il est trés di¢ cile d�imaginer leur

formes. Pour cela, la méthode des alpha-coupes fait appel au problème en utilisant ces

téchniques de programmation mathématiques appelées NPL (Parametric Non Lineair

Programming). Ce problème nécessite de déterminer les � � coupes de eN et eT . : Ces
dernieres sont calculées en utilisant la dé�nition des alpha-coupes dans l�équation (2.25)

et les formules arithmétiques des intervalles dans(2.41) et (2.44) comme suit :
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Pour fN� nous avons :
fN� = f��e�� � e�� (4.5)

=
[�+ 44;��+ 46]

[�+ 47;��+ 49]� [�+ 44;��+ 46]

=
[�+ 44;��+ 46]
[2�+ 1;�2�+ 5]

= [minD;maxD]

Où

D = f�+ 44
2�+ 1

;
�+ 44

�2�+ 5 ;
��+ 46
2�+ 1

;
��+ 46
�2�+ 5g (4.6)

En utilisant la PNLP, nous trouvons en�n

fN� = [ �+ 44�2�+ 5 ;
��+ 46
2�+ 1

] (4.7)

Pour fT� ; on a :
fT� = fN�f�� (4.8)

=
[ �+44�2�+5 ;

��+46
2�+1

]

[�+ 44;��+ 46]

= [minE;maxE]

Où

E = f 1

(�2�+ 5) ;
�+ 44

(�2�+ 5)(��+ 46) ;
��+ 46

(2�+ 1)(�+ 44)
;

1

2�+ 1
g (4.9)

Le PNLP donne en�n :

fT� = [ �+ 44

(�2�+ 5)(��+ 46) ;
��+ 46

(2�+ 1)(�+ 44)
] (4.10)

(iv) On pose � = 0 et � = 1 dans l�équation (4.7) et (4.10) pour obtenir des nombres

�ous triangulaires eN = (8:8=15=46) et eT = (0:191=0:333=1:045)qui donnent facilement
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une suite de fonctions d�adhésion :

� eN(x) =

8>>>><>>>>:
x�8:8
6:2

si 8:8 � x � 15
46�x
31

si 15 < x � 46

0 sinon

(4.11)

et

�eT (x) =

8>>>><>>>>:
x�0:191
0:142

si 0:191 � x � 0:333
1:045�x
0:712

si 0:333 < x � 1:045

0 sinon

(4.12)

(v) Formule des résultats �naux

1)-Le nombre de patients en régime permanent est compris entre 8.8 et 46 environ.

2)-le temps d�attente dans la �le d�attente en régime permanent est compris entre 0.191

h et 1.045 h environ.

4.2.3 Solution par la méthode L-R

Voici les étapes de la méthode L-R :

(i) Nous mettons les équations (1.19) et (1.21) � = e� et � = e� pour obtenir successi-
vement des nombres �ous des équations (4.1) et (4.2).

(ii) Nous déterminons les représentations L-R des nombres �ous e� et e� selon la section
(2.8.5) : e� = h45; 1; 1iLR; (4.13)

et

e� = h48; 1; 1iLR (4.14)

(iii) Remplacons l�équation (4:13) et (4:14) dans (4.1) et (4.2) En utilisant les formules
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dans la section (2.8.6) pour obtenir successivement :

eN =
e�e�� e� (4.15)

=
h45; 1; 1iLR

h48; 1; 1iLR � h45; 1; 1iLR

=
h45; 1; 1iLR
h3; 2; 2iLR

� h45
3
;

45� 2
3(3 + 2)

+
1

3
� 1� 2
3(3 + 2)

;
45� 2
3(3� 2) +

1

3
+

1� 2
3(3� 2)iLR

= h15; 6 +
1

3
� 2

15
; 30 +

1

3
+
2

3
iLR

= h15; 6:2; 31iLR

Et

eT = eNe� (4.16)

=
h15; 6:2; 31iLR

h45; 1; 1iLR

� h15
45
;

15� 1
45(45 + 1)

+
6:2

45
� 6:2� 1
45(45 + 1)

;
15� 1

45(45� 1) +
31

45
+

31� 1
45(45� 1)iLR

= h1
3
;

1

138
+
62

450
� 31

10350
;

1

132
+
31

45
+

31

1980
iLR

= h0:333; 0:142; 0:711iLR

(iv) Pour déduire des valeurs �oues pour eN et eT , nous avons seulement besoin de leurs
valeurs modales et de leur supports comme indiqué respectivement la �gure (4.1) et la

�gure (4.2) représentées ci-dessous. Leurs formes de fonctions d�appartenance ne sont pas

importantes dans ce cas.

(v)Formulation des résultats �naux :

La �gure (4.1) indique que le support de ~N varie de 8.8 à 46, cela signi�e que le

nombre de patients attendus dans la salle est �ou, il est impossible que ces valeurs soient

inférieures à 8.8 ou supérieures à 46.

La valeur moyenne ~N est exactement égale à 15 ; qui est la valeur la plus possible
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Fig. 4.1 �Fonction d�appartenance du nombre �ou de patients dans la salle d�attente.

Fig. 4.2 �Fonction d�appartenance du temps d�attente �ou dans la salle d�attente.
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pour le nombre de patients attendus dans la salle. De même

sur la �gure (4.2), le temps d�attente d�un patient dans le système se situe entre 0.19

h (11 minutes) et 1.044 h (63 minutes). Il indique que le temps d�attente dans le systéme

ne dépassera jamais 63 minutes ni ne sera inférieure à 11 minutes . Le temps d�attente le

plus possible dans la salle est de 0.333 h (=20 minutes).

4.3 Discussion

Les résultats obtenus aux sous-sections (4.2.2) et (4.2.3) permettant d�apporter des

réponses aux trois questions posées ci-dessus par le directeur de la clinique.

1)-La capacité de la salle d�attente correspond à "la longeur de la �le" ou au

"nombre de patients" dans la terminologie de la théorie des �les d�attente. Cette

mesure dépend des valeurs moyennes de supports des taux �ous ~� et ~�: Mais dans

le probléme , les valeurs moyennes et les supports de ~� et ~� ne sont pas spéci�és. Par

conséquent , nous ne précisions pas la capacité de la salle. Cepandant, si la formulation

du probléme avait précisé, par exemple que ces débits �ous étaient ceux considérés dans

la sous section (4.2.1), alors la capacité de la salle allait être un entier c tel que :

8x 2 supp(eN);x � c avec c=46 (4.17)

2)-Selon supp(eN) de la �gure (4.1), le nombre attendu de patients dans la salle aprés
une longue période de service se situe approximativement entre 8 et 46.

3)-Selon supp(eT) de la �gure (4.2), le temps d�attente prévu d�un patient dans la salle
est approximativement compris entre 11 et 63 minutes.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a fait une application ou on a compare entre deux méthodes la

méthode des alpha-coupes et la méthode L-R. Cette dernière a été utilisée pour dériver
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calculer les mesures de performance du modèle. Avec l�aide de la méthode LEFT-RIGHT,

le nombre de clients et le temps d�attente moyen du modèle FM/FM/1 sont calculés

avec succés et les résultats sont trouvés dans la représentation L-R. On déduit donc que

les résultas �ous donnent beaucoup plus d�informations que les résultats nets. La valeur

moyenne de la mesure �oue correspond à la mesure moyenne dans la théorie traditionnelle

des �les d�attente.

Les solutions apportées dans ce chapitre montrent que cette méthode présente trois

avantages majeurs :

Elle est courte, pratique et �exible parrapport à la méthode des alpha-coupes. Nous

sommes convaincus que la méthode L-R pourrait aider à d�autres recherches pour obtenir

des résultats pour certains problèmes ouverts dans ce domaine comme l�évaluation des

mesures de performances des réseaux de �les d�attente �oues.
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Conclusion générale

Ce mémoire est consacré, en premier lieu, à la présentation d�une revue de la lit-

térature sur les systèmes d�attentes �ous en dé�nissant les notions de base qui lui sont

liées.

L�étude des �les d�attente se faisant le plus souvent par la connaissance de ses para-

métres de performance, les chercheurs de ce domaine se sont évertués depuis l�avènement

de la théorie des ensembles �ous, à développer les modèles mathématiques de calcul des

performances des �les d�attente �oues simples et de réseaux de �les d�attente �oues,

semblables à ceux développés dans le modéle classique. malheureusement, ces développe-

ments n�ont réussi à analyser jusqu�à présent que les performances de �les d�attente �oues

simples. Plusieurs modèles utilisant la théorie de possibilité, la mesure de crédibilité, la

logique �oue, la simulation, la programmation non linéaire paramétrique,.... ont été dé�nis

pour la cause.

Parmis eux, celui utilisant la programmation non linéaire paramétrique semble être le

modèle de base, car c�est par lui que plus de la moitié des travaux scienti�ques portant

sur les �les d�attente �oues ont été analysés dans la littérature.

S�appuyant sur une nouvelle méthode dénommée "méthode des alpha-coupes assouplie

(�exible alpha-cuts method)", la présente étude introduit une méthode"méthode L-R",

l�analyse des paramétres de performance d�une �le d�attente �oues de type FM/FM/1.

Cette deuxième méthode tire son fondement de l�arithmétique des nombres �ous de type

L-R restreinte aux approximations sécantes. La méthode L-R a l�avantage d�être courte,

pratique et �exible par rapport à la méthode bien connue et appelée alpha-cuts.

Comme perspectives et améliorations futures des travaux déja réalisés dans le cadre de
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ce projet, nous pouvons citer :

-L�étude d�autres modèles d�attentes �ous plus complexes en utilisant la méthode L-R.

-Rechercher si la méthode L-R peut résoudre facilement la �le d�attente �oue non

markovienne.
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