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Notations

1. D(Q) : Espace des fonctions différentiable et & support compact dans 2.
2. LP(Q) : L’espace de Lebesgue.
3. :=: L’égalité par définition (affectation).

Soient Q¢ est un ouvert borné de R? et I'* = T'S UTS Uw est sa frontiére tel que
1. e : un réel positif destiné a tendre vers zéro.
2. w: la frontiére inférieur du domaine.
3. I'y : la frontiére latérale.
4. I'{ : la frontiére supérieur du domaine.

Pour toute fonction u® : QF x 0, T[ — R3 réguliére avec u® = (u$, u5, u3), on note
1. u® : le champ de déplacement

3 £
2. div(u®) == > % : la divergence de u°.
i=1

i

3. Vuf = (g;j) 11 <4,5 < 3: le gradient de u°.
4. d(uf) == 1 (Vus + (Vuf)") : le tenseur des déformations.
5. 0° (u®) : le tenseur des contraintes.

Les espaces fonctionnels en fonction de temps :

1. C(0,T; X) : L’espace des fonctions continues sur |0, 7| dans X.

2. L?(0,7T; X) : L’ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur |0, 7' & valeurs

dans X.






Résumé

Ce mémoire est consacré a 'analyse asymptotique de quelques équations aux dérivées
partielles dans un film mince Q¢ C R3, avec conditions de frottement sur une partie du bord.
Plus précisément, nous avons fait ici I’étude de deux types de problémes non linéaires, le pre-
mier concerne un probléme parabolique pour ’équation de I’élasticité linéaire avec un terme
source non linéaire, le second est un probléme hyperbolique pour I’équation de viscoélastique
avec terme dissipatif non linéaire.

L’idée principale de cette étude est de montrer comment dériver des problémes limites bi-
dimensionnels lorsque 'épaisseur tend vers zéro. En utilisant un changement d’échelle et
plusieurs inégalités nous prouvons quelques estimations. Gréace a ces estimation, nous obte-

nons les résutats de convergence, les problémes limites associes et leurs unicités.

Mots clés : Analyse asymptotique; Elasticité linéaire; Film mince; Terme source; Terme

dissipatif.



Abstract

This thesis is devoted to the asymptotic analysis of some partial differential equations
in a thin film Qf C R3, with friction conditions on part of the boundary. More precisely,
we made here the study of two types of nonlinear problems, the first concerns a parabolic
problem for the equation of linear elasticity with a nonlinear source term, the second is a
hyperbolic problem for the equation of viscoelastic with nonlinear dissipative terms.

The main idea of this study is to show how to derive two-dimensional limit problems when
the thickness tends to zero. Using a change of scale and several inequalities we prove some
estimates. Thanks to these estimates, we obtain the convergence results, the associated limit

problems and their uniqueness.

Keywords : Asymptotic analysis; Linear elasticity; Thin film; Source term ; Dissipative

term.



Introduction

L’analyse du comportement asymptotique des modéles mis en place sur des films minces
('une des dimensions (I’épaisseur) est petite devant les autres), et comprendre comment
I’épaisseur du film affecte le probléme, est une question trés importante en sciences appli-
quées, parce que les problémes qui sont posés dans un film mince sont largement utilisés dans
plusieurs domaines, par exemple dans l'industrie sous-marine, aérospatial, le génie civil et
dans des constructions courantes (ponts, toits de batiments,...), dans le domaine de I’énergie,
et dans la conception industrielle (turbines, piéces de mécanique, carrosserie de voiture,...),
et méme dans le monde du vivant (artéres, bronches,...). Plus de détails peuvent étre vus a
[2].

Au cours des 50 derniéres années, des méthodes asymptotiques ont été utilisées pour déri-
ver et justifier des modéles simplifiés pour des problémes tridimensionnels de mécanique des
solides pour les poutres, les plaques et les coques. Par exemple Ciarlet et Destuynder [5],
Destuynder [6], ont étudié des états d’équilibre d’une plaque mince Q x (—¢, +¢) sous des
forces externes ot ) est un domaine lisse dans R? et € est un petit paramétre, pour justifier
le modéle bidimensionnel des plaques.

Récemment, de nombreux auteurs ont appliqué les méthodes asymptotiques dans les pro-
blemes d’élasticité et de viscosité tridimensionnels ou bidimensionnels pour dériver de nou-
veaux modeéles réduits bidimensionnels ou unidimensionnels. L'importance de ces derniers qui
sont obtenus réside dans le fait qu’on peut les utiliser a la place des modéles tridimensionnels
complets lorsque 1’épaisseur est suffisamment petite. En outre, les modéles bidimensionnels
ou unidimensionnels sont plus simples que leur contrepartie tridimensionnelle ce qui facilite
leur étude. Ils permettent aussi d’effectuer des simulations numériques moins cotiteuses des
simulations tridimensionnelles.

Dans [3], Bayada et Lhalouani ont étudié un probléme de contact avec la loi de frottement de

Coulomb entre un matériau élastique et un joint élastique de faible épaisseur encastré dans un



support rigide. Paumier [18] réalise une modélisation asymptotique d’un probléme de contact
unilatéral d’une plaque mince, il a prouvé que ce probléme tridimensionnel avec frottement
tend vers un autre bidimensionnel sans frottement. La justification par I'analyse asympto-
tique des plaques élastiques donnée par Gilbert et Vashakmadze [13]. Dans [10], Benseridi
et Dilmi étudient le comportement asymptotique d’un probléme dynamique pour 1’élasticité
dans un domaine mince tridimensionnel avec les conditions de frottement de Tresca. Dilmi
et al., dans larticle [7] ont étudié le comportement asymptotique des systémes élastiques
avec des termes source et dissipatif non linéaires dans un domaine mince tridimensionnel en
présence la loi de frottement de Tresca. Dans le cadre de I’étude des problémes de viscosité,
Rodriguez-Aros et Viano dans ([21], [22]) justifient deux modéles pour I’étirement en flexion
d’une barre viscoélastique en utilisant la méthode d’expansion asymptotique. Dilmi et al., ont
étudié dans [11] 'analyse asymptotique d’un modéle mathématique impliquant un contact
friction entre un corps électro-viscoélastique et une base dans un domaine mince tridimen-
sionnel. Les auteurs dans [8], ont étudié 'analyse asymptotique des solutions du probléme
viscoélastique linéaire avec des termes dissipatif et source non linéaires dans un domaine
mince tridimensionnel.

Le lecteur peut également consulter certains travaux concernant des équations aux dérivées
partielles posées dans différentes domaines minces, voir par exemple ([9], [12], [14]).

L’objet de ce mémoire est ’étude de I'analyse asymptotique de quelques équations aux dé-
rivées partielles non linéaires dans un film mince ¢, quand I’épaisseur ¢ du film tend vers
Z€r0.

Ce mémoire se compose de trois chapitres que nous allons briévement décrire

Dans le premier chapitre 1, on va donner quelques notations et rappels d’analyse fonc-
tionnelle qui seront utilisés dans les différents chapitres de ce mémoire.

Le deuxiéme chapitre 2, est consacré a ’étude du comportement asymptotique d’un pro-
bléme parabolique associé aux équations élastiques linéaires avec terme source non linéaire
dans un domaine mince ¢ C R?, en présance d'une loi de frottement non linéaire sur une
partie de la frontiére, ce frottement est modélisé par la loi de puissance.

Tout d’abord, nous dérivons la formulation variationnelle du probléme et nous établissons
un résultat d’existence et 'unicité d’une solution faible, puis on passe a 1’étude de ’analyse
asymptotique. Pour cela, en utilisant le changement d’échelle et des nouveaux inconnus pour
mener 1’étude sur un domaine qui ne dépend pas de €. On cherche des estimations a priori en

utilisant les inégalités de Poincaré, Korn et Holder, ensuite en passant a la limite, on obtient



le probléme limite.

Dans le troisiéme chapitre 3, on s’intéresse a 1’étude de comportement asymptotique
d’un probléme hyperbolique associé aux équations viscoélastiques avec un terme dissipatif
non linéaire et la condition au limite de Fourier dans un domaine mince Q° C R3.

Nous étudions 'analyse asymptotique du probléme de la méme maniére que dans le deuxieme
chapitre. Le théoréme de convergence et le probléme limite sont obtenus aprés transformation
du probléme original en un probléme posé sur un domaine de référence fixe et une dimension

du domaine tend vers zéro.



Chapitre 1
Outils mathématiques

Résumé. Ce chapitre est consacré a rappeler quelques préliminaires mathématiques qui
seront utilisés partout dans ce mémoire. Les résultats sont donnés sans démonstration, car
ils sont standards et connus chez les lecteurs comme ils peuvent étre trouvés dans beaucoup
de références de mathématiques. Voir par exemple ([1], [4], [16]). Nous supposons dans ce
chapitre que € est un domaine R? (d = 2 ou 3).

Contenu

1.1 Quelques espaces fonctionnels.
1.1.1 Espaces de Lebesgue.
1.1.2 Espaces de Sobolev.
1.1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles.
1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelles.
1.2.1 Convergence faible et convergence faible étoile.
1.2.2 Résultats de compacité.
1.2.3 Dérivations au sens de Gateaux.

1.3 Lemmes de Gronwall.



1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions a valeurs
réelles qui nous aident & comprondre les propriétés des espaces appropriés a la mécanique.
Nous allons définir les espaces de Lebesgue (les espaces des fonction p-intégrables), les espaces
de Sobolev et les espaces des fonctions & valeurs vectorielles.

Dans la suite, on désigne par D(€2) est ’ensemble des fonction de C* a support compact K C
), c’est-a-dire 1‘espace des fonctions tests sur Q. D’'(£2) 'espace des distributions sur €2, ¢’est-

a~dire I’espace des formes linéaires continues sur D(£2) (le dual topologique de D(f2)).

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1.1 Soit p € [1,4+00[. On appelle l’espace de Lebesque LP (§2) l’ensemble
LP(Q) ={v:Q — R;v mesurable sur € et / [v|Pdz < 400},
Q

Uespace LP(S2) est un espace de Banach muni de la norme

1
1ol rey = (/ |v|pdac> .
Q

Sip=+o0 etv:Q — R mesurable, alors on définit lespace L>(2) par

L>*(Q) = {v : Q = R;v mesurable sur Q et sup ess|v(x)| < +oo},

€N
ot

supess|v(z)| == inf{M > 0;|v(z)| < M presque partout dans Q},
€N

Uespace L>®() muni de la norme
V]| 2= (e := supess|v(z)],
e

et aussi est un espace de Banach.

Dans ce qui suit nous allons rappeler quelques propriétés des espaces LP(S).

Soit 1 < p < oo un réel. On pose q = ﬁ et on dit que q est l’exposant conjugué de

p. L’exposant q est caractérisé par 117 +% = 1. Pour p = 1(resp. p = 00) nous posons

naturellement ¢ = oo(resp. ¢ = 1).



Théoréme 1.1.1 Soit p € [1,+0o0], les espaces LP(§2) vérifient les assertions suivantes

1) Les duauz des espaces LP(S2), pour p € [1,+o00|, vérifient (LP(Q)) = L1(Q).

2) Les espaces LP(S)) sont des espaces réflexifs pour p €]1,4+00].

3) Les espaces LP()) sont des espaces séparables pour p € [1, +o0l.

4) D(Q) est dense dans LP(QQ) pour p € [1,400[,c’est a dire que pour tout w € LP(QY) il existe
une suite u, € D(Q) telle que

Tim lu — up| e = 0.

5) De toute suite de Cauchy dans LP(S2), avec 1 < p < 00, on peut extraire une sous-suite

qui converge presque partout dans 2.

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Holder) Soient u € LP(Q) et v € LI(Q) avec 1 < p < 0.
Alors uv € LY(Q) et

| okt < ulllllleco
Corollaire 1.1.3 L’espace L*(Q) muni du produit scalaire

(u,v) = / w.vdz,Yu,v € L*(Q),
Q

est un espace de Hilbert. De plus on a linégalité de Cauchy-Schwarz

[{w, 0)] < flull 2y [0l 22

1.1.2 Espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les outils fondamen-

taux de dériver la formulation variationnelle.

Définition 1.1.2 Soient Q un ouvert de R. L’espace de Sobolev HY(Q) est défini par

0 _
HYQ) = {u € L¥(Q); 8—“ € L*(Q),Vi € 1,d},
T
ot % est la dérivée partielle de u au sens des distributions.



Proposition 1.1.1 Mun: du produit scalaire

(u,v) = /Q(u(:c)v(:z:) + Vu(z).Vo(x))dz,

et de la norme )

2
Jullnco o= ([ (uto) + 19 Fra )
Uespace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.4 (de densité) Si Q) est un ouvert borné régulier de classe C*, alors D(Q)
est dense dans H'(Q).
Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H'(Q), ces

espaces sont tres utiles pour les problemes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.1.3 L’espace de Sobolev H}(Q2) est défini comme l'adhérence de D(Q?) dans
HY(Q). Autrement dit

Hy(Q) = {u € H'(Q),3v, € D(Q) telle que v, — u dans H'(Q)}.
Définition 1.1.4 Le dual de espace de Sobolev Hy(Q)) est appelé H ().

Proposition 1.1.2 L’espace H () caractérisé par

d
I
HY ) ={l=1I+ E gz avec lo,li, .., 1g € L*(Q)}.
X
i=1

Muni de la norme

[Ullz-1@ = sup  {,v)g-19)xui@):
||U||Hé(9)§1

lespace H1(Q) est un espace de Banach.

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné de RY. Il existe une

constante Cq telle que pour toute fonction u € Hy(S2)
lullz2@) < Coy[Vull2)-

Proposition 1.1.4 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier de R? (par
exemple Q de classe C' avec Q) borné); alors pour tout u,v € HY(Q), on a la formule

de Green

/u(m) g;’i (x)dx:—/v(x) SZ (m)dx—i—/v(m)u(m)mdf, i=1an,

Q Q o0

ot n; est la normale unité extérieure a OS).

10



1.1.3 Espaces des fonctions des valeurs vectorielles

Nous allons introduire maintenant des outils supplémentaires qui sont fondamentaux pour
les étude des problemes dévolution. Soit 0 < T' < oo et soit (X, ||.||x) un espace de Banach

réel.

Définition 1.1.5 Soit X un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p €
[1,4+00], on note L*(0,T, X) l’ensemble des fonctions Lebesgue mesurables définies sur]0,T|
et 4 valeurs dans X, telles que Uapplication t — ||u(t)||x soit dans LP(0,T). L’espace

LP(0,T; X) est un espace de Banach pour la norme

1
T P
ol = ([ lu@lr) " s 1<p<oc
0

||| Lo 0, x) := inf{c > 0;||u(t]|x <, t€]0,T[}, si p=oc.

Uespace C([0,T]; X) est un ensemble des fonctions continues dans [0,T] d valeurs dans X.

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants

Proposition 1.1.5 Pourp € [1,400[, on a

1. Si X est séparable, alors LP(0,T; X)) est aussi séparable.

2. Si X est réflexif, alors LP(0,T; X) est aussi réflexif.

3. Soient X et Y deux espaces de Banach, tel que X est inclus dans Y , avec injection continue,
alors il existe une injection continue de LP(0,T; X) dans LP(0,T;Y).

4. 91 (X, {.,.)x) est un espace de Hilbert, alors L*(0,T; X) est aussi est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire défini par

(oo = [ () v(O)xit

5. 51 X est un espace de Banach réflexif et X' son dual, alors

’ 1 1
(LP(0,T; X)) = LU0, T; X'), 1 <p,g<oo, —+-=1,
P g

(L'(0,T; X)) = L>(0,T; X ),

ou (L*(0,T; X)) représente le dual de l’espace LP(0,T;X),1 < p < oo.

11



Théoréme 1.1.5 (Bochner) Une fonction u : [0,T] — X mesurable est intégrable si et

seulement si t — ||u(t)||x : [0,T] — RT est intégrable. Dans ce cas

I [t < [ v

Lemme 1.1.1 Si u € LP(0,T;X) et % € LP(0,T;X)(1 < p < 00), alors u est apres

modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de |0,T[, continue de [0,T] — X.
C’est-a-dire w € C([0,T]; X).

Théoréme 1.1.6 Soit (X, (.,.)x) un espace de Hilbert et soit u :]0,T[— X une fonction
telle que uw € LP(0,T; X), et 3 € L?(0,T; X), alors
1. La fonction t — ||u(t)||x est une fonction absolument continue sur ’espace |0,T7.

2. thHu( WA = (dt, (t ))X, presque partout dans ]0,T7.
3. u(®)1F = S + J; (%62, u(s)) _ds, v 0.7

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous donnons quelques préliminaires sur la convergence faible et la

convergence faible étoile. Extrait de [4].

1.2.1 Convergence faible et convergence faible étoile

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||x on note par X’ I'espace dual de X ,

et par (.,.)x/xx le produit de dualité entre X et X'.

Définition 1.2.1 On dit que la suite (u,) € X, converge faiblement vers u € X, et on note
Uy, — U, ST

lim <U7Un>X’><X = <U,U>Xlxx, Yo e X',
n—00

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite u,,.

Proposition 1.2.1 Soit u, une suite de X, on a

1. St u, — u fortement, alors u, — u faiblement.

2. Si u, — u faiblement, alors ||u,||x est borné et ||u|lx < liminf|u,| x.

3. Si u, — u faiblement et v, — v fortement dans X' (c’est-a-dire lim,,_, ||v, — v||x» = 0),

alors 1imy, o0 (Un, Un ) x/5x = (U, U) x7xx -

12



Théoréme 1.2.1 (Compacité faible des bornés du dual d’un espace réflexif)
Soit X un espace réflexif , et soit (u,) une suite bornée de X (c’est-a-dire il existe ¢ € Ry
tq : ||un|| < ¢ pour tout n € N) alors il existe une sous-suite encore notée (u,,) et u € X telle

que u, — u dans X.

Définition 1.2.2 On dit que la suit (u,) € X' converge faiblement étoile vers un élément
u € X' et on note u,, —* u, i im, o0 (Un, V) xrxx = (U, V) xxx, VveE X.

u s’appelle limite faible étoile de la suite (uy,).

Proposition 1.2.2 Soit u, une suite de X', on a

1. St u, — u fortement, alors u, —* u faiblement.

2. Si u, —* u faiblement, alors ||u,||x est bornée et ||u,||x < liminfju,|x .

3. Siu, —=* u faiblement et si v, — v fortement dans X (c’est-a-dire lim, o ||v, —v]|x =0)

alors limy, o0 (Un, V) x15x = (U, V) x7x X -

Théoréme 1.2.2 (Compacité faible étoile des bornés du dual d’un espace sépa-
rable) Soit X un espace séparable, et soit (u,) une suite bornée de X' ( c¢’est-a-dire il existe
C >0 t.q ||up]|x < C pour tout n € N, alors il existe une sous-suite encore notée (u,) et

u € X' telle que u, —* u dans X'.

Théoréme 1.2.3 ( représentation de Riesz-Fréchet) Soit X un espace de Hilbert reel

et (.,.)x un produit scalaire de X, pour tout v € X', il existe u € X unique tel que
(v, w)xixx = (u,w)x, YweX,
de plus on a [lu|lx = [|v]|x".

Proposition 1.2.3 Soit V un espace de Banach uniformément convezxe.

Soit (x,) une suite dans V' telle que x, — x pour la topologie faible o (V,V') et
limsup ||z, || < ||z,

alors x,, — x fortement .

13



1.2.2 Reésultats de compacité

Pour plus de détails voir le livre de Lions [16].

Définition 1.2.3 Soient Q un ouvert de R? et T un réel strictement positif. On note Qr le
cylindre défini par Qr =)0, T[xSQ.

On définit I'espace

1Qn) - {ue 2@n: G e an |,

ot
1
2 2
LQ(QT))

Remarque 1.2.4 L’espace H (Qr) est de Hilbert pour la norme définie ci-dessus.

qui ’on munit de la norme définie par

ou
ot

2
ull g = (||u||L2(QT) T ‘

Théoréme 1.2.5 L’injection de H'(Qr) dans L*(Q1) est compacte.

Théoréme 1.2.6 Soient By, B et By trois espaces de Banach avec By C B C By (l'injection
est algébrique et topologique). On suppose que l'injection B — By est continue. Soit T est

fini et 1 < pg,p1 < 0o. On suppose By et By sont réflexifs et on définit

W = {u :(0,T) = By :uw € LP(0,T; BO);% e LP(0,T; Bl)}.

L’espace W est un espace de Banach réflexif pour la norme

ou

iy = Vel + | 5

LP1 (07T§B1)

Théoréme 1.2.7 Nous supposons que l’injection By — B est compacte. Si 1 < pg,p1 < 00,

alors Uinjection de W dans LP°(0,T; B) est compacte.

Lemme 1.2.1 Soit © un ouvert borné de RE xR, et g, g des fonctions de L? (0) ;1 < ¢ < oo
telles que

HgMHLq(@) <c et 9u — g p.p dans @,

alors
g, — g faible dans L(O).
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1.2.3 Dérivations au sens de Gateaux

Soit X un espace de Banach. On note X’ le dual topologique de X c’est a dire 'espace
des formes linéaires continues sur X. Nous noterons par (., .) y., y le produit dans le dualité
entre X' et X.

Définition 1.2.4 [15] Soient V' une partie d’un espace de Banach X et J : V. — R.
Siu €V, on dit que J est dérivable au sens de Gateaur (ou G-dérivable ou encore G-
différentiable) en u, s’il existe | € X' tel que dans chaque direction z € X ou J(u+1tz) existe
pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J.(u) existe et on a
J tz) —J
lim (u+tz) (u)

t—0t t

= <l7 Z>X’><X ‘
On pose J (u) = 1.
Autrement, on dit qu'une fonctionnelle J : V' — R est différentiable au sens de Gateaux en

u €V de dérivée g(u) € X' si, pour tout h € X :

lim © [J(u+t2) = J (u) — (g(w)s th) gy ] = 0.

t—0F

Exemple 1.2.8 Soit Q C RY, d > 3; un ouvert, pour p € ]1;+o00| on définit une fonction-

nelle

J o WH(Q) —R

u — J(u) = / |Vul? dx,

Q
alors J est différentiable dans W[ () et
J (u) (v) = p/ |Vul? Vu.Vode, Yve W] (Q).
Q
On consideére la fonction ® : R* — R, définit par ®(z) = |z|”, c’est une fonction de classe
C', et VO = plz[P> z en effet
P -0
iy 2102

t—0t

=plzfPzy, VyeR™

Comme conséquence

lim |Vu(z) + tVo(z)|’ — |[Vu (z)[’

t—s0+t t

=p|Vu ()" Vu (z) Vo (z),

15



par le théoréme des accroissement finis, pour presque tout x € ) et pour ¢ > 0; il existe une

fonction 6 a valeur dans |0; 1] telle que I'on puisse écrire
\Vu(z) + tVo(z) [ — |Vu ()" = tp|Vu (2)]P > Vu (z) . Vo (z) (1.1)
= tp|Vu(z)+0(z,t)tVo ()P (Vu (z) + 6 (x,t) tVv (2)) . Vo (z)
—tp|Vu ()P Vu (z) . Vo (z).
En divisant par ¢, on obtient pour presque tout x

lim IVu(z) + tVo(z) | — |Vu ()] —tp |Vu (2) P> Vu (z) . Vo (z)

t—0t 13

=0.

D’autre par, on peut majorer le deuxiéme membre de 1’égalité (1.1) divisée par ¢ par
f (@) =2(IVu (@) + Vo (@) |Vo ()]
En utilisant en suite 'inégalité de Holder, on a
|1 @lds < el9olla (IValtzey + 19015 )
On peut dent appliquer le théoréme de convergence dominée et conclure a
J (u) (v) = p/ \Vul"~? Vu.Vodz, Yoe WP (Q).

Alors J est Gateaux différentiable.

1.3 Lemme de Gronwall

A la fin de ce chapitre, nous passons en revenue le lemme de Gronwall qui intervient dans
de nombreux problémes aux limites, en particulier pour établir 'unicité de la solution, ainsi

que pour former les estimations & priori.

Lemme 1.3.1 Soient u,v € C([0,T];R), telles que u(t) > 0 et v(t) > 0 pour tout t €
[0,T],a > 0 une constante, et w € C([0,T]; R).
1. Si

w(t) < a+/0 u(s) +/0 v(s)w(s)ds,Vt € [0,T],

w(t) < (a + /Otu(s)ds) exp (/Otv(s)ds) ¥ € [0,7).

16
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2. 8i

w(t) <u(s)+ a/otv(s)ds,Vt € 0,77,

alors

/Otw(s)ds < exp(aT) /Otu(s)ds.

Corollaire 1.3.1 Si v € C([0,T];R) tel que v(t) > 0 pour tout t € [0,T], a > 0 une
constante et w € C([0, T];R) est une fonction telle que

w(t) <a+ /tv(s)w(s)ds,Vt € [0,77,

alors

w(t) < aexp (/Otv(s)ds> € [0, 7).

17



Chapitre 2

Comportement asymptotique pour le
systéme d’élasticité avec un terme source

non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de comportement asymptotique d’'un
probléme dynamique pour 1’élasticité linéaire dans un domaine de faible épaisseur ¢ C R3
avec un terme source af|uf|P~2u° et la condition de fortement non linéaire sur une partie
de la frontiére et la condition de Dirichlet sur ’autre partie. Notre objectif est d’étudier le
comportement asymptotique de la solution lorsque ¢ tend vers zéro.

Contenu
2.1 Description du probléme.
2.2 Formulation variationnelle du probléme.

2.2.1 L’existence de 'unicité de la solution.

2.3 Changement du domaine et estimations a priori.

2.4 Théoréme de convergence et probléme limite.
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2.1 Description du probléme

Nous considérons un probléme associé a des déformations d’un corps élastique homogéne
et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince Q° borné de R?, avec une surface
frontiére réguliere I'* partitionnée en trois parties mesurables @, I'§ et I'S, ott w est un domaine
borné de R? d’équation x3 = 0. On suppose que w est la frontiére inférieure du domaine, I's
la frontiére latérale et I'S la surface supérieure définie par I’équation z3 = eh(z1, x3), ol € est
un petit parameétre destiné a tendre vers zéro (0 < & < 1) et h(-) est une fonction définie sur
w telle que

0 < h = hpin < h(z1,72) < hiaz = h,V(21,72) € w.

On note par x = (2/,z3) € R?, 2/ = (11, 23) € R?, donc le domaine physique Q¢ est donné
par
QF ={(2/,25) €ER®: 2/ € w,0 < w3 < ch(z))}.

a3

FIGURE 2.1 — Le corps élastique €2°.

On note par u®(x,t) = (uj(x,t),u5(x,t),u5(x,t)) le champ de déplacement et o°(+) le tenseur

des contraintes dont les composantes o7;(-), (1,4, < 3) sont données par la loi suivante

ous N ous
(’)xj 8xz ’

3
€ ()€ € € . € 1
O',L-j(u ) = 2,ud”(u )+ )\;dkk(u )(5@',1 < 1,] < 3, et dw(u ) = 5 <
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ol A, p sont les coefficients de lamé, d;; (-) le tenseur des taux de déformations et d;; est le

1,sii=7,
5ij: j
0, sii# 7.

L’équation qui gouvernement les déformations d’un corps élastique homogeéne et isotrope avec

symbole de Kronecker

un terme source non linéaire en régime dynamique est la suivante
ou’
ot

ou f¢ = (ff, f5, f5) représente une densité massique des forces extérieures, p, o, p € R

p—— — div(o®(u®)) + of|u P *uf = f°, dans Q°x]0,T], (2.1)

tel que 2 < p.
Nous allons maintenant décrire les conditions aux limites, pour cela on définit les composantes

normales et tangentielles du déplacement u® par
e __ &g g __ g g
u;, =u.n, Ul =u" —u,.n,

Pour les composantes normales et tangentielles du tenseur des contraintes o° la définition est

la suivante

o, = (0°.n).n, oo =o°n—(o))n,

ou n = (ny,n3,ng) la normale extérieure unitaire sur I'°.

e Nous supposons que le déplacement est connu sur I'{ x]0, T'[ et 'S x]0, T'[
u® =0 sur I'7x]0, 77, (2.2)
u® =0 sur I'7x]0,T7.

e Sur wx|0, T le déplacement est supposée inconnue et il vérifié la condition suivante
u*n =0 sur wx]0,T]. (2.3)

e Nous supposons aussi l'existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par la

loi de puissance qui s’écrit sous la forme

O-i _ —]{JE(JZ,) (|uelq—2 UE)T’ sur wX]O,T[, (2.4)

tel que k° : w — Ry le seuil de frottement (coefficient de frottement) et i + % =1.

Le probléme(2.1)-(2.4) est complété par la condition initiale suivante
u(x,0) = Jg(x), Vo e Q. (2.5)
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Remarque 2.1.1 Sur wx|0,T[ la troisiéeme composante du déplacement est nulle
u; =0, sur wx]0,T7,
en effet, d’apres la condition (2.3) on a
ut.n =uj.ng +uing +uzng =0 surwx]0,T7,

oun = (n1,n2,n3) = (0,0,—1) est le vecteur normal unitaire extérieur ¢ w. Donc u§ = 0 sur
wx|0,T7.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Dans cette section, nous construisons une formulation variationnelle du probléme (2.1)-

(2.5). Pour cela, nous définissons le convexe fermé non vide de H'(Q°)3
Ke={ve H' ()P :v=0 sur T5UT5, vn=0 sur w},

et pour simplifier ’écriture, on note

a(u,v) =2u Z /E dij(u)d;;(v)dx + )\/ div(u)div(v)dz, Yu,v € H'(Q°)?,

ij=1 Qs

e (us0) = / k() (JulT20). v, da

Ot af.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur K¢ x K°.

Lemme 2.2.1 Si u® est une solution réquliére du probléme (2.1)-(2.5), alors elle vérifie le

probléme variationnel suivant

Trouver u® € K® tel que
(PE)" S (0%, ) + a(u, ) + o ([ufP~2us, ) + jo (v, @) = (f<,9), Vo€ K5, (2.6)
u(2’,0) = Jo(z’).

Preuve. En multipliant I’équation (2.1) par ¢, ot ¢ € K¢, on intégre sur ¢ et on utilise

la formule de Green, on obtient

8uf e 3% e 5 e|p—2,,& €
p—mpidr+ | oh—dr— [ ofnjpidr+a |u; [P72us pide = | ffpida. (2.7)
(913 at = ax] 5 Qe Qe
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La condition aux limite (2.2) implique que

/ Ufj.nj.goidx:/(j nj.(gi)dx'
Ie w

) 5 — ~€ € . N =
D’autre part, of;.n; = o5 + 0;,.n; et p;n; = 0 sur w, alors

/ afj.nj.gpidx:/ai.(go)fdx’.
Ie w

En revenant a (2.7), on obtient

ou; 0p;
/ P golda:+/ Oigjago dx—/oi.(ap)Tda:’+/ KE|us P20 ppdr = | ff.pida.
(913 iL'j w e Qe

0% = —k* (|

. 0p;
iia—dr =alu
/Q %5, (v, ),

on obtient la formulation variationnelle suivante

out
(PW,SO) +a(u®, ) + o (Jus P20, ) + o (u, ) = (f5,9), Ve € K*.

2.2.1 L’existence et ’unicité de la solution.
Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses
fe € L*(0, T.L*(2)%),
o € HY(QF) N LP(F)3,
k¥ € L™ (w), tel que 0 <k <k*(z) <K,
il existe une solution unique u® de (2.6), telle que
u € L0, T, H(Q°)*) N L>=(0, T, LP()?),

ous
ot

(0, T, L*($¥)?).

22

(2.8)

(2.9)



Preuve.
A) L’existence. La démonstration du Théoréme 2.2.1 sera effectuée en trois étapes :
a) Solution approchée : on construit des solution approchées par la méthode de Faedo Ga-
lerkin.
b) Estimation a priori : on établit sur ces solution approchées des estimations (majorations)
a priori.
c) Passage a la limite : en utilisant la propriété de compacité dans le terme non linéaire.
Etape 1 : Solution approchée.
On introduit une suite (w5) des fonctions ayant les propriétés suivantes

® Vj; w5 € H' () N LP(QF)?,

® La famille {w], w5, w3, ....w5,} est linéairement indépendante,

® L’espace K&, = vect{w§, w§, w;, ...w:, } engendré par la famille {w5, w§, w3, ....,ws,} est
dense dans K¢ N LP(QF)3.
Soit us, = u$,(t) une solution approchée du probléme (2.1)-(2.5) tel que

c(t) = anm(t)wj,m =1,2,3...,
j=1

qui vérifie le systéme d’équations

au £ ) £ £ 3 — £ £ . 3
(%505 ) + 00 )+ 02Ul 05) 4 a5 5) = (Fou) 15 <, (210

qui est un systéme non linéaire d’équation différentielles et sera complété par la condition

initiale suivante

us, (2,0) = Jop, = Z jmw; =Yg quand m — oo in H'(Q°)* N LP(Q)* (2.11)

comme la famille {wj, ws,...,ws,} est linéairement indépendante, le probléme (2.10)-(2.11)
posséde au moins une solution u, dans l'intervalle [0, ¢,,].

Etape 2 : Estimation a priori.

En multipliant I'é¢quation (2.10) par 7, (t) et en effectuant la sommation sur j =1 a m, on

trouve

8u ous, n . ou, N 0 P2 ous, v ou;,\ ou;,
P ot ot @\ Ume oy o Tl =5 ) Ja o =57 ) = L )

(2.12)
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D’autre part, en utilisant la dérivée au sens de Gateaux nous avons

ous, 1d, .
(102050 252 ) = 2 O 213
et 5
N 13 u"ETL &'7 g
i (1 ) = 2 N0 O e 214
on a aussi
ous, d A
o (15 %) = G IO s + St O e | (215)

En utilisant les formules (2.13)-(2.15) dans Eq. (2.12), on obtient

Our (2) d 2 A 2
5 — | [l g, (t cyaxs + = || div(us, (t .
p‘ ot L2(0¢)3 N dt {“ [z, ( )||L2(Q yaxs T 9 [ div(ug, ( ))HLz(Q )
ac d > 1d,,,.
gl Ol + ) 7w ELTAG]

3@6%@)
En intégrant la derniére équation sur |0, ¢[ et en appliquant les inégalités de Holder et Young,
t
2!
0

< @+ N[Fom 3 aeys + = IWOmHLp aeys R om a2

t p t
2 [ 1O apds+ 4 [
0 0

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Korn

on déduit

2

ous, (s)
ot

&€ Oéa
ds + plld(u, (D) |Z20es s + — s (D170 e (2.16)
L2(Q#)3 p

2

O (5)

ds.
ot °

L2(Qs)3

Crellum Ol e < ld(us, (Ol Z2pses,

donc 'inégalité (2.16), sera

e/t
20

< 2p/ 1 ()12 ey9ds + (2t + M Poml i1 ey + a1 Pom 2oy + Ko l[Pom e,

)

8ufn(s) ? € 2 a
—— ds + pC |, () 71 eys + gl\u s 0e)e

ot

L2(QE)3

24



comme
t
2p/ 1 () IZ20ey9s + (21 + M Pomlirr s + 0 1P0ml[ o0 + Kol Poml| a2
0

< C*% Vm e N~

Ot CF est une constante indépendante de m. Alors, on obtient

Etape 3 : Passage a la limite.

2

ous,(s)
ot

+ s (O eys + N5 (D117 00 < C°. (2.17)
Lo(0,T5L2(Q9)%)

D’aprés l'estimation (2.17), on conclut

uS, bornée dans L™ (O, T; Hl(Q‘E)s) N L™ (0,T§ LP(Q€>3) ;

ag;” bornée dans L? (O, T; LQ(QE)3) ,

on en déduit qu'on peut extraire une sous-suite u;, telle que

ug, = w dans L (0,T; H'(°)*) N L (0,T; LP($F)?) (2.18)
duz,  du o .
% ot dans L (0,T; L*(9°)?),
On a les suites u;,, 38;” sont bornées dans L? (0, T'; L*(QF)?3), alors par le lemme de compacité

de Lions [16], on peut déduire

¢ fortement
m

u® dans L? (0,7 L*(Q°)%) .

D’autre part, comme i + % = 1, nous avons

| o= [ i< ce
£ £

Donc [us,|P~?us, est borné dans L™ (0,T; LY()3), ceci implique que |us,|P~?us, — x° dans
L>(0,T; L9(QF)?). Mais comme ué, — u® dans L* (0, T; L*(92)?), on trouve

s, [P2us, — x° = [uf|P~*u® dans L (0,T; LY(QF)?) . (2.19)

Maintenant, soit j fixé, et { > j. Donc d’apreés (2.10), on a

au 1> 3 1> g 1> - € 1> € -
(#5505 ) + aluf )+ o° (WP u) + o) = (Fwi) 1 <G <L (220

25



D’autre part, de (2.18) et (2.19), il résulte

(ug P~ 2ul,w§) — (|u5|p_2u€,w§) dans L*(0,7),
ouj . ou® -
((‘% j) (at : j> dans L>(0,7),

a(uj,w;) — a(u®,w;) dans L>(0,T).

donc

Par conséquent, lorsque [ — oo la formule (2.20) devient

ou® L o
(P TR ) +a(ut,ws) + af (Juf P72, ws) + go(uf,we) = (f5,ws),

pour tout w; € K7, et tout 1 < j <m.
Par densité de K¢, dans K¢ N LP(Q°)?, on conclut que

out
<pg,s@> +a(u, o) + o (JuU P20, ) + jo(u, ) = ([, ), Vo € K°. (2.21)

Ainsi, u® satisfait (2.1)-(2.3).
B) L’unicité de la solution.

Soient u®! et u=? deux solutions du probléme (2.6). On a

ausl 13 1) € — £ S 13 £ €
( o ,<p> +a(ut, @) + o (Ju™'P2u o) + 0wt ) = (f5,9), Ve € K5, (2.22)

et

8u€2 -2 ¢ ce( € € €
( o ,<p> +a(u™?, @) + o (Ju?[P72u™2 ) + o (u™, ) = (f5,9),Vp € K5, (2.23)

En choisit ¢ = u®? —u®! dans (2.22) et ¢ = u>' —u®? dans (2.23), puis en sommant les deux

équations, il vient que

) (8(%,1@2 ua?)’usg _ uz—:,2) L (us,l s et — us,2)

aa (’ua,1|p—2ua,l o ‘UE’Q

ut u —u’)

+js (us,l,us,l _ u€,2) . j; (us,Q’ uz—:,l - us,Q)
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En utilisant le fait que

et

on conclut que

da
Pt

Maintenant, par l'intégration de (2.24) sur |0, ¢[, on obtient

t
o = 02 s+ [ 6) = 025 e s <0,

Dot us! = u®? ce qui achéve la démonstration.
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2.3 Changement du domaine et estimations & priori

Notre domaine )¢ est variable en €, donc pour étudier I’analyse asymptotique du probléme
on va d’abord transformer le domaine €2° en un domaine fixe ). Pour cela, nous utiliserons

la technique de changement d’échelle

Donc le domaine fixe €2 est défini par
Q={(2)eR: 2 cw0<z<h(z)}.

On note I' = w U T, UTY, sa frontiére.

I
|
| Iy

]

|h
i I
| L, T3 !
re e h £ :
| 1
| 1

S el

e o P>
Le domaine Q° Le domaine

FIGURE 2.2 — Passage de )¢ a ().

Nous définissons sur €2 des nouveaux inconnues

ﬂ§($,72,t) Ui(l‘l,l'g,t%

i\[/g(x,7 Z? t) = u;(x/J xg? t))

a5z, 2, t) = e g (w, 23, 1),

pour les données du probléme, on suppose qu’elles dépendent de € de la maniére suivante
fila! z,t) = € fF(x,ws,1),i = 1,2,3,
k=cks,a =2,
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avec fi,z’ =1,2,3, ket & indépendants de ¢.

De plus, nous définissons des espaces des fonctions sur €2
K={pcH(Q)?: p=0sur ' Uy et o.n = 0 sur w},

(K)={pec H(Q)?:p=0sur [, UT},
v
"0z

V. est un espace de Banach, muni de la norme

V.= {U € L*(Q)? € L*(Q)?* v=0sur Fl},

1
2
LQ(Q)2> '

ov

Jollv. = <HvHL2<Q |5

(2.25)

(2.26)

(2.27)

En multipliant (2.6) par ¢, et en passant au domaine fixe 2 on montre que le probléme (PK?)

est équivalent au probléme (PK) donné par

(

Trouve u°® € K, tel que
€p2<
(PK) § +ae2(ja5r2a5, @) + J, (@7, 9)

Zil (fu%) +e <f3,¢73) Vo € K,

\ E<O) o,

2
o) +etp (%) +alas, @)+ o Y (lasP %, ¢)

=1

>

ol

i, @) }:/kWVQMZ

a Ag ~ a@l /
W, p) = pe 22(/‘(8x] >éh%dxdz
i,7=1
@901 8@3
2 2 /
—l—uE /( )(az—l—e axi)d:cdz
+2 52/ 8— 024 2'dz + \e? /dw( ).div(p)dzdz

et

z

(2.28)

Nous essayons maintenant & chercher des estimations a priori sur 4°. Pour cela nous avons

besoin d’établir les lemmes suivants
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Lemme 2.3.1 (Inégalité de Poincaré) Rappelons que 0 < h(z') < h,V2' € w. On a
["inégalité suivante
ous

0z

L i=1,2.

i ey < H
L2(Q)

Preuve. Pour tout 0 < z < h(z') < h, on a

[CHONPN
"EL;:(.CL’/, 2y t) = / 8612 (':C/7 CJ t)dc + ﬂf(&?/, h(ﬂf/), t), 1 =1,2.

et puisque 45 (2, h(z'),t) = 0,7 = 1,2 sur I'y, il revient
’l)?(.%l,z,t) = _/ aig(x/,c,t)dc, 1=1,2.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

s - (M) ou 2
el <h [ SR G| A =12,
et par intégration en z de 0 & h(z), on obtient
h(z) 3 h(z") i 2
| cnpac< [0SR o] i =12
0 0 a¢
en intégrant cette fois sur w, on trouve
N oaE
0z || 12(0)
OJ
Lemme 2.3.2 (Inégalité de Korn) Pour tout ¢ € K¢, on a
CrlVelLaaeya < d(@)l72(e)xs, (2.29)
ot C'k est une constante positive ne dépend ni de € ni de .
Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses suivantes
a 3
i aJ; € L2 (0,7, L*()%) , ¥o € H'()* N L2~V ()2,
il existe une constante ¢ indépendante de € telle que
2 A2 N 2
out 0us )
2. H |l * \ S I A (2:30)
i=1 “ 2@ Tillz@)
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2 2 2

(TE ou§
+ + g3l < ¢
]Z—l 0%illrzey I 9% lliz) e
2 SN (12 AT
(e
_0i; 2 2.1 oas)? ‘ AR
+ + e— + |l —== <e.
]Zl 0; |l 20y O 20 Ol 20
Preuve. Soit u¢ la solution du probléme (2.6), on prend ¢ = 2% donc
ou® ou’ n . ou® 4o [ us e ou® n . ou® = ou®
a of | P, — =
P\t or ot o) T\ ot )
d’ou
Au (s) ||” 1d af 1 ou®
—— — —[|(k)a =(f,—=.
o5 B 0 I s IO | = (5
Par intégration sur ]0,¢[ nous avons
t 2
0w (5) 5 K
/)/ ot ds + a(u”, u%) + _H190||Lp @3t HU ”Lq(w
0 L2(0=)3%3

** € 868
< 20+ 3N Vo [faaepes + 5 TN ~ 1ollz 2”/ (f ) 8£))d8’

[ (779 2502 Y s = 2077, 20700 00) -2 | t (25 o)) .

en utilisant 'inégalité de Poincaré

comime

||UEHL2(Q€)3 < €B||VUEHL2(95)3X3,

et 'inégalité de Young
2 2
ab < 7}2@— +n?

2 2’
(025

)12 4eh? e 272 pe 2
< pCk||[Vus |2 qeyaxs + —— uC Hf HL2(QE + 4R f2(0)[| 722 )3

V(a,b) € R?, ¥y,

on obtient

(2.32)
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ore(s)|?
ot

De (2.32) et de l'inégalité de Korn (2.29) on obtient 'existence d’ une constante Cx > 0

ds.

+HV OHLQ(QE)3X3 —|—,U K HVu (S)HLQ(QE)Q,X?,dS—'—
0 wCrJo

L2 (Q)S

indépendante de ¢ telle que

a&

< ,LLCK/ IV (8)[| 72 (e s ds + (14204 3N) [ V0o |72 0 axsF — ||190||L,,(QE axs+— s Hz?OH
452h2 afe(s)||?

ds.
ot °

4(eh?
N s+ RS O s+ [

L2(QE)3

En multipliant (2.33) par ¢ et en utilisant ’égalité
52||fa||%2(96)3 = 5_1||f||%2(9)3
on obtient
af t
MCK€HVUEH%2(QS)3XS + ?5HU (s )HLp gy S MCK/ 5HVUE(3)H%2(QE)BXSCZS + A,
0

ou A est une constante ne dépend pas de € avec
3 d 3 **
A = (1 + 2,LL + 3/\)||V'190||%2(Q)3><3 + 5“790”?}(9 ||190||Lq(w

472 4h_2

12
_ 3f
+4h2||f(0)|’%2(9)3 +— Cr ||f||Lo<>(0TL2(Q WCh

L2(0,T,L*(2)*))

En utilisant maintenant le lemme de Gronwall, on trouve
1 € €112
g““ Ir(eys + ElVU [[Z20eysns < e

Donc l'estimation (2.30) est démontrée.
Pour montrer 'estimation a priori (2.31), on dérive (2.21) par rapport ¢, puis on prend

p = 8t , on trouve

Out dut + Ou” ou” +(p—1)a (] a|p—2au8 0u®
oot ) "\ ot o L L TR
ou® Ouf
-1 € aq—2_'
+a=1) [ e S
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afc ow
ot ot
comme [ k°|uf|1729% 9 dy! > 0 et (|uf|Pm2%%-, 22) > 0, on obtient

2 (6u5 8u5> <8u5 8f5>
+a _7_ S _7_ *
Loaey? ot ot ot ot

En intégrant sur |0, ¢[ et utilisant I'inégalité de Korn (2.29), on trouve

pd
2dt

ous
ot

2 2

8 5 t a €
P a“ v ouCk [ ||v 8“
t L2(Qa)3 t LQ(QE)3><3
ous, |I? P rofe(s) 8u5(3)>
= 0 +2 , ds,
p‘ Y Loy /0 ( ot ot
d’ou 'on déduit ) , )
ol 2 +2uC / v (2.34)
at L2 QE)B 0 at L2(Q5)3><3
Oue ous ||*
< P‘ . (0) + uCr |V -
ot L2(Qe)3%3 ot L2(Qe)3%3
72 t € 2
+4 (ch) 9f*(s) ds + ,uCK/ Vau_(s) ds.
/,LCK 5’t LQ(QE)g 0 at LQ(QE)3><3

Maintenant, il faut estimer 2% (0). D’aprés I’équation (2.21), on déduit que
ot

(#5510):%) = (F(010) = a0 p) = o (Wal D) = J50u. ). ¥ € K,

donc

ou® e
| ( BT (0)790) | < ehl| f2(0) || z2@e)3 | Vel L2gaeys 4 (2p 4 3M) [P0l 1.8 |2l 1 oeys

1 1
2 2
+Oé€ (/Q ’190|2(P1)dx’daj3) ||g0HL2(Qe)3 + </ ‘ |2 q— 1)dl’> HQDHLQ(W)Q

< (ROl + 2= 3l el o

ah 2
(/ ENE 1>dx/dz) IVl 2@ + VEE, </| ). 2 1>dx) |22 ()2

multipliant cette derniére inégalité par /¢, on obtient

ou®
0 20003 < C'.
Ol <
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ou
C" = hl| £(0)| L2y + (2 + 3N)|[ Do 20y

1 1
+ah ( / |190|2(p1)da:'dz) + he(@)\/Fe ( / \(190)7|2(q1)d:c’> ,
Q w

en multipliant maintenant (2.34) par e, on obtient

2 2

ou® t ou®
pE U +uCK/5 vZ ds < B,
315 LQ(QE);; 0 8t L2(Qs)3><3
ol B est une constante ne dépend pas de ¢
a2 |of|
B=(C)+— a—{
HEK L2(0,T,L2(Q)3)
Donc lestimation (2.31) est démontré. O

2.4 Résultats de convergence et probléme limite

Nous avons établi dans la section précédente des estimations a priori sur la solution du pro-
bléme (2.28). La question qui se pose naturellement est de savoir quel sera le comportement
asymptotique du membrane élastique lorsque I'épaisseur est trés faible 7 Mathématiquement,
cela revient a savoir si le champ de déplacement u° admette une limite quand e tend vers
zéro et quel est le probléme vérifié par cette limite ? Dans cette section, nous allons essayer

de répondre a ces questions.

Lemme 2.4.1 Sous les hypothése du Théoreme 2.3.1, il existe uf € L*(0,T,V,)NL*(0,T, L*()),i =

1,2 tel que pour toute sous suite de u® notée encore u®, on a les résultats de convergences

sutvants
4 —uf,i=1,2, dans L*(0,T,V,) N L*(0,T, LP(9)), (2.35)
ot Our
(;; - 5:,@': 1,2, dans L*(0,T,V,),
ous 0%us
L L~ 0,4,5=1,2, dans L*(0,T, L*(Q 2.36
€ at 7€amjat ?Z7j Y Y ans ( Y Y ( ))7 ( )
aaze . 2 2
e 7 0,i=1,2, dans L*(0,T, L*(Q2)), (2.37)
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o0us

528—;: —0,i=1,2, dans L*(0,T, L*(Q)), (2.38)
52% — 0, dans L*(0,T,L*(Q)), (2.39)

a5 — uf,i = 1,2, dans L*(0,T, L*(2)), (2.40)

A P205 — |ui[P~ul,i = 1,2 dans L*(0,T, LY(Q)). (2.41)

Preuve. Selon le Théoréme 2.3.1, il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que

2

<ci=1,2

L*(Q)

ous
0z

Utilisant cette estimation et 1'inégalité de Poincaré

2

ous
0z

]2y < hH

i0=1,2,
L2(Q)
on déduit que la suite 4 est borné dans L*(0,T,V,) N L*(0,T, L*(R)), d’ou le résultat de
) ous
C(?nvergence faible. De méme d’aprés (2.31) et I'inégalité de Poincaré pour ==,
;j est borne dans L?*(0,7T,V,) et par suite converge vers une limite v, et comme 4§ — u},

(2.36)-(2.39), d’aprés (2.30), (2.31) et (2.35).

On a les sulte us, 88; ;i = 1,2 sont bornées dans L*(0,7,V,), donc d’aprés le lemme de

on déduit que

donc v =

compacité de Lions [16], on peut déduire
@5 — u; fortement dans L*(0,7T; L*(2)%),i = 1,2.

D’autre part, nous avons

~e|p—2ne|d

- / sPde < Ci = 1,2.
Qe
Donc |@£[P~24¢ est borné dans L2(0, T; L9(Q)3). Comme @5 "™ o dans L2(0, T; L*(Q)%),

d’ott (2.41). 0

Théoréme 2.4.1 Sous les hypothéses du Théoreme 2.3.1, la limite (uf,u}) vérifie la formu-

lation variationnelle

8u 8%

2
da:dz +a Z / P20l gidadz 4 J,(u*, @) (2.42)
i=1 79
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2
=3 [ Ggde g e ),
i=1 79
aussi (uf,us) satisfait le probléme suivante

82*

—n () + il 2u(t) = fi(t), i=1,2 dans L*(Q), (2.43)

Preuve. Rappelons que la formulation variationnelle (2.28) s’écrit sous la forme

°L /ouE di 2
622 (a_tz7¢z> +€4Z ( at37¢3> a Z ’p 2Af7¢z

=1 i=1

+d€ (|u3‘p 2“37@3) +j(ﬁ87(15>

3
=3 (fudi) +e (fonds) Vo€ K.
i=1
En faisant tendre ¢ vers zéro, et on utilisant les résultats de convergence du Lemme 2.4.1 on

obtient
6u 8901

’dz+a/|u P20k, geda’dz + J,(u*, @)
0

2
=> / fipida'dz.
i=1 7/
Nous choisissons maintenant dans cette formulation variationnelle
¢ € Hy(Q),i=1,2,

donc

2 5 ,
(3u;k 8@1 R e e -
M;/Q 9> 02 da:,dz—kozizl/gmi P ui'%dxdzzizl/gfi%dxdz'

Utilisant maintenant la formule de Green, puis en choisissant ¢; € H} () et ¢ = 0, puis
o € HL(Q) et @1 = 0, on obtient

a (0 R
/”82 ( 0u ) Oida'dz + d/ lu [P~ uf . pida’dz +/ fipida'dz, N p; € HY(Q),i=1,2.
0 0
Par conséquent

uj(t)
022

+ aluf ()P 2ul(t) = fi(t),i=1,2 dans H~Y(Q),Vt €]0,T], (2.44)
et comme (f, € L*(Q),i=1, 2) alors (2.43) est vrais dans L?(Q2)). O
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Théoréme 2.4.2 Soit

*

o
Tz, t) = aU; (x,0,t) et si(z,t)=ul(x,0,t),

les traces du déplacement u* = (uj,u}) surw. Sous les mémes hypothéses du Théoréme 2.4.1,

T et s* vérifient l'inégalité suivante
/ (l%|s*]q_23* — ,LLT*> @odr’ >0,V € L*(w)?, (2.45)
et la condition du frottement de la loi de puissance
Ut = /A€|3*|q’2$*, p.p dans w x |0, T,

aussi (u*, s*) vérifient la formulation faible

- h h -
/ (F — 55* +/ u*(x, 2, t)dz + U) V(a')dr' = 0,Vp € HY (w), (2.46)
w 0

ol

F(as,h,t):%/h (x, ht)dz—%F(:v ht), Uz, h,t) = &/hU(l‘ z,t)dz+ ZU({B h,t),

Fla, 1) //fxn, VndC, Uz, 1) //|u|p2*xn,)dnd§

Preuve. D’apreés la formulation variationnelle (2.42), on a pour tout ¢ € II(K)

8u (9%

2
~da'dz + G > / P20l gidal dz + J(u*, @)
i=1 v

2
=> / fipidadz,
i=1 Y

et comme n = (0,0, —1) sur w, en utilisant la formule de Green, il vient que

2
_,UZ/ 5. gozdx/dz+@2/ P2, gozdx,dz—/uT*g&,;dx’—i—/lﬂs 257
i=1 78 w w
2
= Z/ fipdz'dz.
i=1 /9

37



De (2.43), on obtient
—/u7*cﬁdw'+ / k|s*|972s* ¢da’ = 0, ¢ € D(w)>. (2.47)
Donc par la densité de D(w)? dans L?(w)? on déduit (2.45). D’aprés (2.47), nous obtenons
pr = k|s*|972s*, p.p sur w x 0,77
Pour démontrer (2.46) en intégrant deux fois I’équation (2.43) de 0 & z, on trouve
u (2! n,t) = s+ 271 + — / / lui [P~2uf (2, n, t)dnd¢ — —/ / fi(a n, t)dnd¢, (2.4%)
en particulier pour z = h(z), donc on a
s; + hr = ——/ / Jug [P~2u* (z,n, t)dnd¢ + — / / filz,m, t)dndC. (2.49)

Intégrant (2.48) entre 0 et h, on obtient

h 1 A ophopropC
/ ul(2', 2z, t)dz = hs; + =h*7} + 2 / / / |wiP~2ur (2, n, t)dnd(dz (2.50)
0 2 K Jo Jo Jo

1 h z ¢ .
HJo Jo Jo

De (2.49) et (2.50), nous déduisons

h
h
/ uf(x’,z,t)dz— §S*+E+Uz :07
0

avec 1 A h
Fy(2' ht :—/ Fi(2', z,t)dz — —F;(2', h,t),
@ty = [ Rz 0 = R
!, 2. 1) //fo: . t)dndc,

-

) h

Ui(a, h,t) = —3/ Ui(x’,z,t)dera—Ui(m’,h,t),
K Jo 2

Ul 2,t) = //MWQmeWM

Donc, on obtient la formulation faible

h h B 5
/ (/ u (@', 2, t)dz — 53* + F + U) Vo(z')dz' = 0.
w 0
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Théoréme 2.4.3 La solution (uf,u3) du probleme limite (2.42) et (2.43) est unique dans
L*(0,T,V2) N L*(0, T, LP (2)°).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solution uj et uj* de la formulation variationnelle
(2.42), donc on a

8u (9%

’dz+a2/ P20l gidal dz + J(u*, @) (2.51)

:Z/ﬁ.gbda:’dz,
i=1 7/

et

,uZ/ Ou; 8g02d 'dz—l—aZ/ (P2 pida dz + T (u*, @) (2.52)

—~ Ja 0z 0z
:Z/ﬁ.@dx’dz.
i=1 79

On prend ¢ = u}* — uf dans (2.51), puis ¢ = uf — u;* dans (2.52) et en sommant les deux

équation, on obtient

NZ/| |dxdz

+a2/ (Juf[P72uf — Ju* P20 (uf — uf™)da'dz

(= u™) = J, (vt — ut)
= 0.
D’autre part, on a
(lu ’p 2 * |u**|p 2 **) (u;k_u;k*> Z O,

et

~

Jo(u ut — ™) — J (vt —utt) >0,
ur(t

donc, en posant W (t) = ) — u**(t), on aura

oW
HEH%Q(Q)Q = 0.

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit que

W llr20,7,v,) = 0.

39



Chapitre 3

Analyse asymptotique du probléme
viscoélastique avec terme dissipatif non
linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de ’analyse asymptotique d’un pro-

Ous |T—2 due
ot ot

tridimensionnel €2¢. Les conditions aux limites utilisées sont la condition de Dirichlet sur

r > 2; dans un domaine mince

bléme viscoélastique avec un terme dissipatif |

la frontiére latéral et la frontiére supérieure et la condition de frottement de Fourier sur la
frontiére inférieure. Nous étudions le comportement asymptotique de ce probléme quand une
dimension du domaine tend vers zéro.
Contenu
3.1 Formulation mécanique du probléme.
3.2 Formulation variationnelle du probléme.
3.3 Analyse asymptotique du probléme.
3.3.1 Le probléme variationnelle dans un domaine fixe €.
3.3.2 Estimation a priori.
3.3.3 Théoréme de convergence.
3.3.4 Probléme limite.
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3.1 Formulation mécanique du probléme
Dans ce chapitre €2 désignera le méme domaine mince considéré dans le deuxiéme chapitre
Qf ={(2/,23) €ER® : 2’ € w,0 < w3 < eh(z))}.

Nous rappelons que I'¢ est sa frontiére, avec

e w : la frontiére inférieure du domaine.

e ['7 : la frontiere latérale.

e I'{ : la frontiére supérieur du domaine
Nous considérons un corps viscoélastique qui occupe dans un film mince Q¢ C R3. Soit 7" > 0,
nous étudions dans l'intervalle de temps |0, T'[ I’évolution du corps matériel due a I'application
des forces volumiques f°. Supposons que le corps visqueux est homogéne, isotrope et satisfait

la loi de comportement suivante
5 € B out o
Uij(u ) = 2pd;; (u®) + 2Ad;; wr J1<i,j <3,

ou 4 le coefficient de Lamé, A est le coefficient de viscosité, u®(z, t) = (u(z,t), u§(x, t), u5(z,t))
le champ de déplacement du corps viscoélastique au point x au temps t €]0, 7] et d;;(u®),1 <
1,7 < 3 le tenseur des taux de déformation donné par

£ €

1
(2f) = = + < 7.7 <3.
dij (") 2 (8xj 8@) lsij<3

Soit n = (ny,n2,n3) le vecteur normal unitaire extérieur a I'* et n = (0,0, —1) le vecteur

normale unitaire extérieure a w. Pour un vecteur u° nous définissons les composantes normales

et tangentiels par

€

e _ € _ € _ o€
u, =u.n, u.=u —u,n.

Pour les composantes normales et tangentielles du tenseur des contraintes la définition est

comme suit

£

or = (o;)n, oo =0"n— (o

Le probléme complet consiste donc & trouver le champ de déplacement u® : Q°x]0,T[— R3

qui vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes

r—2 aue
ot

ous
ot

0*us
ot?

= f¢, dans Q°x]0,T7, (3.1)

o2 _ div (0 (u9)) +5\
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o7 (u®) = 2ud;;(u) + 2Ad;; (aﬁit) , 1,7 =1,2,3 dans Q°x]0,T7, (3.2)
u® =0 sur I'{x]0,T7, (3.3)
u® =0 sur ['7x]0,T7, (3.4)
aaut n=0 sur wx]|0,T], (3.5)
n [ Ou®
oo = k() ( oy ) sur wx]0, 77, (3.6)
ou®
u(x,0) = up(x), E@’ 0) = uy(x), Vo € Q°. (3.7)

Le probléme (3.1)-(3.7) représente 1'évolution dynamique des matériaux viscoélastique, ou
I'équation (3.1) représente les déformation d’un corps viscoélastique avec un terme dissipatif
dans le régime dynamique, p, 5 sont des constantes positives et f© représente une densité
des forces extérieures. L’équation (3.2) représente la loi de comportement des matériaux
viscoélastiques. (3.3)-(3.4) représente les conditions de Dirichlet pour le déplacement sur
['5x]0,T[ et I'9 x]0, T'[. (3.6) représente condition au limite de Fourier sur wx]0, T, ou k° :
w — Ry est une fonction donnée. (3.7) représente les conditions initiales du champ de

déplacement ug et le champ de vitesse ;.

3.2 Probléme variationnel

Pour donner la formulation variationnelle du probléme (3.1)-(3.7) considéré, nous définis-

sons le convexe fermé non vide de H'(QF)3
Ke={ve H()P:v=00nT5UT%,v.n=0onw}

En multipliant ’équation (3.1) par ¢, ot ¢ € K¢ et par intégration sur ¢, en utilisant la
formule de Green on obtient le probléme variationnel suivant
Probléme P (). Trouver u® € K¢ ou 2% € K¢, Vt € [0, 7], telle que

0%uf . ou® ous |2 oue
(p_atg 790) + a,(u®, ) + ax (5790) + 4 ( ot E,Qﬁ) (3.8)
Eaue /
+/wk BT pdx

= (f%,¢), Vpe K*,
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(2, 0) = uo(x), 2 (2,0) = us (2).
O

uv—QﬁZ/ v)de,9 € R:, Vo € H'(QF)?,

7,7=1
et

3
= E fﬂ)ﬂil’,VU S HI(QE)3.
i=1 Y °

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses

/e of € L* (0,T, L* ()°)
ot
ug € KN H*(Q°)?, uy € K°N H*(QF)?, (3.9)
k* e L™ (w), tel que k° (z") > 0,

il existe une solution unique u® de (3.8), telle que

ut € L*(0,T, H()?) ,

a;: (0,7, H\()*) N L7 (0, T, L" (€¥)%)
d*u’ 2 2/e\3 2 1/0e\3
gz €L (0,7, L*()*) N L? (0, T, H'(2°)?) .

Preuve. Pour prouver ce Théoréme, nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin, comme
dans le deuxieéme chapitre.
A) L’existence.
Etape 1 : Solution approchée.
On introduit une suite (w%) de fonctions ayant les propriétés suivantes :

® Vj; wi € H'(9Q#)3,

® La famille {w§, w5, w3, ....w5,} est linéairement indépendante,

® Lespace K&, = vect {wf§, w§, w5, ....w5,} engendré par la famille {w$, w§, ws, ....,ws,}
est dense dans K°©.
Soit u, = us, (t) une solution approchée du probléme (3.1) — (3.7) tel que

m

g, (£) =) Ojm () wf, m =1,2,3...,

j=1
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qui est vérifie le systéme d’équations
0*us, . ous ous

— 2wt ) +a, (u,,w;) +ay | —=,w; | + .

('0 o2 H ( m J) M o p ot

. [ ou, c
—i—/wk (815 )T.wjdx

= f>w5' ) 1§j§m7
(f,5)

r—2 @UE

qui est un systéme non linéaire d’équations différentielles ordinaires et sera complété par la

condition initiale suivante

us, (2,0) = gy = Zijwj — uy quand m — oo in H' (QE)S,
i=1

ous, -
gtm (2,0) = Uy, = Zgjmwj —u; quand m — oo in H! (QE)?’,
i=1

Comme la famille {wf, w3, ..., w5, } est linéairement indépendante, le probléme (3.10) posséde
au moins une solution u5, dans I'intervalle [0,¢,,].

Etape 2 : Estimations a priori.

En multipliant I'équation (3.10) par 8}, (t) et en effectuant la sommation sur j =1 a4 m, on

trouve
82ufn ous, n . 8u_fn n 8u_§n ou;, L8 ou:,
P "o ) T \"m T )T Tar T ot
. [ 0us, ous, ,
e (% )( ot )de
ous,

D’autre part, nous avons le terme [ A° (%) . (%) dx’ est positif, donc I'équation (3.11)

ot ot

r—2 € €
ous;, 8um) (3.11)

devient

2 2

d . 2 duy, (1)
4t 05 O) s + 20 | (220)

Ld |95, (1)
Poat ||~ ot

L2(9¢)3 L2(0e)3%3

ou, () |I"

a2t

ot 1oy

ous, (x,t)
ot

<[ 1reo). \da:.
Qe

44



En intégrant la derniére équation sur |0, ¢[ et en appliquant les inégalités de Holder et Young,

on déduit
ous, (1) |7 t ous, (s)\||?
2 at LQ(QE)S 0 at L2(Qs)3><3
t a 5 r
o[ RsEr
0 ot LT(QE)3
< il + Tl + 2 [ 1 Oleyeas + 2 [ 22
U m € = ||[u m & - S < S — S.
= Hf[Uom || gi(oe)? o 1U1mllL2(0e)3 ), L2(Qe)3 2/, ot .
Maintenant, en utilisant I'inégalité de Korn, nous avons
2 2
O 1 () sy < 11 (6, () e
alors 'inégalité (3.12), sera
ous, (1) |7 Lllows, (s)]]
22 ke Ol 30 [ |25 as
2 at LQ(QE)3 0 8t Hl(QE)?’
t T
a £
o[ Eser
0 at LT(Q5)3
2 [* 2 p (|9 (s) ’ 2 P 2
< - e d + - n d + m 5 + )N m 5 .
<o L1 Oas § [ ] do wlvonlany + § By

Comme
2 [ 2 2 P 2
;/ 12 ()3 s + s ltom s eys + 5 sl ey < €%, ¥m € N,
0

ou C° est une constante indépendante de m, en utilisant I'inégalité de Gronwall, on trouve

p||ous, (1) 2 / us, (s)|”

- n + uCr |ue. ()| 51,0e8 + AC n ds 3.13

17 O I @l 20 |55 (3.13)
t e T

—i—ﬁ/ —6um (5) ds

< C5.

Deuxiéme estimation, nous dérivons I’équation (3.10) par rapport a ¢, on obtient

P, o, Pus,
<p 13 ,U)j) +6Lu (W,wj> + ay (W,U}j) (314)
Ou, [ Oy, (P

ot
= —8f€ ws
S \oat’ )
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En multipliant (3.14) par 67, (t) et en sommant en j = 1 de m; il vient
s, 0%us, i ous, 0%us, ta 0*us, 0%us,
8t3 ’ 6t2 ot o 8t2 ’ at2
ous, | 0%ue, 9%us 0*us 0*us
-1 m m m 25 m ) m dr’'
TALr )<8t 8t2’8t2>+/w (aﬂ)T(at?)Tx

_ (05" o,
S\ ot o )’

r—2

ous,
ot

otz v ot? ot? ot?

puisque les termes < P, 32—”5") et f k‘f( ”76”"> .(82 > dx’ sont positifs, on en
T

déduit que
d |02z, (1) d s, (1) \||? O2us, ()|
— N —||ld | —=—= 2M ||d | —2—= 3.15
det atz LZ(QE)S + udt ( at ) LQ(QS)3><3 + H ( atQ ) L2(Qg)3><3 ( )

_(0F ) (1)
-\ o oo )
Par intégration sur |0; ¢[ de (3.15) puis en utilisant les inégalités de Korn, Hélder et de Young,

il résulte

2 2 2

O%us, (t) ous, (t) H0%ue, (s)

= + uC +2C / ds 3.16
2 8t2 Lz(Q5)3 Iu K ‘ at Hl(Q5)3 K 0 at2 Hl(QE)B ( )
f52 /‘@25 ‘825()2
< ds + p||u o3 o || —— :
1A .. s P e
N 2
Maintenant, il faut estimer ’ 82152’5(0)‘ )
L2(Q#)3
On a, pour tout j : 1 < j <m de (3.10) il découle
0?us, (0)

= (f(0) + 2udiv (d (vom)) + 2Adiv (d (wim)) — B [uim]™ 2 Uiy, W ws),

en utilisant (3.9), on obtient
Idiv (d (tom D2 ey -+ v (@ () 2y <

Multipliant I'équation (3.17) par 67 (0) et sommant sur j = 1 & m, il vient

0?us, (0) 9*us, (0)
P o2

— <f (0) + 2udiv (d (uom)) + 2Adiv (d (u1m,)) — 5 |u1m|’ﬂ72 Uim, 8?—";;0)) )
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Alors

2

0?us, (0)
ot?

|

L2(Q#)3
< (1 (O)ll a(aeys + 1 18V (d ()l ey + ANV (@ (w3m) 2 e

27‘ 1 a2ufn O
8 gl T ) P (0)

L2(r— 1) Qa) atQ

L2(0e)3 '

Et par conséquent on a

ot?

Revenant a la formule (3.16), nous trouvons

e

2

0%us, (t)
ot?

< Sl

2 t 2

2,,€
+2)\CK/ au—m<8)
Hl(ﬂf)3 0

ot?
ds + 1% HU1||?111(QS)3 + ¢g.

ous, (t)
ot

+4Cx|

|

ds

L2(0#)? HY(Qe)?

2 /‘
L2(0,T;L%(Q=))

Maintenant, en utilisant le Lemme de Gronwall pour conclure que
2

t
' 2 € /’
L (Q )3

Etape 3 : Passage a la limite.

D’aprés l'estimation (3.13) et (3.18), on conclut

82
atQ

L2(0e)3

2

0%uz, (1)

0%ug, (s)
ot?

ot?

ds < CE.. (3.18)

H(Q#)3

u, bornée dans L (0,T; H' (QE)B) :

g;:” bornée dans L* (0,7 H' (95)3) NL (0, T;L" (QE)?’) ,
2,,€
88u2 bornée dans L> (0, T L* (%) ) NL*(0,T;H' (98)3) ,

on en déduit qu'on peut extraire une sous-suite u;, telle que

u;, — u dans L™ (O,T; H! (95)3) ,

8;5” — g—? dans L? (0,75 H* (2°)*) n L™ (0, T; L™ (9°)°),

Ot T g (0,75 L% (Q)*) N L* (0, T; H' ()?)

ot ot T ‘

(3.19)
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On a les suites Zun, 88?;“ sont bornées dans L2 (0,T; L? (Q°)°) = L*(Q), alors par le lemme

de compacité de Lions [16], on peut déduire

aum fortement ou®

ot ot

wats— [ [ |2

(0.7 17 ()°) .

D’autre part, nous avons

/ /E ou;,

r—2

£

U,

5 T
m

1 1
drds < C¢, avec — + — =1,
ro s

donc ag—;" 6;;" est borné dans L* (0,T; L* (Qe)?’), ceci implique que % ag;” — x°
dans L* (0, T; L* (¢)®). Mais comme % fortement 9 dans L? (0,T; L? (€2)%), on trouve
ous, |P~* due ous | 28u 3
m o € 0,7T;L°(QF)). 3.20
ot ot ot ot (075 L* () (3:20)
Maintenant, soit j fixé, et { > j. Donc d’aprés (3.10), on a
%ug . us ous | % ous
( 6t2 ) j) +au (ul,wj) + ay (8—;,wj> +p < atl 8—;,wj> (3.21)

£ au€ /
+/wk (atl>7.wjd:v

D’autre part, de (3.19) et (3.20), il résulte

r—2
ou; oug Qe | faible gtoile
ot

0t
82 2 aible étoile C( 0 7
( ul ’w;) f 1 lt 1 (_u7w]> dans L ( 9 )7

r—2 %
ot

ous
ot

J

,w‘?> dans L> (0,7,

donc
faible étoile
€ € £ o0
) - a, (u ,wj) dans L*> (0,7,
ous faible étoile ou®
ay | =L, ws ) " g [ =, wS | dans L™ (0,7).

ot’ ot’
Par conséquent, lorsque [ — oo la formule (3.21) devient
r—2 aue E
ot 0

O*us .. ous du®
P 5 )+ (u i) x| Gl ) 8 |
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pour tout wj € K; ettout 1 <j <m.

Par densité de K7, dans K¢, on conclut que

P ) ban o) +an (25,0) + 8
patz y P a, \u -, @ ay ata@
1> aua /
_l—/wk (at)r'(w)de

= (f%¢), Vo € K*.

Ainsi, u® satisfait (3.1) — (3.3).

B) L’unisité de la solution.

ous
ot

r—2
ou’
— .22

Soient u®! et u=? deux solutions du probléme (3.8). On a

52! . st Oust r—2 Oust
rvou - — 2
(p BT 790>+au(u ,so)+ax( By ,w>+ﬁ<‘ 5 5 ,w> (3.23)
. aue,l ,
—i—/wk ( 5 >T.90de
= (fav‘p) 7VS0 € KE:
et
82u5,2 o 6u5,2 au£,2 r—2 au£,2

€,2
—i—/kE (agt > prdr’
= (f%,¢), Yo € K~

En choisit ¢ = 875?2 - 8?;1 dans (3.23) et ¢ = 815—?1 - 81;;2 dans (3.24), puis en sommant les

deux équations, il vient que

82 (us,l - us,Z) aus,l B aus,Z N el en aue,l B au€,2
P oz o o )\ T T T o

(@u€’1 ous? Oust 8u€’2)
‘|—CL)\ — —
L5 oust "% gust Ous?

ot ot ot

ot ot ' ot ot
"2 0us? Qust 8u€’2>
. Ous! Ous? 2 )
+/wk ( % o ) dx

ot = ot ot

Y
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en utilisant le fait que

aus,l r—2 aus,l aua,Q r—2 aug,Q 8u€,1 auE,Q -
ot ot ot ot ot o | — 7
on conclut que
d [[|oust  ous?|? e
Fat [H Ot Ot || ey 2410 [[u! = | geps | <0 (3.25)

Maintenant, par intégration de (3.25) sur |0, ¢[, on obtient

£,2 2
Hl(ﬂg)3 < 0.

||us,1 —u

Dot us! = u®? ce qui achéve la démonstration. O

3.3 Analyse asymptotique du probléme

Dans cette section nous étudions le comportement asymptotique de la solution de (3.8).

3.3.1 Le probléme variationnel dans un domaine fixe ()

Pour I'analyse asymptotique du probléme, nous utilisant comme le deuxiéme chapitre le
changement d’échelle, en posant z = z3/e, ainsi le domaine ¢ se transforme & un domaine

() indépendant de ¢
Q={(,2)eR: (2,0) €w,0 < z < h(z)},

ou ' =T, Ul U®w sa frontiére.

Maintenant, nous définissons des nouvelles fonction sur €2

Pour les données du probléme, nous avons les relations suivantes

fi(ﬂc’, 2, t) =2 ff(2), x3,t),i = 1,2,3,

k = ek®,

20



avec fz et k ne dépend pas de €.

Nous introduisons le méme cadre fonctionnel sur € qu’au chapitre 2 ((2.25)-(2.27)).
Le probléme variationnel (3.8) est reformulé sur le domaine fixe {2 comme suit
Probléme P(Q). Trouver 4° € K, ou 2 ¢ K, Vt €]0, T telle que

2

0*us 0%us ou’
2 i 1 3 . N " 9
;6 ( T ,%) +e (p 57 ,wg) + 0, (05, B7) + ( > ,sO) (3.26)
(‘3u8 T2 8u ous " oug
2 N 4 3 -
~out .,
+/wk‘ T pdx
2 A A
=3 (fud) +e(fuds), voEK
i=1
o ouw
u (O) 05 ot (0) - U1
ou
A~ 70 81/11 ¢ a%
V) = e dx'dz
iy (9,0) = vz ;/ (axﬁa ) oz

3 . .
OY; L0003\ (09 50P3 ,
+ﬁg/§z<8z te 8@)(&2 te ox; du'dz

+20¢? /% %d 'dz, YU,p € K.

3.3.2 Estimations a priori
Notre but maintenant est d’obtention des estimation a priori sur la solution u°.

of
ot

Théoréme 3.3.1 [l existe une constante ¢ dépendante de , ||ﬂo||L3(Q)3,

9

. . . o ! L2(Q)? L2(Q)?
1] 203 » IVl p2oysxs €t [Vl 2 (qpxs mais indépendant de e, telle que

2 N 2 ~ 2 N 2
ous ous ous
3 H o + [l ‘eQﬂ (3.27)
+i o ||? _0i; 2 ’ L 05 || .
|| 9z, 12(2) 92 || 12 Ot |l oy~

o1



2

L O0us||” 2 Ous ||”
Z er 2 4| <ec, (3.28)
i=1 at L7(0,T,L3(Q)) at Lr(0,T,L7(Q2))
2 ~ A~ 2
ousE [ 00s , 0 (0
> (% (%) o5 GOl 20
= \I192 \ 9t Sl 201020 av L2(0.T,L2(2)

+Z

<ec
2(0,T,L2(Q))

55 (5 o I (1.
LQ(O,T,LQ(Q)) aZ 8t

Preuve. Soit u° la solution du probléme (3.8). Nous choisissions ¢ =

ou® Ou®
(W’ E) b (

6t , donc nous

"2 us Ol
ot ot

obtenons
0%us % N . Ouf N
P e ) T \" g ) TN

+/k€8u50u5 ,
» Ot Ot

ou’
ot

. ou®
- <f I 315 ) )
ceci implique
pd ‘3u5 2 —{—CL(UE ue) +a (au 8/&) ﬁ‘ﬁus "
. ) A
dt at LQ(QE)?’) K at Lr QE)B
. ou®
- (f ) (9t )7

En intégrant sur |0, ¢[ et en utilisant 'inégalité de Korn (2.29), on trouve

oue ||? .
[p' 5 +2puCk [|[Vu Hiz(gs)sxs] (3.30)
L2(9)°))
0 a
IDer = s ) ds+ = w ds
B
t (Q€)3><3 (Q€)3><3

! Ous (s
< 2/0 (fe(s), at( )) ds + [HmHiQms)g - 2/L||Vu0||%2(95)3x3} ,
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Poincaré

| Ou 8u
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et I'inégalité de Young, on obtient

t out (s | ous (s
2/ <f5(s), ai )) ds < 2/ 8; ) 172(8) L2 e pods (3.31)
0 0 L2(Q)3
t us 2 4 2h2
a0 [ |2l - / 1) 22 e
0 L2(QE)3><3
Insérer (3.31) dans (3.30), nous obtenons
ous ||
p\ o e\ (3.32)
at LQ(QE)S
a I
FACK (;; (s ) ds+ = 8t ds
0 LQ(Q£)3><3 T(QE)3
4e2h?

< S | 1O s + ol + 2l Vol

comme

I

L2(Q)3

(| 2172 ey

en multipliant (3.32) par €, nous déduisons

<|I? Eollows(s) |

pPlE + 2#0}( [5||Vua||%z(gs)3x3] + é/ E‘ ( ) ds (333)

ot L2(Q9)3 T Jo L7 (Qe)3

t a €
FACK Y (s) ds
0 ot L2(0=)3%3
< A,
ou A est une constante qui ne dépend pas de ¢ avec
4h?

= HU1HL2 )3 +2MHVUOHL2(Q 3x3 + ‘ L2(0.7.L2()3 )dS.

Dong, a partir de (3.33), nous concluons (3.27) et (3.28). O

3.3.3 Théoréme de convergence

Théoréme 3.3.2 Sous les mémes hypotheéses du Théoréeme 3.3.1, il existe u; € L*(0,T,V,),i =
1,2 telle que

u; —~ulf,i=1,2
ous 8u . dans L2 (07 T7 Vtz) ’ (334)
82& Bt b= 1’ 2
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} dans L™ (0,T,L"(Q2)), (3.35)

2003 0

295 — 0,i=1,2 dans L (0,T, L*(9)), (3.36)

2043
€ 0z —0

das o
5%40,1,3:1,2 )

o (955 o 4 i—
E%<8t> 0, 2,7 =12

\

20 (924
Eaz<8t —0

62% (3811%) 0, i=1,2 dans L* (0, T, L*(Q)). (3.37)

o24¢ .
88:; —0,:=1,2

2 ~
262?’) 40
ot )

Preuve. D’aprés les estimations (3.27) et (3.29) il existe une constante positive ¢ indé-

el
2 0z \ Ot

En utilisant ces estimation avec l'inégalité de Poincaré dans le domaine 2, on déduit que
oas  ous

ot 0 ot

pendante de ¢ telle que

2

ous
0z

<c 1=1,2.
L2(Q)

les suites (uf,ds5). et ( ) sont bornées dansL? (0,7, V,), ce qui implique I'existence
€

des élément (uf, u}) et (%, %) dans L?(0,T,V,) telles que (45, d5), ( resp. (%7 a;g)s)

converge faiblement vers (uj, u}) (resp. <%, %)) dans L?(0,T,V,), donc nous obtenons

(3.34). Aussi les convergences (3.35)-(3.37) découlent a partir de (3.27)-(3.29) et (3.34). O
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3.3.4 Probléme limite

Nous avons vu que la solution @° du probléme variationnel (3.26) admet une limite faible
u* quand ¢ tend vers zéro. Il nous reste qu’a chercher le probléme de limite vérifié par cette

limite faible.

Théoréme 3.3.3 La limite (uf,ul) vérifie

a“ 8% da'dz +/\Z/a (au) a%d 'dz (3.38)
z
2
Aau:( ~ /
=1 v

2
=3 [ Gz, v e )
i=1 79

- % (u ()+Aa“a§ )) = fi(t), i=1,2 dans L*(Q), (3.39)

u (2, 2,0) = dg,(2, 2), 1 =1,2.

Preuve. Par passage a la limite quand ¢ tend vers zéro dans la formulation variationnelle

(3.26) et en utilisant les résultats de convergence de Théoréme 3.3.2, on obtient

du , our\ 0¢; .,
MZ/ 5, (gpZ at)dxdz+)\2/az( ).azd:z:dz (3.40)

- [ Ou” ~ / 2 oA /
+/wk(at >T.(gp)Td:c —;/in-%dfc dz.

Nous choisissons maintenant dans (3.40)

@z = %‘, wl € Hé<Q)7 1= 1727

et en utilisant la formule de Green, puis en choisissant 1); = 0 et 1y € HJ (), puis 15 = 0 et
Yy € HY(Q), on obtient

0 ouf 0 (ou; T
_/Q£<,u o +/\£<8t))d;idxdz_/Qf,goldxdz.

Donc 52 5
~ 52 ([L )+ A uat( )) = f; pour i=1,2 in H1Q), (3.41)
et comme f; € L*(Q), i = 1,2, donc (3.41), est valide dans L2(£). O
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Théoréme 3.3.4 Sous les méme hypothéses du Théoréme 3.3.3, les traces

(2 t) = Ou («',0,t); o (2!, t) = u*(2',0,1),
0z
vérifient
~0do* * ar” o 2/ N2
/w o /w(pﬂ' + A 5 ) Ydr' =0, Yy € L*(w)?, (3.42)

et la condition au limite de Fourier sur wx|0,T'|

. ou*\ 00"
( g > = kﬁ’ p.p sur wx|0,T7,

et (u*, o*) vérifient la formulation faible

_ h do* h ou*
/w (F —3 (,ug* + A 8Qt ) —I—/O (,uu* + A (‘;ﬁ ) (x',z,t)dz) V(") dx' (3.43)

=0, Vi € H'(w).

ou
o h
F(z' h,t) = F(x zt)dz——F(x z,t), (', 2, 1) F(2,m, t)dndC.
0

Preuve. Dans I'équation variationnelle (3.38), on choisit ¢ € 11 (K ), on trouve

8u agpl , our\ 0¢; ., / ~ 00" .
dz—l—)\Z/az( > —dx'dz + wk,‘at%d:r
- Z / fipudadz,
i=1 79
en utilisant la formule de Green, il vient que

_“Z/ a2<pzdwdz—)\2/822(

8@
b dx
+ 0t — AT

- Z [ duedoa
i=1 79
De (3.39), on obtient

or* -~ 0o*
/(m- + A T ) @d$'+/k 5Qt ¢dr’' =0, p € D (w)>. (3.44)

o6

> Geda'dz — / (m* + AaaTt ) orda’




Donc par la densité de D (w)® dans L? (w)? on déduit (3.42). D’aprés (3.44), nous obtenons

* *

or
— urt 4\
ur + BN

Y
g ot

, p-p sur w x |0, 77.

Pour démontrer (3.43) en intégrant deux fois 'équation (3.39) de 0 & z, on trouve

py (fv’,z,t)JrAa;; (¢',2,t) = poj aa //f ', n,t) dnd¢, (3.45)

en particulier pour z = h (x), donc on a

0
wo; + pht + A ai’ + )\h / / fi (z,m,t) dndC. (3.46)

Intégrant (3.45) entre 0 et h, on obtient

/Oh <uu (2, 2,t) + Aa@t* (:c’,z,t)) dz (3.47)

= huo! + Nh2*+h)\aa‘gl+ h2 ///flx n,t) dnd(dz.

De (3.46) et (3.47), nous déduisons

h * h * _
/0 (Mu: (@', 2, 1) + )\aalj; (g;/,z’t)) dz — 3 (NQ@ i )\6& ) LB =,

avec

h

- h

F; (z',h,t) = / F; (2, 2,t)dz — §E (', h,t),
0

z ¢ .
Fialot) = / / Ji (@ . ) ddc.
0 0

Donc, on obtient la formulation faible

" * (o ou” h * do* - N 3.0
/w(/o (,uu (m,z,t)—l—)\at (x,z,t))dz—i(ug +)\8t>+F)Vw(x)dx = 0.

Théoréme 3.3.5 La solution u* = (uj,us) du probleme limite (3.38)-(3.39) est unique dans
L?(0,T,V,).
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Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u; et u}*,i = 1,2 de la formulation varia-

tionnelle (3.38), nous avons

oul 0 ou’ our\ 0¢; .,
5 82( )dxd +)\Z/8z( ) dz'dz (3.48)
~ ou* 2 "
—i—/wk: BT pdx :;/in.%d:cdz,

MZ/OU % ’dz+AZ/8Z (a“ ) 9% 1t d (3.49)

0z
—l—/Aau**@dCL’/:Z/ﬁ c[)-dx,dz
. Ot —~ Jq e '

%LE dans (3.49) et en additionnant les deux

et

Nous prenons ¢ = (3.48), puis ¢ =
équations, on obtient
2
0 v e O (0ul  Ou”
“;/95(“1' )5, ( at ot )dxdz
2
0 (Ou; Ou*\ 0 (Ouf Ou™
+A;/£(8t &)'&(at_at)dm

—|—/IA€ ou} B our* ou B our* I
o T ae ) e T ae )
S 07

on pose W (t) = —u* (t) ceci implique

2 (oW 2 o oW
“dt 82 92 \ ot *

202 ot
Nous avons W (0) = 0, alors par l’intégration sur ]0, t[, nous trouvons

2
<0.

L2 (w)Q

L2(Q)2 ‘

H 0z

L2
En utilisant I'inégalité de Poincaré, nous concluons

”WHLQ(QT,VZ) = 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'analyse asymptotique de deux problémes du film
mince 2°, avec conditions de frottement sur une partie du bord.
Pour étudier I'analyse asymptotique de ces problémes, nous utilisons la technique de chan-
gement d’échelle, nous transformons les problémes initiaux posés dans le domaine €2 a de
nouveaux problémes posés sur un domaine fixe €2 indépendant du paramétre €. On établit des
estimations a priori sur les solutions des problémes et on montre que les solutions admettent
des limites faibles quand ’épaisseur € du domaine tend vers zéro. Celles-ci vérifient ce qu’on
appelle les problémes limites. Pour obtenir ces problémes limites, nous sommes passés a la
limite dans les formulations variationnelles. Ensuite, nous montrons le résultat d’unicité des

solutions des problémes limites.

29



Bibliographie

1]
2l

3]

4]

5]

(6]

17l

8]

9]

[10]

R. A. Adams, Sobolev Spaces. Academic Press, NewYork, 1975.

K. Attipou, Etude des instabilités dans les membranes minces sous chargements ther-

momécaniques. Thése, Université de Lorraine 2015.

G. Bayada and K. Lhalouani, Asymptotic and numerical analysis for unilateral contact
problem with Coulomb’s friction between an elastic body and a thin elastic soft layer.
Asymptot. Anal. 25 (2001), 329-362.

H. Brezis, Analyse fonctionnelle, théorie et applications, Masson. Parie.New York Bar-
celone Milan Mexico Sao Paulo 1987.

P.G. Ciarlet and P. Destuynder, A justification of the two-dimensional plate model. J.
Mécanique, 18 (1979), 315-344.

P. Destuynder, Comparaison entre les modules tridimensionnels et bidimensionnels de
plaques en élasticité. RAIRO Analyse Numérique, 15 (1981), 331-369.

M. Dilmi, M. Dilmi, S. Boulaaras and H. Benseridi, Source term model for elasticity

system with nonlinear dissipative term in a thin domain. Demonstratio Mathematica
55(2022) ; 437-451.

M. Dilmi, M. Dilmi and H. Benseridi, A 3D-2D asymptotic analysis of viscoelastic
problem with nonlinear dissipative and source terms. Math Meth Appl Sci. 2019 ;1-17.
https ://doi.org/10.1002/mma.5755.

M. Dilmi, Asymptotic analysis for coupled parabolic problem with Dirichlet-Fourier boun-

dary conditions in a thin domain. Journal of Mathematics and Applications (accepted).

H. Benseridi and M. Dilmi, Some inequalities and asymptotic behaviour of dynamic
problem of linear elasticity. Georgian Math. J., 20(1) (2013), pp. 25-41.

60



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

M. Dilmi, M. Dilmi and H. Benseridi, Asymptotic analysis of quasistatic electro-
wiscoelastic problem with Tresca’s friction Law. Comp and Math Methods, 2019.
https ://doi.org/10.1002/cmm4.1028.

T. Elsken, Continuity of attractors for net-shaped thin domain. Topol. Methods Nonli-
near Anal, 26 (2005), 315-354.

R.P. Gilbert and T.S. Vashakmadze, A two-dimensional nonlinear theory of anisotropic
plates. Mathematical and Computer Modelling, 32 (2000), 855-875.

J.K. Hale and G. Raugel, Reaction—diffusion equation on thin domains. J. Math. Pures
Appl, (9) 71 (1) (1992), 33-95.
O. Kavian, Introduction a la théorique des points critiques et applications aux problémes

elliptiques. Springer-Velarg.France, Parie, 1993.

J. L. Lions, Quelques Méthodes de Résolution des Problémes aux Limites Non Linéaires.
Dunod, Paris, 1969.

T.A. Mel'nyk and A.V. Popov, Asymptotic analysis of boundary value and spectral pro-
blems in thin perforated domains with rapidly changing thickness and different limiting
dimensions. Mat. Sb, 203 (8) (2012), 97-124.

J.C. Paumier, Modélisation asymptotique d’un probleme de plaque mince en contact
unilatéral avec frottement sur un obstacle rigide. Rapport technique LMC-IMAG,; juillet
2002 | http : //www-lmc.imag.fr/ “pamier/signoplaque.ps|.

M. Prizzi, M. Rinaldi and K.P. Rybakowski, Curved thin domains and parabolic equa-
tions. Studia Math, 151 (2) (2002), 109-140.

G. Raugel, Dynamics of partial differential equations on thin domains. Lecture Notes in
Math., vol. 1609, Springer-Verlag, 1995.

A. Rodriguez-Arés and J.M. Viafio, Mathematical jusitification of viscoelastic beam mo-

dels by asymptotic methods. J. Math. Anal. Appl, 370(2010), 607-634.

A. Rodriguez-Arés and J.M. Viafio, Mathematical justification of Kelvin-Voigt beam
models by asymptotic methods. Z. Angew. Math. Phys, 63( 2012), 529-556.

61



	Remerciements
	Notations
	Résumé
	Abstract
	Introduction
	Outils mathématiques
	Quelques espaces fonctionnels
	Espaces de Lebesgue
	Espaces de Sobolev
	Espaces des fonctions des valeurs vectorielles

	Quelques rappels d'analyse fonctionnelle
	Convergence faible et convergence faible étoile
	Résultats de compacité
	Dérivations au sens de Gâteaux 

	Lemme de Gronwall

	Comportement asymptotique pour le système d'élasticité avec un terme source non linéaire 
	Description du problème
	Formulation variationnelle du problème
	L'existence et l'unicité de la solution.

	Changement du domaine et estimations à priori
	Résultats de convergence et problème limite

	Analyse asymptotique du problème viscoélastique avec terme dissipatif non linéaire
	Formulation mécanique du problème
	Problème variationnel
	Analyse asymptotique du problème
	Le problème variationnel dans un domaine fixe 
	Estimations a priori
	Théorème de convergence
	Problème limite


	Conclusion
	Bibliographie

