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Notations

Soit 2 un ouvert borné de R” et u : R” — R" est une fonction réguliére, on note

1. Q : I'adhérence de €.
0 : la frontiére de ).
. 1= 'égalité par définition (affectation).
. D(Q) : Tespace des fonctions de classe C* et a support compact dans €.

. LP(Q) : l'espace de Lebesgue a exposant constant p.

2.
3
4
5
6. LP@(Q) : I'espace de Lebesgue & exposant variable p().
7. |- llre) () : la norme dans LP()(Q).

8. Whr)(Q)) : I'espace de Sobolev & exposant variable p(z).
9. || - llwiwe g : la norme dans WHet)(Q).

10. 511 1550 ) = Jo 505 |17 da

n
11. div (u) :== Y. 2% : la divergence de u.

1=1

12. Vu := (gﬁ;), 1,7 =1,2,..n: le gradient de u.

13. d(u) := 3(Vu+ (Vu)?) : le tenseur de déformation.
14. C(0,T; X) : 'espace des fonctions continues sur [0; 7] dans X.

15. LP(0,T; X) : l'espace des fonctions Lebesgue mesurables définies sur |0; 7| a valeurs
dans X.

1

T 13
16. [[ull o = (Jfy Il (8) [dt)”






Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier I'existence et la stabilité des solutions de
deux types de systémes d’équations hyperboliques non linéaires avec des exposants variables.
Dans la premiére étude, on considére I’équation d’élasticité généralisée avec terme source non
linéaire & exposant variable et terme dissipatif linéaire. Au début, on utilise la méthode de
Faedo-Galerkin pour prouver 'existence des solutions faibles. Ensuite, on utilise le lemme de
Komornik pour montrer la stabilité des solutions. Quant a la deuxiéme étude, on présente le
résultat de l'existence des solutions faibles pour I’équation de viscoélastique avec un terme
source non linéaire & exposant variable. Ensuite, on prouve que ces solutions sont globales et

stables.

Mots clés : Exposant variable ; Equation d’élasticité ; Stabilité ; Terme dissipatif; Terme

source a exposant variable.



Abstract

The main objective of this work is to study the existence and the stability of the solutions
of two types of systems of nonlinear hyperbolic equations with variable exponents. In the
first study, we consider the generalized elasticity equation with nonlinear source term with
variable exponent and linear dissipative term. At the beginning, we use the Faedo-Galerkin
method to prove the existence of the weak solutions. Then, we use Komornik’s lemma to show
the stability of the solutions. As for the second study, we present the result of the existence
of weak solutions for the viscoelastic equation with a nonlinear source term with variable

exponent. Then, we prove that these solutions are global and stable.

Keywords : Elasticity equation ; Dissipative term ; Source term with variable exponent ; Sta-

bility ; Variable exponent.



Introduction

La stabilité des systémes dynamiques présentent un intérét particulier pour 'ingénierie,
la physique et la modélisation mathématique. Cela est di au fait que ces systémes sont im-
pliqués dans de nombreuses applications, par exemple, la médecine, la physique (météo),
I'électronique (les circuits électroniques), l'informatique (traitement d’images).
En mathématiques, la stabilité des systemes dynamiques, consiste a garantir la décroissance
de I'énergie des solutions vers 0 de facon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissi-
pation. Plus précisément, ’étude du probléme de stabilité s’intéresse a la détermination du
comportement asymptotique de 1’énergie notée E(t). Il existe plusieurs degrés de stabilité
que 'on peut étudier.
Le premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions
vers zéro, c’est-a-dire

E(t) — 0, lorsque t — 400,

cette stabilité est appelée stabilité forte.
Pour le second degré, la décroissance de ’énergie est plus rapide, c¢’est-a-dire lorsque 1’énergie

tend vers 0 de maniére exponentielle

E(t) < Cexp(—pt), ¥Vt >0,

ou C' et [ sont des constantes positives avec C' dépend des données initiales.
Le troisiéme degré concerne certaines situations intermédiaires dans lesquelles la décroissance

de I’énergie est de type polynomiale, par exemple
E(t) <Ct ™ Vt>D0.

Dans la littérature mathématique, de nombreuses publications intéressantes ont été publiées

au cours des trois derniéres décennies sur la stabilité des systémes dynamiques. On peut citer,



par exemple, le travail de Zuazua [27].

Récemment, ’étude de la stabilité des problémes impliquant des exposants variables est un
sujet nouveau et trés intéressant, parce que des modeéles mathématiques d’équations para-
boliques et hyperboliques & exposants variables sont inclus dans la modélisation de nom-
breux systémes dynamiques et de différents phénomeénes physiques, comme les écoulements
de fluides électro-rhéologiques ou de fluides a viscosité dépendante de la température, les ap-
plications liées au traitement d’images, les équations d’élasticité et la mécanique des contacts
voir [24], [10], [3],[5], [12], [6]. Dans ce qui suit, mentionnons quelques études qui vont dans
ce sens. Antontsev et Shmarev dans [1] ont prouvé l'existence et 'unicité des solutions faibles
du probléme de Dirichlet pour I’équation parabolique dégénérée non linéaire a exposants va-
riables. Dans D'article [2], Antontsev a prouvé I'existence et I'explosion des solutions faibles
d’une équation d’onde avec p(x;t)-Laplaciens et un terme d’amortissement. En 2015, Sun
et al., [26] ont discuté des bornes inférieure et supérieure pour les résultats d’explosion des
solutions de I’équation hyperbolique non linéaire avec terme amortissement & exposant va-
riable et terme source, sous des hypothéses appropriées sur les données initiales. Otmani et
al., dans [21], se sont intéressés au coté numérique du probléme des équations paraboliques
a exposants variables. Messaoudi et Talahmeh [18], ont prouvé I’explosion en temps fini des

solutions de I’équation suivante

0%u m@)=1 gy
R X r(z)—2 e 7
5 div (|Vu\ Vu) + « T T

Messaoudi dans [19], a etudie I’équation (1) avec 5 = 0 et prouvé les estimations de décrois-

Ou BlufP® . (1)

sance de 1’énergé des solutions sous des hypothéses appropriées sur les exposants variables
m (), r(-) et les données initiales. Ghegal dans [11] considéré I’équation (1) avec r(-) = 2,
m(:) =1(-)—1et « = f =1, dans un domaine bornée avec condition de Dirichlet, I'existence
globale et le résultat de la stabilité des solutions sont prouvées. Rahmoune dans [22], il a
étudié un probléme aux limites hyperbolique généralisé semi-linéaire associé aux équations
élastiques linéaires en présence d’un terme d’amortissement général & exposant variable, ol
il a prouvé 'existence, I'unicité et la stabilité des solutions faibles. Une analyse compléte des
équations aux dérivées partielles non linéaires avec des exposants variables peut- étre trouvée
dans [23].

Dans ce mémoire, nous traitons la décroissance générale de ’énergie de deux problémes aux
limites impliquant des exposants variables. Le premier probléme étudié est un systéme d’élas-

ticité généralisé avec un terme source a exposant variable et un terme amortissement linéaire,



le deuxiéme probléme étudié est un systéme d’équations viscoélastique avec un terme source
a exposant variable.

Ce mémoire est composée de trois chapitres et est organisée comme suit

Dans le chapitre 1, on va donner quelques notations et rappels d’analyse fonctionnelle qui
seront utilisés dans les différents chapitres de ce mémoire.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a I’étude de I'existence et la stabilité de la solution pour
un probléme hyperbolique généralisé associé a I’équation élasticité avec un terme source a
exposant variable et terme dissipatif. Dans ce probléme nous supposons que le tenseur des

contraintes oP@ (-) est de la forme
P () = (2m + o |d (u)|P<x>) d (u) + \Tr (d (u)) .

Nous dérivons la formulation variationnelle de ce probléme, puis en utilisant ’approximation
de Faedo-Galerkin pour prouvé l'existence des solutions faibles de notre probléme. Finale-
ment, nous prouvons la décroissance générale de 1’énergie des solutions. Ce travail peut étre
considéré comme un détail du travail trouvé dans [7].

Dans le dernier chapitre 3, on considére un probléme hyperbolique non linéaire associé a
I’équation viscoélastique avec un terme source a exposant variable. Nous étudions I'existence

des solutions, puis nous prouvons la stabilité exponentielle et polynomiale des solutions.




Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé. Dans ce chapitre nous présentons briévement quelques notations et définitions
élémentaires d’analyse fonctionnelle (Les espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev, ...),
nous rappelons aussi quelques inégalités et notions élémentaires utiles qu’on utilise dans les
différents chapitres de ce mémoire. Dans la suite € sera un ouvert borné de R™ (n = 2 ou 3)

et nous utiliserons la mesure de Lebesgue.

Contenu
1.1 Espaces fonctionnels.

1.1.1 Espaces de Lebesgue classiques.

1.1.2 Espace de Sobolev classique.

1.1.3 Espaces de Lebesgue et de Sobolev & exposant variable.
1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle.

1.2.1 Convergence faible et convergence faible étoile.

1.2.2 Résultats de compacité.

1.2.3 Dérivations au sens de Gateaux.

1.2.4 Opérateurs monotones.

1.3 Quelques inégalités utiles.



1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue classiques

Les espaces de Lebesgue et Sobolev sont des espaces fonctionnels essentiels pour la réso-
lution des probléemes d’équations aux dérivées partielles.
Soit 2 un domaine ouvert de R", D(£2) désigne I'ensemble des fonctions de classe C™ et a
support compact dans 2.

Pour 1 < p < +o00, 'espace de Lebesgue LP(Q2) définie par

LP(Q2) = {u Q00— R mesurable;/ |u(z)|Pde < —i—oo} :
Q

el = ( / |u<x>|pdx) |

pour en faire un espace de Banach.

muni de la norme

Pour p = oo, on note
L) = {u : Q@ = R mesurable; supess,cq|u (z)| < 400},
avec
supesszeqlu ()| = inf{c > 0; |u(z)| < C p.p.dans Q}.

e 1°°(2) muni de la norme ||u|oc = supess,cq|u(z)| est un espace de Banach

o [P(Q) est réflexif et séparable pour 1 < p < 400 et son dual est isomorphe a L(2) avec
1,1 _

> T = 1.

o L'(Q) est séparable mais pas réflexif, son dual est L>(f2) et le dual de L>(f2) contient
strictement L!(Q).

1.1.2 Espace de Sobolev classique
Pour 1 < p < +00, l'espace de Sobolev WP(Q) est définie par
WP(Q) = {u € I/(); Vu € (I7(2))"}

qui muni de la norme

1
P

leallwroey = (Il + 190l 0y )




est un espace de Banach.
Si p = 0o, on muni W*°(Q) de la norme
ol ey = mase ([l @y, [Vl )
—WLP(Q
On note pour 1 < p < +o0, W, *(Q) = D(Q) ),
Pour 1 < p < 400, l'espace D(Q) est dense dans W,"(Q).
On peut identifier le dual de W, ?(Q) a un sous-espace de I'espace des distribution D’(Q) par

W) = (W7 (@), (q - L> |

p—1
1.1.3 Espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces de Le-
besgue et Sobolev & exposant variable (voir par exemple [8], [9]).
Pour un ouvert 2 C R", soit p(x) : Q@ — [1, +00] une fonction mesurable, appelé I'exposant

variable. Dans tous la suit nous adoptons les notation suivantes

C.(Q)={p|peC),plx)> 1 pour tout z € Q},

p = infessxeﬂ(p<x))7 p+ = SUpeSSwGQ(p(x))'

Définition 1.1.1 Pour deux fonctions mesurables bornées p, q : 0 — R, on a
q(-) <<p(-) si(p—q)” > 0.

Définition 1.1.2 On définit I’espace de Lebesgue généralisé LP®)(Q) appelé aussi espace de
Lebsegue a exposant variable, comme [’ensemble des fonctions mesurables u : 2 — R pour le

quelles le module convexe
Pp(a) () = /Q julPde,

est fini.

e Si p™ < oo, alors I'expression

1wl o) () = inf {/\ >0: /
Q

p(z)
— de <15,




définit une norme dans LP(®)((2), appelé la norme de Luxembourg.

e Sip~ > 1, LP®(Q) est uniformément convexe donc réflexif et son dual est isomorphe a
L1@(Q), ou L + Lo =1,

p(z) * q(z)

Théoréme 1.1.1 L’espace (LP)(9), .l Loer () €st un espace de Banach et D(Q) est dense
dans LP@)(Q).

Définition 1.1.3 On définit l’espace de Sobolev généralisé qui aussi appelé ’espace de So-

bolev a exposant variable
Whr(Q) = {u e [9(Q) ; Vu e (12(@)"},
qui muni de la norme

||U||W1m<w>(9) = ||u||LP(9f)(Q) + “VUHLP(J?)(Q)";
est un espace de Banach.

Définition 1.1.4 L’espace Wy™'™) () désigne la fermeture de D(Q) dans WP (Q).
En particulier, si p~ > 1, lespace Wol’p(x)(Q) est un espace de Banach séparable et réflexif.

Son espace dual est noté par W11 ().

Dans I’écriture des formulations variationnelles apparait en général le module convexe ppy)

ce qui nous ameéne & énoncer le résultat important suivant

Proposition 1.1.1 Si u,,u € LP®(Q) et pt < +oo , les relations suivantes sont vraies
L Jull ey <1 (resp =1,> 1) & ppy(u) <1 (resp = 1,> 1),

2 ull sy > 1= [l 0y < P () < [l

9l oy < 1= Il 0y < o) < [l

4+ Nlunll oy oy — O (respectivement — 400) < pp() (un) — 0 (respectivement — +00)

5. oyt (7 0] pporey) = 1

Proposition 1.1.2 Siq € C(Q) et si pour tout x € 0, q(x) < p*(x) alors
WP@)(Q) e LI (Q) est continue et compacte ot

np(z) ;
p*(z) = { npm SEP(T) <,
00 sip(x) >n

En particulier, on a Wol’p(m)(Q) s LP@)(Q) est continue et compacte.

10



Définition 1.1.5 La fonction continue p(z) :  — [1,+00) satisfait la condition de conti-

nuité Holderienne, s’il existe une constante C' tel que

C - 1
Ve, y € Q avec |x —y| < =.

Ip(z) — p(y)| < 5

— —loglz —y|’
Remarque 1.1.2 Bien que cette condition de régularité n’est pas nécessaire pour définir les
espaces de Lebesque et Sobolev a exposant variable, elle s’avére étre trés utile pour ces espaces
pour introduire quelques propriétés, telle que C’OO(Q) est dense dans W@ (Q)

et WP (Q) = WEP@(Q)NWE(Q) de plus si 1 < p~ < p™ < n, alors Uinjection de Sobolev

reste vraie pour q(x) = p*(z).

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous donnons quelques préliminaires sur la convergence faible et la
convergence faible étoile, enfin nous donnons quelques notion sur les opérateurs monotones.
Extrait de [4].

1.2.1 Convergence faible et convergence faible étoile

Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|x on note par X’ I'espace dual de X |

et par (.,.)x/xx le produit de dualité entre X et X'

Définition 1.2.1 On dit que la suite (u,) € X, converge faiblement vers u € X, et on note
Uy, — U, ST

lim <U,un>X/><X = <U,U>X/X)(, Yo e X'.
n—00

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite u,.

Proposition 1.2.1 Soit u,, une suite de X, on a

1. Si u,, — u fortement, alors u, — u faiblement.

2. Si u, — u faiblement, alors ||u,||x est borné et ||ul|x < liminflju,|x.

3. Si u, — u faiblement et v, — v fortement dans X' (c’est-a-dire lim,,_ ||v, — v||x» = 0),

alors limy, oo (U, Un) xrxx = (U, U) X1 x -

Théoréme 1.2.1 (Compacité faible des bornés du dual d’un espace réflexif)

Soit X un espace réflexif , et soit (u,) une suite bornée de X (c’est-a-dire il existe ¢ € Ry

11



tq : ||unll < ¢ pour tout n € N) alors il existe une sous-suite encore notée (u,) et u € X telle

que U, — u dans X.

Définition 1.2.2 On dit que la suit (u,) € X' converge faiblement étoile vers un élément
u € X' et on note u,, —=* u, i im, o0 (Un, V) xrxx = (U, V) x'xx, YveX.

u s’appelle limite faible étoile de la suite (uy,).

Proposition 1.2.2 Soit u, une suite de X', on a

1. St u, — u fortement, alors u, —* u faiblement.

2. Si u, —* u faiblement, alors ||u,||x est bornée et ||u,||x < liminf||u,| x

3. Si u, —* u faiblement et si v, — v fortement dans X (c’est-a-dire lim,,_,« ||v, —v||x =0)

alors Timy, oo (Un, V) xrsx = (U, V) x7x X -

Théoréme 1.2.2 (Compacité faible étoile des bornés du dual d’un espace sépa-
rable) Soit X un espace séparable, et soit (u,) une suite bornée de X' ( c’est-a-dire il existe
C >0 tq |lunllx < C pour tout n € N, alors il existe une sous-suite encore notée (u,,) et

u € X' telle que u,, —* u dans X'.

Théoréme 1.2.3 ( représentation de Riesz-Fréchet) Soit X un espace de Hilbert reel

et (.,.)x un produit scalaire de X, pour tout v € X', il existe u € X unique tel que
<U7w>X/><X: (U,U))X, vwEX}
de plus on a ||ul|x = ||v]x’.

Proposition 1.2.3 Soit V' un espace de Banach uniformément conveze.

Soit (x,,) une suite dans V' telle que x, — x pour la topologie faible o (V, V') et
limsup ||z, || < ||z|],

alors x, — x fortement .

1.2.2 Résultats de compacité

Pour plus de détails voir le livre de Lions [16].

12



Définition 1.2.3 Soient 2 un ouvert de R™ et T un réel strictement positif. On note Qr le
cylindre défini par Qr =)0, T[xS.

On définit I'espace

H'(Qr) = {u e (Qr): 2 L2<QT>} ,

ot
1
2 2
L2(QT)>

Remarque 1.2.4 L’espace H (Qr) est de Hilbert pour la norme définie ci-dessus.

qui 'on munit de la norme définie par

Ou
ot

2
[ull i1 (gp) = (H“HLQ(QT) + ‘

Théoréme 1.2.5 L’injection de H(Qr) dans L*(Qr) est compacte.

Théoréme 1.2.6 Soient By, B et By trois espaces de Banach avec By C B C By (injection
est algébrique et topologique). On suppose que l'injection B — By est continue. Soit T est

fini et 1 < pg,p1 < 00. On suppose By et By sont réflexifs et on définit

W = {u :(0,T) - By:ue LpO(O,T;BO);% € Lpl(O,T;Bl)}.

L’espace W est un espace de Banach réflexif pour la norme

ou
HUHW = HU’HLPO(O,T;B()) + E

LP1(0,T;B1)

Théoréme 1.2.7 Nous supposons que linjection By — B est compacte. St 1 < pg, p1 < 00,
alors linjection de W dans LP°(0,T; B) est compacte.

Lemme 1.2.1 Soit © un ouvert borné de R? xR, et g,,, g des fonctions de LY (©) ;1 < g < 00

telles que
||g,u||Lq(@) <c et 9u — g Dp.p dans @,

alors

g, — g faible dans L1(O).

13



1.2.3 Dérivations au sens de Gateaux

Soit X un espace de Banach. On note X’ le dual topologique de X c’est a dire 'espace
des formes linéaires continues sur X. Nous noterons par (., .) y., y le produit dans le dualité
entre X' et X.

Définition 1.2.4 [13] Soient V' une partie d’un espace de Banach X et J : V — R.
Siu €V, on dit que J est dérivable au sens de Gateaur (ou G-dérivable ou encore G-
différentiable) en u, s’il existe | € X' tel que dans chaque direction z € X ou J(u+1tz) existe
pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle J.(u) existe et on a
J tz) —J
lim (u+tz) (u)

t—0t t

= <l7 Z>X’><X ‘
On pose J (u) = 1.
Autrement, on dit qu'une fonctionnelle J : V' — R est différentiable au sens de Gateaux en

u €V de dérivée g(u) € X' si, pour tout h € X :

lim © [J(u+t2) = J (u) — (g(w)s th) gy ] = 0.

t—0F

Exemple 1.2.8 Soit Q@ C R™, n > 3 ; un ouvert, pour p € |1;+o0[ on définit une fonction-

nelle

J o WH(Q) —R

u — J(u) = / |Vul? dx,

Q
alors J est différentiable dans W[ () et
J (u) (v) = p/ |Vul? Vu.Vode, Yve W] (Q).
Q
On consideére la fonction ® : R* — R, définit par ®(z) = |z|”, c’est une fonction de classe
C', et VO = plz[P> z en effet
P -0
iy 2102

t—0t

=plzfPzy, VyeR™

Comme conséquence

lim |Vu(z) + tVo(z)|’ — |[Vu (z)[’

t—s0+t t

=p|Vu ()" Vu (z) Vo (z),
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par le théoréme des accroissement finis, pour presque tout x € ) et pour ¢ > 0; il existe une

fonction 6 a valeur dans |0; 1] telle que I'on puisse écrire
\Vu(z) + tVo(z) [ — |Vu ()P — tp |Vu (2)]P > Vu (z) . Vo (x) (1.1)
= tp|Vu(z)+ 0 (z,t)tVo ()P (Vu (z) + 6 (x,t) tVv (z)) . Vo (z)
—tp |Vu (2) P Vu (z) Vo (z).
En divisant par ¢, on obtient pour presque tout x

lim IVu(z) + tVo(z) ) — |[Vu (2)]P — tp |Vu (2)]P > Vu () Vo (z)

t—0+ t

=0.

D’autre par, on peut majorer le deuxiéme membre de I’égalité (1.1) divisée par ¢ par
f (@) =2(IVu (@) + Vo (@))" | Vo (@)
En utilisant en suite 'inégalité de Holder, on a
|1 @lds < el9olla (IValtziey + 19015 )
On peut dent appliquer le théoréme de convergence dominée et conclure a
J (u) (v) = p/ \Vul"~? Vu.Vodz, Yoe WP (Q).

Alors J est Gateaux différentiable.

1.2.4 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V' est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de
V dans V.

Définition 1.2.5 On dit que
1) A est borné si
de>0: |[A(W)|v < eljv]lv, Yo € V.

2) A est monotone si

Vu,v € Vi (Au) — A(v),u —v) > 0.

3) A est hémicontinue si pour tous u,v,w € V', Uapplication

t = (Alu + tv), w),
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est continue de R dans R.
4) A est coercif si

(A(u), v)

= —+00.
lully—=+oo  |lul|v

Théoréme 1.2.9 [16]. Soit A un opérateur vérifiant

1. A est borné,

2. A est hémi-continu,

3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de V- — V', c’est-a-dire pour f € V', il existe u € V tel que A(u) = f.

1.3 Quelques inégalités utiles

Dans cette derniére section, on va présenter quelques inégalités pratiques qui seront uti-
lisées dans ce travail.
e Inégalité de Holder [8].
Pour toute fonction v € LP@)(Q)" et v € L1®(Q)" on a

1 1
/ [ul|vldz < (— + —=)[Jull Lo () [V]] ate) () (1.2)
Q p q

<1 1 _

ou m + m = 1.

e Inégalité de Poincaré [6].

Pour tout v € W@ (Q)™ il existe un constante C* > 0 qui ne dépend que de la dimension

de Q, p~ et p* tel que

] Lo @y < C*mes(Q)[|Vul| Lo qynxn- (1.3)

e Inégalité de Korn [6].
Soit p € C(Q) avec 1 < p~ < pt < oo, alors

tel que d(u) := % (Vu + (Vu)").
e Inégalité de Young [8].
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Pour tout u,v € Ry et x € 2, on a

(u)P@  (p)1@) 1 1
uy < ——— + —— avec +——=1
p q p(r)  q(z)

e L’inégalité de Gronwall.

Remarque 1.3.1 Nous passons en revue l'inégalité de Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes aux limites, en particulier pour établir l'unicité de la solution, ainsi que

pour former les estimations a priori.

Soient u,v € C(0,T;R) telle que u(t) > 0 et v(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7], a > 0 une
constante et w € C(0,T;R)

1. Si oi®) <o+ /Otu(s)der /Otu(s)w(S)d& vt € [0, 7],
o w() < (a+ /Otu<s>d8) P (/ot”(s)ds)’ reen
2. Si o) < u(s) +a/0tv(3)d3, vt € [0, 7],

alors

w(t) < exp(aT)/O u(s)ds.
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Chapitre 2

L’existence et la stabilité des solutions
pour I’équation d’élasticité généralisé a

exposant variable.

Résumé. Dans ce chapitre, nous proposons un modéle mathématique décrivant les défor-
mations d’un corps élastique isotrope en régime dynamique, nous supposons que le tenseur

des contraintes o?®) donné par la forme suivante
0" () = (2411 + o) P9 2)d () + XTr(d()) .

ot u est le champ de déplacement, py, e et A sont les coefficients donnés, p(z) 'exposant
variable, d(u) et I3 sont respectivement le tenseur de déformation et le tenseur unitaire. En
utilisant la méthode de Foedo-Galerkin et le résultat de compacité on prouve ’existence des

solutions faibles , puis on étudie la stabilité des solutions.

Contenu
2.1 Description du probléme et formulation faible.
2.2 L’existence des solutions faibles.
2.3 Stabilité des solutions.
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2.1 Description du probléme et formulation faible

Soit 2 un domaine ouvert et borné dans R?. La frontiére 92 de € est supposé réguliére
et est composé de deux partie 9€); et 9€. Nous considérons un corps élastique isotrope
occupant le domaine . Pour z € Q et ¢ €]0, T/, on note u(z,t) = (u;i(7,t)), ;<5 le champ de
déplacement. On suppose que la loi de comportement de 1’élasticité est non linéaire, cette loi

est donnée par

3
o (w) = (21 + pra|d() P9 72) dij(w) + A die(u)dyy, 1< 0,5 <3,
k=1

diglu) =3 (axj * ax,-) !

le tenseur de déformation, d;; est le symbole de kronecker, p11, 12 et A sont les coefficients de

ol

Lamé.
L’equation qui régit les déformations d’un corps élastique isotrope avec un terme source non

linéaire & exposant variable et un terme dissipatif linéaire en régime dynamique est le suivant
0%u ou
P~ div (67 (u)) + afulP™ 2y + 55 = f, dans Qx]0,T. (2.1)
Ou |-| est la norme euclidienne dans R3, f représente une densité de force, p(-) est 'exposant
variable tel que 2 < p(z) et p, a, B € R%.

Pour décrire les conditions aux limites nous utilisons les notations habituelles
Up = UN, Uy = U — U.T, aﬁ(’”) = (ap("”) n) ., af(‘”) = oP@) p — (Jﬁ(‘”)) .,

ot n = (ny,n2,n3) le vecteur normale extérieure unitaire a 052.

e Le déplacement est connue sur 9y
u(z,t) = 0 dans 90 x]0, 7. (2.2)

e Sur 0€2, le tenseur des contraintes satisfait la condition suivante :

o"@(u).n =0 sur 9Q,x]0,TT. (2.3)
Le probléme consiste & trouver u qui satisfait (2.1)-(2.3) avec les conditions initiales suivantes

u(z,0) = Jg(z), %(x, 0) =U(x), Yo €. (2.4)
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Maintenant, nous dérivons la formulation variationnelle du probléme, pour cela on définit

I’espace fermé suivant
KP® = {y e WPO(Q) o =0 sur 00} .

En multipliant I’équation (2.1) par une fonction test ¢, puis en intégrant sur {2 et en utilisant

la formule de Green , nous obtenons la formulation variationnelle suivante

Trouver u € KP@ ¥t €]0,T[, tel que (2.5)

02 ;
p (Gr0) + .0 + 20,0+ 5 (5.6

=(f,9), Voe K",

ou
u(z,0) = Yo(x), E@’O) =V (z),
p(oy (1 6) = / (2411 + ol ()P 2)d () - d()d + A / div(u).div($)dr,

On désigne aussi par A (-) 'opérateur non linéaire

A WP ta@) ()3

u — A(u),
tel que
(A(u),v) = ay@)(u,v), Yove Wy,
et . .
m + m = 1.

2.2 L’existence des solutions faibles

Dans cette partie, nous nous intéressons a l’existence locale des solutions du probléme
(2.1)-(2.4).




Théoréme 2.2.1 Selon les hypotheses
o) T x
fa 3_{ € Lq( ) (07T7 Lq( )<Q)3) ’

Vo € WHE@(Q)2 0y € L3(Q)3. (2.6)

Il existe une solution faible u de (2.5) tel que

u € L0, T, W (Q)%),

au o) 2 3
T € L>(0,T, L*(Q2)°).

Preuve. Nous utilisons la méthode standard de Faedo-Galerkin pour prouver notre ré-
sultat. Pour plus de détails voir [16].
Nous introduisons une suite de fonctions (v;) ayant les propriétés suivantes
* Viel, ...,m, v; € Kp@)
x La famille vy, vy, ..., v,, est linéairement indépendante,
x L’espace K,, = [vj]1<j<m engendrée par la famille vy, vy, ..., v, est dense dans KP(®).

Soit Uy, = u,(t) une solution approchée du probléme (2.1)-(2.4) telle que

U (t) = anm(t)vj, m=1,2,3,..,
i=1
qui vérifie le systéme d’équation suivant

Uy, o Oy,
P < _8t2 ,Uj) + Ap(z) (um,vj) -+ Oé(|um’p( ) 2um,1}j) + ﬁ (—, Uj) (27)

:<f7vj)7 ]-S]va

qui est un systéme non linéaire d’équations différentielles ordinaires et qui sera complété par

les conditions initiales suivant

Um(2,0) = Jop = ijmvj — Y9 quand m — oo dans Wl’p(x)(Q)?), (2.8)
i=1
et .
ag—:(a:, 0) =V1m = Z X;nv; — 97 quand m — oo dans L*(Q)°. (2.9)

i=1
"aprés les résul éné 1 : d’é ions diffé iell
D’aprés les résultats généraux sur les systemes d’équations différentielles, nous sommes assu-

rés de l'existence d’une solution de (2.7) (on note que det(v;, v;) # 0) grace a I'indépendance
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linéaire de vy, vy, ..., v, dans Uintervalle [0, T7.

En multipliant I'équation (2.7) par 15, (t) et effectuant la sommation sur j =1 a m on trouve

*u,, Ou ou ou ou,, Ou
m m m p(x)_g m m m
p ('a_tg e ) + p(a) (um, o ) +a (lum\ Ums 5~ ) + 8 (_8t v > (2.10)

) Oy, 1 d .
(1m 2 %) = s 2 B2 (2.11)

(2.12)

pd || Gum(®)
2 dt ot LQ(Q)g
9 : 2
o 10 O s 310 O]
o d m(t)
+p d H ( )H 3 +6 L2(Q)3

En intégrant la derniére équation sur ]0,¢[ et en appliquant les inégalités de Holder (1.2) et
Young, on obtient

Oy, (1)

2

pd

d (t (1)) [72(0y2 d 2.13
2dt ot Loy + pa [|d (um ))HLQ( 3x3 T —— p( ) [d (um(t ))HLp(z) ()33 ( )
o (z) 8U,m
+—— |lum(t)| p z
p(x) o L2y
20+ A 5
< 191 s + 22 0o o +( . )||790m||wl,2(m3
+p— !\ﬁom\lm>(g3+/ o ()50 27 X (s O] [
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of(s) "

d
ot °

2
(2 ) IFOIE g +

+ ”f( )HLq(x)(Q s+ ||190m||Lp(:t)

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Korn (1.4) et le fait que WP (Q) — LP®)(Q), on

Lq(w)(Q)3

trouve

Ck

1
oy Nt ][ < oy DI o
et
||Um( )HLp(ac)(Q p+ ||Um( )||W1 p(a:)(Q)Ba

alors 'inégalité (2.13) devient

p || Oy () 11 Cre 2 QCk
o umt B + m p(x
A B I - T
0u
= MBS ) Oen(s) ds
o e 0152, .
o1 ()" 2p*
<C m( p(x) / d a()
o [ T s+ [ ]| 228 ot 1O
. 14+ac,r  2pu+ A
IO, )3+(1+ % 2R oy + W01
comime
t af(s) q(z) 2 -
LTI ase (22 ) FOI g+ 1O e
0 Lq(av)(Q)3

1 21+ A
+(1+ TG ”;

ou C' une constante indépendant de m.

) ||790m”W1 p(z) )3 + HlﬁlmHLQ < C, Ym < N*,

Donc, on trouve

p || O (t) w1 Cr 2 N2Ck .
P \ ey + L2 O e (214)
« ” (@) (9um p
+2p+ [t (£)] Lp(z L s

<C+ Cp+ / Hum le p(z)(Q)3 ds.
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Maintenant en utilisant 'inégalité de Gronwall, on obtient

et (B) 3o ) < O (2.15)
donc de (2.14) on trouve
Oun (1) | .
‘ ot + Hum( )H]z(p(z) <. (2.16)
L2(Q)3

Les estimations (2.15) et (2.16) impliquent

U, borné dans L>(0,T; W@ (Q)3),

ag—;n borné dans L>(0,T; L*(Q)?).

Alors on déduit qu’on peut extraire une sous-suite u,, telle que

Up — u  dans L®(0,T; W@ (Q)3), (2.17)

dun,  Ou - 9
2 " B dans L>(0,T; L*(2)%),

|ty [P 20, — X dans L®(0,T; LY@ (Q)3),
A(um) N 0 dans LOO(O,T, W*Lq(m) (Q)?’)

On a les suites u,, et 2= sont bornées dans L*(0, T; L*(2)?), d’aprés le lemme de compacité

de Lions [16], on peut déduire que

fortement

Uy —5™u dans L*(0,T; L*(Q)?),

/ ‘|um|p(w)’2um|qmdx = / |t [P da < C.
Q 0

Done [t |[P®~2u,, est borné dans L= (0, T; L4 (2)3), mais comme u,, *-5" u dans L2(0, T; L2(Q2)?)

on trouve

d’autre part on a

|Um|p(x)_2um —~ X = |u|p(x)_2u dans LOO(O, T, Lq(x) (Q)S) (218)

Comme 'opérateur A(+) est borné monotone et hemicontinue on peut montrer que (voir [17])

0< /0 (0(s) — A(u(s)), w(s))ds, Y € L2(0,T; WD (Q))3,
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de cela, on déduit que 6 = A(u).

Maintenant, soit j fixé et [ > j, en utilisant (2.7), on obtient

5 0
(pa—;l,vj> + ap(a) (ur, v) + o (Jw 2w, 0;) + B <ﬂ U') (2.19)

:(favj)> 1§j§l

de (2.18) et (2.17) il résulte que

(=21 1) S (=20, 0) s £¥(0.T),

Ouy faible ¢toile [ OU
(E,'Uj> — (E,Uj) dans LQ(O,T),

Qp(x) (ul7 Uj) foible gtofle Up(x) (u7 vj) dans LOO(O7 T)?

2 2
(%,v]) — <%,vj) dans D'(0,T).

Par conséquent (2.19) devient

d’autre part

0%*u B ou
(pm“f) + pe (s vy) + o (a0, v;) + 8 (a) = (f.v5),

pour tout v; € K,, et tout 1 < j < m.
Par la densité de K, dans KP*) on obtient

0> 0
(#559) + ol )+ a (P 20,6) 4.6 (G0 ) = (£.0), voe K7,

Donc u satisfait (2.1)-(2.3).

Pour les conditions initiales, on note
u e L0, T; WH(Q)?),

et
ou

— € L*(0,T; L*()°).

¢ 12012120

Donc d’aprés le lemme de Lions [16] on a w € C(0,T; L*(Q)?) et par I’équation (2.8), on
conclut que

u(z,0) = Jo(x).
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Pour la deuxiéme condition on a

/ ) (paziis)w(s))

< / i () 65D ds @ [ ()P 2us). 605) s

ce qui imphque
T/ 0%u(s)
/0 (p Y ,925(8))

e / ) (nu(s)HWw ()P + ‘

ds

ds + / (f(5), @(s))ds, ¥o(s) € L*(0,T; K1),

ds

ouls)
ot

+ IIf(S)IIqu)(Q)s) [6(8) lwrst ()2 ds,

L2(Q)®
< Cllol| 20w 100) ()2 YO(s) € L(0, T KP*),

c’est-a-dire P
o7 € L2(0,T; W—ha@(Q)3),

Rappelons que 2¢ € L*(0,T; L*(€2)?), donc on obtient

ou
a7 € C(0,T; W—11@ ()3),
par conséquent a“ma—(tx’o) a un sens et on a

O (,0)  Ou(z,0)

dans W_l’q(x)(Q)3,

ot ot
mais
w — 0 (x) dans L2(Q)%.
Donc
au((;;, 0) _ 91 ().
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2.3 Stabilité des solutions

Nous allons maintenant montrer la stabilité des solutions du probléme (2.1)-(2.4) avec

f =0et p=1. Pour cela, nous introduisons 1’énergie associée au probléme par la formule

u(t) ||?
ot

E(t):%‘

- p[u(®) By + s a5 »(@) (0
L2(Q)3 p(x)

+%Hdiv( ())HLz @ e )H ()Hm (@) (Q)3

Lemme 2.3.1 L’énergie £ : R, — R, est une fonction décroissante pour tout t > 0.

(2.5), on obtient

Preuve. On choisit ¢ = o

E(t) — E(0) =

ds,
L2 (Q)S

ot

ca veut dire

<0, Vt>0. (2.20)
12(2)

P s |20

O

Théoréme 2.3.1 (Existence globale) Sous les hypothése de Théoreme 2.2.1 la solution u
du probleme (2.1)-(2.4) satisfait

ou

u € C(Ry, WHI(Q)%), N

€ C(R,y, L*(Q)?).
Preuve. On a u et $* vérifiant I'égalité (2.20), donc

dut) ||”

M1 T
T S w1128 + L2t )P o) (@

12(9)3 p(z)

oo

Ay x
i) e + oS IO o
< E(0), Vt>0,
cette estimation est indépendante de .

g

Ensuite, nous établissons plusieurs lemmes techniques pour prouver le résultat principal

de la stabilité.
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Lemme 2.3.2 ( Komornik [14]) Soit E : Ry — R une fonction décroissante vérifie [’es-

timation -
/ E"(s)ds < KE"(0).E(t), VteR,.
t

Alors
K+vK

1
, VteR,, si v>0,
K+Vt) -

E(t) < E(O)(
et
E(t) < E(0)exp(l — %t), Vie R, si v=0,

ot v >0 et K >0 sont deux constants.

Lemme 2.3.3 La fonction d’énergie E(-) satisfait l’estimation suivant pour tout T > Ty > 0

T @ p(@) ou T
E=z)dt<—|E =2 (t) | —udx (2.21)
q Ot

T() TO

ple) =2 / “= .10 [ 2
+ 5 . E (t).E'(t) Qatudm dt
T 2
+/ E"“‘S‘(t)/ (2 Ou —u@> dedt.
To Q

ot ot
Preuve. En multipliant (2.1) par Ew(t)u et en intégrant sur Qx|7p, T'[, on obtient

T _2 9
0= /TO Ep(2)(t)/ﬂu [% — dive?™® (u) + afulP® 2y + 5%] dzdt.

Utilisant le fait que [, 24ude = < [ 2ydy — [, ]%Ide, on obtient

| @2 Ju Top@) =2 [T s , Ju

To To
2
] dxdt.

ou

T
)
+ / BR (1) / [—udivap(x)(u)+a|u\p(‘”)+Bu—— "
Ty Q

ot ot

D’autre par, on a

2

% dx,

/ [—u.dive?™ (u) + alulP™] dz > 2B(t) — /
0 ot

Q
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on obtient

T
p(x)— —2 T
0> [E “ z(t)/%uda:} p(x) =2 / g 4 t)E'(t /—uda:dt
o Ot T 2 T

ou?
ot

ou

+Pug —

T
prlz)— _2 p:L‘
0> [E 4 2(15)/ %udxl —&/ Rl t)E'(t /—udxdt
] PR

6u
at

ou

2B (t) — o

] dxdt,

Alors

— ﬁu—) dxdt.

0
Dans ce qui suit, nous désignons par ¢ une constante positive générique, qui peut avoir

des valeurs différentes & différentes occurrences.

Lemme 2.3.4 ] existe une constante positive C' indépendante de E(0), Ty et T tel que

Uénergie E(-) vérifie l'estimation suivante :

(2.22)
oul?
ot

p(x) T p(z)—2
< CE™ (TO)+/ fom: (t)/<2
To

Preuve. On sait qu’il existe une constante C; tel que

Bu—) dxdt, pour tout T > Ty > 0.

| —udivo @ )i = s [Julfnag + Nelfi] = G [ lul'de,
Q

En utilisant I'inégalité de Young, on trouve

E"T (1) / WP de| < B (1) / Ouf
ot o\ |0t

Ou v gP@)
— | dz — u.div o?¥(u) | dz

dx + |u|2> dx
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D’autre part, on a

remplagons ces deux estimations dans (2.21) pour trouver (2.22).
O

Lemme 2.3.5 Pour tout ¢ >0, on a

r p(z)—2
/ o) /
To Q

T
gg/ Ey(t)dtjtc(g)E(To)+0E@(To), pour tout T > Ty > 0.

To

ou?

57| et (2.23)

Preuve. Pour t € R, fixé on voit que

| i+ |
Q |94 (>1

Notez également qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que

@2
ot

ou

2
—| dx = /
|9u|<1

ou?

dz.
ot v

ot

2
2 2 p(@)
/ @ de <c / @ dx )
2e1<1 | OF 1921<1 | OF
Alors ,
p(x) 2
dx +c/ Ou dz
\<1 12451 ot
< o~ E'(1))77 — cE(1),
donc
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p(z)—2

< c/TE’“Z”@)(—E'(t))szdt—c/TEz(t)E'(t)dt.

En utilisant 1'inégalité de Young, on obtient

T p(xz)—2 2
c/ B (1) (— B (1)) 7 dt
To

< M) =2 /TE”(?2(t)dt+ci /T(—E’(t))dt

p(x) Jg,

< /T E"S (t)dt + c(<) E(Tp).

To
donc, on trouve

u

T
p(z)—2 0
EF tdt/
/TO war [ |5

Lemme 2.3.6 L’énergie E(-) satisfait l’estimation suivante, pour tout ¢ > 0

2 T
dedt < ¢ / B (t)dt + c(¢)E(Ty) + cB™5 (Ty).

To

T )2 ou T plx)
E =2 (t) uadxdt <c [ E=z@)dt+c(q)E = (Tp). (2.24)
To Q

To

Preuve. En appliquant I'inégalité de Young, on a

/u@d:vgg/ ]u\zd:v—l—c(g)/
o Ot Q 0

< g/Q —udiv(ap(“’)(u))dx +c(§)/

Q
<GE(t) +c(s)(—F'(1)),

pour tout ¢ > 0.

Donc en déduit que

T T
[0 [da| << [ 5% 0+ oom m),
T Q 875 To

pour tout 17" > Ty > 0. U

Lemme 2.3.7 Pour toutT' > Ty > 0, on a l’estimation suivante

/TEP(;) (t)dt < ¢ (1 + B (0)> E(Ty).

To
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Preuve. Par (2.23) et (2.24), on obtient

[ fofaf

T ) oz
gx/"E%Rwﬁ+dQng+dQE%%%%
To

ou|?
ot

- Bu—) dxdt

on choisit ¢ = i on trouve

[ o

/TE N0t + B (T).

To
.25) et (2.22), on obtient

ou?
ot

dx — Bu—) dxdt (2.25)

<

[N l\DlH

Maintenant, utilisant 'inégalité (

T p(x)
/’Ez(wﬁg

To

T
/E (t)dt + cE*5(Ty), 0<Ty<T,

To

T p(z)
/‘E2(wﬁ§c<
To

<1+E

DO | —

ce qui implique que

W) B(T)

P()2

(0)) B(Ty).
Le Lemme 2.3.1 et 2.3.7 preuve que £ : R, — R, est une fonction décroissante et vérifier le
inégalité suivante

o+ pt—
(/Ez@@§£2%WMLW>Q (2.26)
t
O

Théoréme 2.3.2 (Stabilité des solutions) Il existe deux constantes positives C et D

telles que la solution du probleme (2.1) et (2.4) vérifie 'estimation suivante
—2
E(t) <Ctri—2, Vt>0, si p© > 2,

et
E(t) < E(0)exp(l —Dt), Vt>0, si p" =2,

ot la constante C dépend de l’énergie initiale E(0) et la constante D indépendante de E(0).

Preuve. La preuve se fait directement par application du lemme 2.3.2 et I'inégalité (2.26).
O
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Chapitre 3

L’existence et la stabilité des solutions de
I’équation de viscoélastique non linéaire

a exposant variable.

Résumé. Dans ce chapitre, nous considérons un systéme viscoélastique dans un domaine
tridimensionnel avec terme source non linéaire a exposant variable. Ce type de probléme
apparait dans de nombreuses applications telles que la dynamique des fluides, les fluides
électro rhéologiques qui montrent un changement de viscosité lorsqu’un champ électrique est
appliqué, en plus de la mécanique de 1’élasticité et de la viscosité.

Nous donnons le résultat de I'existence des solutions faibles, puis nous étudions la stabilité
des solutions.

Contenu

3.1 Position du probléme et formulation variationnelle.

3.2 Etude de la stabilité des solutions.
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3.1 Position du probléme et formulation variationnelle

Soit € domaine ouvert et borné dans R3. La frontiére 9Q de € est supposé réguliére. Pour
xr € Qett €0, T[, on note u(z,t) le champ de déplacement tel que u : Qx]0, T[— R3.
Les équations régissant la déformation d’un corps viscoélastique avec un terme source non

linéaire a exposant variable dans un régime dynamique sont les suivantes

div(|Vu|'®2Vu) — vA (%) — AV (div(u)) (3.1)

J%u
o

+h(u) = f dans Qx]0,T7,
u=0 sur 00Qx]0, T, (3.2)
Ju(x,0)
ot

;| - | est la norme Euclidienne, f représente la densité de force, p(-) est

u(z,0) = Jo(x), = (x), Vo € Q, (3.3)

Ouj
Ox;

I'exposante variable tel que 2 < p(-); u, A > 0 sont des constants de Lamé, v est le coefficient

ou Vu =

de viscosité et A(-) un terme source non linéaire.
e Hypothése sur le terme source A(-). Supposant que h(u) = (h;(u;))1<i<3 est un terme

non linéaire caractérisé par des fonctions continues h; : R — R, i = 1, 2, 3 satisfaisant
hi(uw)u >0, Yu €R, pouri=1,2 3.
Il existe une constante 8 > 0 tel que
\hi ()| < B (1+ |u|p(1’)_2) lul, Yu € R. (3.4)
On note aussi H(-) = Y20, Hi(-) tel que
Hi(u) = /u hi(v)dv > 0,i=1,2,3,
0

avec

|Hi(u)] < BolulP™, VueR,i=1,2,3.
Remarque 3.1.1 Comme un exemple du terme source, nous pouvons prendre

h(u) = hz(ul)1§z§3 = (a|ui|p($)_2ui)1§i§3
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Maintenant, nous dérivons la formulation variationnelle du probléme.
Nous multiplions I’équation (3.1) par une fonction test ¢, et intégrant sur 2, puis en utilisant
la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle suivante
Trouver u € Wy ™ ()3, pour tout ¢ € W™ ()3 et pour tout ¢ €]0, 7| tel que

0? 0
(a—tg, qb) + papa) (u, ¢) + (Va—z, qu) + Adiv(u), div(¢)) (3.5)
+(h(u),¢) = (f, 9),
u(w,0) = (), 200 ) e e,
ou
p(z) (u, v) = / |Vul[P® 2V : Vudz,
Q

avec

5 aul a'Ui

i1 81‘]‘ 8£L‘j

Vu: Vo=

On désigne aussi par A (-) 'opérateur non linéaire

A Wy — Wta@ ()3
u — A(u),

tel que
(A(u),v) = ay@)(u,v), Yove V[/Ol’p(w)7

et

1 1
v @ e "

Théoréme 3.1.2 Sous les hypothése
feLX0,T,L2(Q)*), o€ WPD(Q) 0 € L*(Q)°,
il existe une solution faible u de (3.5) tel que

ue L>(0,7, W (Q)?),

W e 201w,

h(u) € L*(0,T, LY®(Q)?).
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Preuve. Nous utilisons la méthode standard de Faedo-Galerkin comme dans le chapitre
2.
Introduisez une suite de fonctions (v;); ayant les propriétés suivantes :
oVje{l,...m};v; € Wy (Q).
e La famille {v1; va;...; v, } est linéairement indépendante.
e L'espace Vy, = [v;]1<j<m engendré par la famille {v; vy; ...;vn }, est dense dans W, ™” @(Q).

Soit U, = u,(t) une solution approchée du probléme (3.5) tel que

U (t) = Y wi"(t)oi,
qui satisfait le systéme d’équations

(a;;gn? ) + 1 (Alum), v5) + v (vag—;”,v%) + A (div(u,,), div(v;))+ (3.6)

(h(um),v;) = (f,v5),  1<g<m,

qui est un systéme non linéaire d’équations différentielles ordinaires et sera complété par les

conditions initiales suivantes

Um(2,0) = Jo = Zw Jv; = J9, quand m — oo dans Wl’p(x)(Q)g, (3.7)
et
a;tm (,0) = Oy = Z (™) (0)v; = 91, quand m — co dans L*(Q)*. (3.8)
i=1

En multipliant 1'équation (3.6) par (w"

™)' (t) et en faisant la sommation sur j = 1 & m, on

trouve
%y, Oy, Ny, Ny — Oy,
(W7 W) M(A(Um)7 W) (V ot VW)"" (3.9)
. Oy, O, Oy,
/\(dlv(um) div ( BT > ) + (h (tm) , 7) = (fa W)
D’autre part, nous avons
(Alun,), agm) + A(div(upy), div <8g£n> ) (3.10)

d(_nm )\
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En insérant I’équation (3.10) dans ’équation (3.9), on obtient

531 e o + 5 (S 170 gy + 3 v
O, 15

Oy,
)

T s dt/H un(®))de = (£, 552),

en intégrant la derniére équation sur |0, ¢[ et en utilisant a la fois les inégalités de Holder et

de Young, on en déduit

Ly Qe
2! gp AP ()

+/ H (u(2,1))da

A
910l + = o ey + 510y + | Hldo)da
3um
# 1% s+ [ 156 s

Dong, il existe une constante Cp > 0 (indépendante de m) telle que

8u
||vum||Lp(x) 3><3 + V/ ||v m ||L2 3><3d3

IN

1% gy + LTl s+ [ 952 s (310

+/H(um($,t))d$
aum
/W| (5)]122(apds + Cr.

en utilisant 'inégalité de Gronwall, on obtient

8um

Par conséquent (3.11), donne

[V

IVt 50 yans + V=7

Lr@)(Q ||L2(0TL2(Q sxsyds < Cr. (3.13)

D’autre part, & partir de la condition (3.4), on a

()
/£|h(um<m,w)rl dr < C (25 e + lim 25 e

S q+||um||Lp z)(Q)
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par l'estimation (3.13), on obtient
/Q A (tm (2,t)) ‘q(x)dx <C. (3.14)
Les estimations (3.12), (3.13) et (3.14) impliquent
Uy, borné dans L*(0, T} wyr) ()?),
ag—? borné dans L*(0,T; W"? (9)3),
h () borné dans L*(0,T; L@ (Q)? ),

de cela, on en déduit qu’il peut extraire une sous-suite u,, telle que

Uy, — u  dans L*(0,T; WP ()3 Q)°), (3.15)
Oy, ou o 3
W — a dans L (O,T, L2 ),

3

h(um) — ¢ dans L*(0,T; L Q)°),
A(uy) —x dans L*(0,T; W~ 4@ (Q)? ).

On a les suites u,,, 22 sont bornées dans L? (0,T; L*(Q2)) = L*(Q), donc par la compacité

Lemme des Lions [16], on peut en déduire
fortement 2 2 3
Up —  w dans L*(0,T; L* (Q)").

Comme h (up,) est une borne dans L?(0, T; L%®) (Q)° ) et un, fortement ) dans L2 (0,T;L* () )
on obtient
¢ =nh(u) dans L*(0,T; L™ (Q)*).
De (3.15), il résulte
aum aible étoile ou
(W,vj) faible gtol (E’Uj) dans L*(]0,T7),
(A () ,v;) "N (y05) dans L ()0, TY),

aussi 5 .
U, u )
(W,Uj) - (@,vj) dans D (]O,T[).

Alors, en utilisant la densité de V,, dans W,* @) (Q)? et les résultats de convergences (3.15),

on passe a la limite quand m — oo, dans (3.6), on obtient

d ,ou

= (50) ) + y(v%, Vo) + A(div () div () + (h(u),¢) = (f,¢) -
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Par conséquent u satisfait

% + px — I/A% — AVdiv (u) + h (u) = f. (3.16)
Prouvons maintenant que
x=A(u).
A partir du probléme approché (3.6), on a
! ou
[ (A (9) 0 (9)s = =(F2 (0 0 () + D190

2 1

aum 1 2 2
ds + 2 ||V790,m||L2(Q)3X3 D) [V, (t)HLQ(Q)SXS

ot (s)

t
+/
0

_/0 <h(um<s>>,um<s>)ds+/o (£ ()t (5) ) ds,

L2(Q)°

alors, pour tout v € L? <O,T; Wol’p(x) (Q)3> on a

ou,,

[ (A () = A (9) 0 (9= 0 (5) s = =(T 1) ()

2
Oy,

1 2
W (S) » dS + 5 Hv190,m||L2(Q)3><3

t
+ (ﬁl,mu 190,m) + /
0

L2(Q)°*
t

_ % |Vt (t)”iz(Q)?’xS — /0 (h (U (8)) 5 U (8) )ds +/ (f (8), U (8) )ds

0

—,u/o (A (up (s)),v(s))ds—u/o (A (s)),um (s) —v(s))ds.

En utilisant les résultats de convergence, on obtient

isup e [ (A (5) = A (5) i (9) = 0(6))s < = (50,00

2

ou

1 2 1 2
BN (s) ds + 5 Vo[ T2(0yxs — 2 [V ()] 72qxs

t
+(191,190)—|—/
0

L2(Q)°

—/0 (h(u(s)),u(s))ds+/0 (f(s),u(s))ds—,u/o (x,v(s))ds
—,u/ot (A(v(s),u(s) —v(s))ds.

39



D’autre part, en multipliant I’équation (3.16) par u, puis en intégrant sur Qx]0,¢[ et en
utilisant la formule de Green, on obtient

2

ou

[ (ve))as = (G 0.0 0) = @00 - [ 5

e (s) ds

L2’

1 1 t
= 5 1990l agayms + 5 11V (D)2 yexa + / (7 (u(s)) u(s) )ds

—/Ot (f(s),u(s))ds.

Puisque A (+) est un opérateur monotone, cela implique que
t
/ (x —A(v(s)),u(s)—v(s))ds >0, (3.17)
0

posons v (s) = u(s) — aw(s), tel que w(s) € L*(0,T; Wol’p(m) (Q)?’) et a > 0, alors (3.17)
devient

[ = A = aus) v (9)as 0

en utilisant I'hémicontinuité de A (-), nous concluons que
x=A(u(s)).
Pour traiter les conditions initiales, nous remarquons que

ue L? (O,T; Wol’p(m) (Q)S),

du 2 L7203
5 L (0,73 L% (2)°).

Dongc, en utilisant le Lemme du Lions dans [16] et (3.7), on obtient facilement

u(z,0) = Jg (x).
Pour la deuxiéme condition, pour tout ¢ (s) € L*(0,T; W, * @) (9)3), nous avons
J G @ s <n [ [(AwE) 000
+ V/O }(V% (s), Ve (s))|ds —|—/0 | (div (u(s)),div (¢ (s)))|ds

T

+/0 ’(h(u(S))aSO(s))‘dsﬂL/o (£ (s),0(s))|ds.
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Par I'inégalité de Holder et I'injection de Sobolev, on obtient

/oT |<% (s),9(s))|ds < C/oT (HV“(S)“L”(” oy HV(;? o

HIdiv (u ()] g2y + 1 (u ()] Loy + Hf(8)||L2<Q)3) e () Iy (2 ds,

< cllell (o rwrme @) -

(Q)3><3

cela signifie que

0%u
—— € L*(0,T; W11 ().
En rappelant que %% € L*(0,T; L* (Q)° ), on obtient
u —1,q(z)
— € C(0,T; W1 ()*)
ot
Donc, 24 (z,0) a du sens et
aum N ou ~1,q(z) 3
W (.7}'7 0) E (l’, 0) dans W (Q) .

Mais, a partir de (3.8) nous avons

8;; (2,0) = ¥ () dans L2 (Q)?,
ce qui implique
O (2,0) = b ()
ot Z, =v1\Z).

La preuve du Tthéoréme (3.1.2) est terminée.

3.2 Etude de la stabilité des solutions

Nous allons maintenant étudier la stabilité de la solution du probléme (3.1)-(3.3) avec

f = 0. Pour cela, on définit I’énergie du probléme par la relation

1. 0u(t I .
B(0) = 3175 o + VU s + 0Dy + [ HCu

Lemme 3.2.1 L’énergie £ : R, — R, est une fonction décroissante pour tout t > 0.
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Preuve. On choisit ¢ = 615_(:) dans (3.5), on obtient

B0~ 50) = - [ 51925 gy,
c’est-a-dire
E'(t) = ——HV ( )HLQ (@3xs, vt =>0. (3.18)
0

Théoréme 3.2.1 (Existence globale) Sous les hypotheése du Théoreme 3.1.2, la solution
du probléme (3.1)-(3.3) satisfait

u e C(Ry, WHE(Q)3), % e C(R,, WH2(Q)3).

Preuve. On a u et * vérifie I'égalité (3.18), donc

Sl Hmm s + ﬂHVu( )Him s T 5 ldiv(u(t))l[z2q)

Ou(
/H (x,t))dx + = 1//||Vu ||L2 )33
), Wt>0,

cette estimation est indépendante de t. O]

Lemme 3.2.2 (|20]) Soit E : Ry — R, wune fonction décroissante et vérifie ’estimation

sutvante

sup E""(s) < K(E(t)— E(t+1)), VteR,,

t<s<t+1

avec v > 0 et K > 0 sont deux constantes positives. Alors pour toutt € Ry, on a
Eit)<c(l+t)7Y si v>0,

et
E(t) < cexp(—at), si v=0,

ol ¢ et a sont deux constantes positives indépendante de t.
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Théoréme 3.2.2 (Stabilité des solutions) Soit E (-) l’énergie associe au probléeme (3.1)-
(3.3). Sous les hypothése du Théoréme (3.1.2) avec

h(u)u — H(u) > 0,
Iénergie du probléme (3.1)-(3.3) vérifie 'estimation
—pt
E(t) <c(t+1)r"=2, si p* > 2,

et
E(t) < cexp(—at), si pt =2,

pour tout t > 0, ou ¢ et o sont constantes positives indépendante de t.

Preuve. Dans la suite, on note par ¢ un constante positive générique, qui a des différentes

valeurs.
D’abord, on a
—v, _0u(t)
2(6) = IV By,
En intégrant de ¢ a (¢ + 1), on obtient
v [ ou(s)
E(t+1)— B(t) = _5/7: IV 2 s (3.19)
D’autre part, utilisant 1'inégalité de Poincaré, on trouve
t+1 au(8> t+1 au(s)
IV s 2 ¢ [ 175 s, (3.20)
/t ot ") ] or ")

en appliquant le théoréeme de la moyenne, il existe t < t; < t+ % et t+§ <ty <t+1tel que

ou(t; L Ouls : ,
|| o )||L2(Q)3 S C(/ ||v 5 )||%2(Q)3X3d8) , 1= 1,2. (3.21)
t

Maintenant, remplagons ¢ par u(t) dans la formulation variationnelle du probléme (3.5), on
obtient

(% ) + i ) + (V50 ) Ao, din(u)) + (h(u), ) =0

utilisant le fait que

(5500 (2 0)
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on obtient

/2 () (u(t), u(t))dt + )\/ 2(div(u(t),div(u(t))dt

t1 t1

n / (h(u(t)), u(t))dt

t1

:(8“5:1),u(t1)) <8ua(?),u(t2)>

+/tl Hagi)up 3dt—/t:2 (Vag—(tt),vu(to dt.

Donc, par I'inégalité de Holder, on obtient

ou(s) o
[ ds<zu P I e ST

t+1 ( )
+/ v En HL2 3x3.Hvu($)HL2(Q)3x3d8
t

2
ou(s) o
<31 A bt + [ 1258

("

Maintenant, en utilisant l'injection Sobolev et (3.20), on a

to t+1 ( )
/ E(s)ds < c/ |V——= HLz(Q)sxst

t1 t

+Z|l

t+1
+c (/ |
t

en combinant I'inégalité (3.21) dans (3.22), on obtient

to t+1 ( )
/ E(s)ds < c/ IV ——=I72qsxsds

t1 t

t+1 ()
T > IVl
t

HLz 31Vt poco (@yaxa

a(t )HL2 3><3d5) ||VU(S)||L2(Q)3><3,

( ) % t+1 . é
ot HL2 3><3d8) (/ HVU(S)HL2(Q)SX3dS) .
t

(3.22)
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t+1 ( ) é
ve( [ IV s gyads ) I9u o
t

par conséquent

to t+1 ( )
/ E(s)ds < c/ |V——= ||L2(Q)3x3d8

t1 t

re([ 192D ) B

par la monotone de E(t), on a

E(t+1) < 2/t2 E(s)ds.

t1

Alors, en utilisant (3.24) et le fait que

E(t+1):E(t)—/t al(;(:) 2

On déduit que
t+1 ( )
Bt <c [ 1925 xperds
t

A e - B
(/ )

Maintenant, utilisant I'inégalité de Young, on obtient

t+1 ( ) t+1
B <e [ IV s +of [
t t

Donc, on a deux cas
1. Si pt =2, donc

ouls)
e s

t+1 ( )
Bt <c [ IVI5 s
t

en utilisant (3.19) et le lemme 3.2.2, on trouve

E(t) < cexp(—at), Vt > 0.

||L2(Q)3x3d=5’-

+

p
) 2(pT-1)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

2. Si p™ > 2 on utilise la bornitude de t+1 ||Vau 2) 12, ()xsds et I'inégalité (3.25), on trouve

t+1 ( ) o 2(p1f—1)
E(t) S C(/ HV HL2 Q)BdeS) s
t
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ceci implique que
pt—2

(B(t)" 7 < e(B(t) - E(t+1)).

On appliquant le lemme 3.2.2, on obtient un constante c tel que

+

E(t) <c(l+1) 72Vt >0.
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Conclusion

Ce mémoire représente une contribution a 1’étude de la stabilité des solutions de quelques
problémes aux limites non linéaires avec des exposants variables.
Dans ce mémoire, nos résultats concernant 'existence et la stabilité des solutions des sys-
témes hyperboliques non linéaires avec des exposants variables sont prouvés.
Dans la premiére étude, nous avons prouvé l'existence globale et la stabilité des solutions
faibles pour I’équation d’élasticité généralisé en présence d’un terme source a exposant va-
riable et d'un terme amortissement.
Dans la seconde étude, nous avons obtenu l'existence globale et la stabilité des solutions

faibles pour I’équation viscoélastique avec un terme source a exposant variable .
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