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Notations

R : L’ensemble des nombres réels.

[a,b) : L’ensemble des nombres réels z tels que a < z < b.

X : Espace de de Banach.

||l.|lx : Norme de I’espace X.

L(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires continus de I'espace vectoriel X dans l'espace vectoriel Y.
I : L’opérateur identité sur X.

A : Opérateur linéaire .

D(A) : Le domaine de l'opérateur linéaire A.

p(A) : L’ensemble résolvant de A.

R(), A) : La résolvante de 'opérateur A en \ € p(A).

C*(Ja,b[) : L’ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables sur U'intervalle |a, b].
< .,.>: Le produit scalaire.

Bpg : La boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 ( Bg = Bg(0,1)).

(E.D) : Equations Différentielles.

(E.I.D) : Equations intégro-différentielles
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles
semi-linéaires, dans espace de Banach. En utilisant la théorie des semi-groupes d’opérateurs
linéaires compactes, nous montrons ’existence locale et globale des solutions intégrales (mild

solutions) de cette classe d’équations intégro-différentielles.

Mots clés : Semi-groupe compact, équation intégro-différentielle, solution intégrale (mild),

solution locale, solution globale.
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Abstract

In this work, we are interested in the study of a class of semi-linear integro-differential
equations, in Banach space. Using the theory of semigroups of compact linear operators,
we show the local and global existence of mild solutions to this class of integro-differential

equations.

Keywords : Compact semigroup, integro-differential equation, mild solution, local solu-

tion, global solution.
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Introduction

Parmi les branches les plus importantes en mathématiques, anciennes et récentes, figurent
les équations différentielles et les équations intégrales, considérées comme 1’épine dorsale de

la majeure partie de la science actuelle, voire de toutes les sciences.

Une autre branche d’équations qui combinent a la fois les aspects différentiel et intégrale
dans une méme équation est apparue. C’est celle des équations intégro-différentielles qui a

été introduite pour la premiére fois par V. Volterra (1860-1940).

Ce travail est consacré a ’étude d’une classe d’équations intégro-différentielles abstraites.
On entend, ici, par équations intégro-différentielles abstraites (en abrégé E.I.D.A.), des équa-
tions intégro-différentielles & coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés) dans un

espace de Banach.

Nous allons présenter une synthése des résultats obtenus dans I'article de D. Bahuguna

et S. K. Srivastava, voir [3], intitulé :
Semilinear integro-differential equations with compact semigroups.

En utilisant une approche basée sur la théorie des semi-groupes compacts, nous allons étudier,
dans un espace de Banach X, I'équation intégro-différentielle abstraite suivante (voir [1], [3],
[4] et [5]) -

du(t) t
T Ault) = (1, u(t) + /t a(t — $)g(t, u(t))ds, 0 < to < Ty < +o0, "

U(to) = U,
ou :

e l'opérateur linéaire — A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {7(t) }1>o
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dans l'espace X,

e les application non linéaires f,g: J x U — X, J = [to, To] ,to < Ty < +00 sont continues
ou U est un sous ensemble ouvert de X,

e ac L'(J)etuyeU.

Pour le cas particulier : g = 0, le probléme (1) a été étudié par Pazy [1], Pavel [5] et
d’autres. L’existence d’une solution intégrale (mild solution) est assurée sous les conditions :
A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact dans X, f(¢,u) est continue par
rapport a ses deux variables et uniformément localement Lipschitzienne par rapport a la
variable w. Si la continuité Lipschitzienne de f par rapport a u abandonné, alors I’existence

d’une solution intégrale n’est plus garantie.

Pour le cas général : g # 0, Heard et Rankin [4] ont étudié 'équation intégro-

différentielle suivante dans un espace de Banach X :

du(t) ¢
T Altult) = £(t,u(t) + /t aft. ol u(®)ds, 0<to<Ty<oo,

U(to) = Uy,

ou pour chaque ¢t > 0, Vopérateur linéaire —A(t) est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique dans X, Popérateur non linéaire f est défini de [0,00[xX dans X et

satisfait une condition de Holder de la forme :

1 y2) = (& y2) | < Cllt = )" + [lyr = [,

0 <n,pm,y<L1,.|] est la norme sur X et ||.||, est la norme du graphe sur X,, = D(A*(0)), la
fonction non linéaire g est supposée satisfaire une condition de Lipschitz locale par rapport
a la norme de X (voir [4]). De plus, 'unicité des solutions est démontrée sous la restriction

que l'espace X est un espace de Hilbert et v = 1.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres :
e Le premier chapitre aborde des notions de base d’analyse fonctionnelle qui seront utili-
sés par la suite. : espace de Banach, espace de Hilbert, les opérateurs linéaires, les fonctions

localement Lipschitziennes et les fonctions localement intégrables.
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e Le deuxiéme chapitre contient des notions de base et théorémes de la théorie de

semi-groupes d’opérateurs linéaires.

e Le troisiéme chapitre est consacré aux équations intégrales et aux équations intégro-

différentielles et leurs différentes propriétés.

e Le quatriéme chapitre représente la partie essentielle de ce travail. Il concerne I’étude
de lexistence locale et 'existence globale des solutions intégrales (mild solutions en anglais)
pour une classe d’équations intégrales-différentielles dans un espace de Banach . Il est consti-
tué de parties importantes :

+x La premiére partie : cas ¢ =0 : On étudie le probléme :

du(t)
dt

u(to) = Up-

+ Au(t) = f(t,u(t)), 0<ty<Ty< oo,

(3)

Pour ce probléme, 'existence locale et globale d’une solution intégrale (mild) est assurée sous
les conditions : —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {7'(t)}:>o dans
I'espace X, f(t,u) est continue par rapport a ses deux variables et uniformément Lipschit-
zienne continue en u.

*x La deuxiéme partie : cas g # 0 : Elle concerne I’étude d’existence locale et globale des
solutions intégrales "mild" du probléme (1).

On termine ce travail par une conclusion générale.




Chapitre 1
Préliminaires

Introduction
Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques notions et résultats de base qui seront utiles
dans ce travail. En particulier, nous rappelons les définitions de quelques espaces fonctionnels,
des opérateurs linéaires non bornés, des opérateurs linéaires fermés, des opérateurs compacts,

des fonctions Lipschitziennes et quelques théorémes du point fixe.

1.1 Les espaces fonctionnels

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1 (Distance ) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur [’ensemble

X, une application (x,y) — d(z,y) de X x X dans R, , vérifiant les trois conditions :
1. d(z,y) =0z =y.
2. d(z,y) =d(y,x),Vr,y € X.
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y),Vz,y,z € X (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique le couple (X, d), ot d est une distance sur 'ensemble X .

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel X normé et complet.
Autrement dit : l’espace vectoriel X est muni d’une norme ||.||x et toute suite de Cauchy

d’éléments de X est convergente dans l’espace X pour la norme ||.| x.

4
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Exemples : Les espaces vectoriels (R, |.|) et (C,|.|) sont de Banach.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3 On appelle espace de Hilbert X, tout espace de Banach X dont la norme
provient d’un produit scalaire sur X (c’est-a-dire : ||x||x = v/(z,x),Vr € X ).

1.2 Les opérateurs linéaires et leurs propriétés

Soit E et F' deux espaces de Banach sur le corps K (K =R oa C ).
1.2.1 Opérateur linéaire
Définition 1.4 Un opérateur linéaire A de E dans F' est une application linéaire définie sur

sous-espace vectoriel D(A) C E et a valeurs dans F, tel que pour tous x,y € D(A) et pour
tout A\ € K on a :

1. Az +y) = Az + Ay.
2. A(A\x) = MAx.

L’ensemble D(A), défini par : D(A) = {x € E /| Az ait un sens} est appelé le domaine de

Uopérateur linéaire A.

1.2.2 Opérateur linéaire borné

Définition 1.5 Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. Dire que l’opérateur A est
borné, signifie qu’il existe une constante C > 0, telle que ||Au|lp < C||u||g, Yu € D(A).
Sinon, A est dit opérateur linéaire non borné.

Lorsque D(A) = E, alors l'opérateur linéaire borné A est continu.

Théoréme 1.1 Un opérateur linéaire A défini sur D(A) = E, & valeurs dans F' est continu

st, et seulement s’il est borné.

On note L(E, F) : 'ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F.
Si E = F, on note 'ensemble L£(E, E) par L(E).
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1.2.3 Opérateur inversible

Définition 1.6 Soit E et F' deuz espaces de Banach et A € L(E, F). On dit que l'opérateur
A est inversible s’il existe un opérateur linéaire B € L(FE, F), tel que AoB = Ip et BoA =
I, ou Ig (resp.Ir) est Uopérateur identité de E (resp. de F).

Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle opérateur inverse de A ou plus

simplement inverse de A et on le note B = A™!.

1.2.4 Opérateur linéaire fermé

Définition 1.7 (Graphe d’un opérateur) Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire

non borné. Le graphe de 'opérateur linéaire est un sous-espace vectoriel de E x E, défini par
['(A) ={(x, Ax) : x € D(A)}.

Définition 1.8 (Opérateur fermé). Un opérateur linéaire non borné A: D(A) C E — E
est dit fermé si son graphe I'(A) est fermé dans E X E.

Proposition 1.1 Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire non borné. L’opérateur A
est fermé si : ¥ (up)nen C D(A) telle que :

(u, — wdans E) et (Au, — Audans F) = u € D(A) et v = Au.

n—-+4o0o n—-+40o

1.2.5 Opérateurs dissipatif

Définition 1.9 Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire < .,. >.
Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dit dissipatif si :

< Au,u ><0, Yue D(A).
Remarque Si X est un espace de Banach, alors A: D(A) C X — X est dissipatif si

IAu — Aul|x > Aullx, Yu € D(A),¥YA> 0.

1.2.6 Opérateur compact

Définition 1.10 (Ensemble compact) Soit (X, T) un espace topologique.

1. On appelle recouvrement ouvert de X, une famille A;,1 € I des ouverts de X |, telle
que X C JA;.

el
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2. L’espace topologique séparé (X,T) est compacte, si de tout recouvrement ouvert de
X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. C’est-a-dire si (A;)icr est une famille

d’ouverts telle que X C |JA;, alors il existe ig,ia, ..., 1, € I pour certain k € N tels que
i€l
X c UA,.

iel
Définition 1.11 (Ensemble pré-compact) Soit (X,d) un espace métrique. On dit que
(X, d) est pré-compact si pour tout € > 0 , on peut recovvrir X par un nombre fini des boules

de rayon €.

Théoréme 1.2 Soit (X,d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. X est compact.
2. X précompact et complet.

Définition 1.12 (Ensemble relativement compact) Une partie S d’un espace métrique

X est dite relativement compacte, si sa fermeture A est compacte.

Définition 1.13 (Opérateur compact) Un opérateur linéaire continu A : E — F est dit
compact s’il transforme tout ensemble borné M de E en un ensemble relativement compact.
Autrement dit : @ est un compact de F, ot Bg désigne la boule unité de E.

On note l'ensemble des opérateurs compacts de E dans F par K(E; F).

Si E = F, on note l'ensemble des opérateurs compacts de E dans E par K(E).

Théoréme 1.3 (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité

fermée de E est compacte alors 'espace E est de dimension finie.

1.3 Application Lipschitzienne, fonction localement Lip-

schitzienne, fonction localement intégrable

1.3.1 Application Lipschitzienne

Une application Lipschitzienne est une application possédant une certaine propriété de
régularité qui est plus forte que la continuité.

Cas réel
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Définition 1.14 Soit I un intervalle de R (non vide et non réduit a un point),f : I — R
une application et k un réel strictement positif. On dit que f est k-Lipschitzienne si et

seulement si

V(z,y) € I?, |f(x) — f(y)] < klz —yl.
Cas des espaces métriques

Définition 1.15 Soient (E,dg) et (F,dr) deuz espaces métriques, f : E — F une applica-
tion et k un réel strictement positif.

On dit que f est k-Lipschitzienne si, et seulement si
V(z,2") € E?, dp (f(x), f(2)) < kdg(z,2).

De plus
1) f est dite Lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que f soit k-Lipschitzienne. La plus petite
constante k telle que f soit k-Lipschitzienne est appelée constante de Lipschitz.

2) f est dite contractante si et seulement s’il existe un k € [0, 1] tel que f soit k-Lipschitzienne.

1.3.2 Fonction localement Lipschitzienne

Définition 1.16 Soit I un intervalle de R, f une fonction de I dans R. On dit que f est
localement Lipschitzienne si, pour tout x de I, il existe un intervalle |a,b[ contenant x, et un

réel K >0, tels que, pour tous u,v de ]a,b[NI,
|f(u) = ()] < Klu—v].
Remarque Les fonctions localement Lipschitziennes sont automatiquement continues.

Le théoréme suivant identifie la fonction Lipschitzienne et la fonction localement Lipschit-

zienne :

Théoréme 1.4 Toute fonction localement Lipschitzienne sur un espace compact est auto-

matiquement Lipschitzienne.
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1.3.3 Fonction localement intégrable

Définition 1.17 Une fonction f : R — C est dite localement intégrable si sa restriction
a tout segment [a,b] est intégrable, c’est-a-dire si l'intégrale fab |f(®)|dt converge pour tout
couple de réels (a,b) avec a < b.

Plus généralement, si € est un ouvert de R™, une fonction f : Q — C est localement intégrable

sur ) si pour toute partie compacte K de Q, f x 1x est intégrable. On note L}, (Q) lespace

1

1oc(§2) son quotient par le sous-espace

vectoriel des fonctions localement intégrables sur €2, et L

des fonctions nulles presque partout.

1.4 Théorémes de point fixe fondamentaux

Définition 1.18 ( Point fize) Soient (X, d) un espace métrique et f : X — X une appli-
cation. On dit que x € X est un point fize de [ si f(z) = x.

Théoréme 1.5 (Théoréme de point fize de Banach) Soit M C E un sous ensemble
fermé non vide de l’espace métrique complet (E,d) et f : M — M une application k-
contractante, i.e : il existe 0 < k < 1, tel que d(f(z), f(y)) < kd(z,y), pour tout x,y € M.

Alors f posséde un unique point fixe dans M.

Théoréme 1.6 (Théoréme de point fire de Brouwer) Soit C' un ensemble non vide,
fermé, borné et convere de R",n > 1, et f: C — C une application continue. Alors f admet

au moins un point fire dans C.

Théoréme 1.7 (Théoréme de point fire de Schauder) Soit C un ensemble non vide
compact et convexe d’un espace de Banach E et f: C — C une application continue. Alors

f posséde, au moins un point fize.
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1.5 Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opéra-

teur

Définition 1.19 e On appelle ensemble résolvant d’un opérateur linéaire A est un sous-
ensemble ouvert de C, défini par :

p(A) =\ e C, (A — A)~! e £(X)}.

e On appelle spectre d’un opérateur linéaire A le complémentaire de [’ensemble résolvant de
A dans C, défini par :
g(A) =C—p(A).

e La résolvante d’un opérateur linéaire A est définie par Ry(A) = (A — A)~L.

1.6 Lemme de Gronwall, fonction équicontinue et théo-

réme d’Ascoli

Lemme 1.1 Soient f, g et y trois fonctions continues sur un segment [a,b] , 4 valeurs posi-

tives, et vérifiant 'inégalité suivante : pour tout t € [a,b],

y@ﬁf@+/g@MWw

Alors , pour tout t de [a,b] :

mwSﬂw+Aﬂwmwmm([2wmﬁd&

Définition 1.20 Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I & valeurs dans

R. On dit que la suite (f,) est équicontinue si
Vae,y € [,Ve > 0,30 > 0,Vn € N, |z —y| < 0 = |fu(x) — fn(y)] <e

Théoréme 1.8 (Ascoli) Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,0) un espace métrique
complet.
Une partie A € C(E, F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue , c’est-a-dire :
Ve,y € E\Ve > 0,30 > 0,Vf € A, d(z,y) <o = (f(x), f(y)) <e.

2. Pour tout x € E, U'ensemble A(x) = {f(z); f € A} est relativement compact.

10
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1.7 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale de Lebesgue pour les fonctions a
valeurs dans un espace de Banach.

Mesurabilité et fonctions simples

Définition 1.21 (Fonction simple) Une fonction u : Q@ — X est dite simple (ou étagée), si

de mesure finie, deuzr a deux disjoints tels que, u prenne une valeur constante b; € X sur

elle est mesurable et s’il existe un nombre fini d’ensembles Lebesgue-mesurables B

1i=1,. ..,

chaque B; pour i = 1,....n et u s’annule sur B, = )/ U?;ll B;. Il revient au méme de dire
que u = Z?:l bixs;, ot Xp, est la fonction caractéristique de l’ensemble B; C 2 et b, = 0.
On note S(Q, X) U'ensemble des fonctions simples de 2 dans X.

Proposition 1.2 L’ensemble de fonctions simples S(£2, X) est un espace vectoriel.

Définition 1.22 (fonction fortement mesurable) Une fonction u : Q — X est dite

fortement mesurable s’il existe une suite (u,)nen de S(Q, X) telle que :
lim |lun(x) —u(z)||x =0, pour p.p. x € Q.
n—oo

Proposition 1.3 1. L’ensemble des fonctions fortement mesurables est un espace vecto-

riel.

2. Siu:Q — X est fortement mesurable alors la fonction
Jullx : @ = R,z [Ju(z)x
est aussi fortement mesurable.

Définition 1.23 (Fonction Bochner-intégrable) Une fonction u : Q@ — X est dite Bochner-
intégrable s’il existe une suite (u,)nen de S(, X) telle que u,(x) — u(x) pour p.p. x € €
et [, |un(x) —u(z)| xdz — 0. On note 'ensemble des fonctions Bochner-intégrables de Q dans
X par LY, X). Une suite (u,)nen possédant les propriétés citées dans la définition ci-dessus

est dite suite approrimante pour u.
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Proposition 1.4 1. Une fonction u : 2 — X est Bochner-intégrable ssi u est fortement

/ lu(2)||xdz < oo.
Q

2. LY(Q, X) est un espace vectoriel.

mesurable et

Définition 1.24 Siu € £1(Q, X), on définit

/Q w(@)de = lim [ wu,(z)dz,

n—oo Q

0l (Un)nen est une suite arbitraire de S(, X) approzimante pour u. La valeur [,u(x)dx

s’appelle intégrale de Bochner de la fonction wu.

Remarque.Lorsque A C Q est Lebesgue -mesurable et v € £1(Q, X) , on définit

/Au(:r;)dx:/gu(w)XAdx.

Proposition 1.5 1. Siue LY(Q,X)

|| / 2)dzx < / (@) xde.

2. L’intégrale de Bochner f : LY(Q, X) — X est une application linéaire.

3. Si A et B sont deur ensembles Lebesque-mesurables disjoints de €2, alors pour tout

ue LY X), ona
/AUBu(x)dx:/Au(x)dij/Bu(x)dx.

12



Chapitre 2

Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

et leurs propriétés

Introduction
Dans ce chapitre, nous rappellons les notions essentielles de la théorie de semi-groupes d’opé-

rateurs linéaires, nécessaires pour notre travail. Pour plus de détails, voir [1], [2] .

2.1 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Définition 2.1 (Semi-groupe) Soit X un espace de Banach. Une famille d’opérateurs li-

néaires bornés {T'(t) }1>0 de X dans X est dite semi-groupe sur X si :
1. T(0) =1 (I est l’opérateur identité dans X )
2. T(s+1t)=T(s)oT(t) pour tous t,s > 0.

Exemple On considére I'espace de Banach X = LP(R), p > 1. Pour ¢t > 0, soit 'opérateur

linéaire 7} défini sur I'espace X, par

T(f)(x) = flz +1).

La famille d’opérateurs linéaires {T}}:>o est un semi-groupe sur 'espace X, car :
1. Pour t =0, To(f)(z) = f(x).
2. Pour tous t,5 > 0, on a T{t + s)f(z) = f(x+t+s) = (T o Ts) f(2).

Définition 2.2 (Semi-groupe fortement continu ou Cy-Semi-groupe ) On dit qu’un

semi-groupe {T'(t) }4>0 est fortement continu si et seulement si pour tout x € X, lapplication

13



Chapitre 2 : Les semi-groupes d’opérateurs linéaires et leurs propriétés

t— T(t)x de Ry dans X est continue.

Cette propriété peut étre remplacée par :
Ve e X, lim ||T(t)z — z||x = 0.
t—0+

Proposition 2.1 1. Si {T(t)}+>0 est Cy-semi-groupe, alors il existe deuz constantes
M >1 etw>0 telles que : Vt >0, ||T(t)|| zx) < Me®*.

2. SiM =1 etw=0 alors || T(t)||zx) < 1 pour tout t > 0, on dira que {T(t)}i>0 est un

semi-groupe de contraction.

Définition 2.3 (Semi-groupe uniformément continu) Un semi-groupe {T(t)}>o d’opé-

rateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément continu sur un espace de Banach X si :
lim |T°(¢) — 1 =0.
Jim (| T() = Il eex)
Remarque Si {T'(t)};>0 est un semi-groupe uniformément continu alors {7'(¢)};>o est un Cy
Semi-groupe. La réciproque est fausse en général.

2.2 Générateur infinitésimal d’un C)-semi-groupe

Définition 2.4 Soit {T'(t)}1>0 un Cy semi-groupe, l’opérateur linéaire A défini par :

(

T(t)xr —x
D(A) = {z € X, lim ——— existe}.
t—0F t
et
T(t)r —x
Az = lim ——.
\ t—0+ t

est appelé le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 et D(A) est le domaine

de l'opérateur A.

Théoréme 2.1 Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu {T(t)}i>o sur X si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné
sur X.

Proposition 2.2 Soient {T'(t)}i>0 un Cy semi-groupe sur l'espace X et A le générateur

infinitésimal alors :
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a) Vz € X,
hhjﬁh % tHh T(s)xds =T(t)x.
b) Vxe X ona t t
/0 T(s)xds € D(A) et A </o T(s)xds) =T(t)r — x.
c) Ve € D(A), T(t)x € D(A) et

%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x.

d) Vo € D(A), t t
T(t)r —T(s)x —/ T(7)Axdr —/ AT (7)xdr.

Démonstration. Soit {7(t)}+>o un Cyp-semi-groupe sur X et A son générateur infinitésimal
alors :

a) Montrons que Vz € X,

1 [t+h
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0t h/ t

Autrement dit : montrons que Vr € X |

1 [t+h
lim “E/t (T'(s)x —T(t)x)ds||x = 0.

h—0t

Nous avons

1 ftth 1 pt+h
I [ @ =T@dsls <5 [ 1T - TEs]x,
t t
L’application ¢ — T'(t)x est continue, alors Ve > 0,30 > 0,Vs,t € R,

s —t| <o =||T(s)xr —T(t)x|] <e.

D’ou
1 pt+h
i NI = Ty < e
t
Donc
1 [t+h
Ve e X, lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0t ¢

15
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b) Montrons que Vo € X |

t+h t
/ T(s)xds € D(A) et A(/ T(s)xds) =T(t)x — x.
0 0
Comme A le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {7'(¢)}:>o alors :

T(h) -1
A= lim (n) .

h—0t

Calculons A(fot T(s)xds). On a

h—0t

(T -1\ [ T+ )= T()
lim — /OT(S):cds = lim

1 rt 1 rt
= lim —/ T(h+3)ds——/ T(s)ds
h Jo h Jo

h—0t

Posons h + s = a — ds = da, on peut écrire

[Ty -1\ 1 e
i | =) [ rmts = g [ et 5 [T

et
1t 1 rh 1 rt
hlgél+ ) T(s)xds = hli%h W), T(s)yz:cls%—hlg(r)l+ n T(s)xds.
D’ou
T(h)—1\ [t 1t 1 fh
lim { ———— / T(s)zds = lim — T(s)xds — lim — [ T(s)xds
h—0+ h 0 h—0+ h h h—0+ 0
1 rh
+ lim — [ T(s)xds
h—0t t
1 ft+h 1 ft
= hlirgh ) T(s)xds — hlg(r)lJr 0 T(s)xds
= T(t)x —T(0)z.
Donc

¢ t+h
A(/O T(s)xds) =T(t)x — x. et /0 T(s)xds € D(A)
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c¢) Montrons que Vz € D(A), T'(t)x € D(A) et

d
ET(t)x =T(t)Az = AT (t)x.
On a
n y T(h)—1 - y T(h+t)—T(t) dT .
(t)r = Jim ——— (e = i h T = )z ... (1)
D’autre part
T A — T y T(h)—1 y T(h+t)—T(t) dT )
(t)Az = T(t) Jm ———— ) & = lim - z=— )z ... (2)

De (1) et (2) on obtient

%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)z,Vx € D(A)etT(t)x € D(A).

d) Montrons que Vo € D(A),

T(t)z — T(s)x = / t T(r)Azdr = / t AT (r)adr.

Il suffit d’intégrer de s a t ’égalité obtenue dans ¢, alors

/S t %T(t)x _ / ") Ax = / AT (b

T(t)z — T(s)z = / t T(r)Awdr = / t AT (7)zdr.

S

donc

g

Théoréme 2.2 (Théoréme de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction {T(t)}i>o si, et seulement si, les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) Vopérateur A est fermé et D(A) = X.

(ii) p(A) D {\ € C/ReX > w}, ot p(A) désigne l’ensemble résolvant de A et

1
(A= X)) < e _ o Pour ReX > w.
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Démonstration. Voir [1]. O

Le résultat suivant généralise le théoréeme de Hille-Yosida :

Théoréme 2.3 (Théoréme de Phillips-Miyadera-Feller)

Un opérateur linéaire A vérifie les deux conditions suivantes :

(i) A est fermé et D(A) = X.

(i) il existe deur nombres M > 1 et w > 0, tels que l’ensemble résolvant de A,

p(A) D{A e C/ReX > w} et [(A=A)"|| < ﬁ pour ReA >w,n=1,2, ...

si, et seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T'(t)}i>0, tels que

1T |nx) < Me*t, vt > 0.

2.3 Quelques semi-groupes particuliers

2.3.1 Semi-groupe différentiable

Définition 2.5 e Un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 sur un espace de Banach X est dit différen-
tiable pour t > ty, si pour tout x € X, Uapplication t — T (t)x est différentiable pour t > 1.
o {T'(t)}i>0 est dit différentiable, s’il est différentiable pour t > 0.

2.3.2 Semi-groupe compact

Définition 2.6 Un Cy-semi-groupe {T(t)} pourt > tq est dit compact si pour chaque t > ty
Popérateur T(t) est compact. T(t) est dit compact s’il est compact pour t > 0.

Notons que si T'(t) est compact pour ¢ > 0, alors en particulier 'opérateur d’identité est
compact et donc 'espace X est de dimension finie.

Remarque Si T'(t() est compact pour certains to > 0 alors T(t) est compact pour tout ¢ > ¢,
puisque T'(t) =T (t — to) T (to) est borné.

Théoréme 2.4 Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe, si T(t) est compact pour t > to alors

{T'(t)}+>0 est uniformément continue pour t > to.
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Démonstration. Soit || T(s)|| < M pour 0 < s < 1 et soit € > 0 donné, si t > ¢, alors
I'ensemble U, = {T'(t)x, ||z]| < 1} est compact et par conséquent, il existe xq,Zs, ...,y tels

que les boules ouvertes de rayon ST centrées en T'(t)x;,1 < 7 < N couvrentU;.

De la continuité de T'(t), il est clair qu’il existe un 0 < hy < 1 tel que

T (t+ h)x; —T(t)z;|| < pour 0<h<hy et 1<j<N.

€
2
Soit x € X | ||z]| < 1, alors il existe un indice j, 1 < j < N (j dépendant de x), tel que

|T(t)z —T(t)z]| < M+

Ainsi, pour 0 < h < hg et ||z]| < 1, nous avons
|TE+h)e=T@)x| < ([T @)z =T #)x;l|+ Tt +h)z; =T @)z ||+ | T(#)2; —T(t)z]| <e.

Ce qui prouve la continuité de T'(t) pour la topologie uniforme des opérateurs pour ¢ > .
O

Théoréme 2.5 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0, T(t) est

un semi-groupe compact si, et seulement si :
(1) {T(t)}s>0 est uniformément continue pour t > 0

(2) R(\, A) est compact pour X € p(A).

Démonstration. (Voir[2]p.106 — 107) Avant de présenter la preuve, notons que si R(\, A)
est compact pour certains A € p(A), alors il est compact pour tout A € p(A), cela découle de

I'identité résolvante
R, A) = RO\ A) + (A = 0)R(N, A)R(p, A), ¥y, X € p(A).

Conditions nécessaires : il suffit de montrer que si T'(¢) est compact alors les condition (1)
et (2) sont vérifiées.

D’aprés le théoréme précédent, la condition (1) est vérifiée, pour la condition (2), on note
que la continuité de T'(t) dans la topologie uniformes des opérateurs implique la convergence

uniforme de l'intégrale
R\ A) = / e T (s)ds.
0

Pour )\ € p(A) et € > 0 on défini
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Puisque T'(t) est compact, la famille d’opérateurs { R.(\),e > 0} est compacte pour chaque
A € p(A). 1l suffit montrer que R.(\) converge vers R(\, A) dans la topologie uniforme

d’opérateurs, comme € — 0, nous avons
IROA) = Ry < [ €175 lds
< M/ e~ AW g
0
< Mee" — 0 quand € — 0.

Pour A > w puisque € > 0, cela montre que R(\, A) est la limite uniforme d’un famille
d’opérateurs compacts et, par conséquent, elle doit étre compacte.

Conditions suffisantes : puisque {7'(¢)};>0 est uniformément continu, I'intégrale
RO\, A) = / e (s)ds
0
est définie pour la topologie uniforme d’opérateurs, pour ¢ > 0 on définit
Ta(t) = AR\, A)T(t), A € p(A).
D’aprés la condition (2), R(\, A) est compact et T'(t) € L(X), il s’ensuit que 'ensemble
[T3(t) = AR(\ A)T (1), ) € p(A)}

est un famille d’opérateurs compacts dans X et comme les limites uniformes des opérateurs

compactes sont compactes, donc
Ti(t) = AR(A, A)T'(1), A € p(A)

converge vers l'opérateur identité lorsque A — oo, il suffit de montrer que T)(¢) converge vers
T'(t) dans la topologie uniforme des opérateurs. Comme A — oo. Pour cela, nous écrivons

pour t >0
Th(t)=T(t) = AR\ A)T()—T(t)
= )\/OO e (Tt +71)—T(t))dr
= A /7 e (T(t+7) — T(t))dr + A /Oo e (T(t+7)—T(t))dr.

ot v > 0. En estimant les deux intégrales pour A > w , comme || T(¢)|| < Me™* on obtient

2N =W - w
IT3(E) = T < supocrsy | Tr(E) = T + M —mer=0wm (5)
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Pour v > 0, il clair que le second terme de (*) converge vers zéro lorsque A — oo. donc
Jim T2 (6) = T(W)]) < supores |T2(5) — T(1)].

Puisque v > 0 et {T'(t)}:>0 est continue dans la topologie des opérateurs uniformes, on peut

choisir pour tout € > 0 et v > 0
lim ||Th\(t) — T(t)]| <e.
A—00

On peut choisir € petit, alors T)(t) converge vers T'(t) lorsque A — oo pour dans la topologie

uniforme des opérateurs et donc T'(t) est un opérateur compact. O

2.3.3 Semi-groupe analytique

Ici, nous étudions la possibilité d’étendre le domaine du paramétre ¢ des semi-groupes
{T'(t)}+>0 & des régions du plan complexe contenant I'intervalle [0, oo[ , appelées angles autour

de la demi-droite réelle positive, notées :

A:{ZE(C:Ql<argz<92,91<0<92}.

Définition 2.7 Soit A\ un secteur dans C. On appelle semi-groupe analytique la famille

d’opérateurs linéaires bornés {T(z),z € Q} satisfaisant les conditions suivantes :
1. T(z1 + 22) = T(21)T(22) pour tous z129 € A.
2. T(0) =1, ou I désigne l'opérateur identité.
3. Pour chaque v € X, lim, ,cT(z)r =x ot z € A.

4. La fonction z — T'(z) est analytique dans /.
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Chapitre 3

(Généralités sur les équations

intégro-différentielles

Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions de base sur les équations intégrales et

les équations intégro-différentielles ainsi que leurs différentes propriétés, (voir [6]).

3.1 Equations intégrales

Définition 3.1 Toute équation de la forme :
a(o)(o) = fla) + A [ Kl (o (31)

est appelée équation intégrale (E.I), ot 1 est une fonction inconnue, o et f sont des

fonctions connues, A est un parametre réel et K le noyau.

3.1.1 Classifications des équations intégrales

Nous allons présenter une liste des équations intégrales de Fredholm et de Volterra :

Définition 3.2 (Equation intégrale de Fredholm)

Une équation de la forme (3.1) dont les bornes d’intégration sont firées est dite équation
intégrale linéaire de Fredholm.

1— Si f(z) = 0 l’équation s’écrit

a(@)b(z) = A / K (2, 0)((6))dt.
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et elle est dite homogéne. .

2— Si a(x) =0, léquation s’écrit

f(z)+ )\/ K(z,t)y(t)dt = 0.

et elle est dite de premiére espéce.

3— Sia(x) =1, Uéquation s’écrit

(a) = fla) + A / K (e, 1y (t)dt.

et elle est dite de seconde espéce.

Définition 3.3 (Equation intégrale de Volterra)

e On appelle une équation intégrale de Volterra linéaire une équation de la forme :

a(@)ile) = @)+ [ " K (e, (o),

ot 1 est une fonction inconnue, K , a et f sont des fonction connues et \ est un paramétre
réel.

e On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire une équation de la forme :
a(e)o(e) = @)+ X [ Kl t(o)i

Remarque 3.1 Les équations intégrales de Volterra de premiére espéce, de seconde ou
homogeéne sont définies de la méme maniére précédente (Equation intégrale de Fredholm )
sauf que la borne d’intégration supérieure est variable, c-a-d., b = x.

Exemple 3.1

— Equations intégrales linéaires homogénes de Volterra de premiére espéce
)\/ (22 — 1))t = 0.
0

— Equations intégrales linéaires non homogénes de Fredholm de seconde espéce

wlt) — )\/ (2% — D))t = 22 = sin(z) + Lz € [—1,1].

1
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Lemme 3.1 Soit f un fonction continue sur lintervalle |a,b], alors
x t x
/ /f(s)dsdtz/ (x — ) f(t)dt,z < [a,b].

Soit ¢(t) = f; f(s)ds, g(a) =0, g'(t) = f(t). Par intégration par parties, on peut écrire :

/:/:f(s)dsdt _ /:g(t)dt

— - [ trie
_ xg(x)—/amtf(t)dt:x/:f(s)ds—/axtf(t)dt
_ /ax(x—t)f(t)dt.

Démonstration.

3.2 Equations intégro-différentielles

Définition 3.4 On appelle équation intégro-différentielle (E.1.D) une équation compo-

sée de deux opérations intégrale et différentielle dont la fonction inconnue .

3.2.1 Classification des équations intégro-différentielles

On distingue trois types d’équations intégro-différentielles :

Définition 3.5 (Equations intégro-différentielles de Fredholm,)

Une équation intégro-différentielle est dite de Fredholm est de la forme :

b
u0a) = f(o) + A [ Ko
ot Y™ (x) indique la nieme dérivée de ().

Exemple 1 :
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et ~
' (z) + ¢ (z) = 1 — sinz — /2 xt(t)dt, ¥(0)=0, ¥ (0)=1.

0

Définition 3.6 (Equations intégro-différentielles de Volterra)

Une équation intégro-différentielle est dite de Volterra, si elle s’écrit sous la forme :

T

6 (2) = f(x) + A / (e, O(0)dr,

0
ot Y™ () indique la nieme dérivée de (x).

Exemple 2 :

/

v (z)=—-1+ %ﬁ —ze’ — /0 t(t)dt, ¥(0) = 0.
et

@Z)”(x) + wl(x) =1—1z — (sinz + cosx) — /JU ty(t)dt, ¥ (0)=0, ¥ (0)=-1.

0

Définition 3.7 (Equation intégro-différentielle de Volterra- Fredholm)
Si les deux opérateurs de l'intégration de Fredholm et Volterra coincident alors l’équation

intégro-différentielle est dite de Fredholm -Volterra, s’écrit sous la forme :

G () = Ay / Ky (o, ()t + A / " Kola, ()t + f(z).

Remarque 3.2

1— Si f(z) = 0 dans I’équation intégro-différentielle de Volterra ou de Fredholm ou de
Volterra-Fredholm , alors I’équation intégro-différentielle est dite homogéne. sinon (f # 0),
elle est dite non homogéne.

2— Une équation intégro-différentielle (E.I.D) est dite de premiére espéce si la partie diffé-
rentielle est nulle, sinon elle est dite de deuxiéme espéce.

3— Une équation intégro-différentielle (E.I.D) est dite ordinaire si la fonction inconnue dé-
pend d’une seule variable indépendante, alors si la fonction inconnue dépend de deux ou
plusieurs variables indépendantes, alors I’équation intégro-différentielle estdite partielle.
Remarque 3.3

Une équation intégro-différentielle est dite singuliére dans I'un des cas suivants :

* L'une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.

x Le noyau est non borné sur l'intervalle d’intégration.
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3.2.2 Conversion d’une équation intégro-différentielle (£.7.D) de Fred-

holm & une équation intégrale (E£./) de Fredholm

Soit ’équation intégro-différentielle suivante :

u'(s) = a(s)u(s) + b(s) + [} K(s, tyu(t)dt, 5.
u0)=a 0<s<1, '
ou a(s),b(s) et K(s,t) sont des fonctions continues sur Uintervalle [0, 1].
Si on pose u (s) = y(s), on obtient :
u(s) =« —i—/ y(t)dt. (3.3)
0

D’aprés (3.2),(3.3), on trouve :

y(s):a(s)[a—l—/os t)dt] + b(s / K(s,t)] a+/ y(7)dr]dt.

Alors
y(s) = a(s)a + b(s +a/K5tdt+a( / dt+/Kst / )dT)d
9(5)
On a
/OlK(st)(/Ot(det //KSTdT (t)dt.
On pose X
s,t):/t K(s, T
Donc ) .
£(5) = a /0 y(t)dt+/0 K (5,1
75) = [ s (s =)+ K (s (o).
tel que
H(s — 1) = {1 si s—t>0.
0 sis—t<0.
Supposons

a(s)H (s —t) + K'(s,t) = ¢(s, 1).

Alors, on obtient I’équation intégrale de Fredholm :

+/0 o(s, t)y(t)dt
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Chapitre 4

Applications des semi-groupes compacts
a I’étude d’une classe d’équations

intégro-différentielles abstraites

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I'étude d’'une classe d’équations intégro-différentielles abs-
traites. On entend, ici, par équations intégro-différentielles abstraites (en abrégé EIDA), des
équations intégro-différentielles a coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés)
dans un espace de Banach.

Nous allons présenter, ici, une synthése des résultats obtenus dans I’article de D. Bahuguna

et S. K. Srivastava, voir 3], intitulé :
Semilinear integro-differential equations with compact semigroups.

En utilisant une approche basée sur la théorie des semi-groupes compacts, nous allons étudier,
dans un espace de Banach X, 'existence locale et I'existence globale d'une solution intégrale

(mild solution) de I’équation intégro-différentielle abstraite suivante (voir [1], [3], [5] et [4]) :

du(t) ¢
7 + Au(t) = f(t,u(t)) + /to a(t — s)g(t,u(t))ds, 0 <ty < Ty < o0, (4.1)

U(to) = U,
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ou :

e lopérateur —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {7(t)}:>o dans
I’espace X,

e les application non linéaires f,g: J x U — X, J = [to, To| ,to < Ty < +o0o sont continues
ou U est un sous ensemble ouvert de X,

e ac L'(J)etuyeU.

4.2 Etude du cas particulier (g = 0)

Voir |1]. Nous considérons le probléme semi-linéaire abstrait a valeur initiale :

du(t)
-+ Au(t) = f(t,u(t)), 0 <ty < Ty < +o0, (4.2)
u(to) = uo.

Pour ce probléme, I'existence d’une solution intégrale (mild) unique est assurée sous les condi-
tions : —A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {T'(¢)};>¢ dans l'espace
X, f(t,u) est continue par rapport a ses deux variables et elle est localement Lipschitzienne
et uniformément continue en wu.

Si A = 0 ou la continuité Lipschitzienne de f par rapport & u n’est pas vérifiée, alors I'exis-
tence d’une solution intégrale (mild solution) n’est plus garantie (voir [1]).

Définition 4.1 (Solution intégrale (mild)) Une fonction u : [0,T] — X est dite solution

intégrale (mild) du probléeme (4.2), si u satisfait l’équation intégrale :

u(t) =Tt —to)up + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds.

4.2.1 Existence locale de la solution

Théoréme 4.1 Soit X un espace de Banach et —A le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe compact {T(t)}>0 sur X. Si f:J x U — X est continue, ot U est un ouvert de X,
alors Yug € U, 3ty tg < t1 < Ty telle que le probléme (/.2) a une solution intégrale (mild) u
sur Jo = [to, t1].

Démonstration. Voir Pazy ([1], P.191). O
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4.2.2 Existence globale de la solution

Théoréme 4.2 Soit —A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact {T'(t)}i>0 sur
X, si f:[to, +oo[xX — X est continue et envoie des ensemble bornés dans [0, +o0o[x X auz
ensembles bornés dans X. Yuy € X, U'équation (4.2) a une solution intégrale (mild) u sur
Uintervalle mazimal d’existence [0, tynax| ST tmax < +00 alors :

li = :
Am u(t)]f = +o0

Démonstration. Tout d’abord, nous notons qu'une solution intégrale (mild) w de (4.2)
définie sur un intervalle fermé [0, ¢;] peut étre étendue & un intervalle plus large
[0,¢1 +1],10 > 0, ceci en définissant u(t +¢') = w(t) o w(t) est une solution intégrale (mild)
du probléme suivant :

dw(t)

7—1— Aw(t) = f(t,w(t)),0 <ty < Tp < 400

w(to) = u(ty).

(4.3)

L’existence de cette solution sur un intervalle de longueur positive ¢ > 0 est assurée par le
Théoreme 4.1.

Soit [0, t;ae] 'intervalle maximal jusqu’a lequel la solution intégrale u de (4.2) peut étre
prolongée. Nous montrons que si tpa < +00, alors ||u(t)|| tend vers Uinfini lorsque t tend
Vers thax. Pour ce faire, nous commencgons par prouver que ., < 00 implique
limi gy, |[u(t)]] = +oo.

En effet, si tpa < +00 et limpy,.. ||u(t)|| < +oo, nous supposons que | T(t)|| < M et
lu(t)|| < K pour 0 <t < tyax, ot M et K sont des constantes.

Selon hypothése sur la fonction f, il existe également une constante N telle que

1f(Eu@®)|| < N pour 0 <t < typax.
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Maintenant, si 0 < p <t <t < tmax, alors

/

lu(t) —u(®)| < | T(¢uo — T(t)uol (4.4)

N /0 U = ) = T = 8) f(s, uls)ds]
+ / (T(t — 5) = T(t — ) f (5, u(s))ds]

+li t T(t' —s)f(s,u(s))ds].

t—p
< |IT(# a0 — T(¢)uo| +N/ IT(£ = s) = T(t — s)||ds + 2MNp+ (£ — {)MN.
0

Puisque t > p > 0 est arbitraire et T'(¢) est uniformément continu pour ¢ > p > 0, le membre
de droite de (4.4) tend vers zéro lorsque t et t tendent vers foay.

Par conséquent, lim_y,, u(t) = u(tma) existe et, grace a la premiére partie de la preuve, la
solution u peut étre prolongée au-dela de t,,.,, ce qui contredit la maximalité de ... Par
conséquent, I’hypothése selon laquelle t,,, < +oc implique que limgy,,,. ||u(t)|| = +oo.

Pour conclure la preuve, nous montrons que

I = +oo0.
Am u(t)]f = +o0

Si cela est faux, alors il existe une suite ¢, 1 tmax €t une constante K telle que [Ju(t,)| < K

pour tout n. Supposons que ||T'(¢)|| < M pour 0 < ¢ < ¢y, et posons
N = sup{|[f(t,u)|[,0 <t < tax, [Jull < M(K +1)}.

Puisque ¢ — ||u(t)|| est continue et que limyy, . [|u(t)|| = 400, nous pouvons trouver une
séquence {h,} avec les propriétés suivantes : h,, — 0 lorsque n — +o0, ||u(t)|| < M(K + 1)
pour t, <t <t,+ hy et ||u(t, + h,)|| = M (K + 1). Mais, nous avons

tn+hn
MK +1) = |lultn + ha) || < T (hn)u(tn)]] +/t [T (tn + b — 5).f (5, u(s)[|ds.

<MK+ h,MN
Ce qui donne une contradiction lorsque h,, — 0. Ainsi

li D) = .
Jim Ju(t)] = +o

0
Le résultat important suivant da a Pazy ([1]), nous donne deux conditions utiles pour I’exis-
tence de solutions intégrales (mild) globales du probléme (4.2) sous les hypothéses du théo-

réme précédent.
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Corollaire 4.3 Soit 'opérateur linéaire —A générateur infinitésimal d’un semi-groupe com-
pact {T'(t) }i>0 sur X. Si Uapplication non linéaire f : [to, +00[x X — X est continue et envoie
des sous-ensembles bornés de [ty, +0o[x X aux sous-ensembles bornés de X alors l'une des
deuz conditions suivantes est suffisante pour Uezistence globale d’une solution intégrale (mild)
du probleme (4.2) :

t) 1l existe une fonction continue ko : [to, +00[— [to, +00] telle que [|u(t)|| < ko(t) pour tout

t dans l'intervalle d’existence de u.
1) Il existe deux fonctions localement intégrables ki, ks : [ty, +00[— [0, +ool, telles que

£ ()| < Fr(@)][v]] + ka(t), Vto <t < +00, v € X.

4.3 Etude de ’équation intégro-différentielle dans le cas
général (g #£0 )

Définition 4.2 (Solution intégrale (mild)) Pour la solution intégrale (mild) de (4.1) sur

J, on entend une fonction u € C(J, X) vérifiant I’équation intégrale :

u(t) = T(t — to)ug + / T(t—s)[f(s,u(s))+ /S a(s — 7)g(1,u(r))dr]ds.

to to

4.3.1 Existence locale de la solution

Dans cette section, nous visons a généraliser les résultats du cas particulier ¢ = 0 au
probléme a valeur initiale(4.1). Ci-dessous, nous énongons et prouvons le résultat d’existence

suivant pour (4.1) voir [3].

Théoréme 4.4 Soit X un espace de Banach, —A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe compact {T'(t) }4>0 sur X, U un sous-ensemble ouvert de X et J = [to, To],

to < Ty < +o0. Si les applications non linéaires f,g : J x U — X sont continues et a est
localement intégrable dans J, alors Yug € U, 3ty,tg < t1 < Ty tel que I’équation (4.2) admet

une solution intégrale (mild) locale u sur Jy = [to, t1].
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Démonstration. Soit T tel que to < T < Ty < +o00. Soit. M une constante positive telle que
|T(t)]| < M, pour 0<t<T.

Soit p > 0 tel que
By(uo) = {v € X, v — ul| < p} C U.

Choisissons ' > t, tel que ||f(t,v)]| < Ny, |lg(t,v)]] < Ny,

pour ty <t <t v € B,(u,) avec Ny, Ny des constantes positives. Nous Choisissons t” > ¢

tel que
IT(t — to)uo — uol| < g, pour fo <t <t
. . p
Soit ¢, = Tt 1"t )|d
m]-mm{””ﬁmwm+wmﬁom” Jiy as)1ds.

Posons Y = C([to, t1]; X) et
S ={u €Y, u(ty) = uo,u(t) € By(up), pour to <t <t.}
Soit S est sous-ensemble borné, fermé et convexe de Y. On définit une application
F:5—Y

Telle que
(Fu)(t) =T(t —to)up + /t T(t—s)[f(s,u(s)) + /ts a(s — 7)g(r,u(T))dr]ds. (4.5)

Pour v € S, nous avons :

s—T u(7))dr]ds||

H(Fu)(t)—uoH:HT(t—to)uo—uo—i-/ T(t—s)[f(s,u

to

)g(
s —7)g(t,u(r))dr]ds||

) Gs,u(s) + [
<=t~ wol 1 [ 7= )lsts,uto) + [ o

g /MN1 /|aS—T|N27']

/ M N1 + CLTNg]d

l\-'JIb

<

NI

+ (tl — to)M[Nl + CLTNQ] < p-

Ainsi, F' : S — S. Maintenant, nous allons montrer que 'application F' est continue de S

dans S. Pour cela, on remarque d’abord que : puisque f et g sont continues sur [tg, T] x U,
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alors pour tout € > 0 et u € B,(up) fixé, il existe d;(u), d2(u) > 0 tels que pour tout v dans

B,(up), nous avons

= vlly < 8(w) = 1 u(®) = FE0O) < 5777
et
= vlly < Safe) = llg(t,u(0)) = gt (D] < 5

Soit §(u) = min{d;(u), do(u)}, alors Vv € S, ||lu — v|| < §(u) implique que

I(F)®) ~ (O] = [T~ to)ua+ [ Tt =) (svu(s) + [ als = rglr.utr))drlds

to to

=T(t — to)vo — / T(t = s)[f(s,v(s)) + / a(s = 7)g(7,v(T))dr]ds||

to to

< [T = )15, us) = s, () s

+ [ = [ [ lats = Dllatrate)) - st o) s

</tM 2 d+/tM < (t—ty2— <o,
S a S — — Il .
= J,  2TM W 2a0TM T T Y%or =" T =

Donc F': S — S est continue. D’autre part, soit

S =F(9)

et Pour ¢ € [to, t1] fixé, nous considérons S(t) = {(Fu)(t),u € S}, puisque S(ty) = {up}, alors
S(to) est pré-compact dans X. Pour ¢t > ¢y et 0 < & <t — tg, soit

S

(Fou)(t) = T(t — to)ug + / b T(t—s+e—e)|f(s,u(s)) + / a(s — 7)g(r,u(T))dr|ds.

to to

S

(Fru)(t) :T(t—to)u0+T(5)/_sT(t—s—s)[f(s,u(s))+/ a(s—7)g(r,u(r))dr]ds (4.6)

to to
La compacité du semi-groupe T'(t) pour tout ¢ > 0 et (4.6) impliquent que pour chaque ¢ ,
0 < e <t—tg I'ensemble S.(t) = {(F.u)(t),u € S} est pré-compact en X . De plus, pour

tout u € S, nous avons :

|(Fu)(t)— (Fu)(®)]] = [[(Fu)(t) = T(t—to)uo+ / T(t—s) [ (5. u(s))+ / a(s—r)g(r, u(r))drlds

to to

s

—T(t —to)ug — T'(¢) / - T(t—s—e¢)f(s,u(s)) + / a(s — 7)g(1,u(r))dr|ds||

to to
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< [ = olts,uts) + [ als = ratrutr)arlds.

to

Donc
[(Fu)(t) — (Feu)(t)|| < eM(Ni + arNs). (4.7)

D’aprés (4.7), il en résulte que 'ensemble S(t) est pré-compact. Dans ce qui suit, on aura
besoin de montrer que I'ensemble S est équicontinu. Alors, pour tous 71,75 € [to,t] avec

r1 < T9, NOUS avons
[(F'u)(r2) — (Fu)(ro)|| < [[(T'(r2 — to) — T'(r1 — to))uo) ||
—i—H/ (ro — 8)[f (s, u(s)) —|—/ a(s —7)g(7,u(r))dr]ds

—/ T(ry —s)[f(s,u(s)) + /S a(s — 7)g(r,u(r))dr|ds||.

to to

D’ou

|(Fu)(rs) — (Fu)(r)| < [(T(ra — to) — T — to))uo)
(N, + ary) / I(T(rs — ) — T(ry — 5)) s

to

+(r2 = 1) M (N1 + arNy). (4.8)

Puisque T'(t) est compact, le théoréme 2.4 implique que 7'(t) est continue dans la topologie
des opérateurs uniforme pour ¢ > 0 . Par conséquent, (4.8) tend vers zéro lorsque ry —
tend vers zéro. Ainsi, ensemble S est équicontinu. De plus, S est borné. D’aprés le théoréme
d’Ascoli-Arzela, il découle que S est pré-compact. L’existence d'un point fixe de application
F dans I'ensemble S est une conséquence du théoréme du point fixe de Schauder et tout

point fixe de F' dans S est une solution intégrale (mild) de (4.1) sur l'intervalle [to,1[. O

4.3.2 Existence globale de la solution

Dans cette section, nous examinons ’existence globale d’une solution de type "mild" pour
(4.1), voir [3].

Dans le théoréme suivant, nous étendons les résultats du cas particulier au probléme (4.1).

Théoréme 4.5 Supposons que 'opérateur linéaire —A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe compact {T'(t)}+>0 sur X. Si les applications non linéaires

f,q: [to, +oo[x X — X sont continues et envoient des sous-ensembles bornés de [tg, +00[x X
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auz sous-ensembles bornés de X et si a est localement intégrable dans lintervalle [ty, +00],
alors Yuy € X, l’équation (4.1) admet une solution intégrale (mild) u sur l’intervalle mazimal

d’existence [to, Tiax| €t i Tmax < +00 alors :

li = :
Jim u(®)]| = +o0

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.4, le probléme (4.1) admet une solution intégrale

(mild) locale u € C([to, t1]; X) pour ty < ty, elle s’écrit sous la forme :

u(t) =Tt —to)up + / T(t—s)[f(s,u(s)) + /S a(s — 7)g(r,u(T))dr]ds.

to to

Supposons que u(t;) < 400 et considérons le probléme

dvu(t :
di ) + Av(t) = f(t,0(t) + /t a(t — s)g(t, v(t))ds, (4.9)

U(tl) = U(tl)

D’aprés le théoréme 4.4, il existe une solution intégrale (mild) v € C([ty,t2[; X) du probléme

(4.9) pour tq, t; < ty < +00, elle est donnée par :

S

o(t) = T(t—tl)u(t1)+/ T(t—s)[f(s,v(s))—l—/ a(s — 7)g(r, v(r))dr]ds

t1 t1

= T(t—t) {T(tl — to)up + /t 1 T(ty — s)[f(s,u(s)) + /ts a(s — 7)g(r,u(r))dr|ds

+/ T(t—s)[f(s,v(s)) + / a(s —1)g(r,v(7))dr]ds

t1 t1

_ T(t—to)u(ﬁ—/t1T(t—s)[f(s,u(s))—i—/ts a(s — 7)g(r u(r))dr]ds

—I—/ T(t—s)[f(s,v(s))—l—/ a(s — 7)g(r,v(7))dr]ds.

t1 t1

On définit 'application @ : [to, to]— X par
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Alors u € C([to, t2]; X) et pour t; < t < ¢y, nous avons

a(t) = T(t—to)uo+ /t 1 T(t—s)[f(s,u(s)+ /ts a(s — 7)g(r,u(r))drlds  (4.10)

—0—/t T(t—s)[f(s,u(s)) + /t a(s — 7)g(r,u(r))dr]ds

= T(t—to)uo+ / T(t—s)f(s,u(s)

to

n /: /t:a(s—T)g(T,a(T))des
N /tlt /:a(s—f)g(T,w))des.

En changeant 'ordre d’intégration dans (4.10), on obtient
t

a(t) = T(t—to)uo + / T(t — s)f(s, a(s) (4.11)

to

' /: /Ttl a(s —)g(r,u(r))dsdr
’ /t: /: a(s = )g(r, a(7))dsdr
= T(t —to)uo + /t T(t — ) (s, d(s) + /'s e s

to to

D’ou la fonction @ est une solution intégrale (mild) du probléme (4.1) sur Uintervalle [to, to].
Maintenant, supposons que [to, Trax|[ soit l'intervalle maximal dans lequel la solution u de
(4.1) peut étre prolongée. Si Ty < +00, alors nous montrons que ||u(t)|| tend vers 'infini

lorsque t T Thnae- 11 suffit de montrer que

li = .
T u(t)]| = +oc

Si tlzirm |lu(t)|| < 400, alors il existe une suite (¢,), tendant vers T,,., telle que |Ju(t,)| < K
pour une certaine constante K et pour tout n. Supposons que || 7'(t)|| < M pour tg < ¢ < Tipax

et, soit
Ny = sup{||f(t,v)|l,to <t < Thax, [|V]| < M(K + 1)}

et
Ny = sup{||g(t,v)||,to <t < Thax, V]| < M(K +1)}.

tTl%m |lu(t)|| < +o0, on peut trouver une suite

{h,} telle que h,, — 0, ||u(t)|| < M(K + 1) pour t,, <t <t,+ h, et

En utilisant la continuité de u et I’hypothése

lu(tn + hp)|| = M(K +1).
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Or
M(K+1) = |ults+ ho)ll < T (ha)T(E)|
tn+hn s
[T = () + [ als = Dig(ratr)dr]ds
tn tn
< MK + hnM(Nl + CLTmaXNg).
Ce qui donne une contradiction lorsque h,, — 0. Ainsi tliTm lu(t)]| = +oo. O

Finalement, nous démontrons le résultat suivant sur I’existence globale de la solution intégrale
(mild) du probléme (4.1) :

Théoréme 4.6 Soit ['opérateur linéaire —A générateur infinitésimal d’un semi-groupe com-
pact {T(t) }i>0 sur X. Siles applications non linéaires f, g : [to, +00[x X — X sont continues
et envoient des sous-ensembles bornés de [to, +0o0[x X auz sous-ensembles bornés de X et si
a est localement intégrable dans l'intervalle [ty, +00|, alors Yuy € X, alors l'une des deux
conditions suivantes est suffisante pour l’existence globale d’une solution intégrale (mild) du
probléeme (/.1) :

t) 1l existe une fonction continue kg : [to, +00[— [0, +00| telle que ||u(t)|| < ko(t) pour tout

t dans lintervalle d’existence de wu.
11) 1l existe des fonctions k; : [tg, +00|— [0, 400, i = 1,2,3,4 telles que ky, ko, a x ks, a x ky

sont localement intégrables sur Uintervalle [to, +oo[ et pour to <t < 400, v € X

(8 o) < Fa(@)llvll + k2 (2),
lg(t, )| < ks(®)[v]] + ka(2),

ot
t
ax*k;i(t) = / a(t — s)k;(s)ds, pouri = 3,4.

to

Démonstration.

t) Puisque pour tout t1,tp < t; < 4o00,||u(t1)| < ko(t1) < +o0, alors d’aprés le Théoréme
4.5, il s’ensuit que la solution u peut étre étendue au-dela de ¢;, donc la solution u

existe globalement.

1) La solution intégrale (mild) u du probléme (4.1) est donnée par :

e 0 u(1)| SMIIUoIIJrM/t e‘w(s‘tO)[||f(s,U(8))||+/tsa(s—T)|Ig(T>U(T))I|dT]dS~
° ’ (4.12)
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Pour t € [tg, +00[, posons
C(t) = M||uo| + M/ —w(s=t0)[ky(s) +/ a(s — 7)ky(T)d7]ds.
to

D’aprés (4.12) , nous avons
e u(t)]|

<0+ M [ e ]+ [ als = 7Kool drlds

to

Pour ty < r <t, nous avons

e fu(r)

< ((r +M/ —wls—to) [, ( )Hu(S)H+/Sa(s—T)KB(T)I\u(T)HdT]dS

to

+M/ —ula0) [ [, (5) + /Sa(s—T)Kg(T)dT] sup [|u(r)||ds. (4.13)

to to<7<s

En considérant la borne supérieure sur Uintervalle [to,¢] aux deux cotés de I’équation
4.13, on obtient

) s )] (11
to<r<s
< sup C(r —|—M/ —u(s—to)] 3)+/ a(s — 7)Ky(r)dr] sup [[u(r)|ds.
to<r<s to to<r<s

L’inégalité de Gronwall implique que

t
e—w(t—to) sup ||u(7~)|| < sup C(T) +M/ [e_w(s—to)[Kl(S)
t

to<r<t to<r<t

+/Sa(s—r)k3(7)df] exp{/:[Kl(u) +/Sa(u—T)K3(T)du}] sup [|C(7)|lds. (4.15)

to to to<r<t
L’inégalité (4.15) implique que ||u(t)|| est bornée par une fonction continue et de 2) on

obtient I'existence globale de la solution intégrale (mild) « du probléme (4.1).

O

4.3.3 Exemple d’application en une EDP parabolique
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On considére 'équation de la chaleur dans R (Voir Pazy [1] ) :

fau d%u 0 Lieo
E—@-i-f(u), <zr<l, T>0,

w(t,0) = u(t,1), u,(t,0) =u (t,1), ¢>0, (4.16)

ku((), x) = up(x).

Dans cette section, nous allons prouver, sous des conditions appropriées, I'existence de solu-
tions locales et globales de ce probléme de valeur initiale.

Le probléme abstrait : Nous commencons par introduire un cadre abstrait pratique.

Soit X = C,([0,1]) lespace de toutes les fonctions continues a valeurs réelles périodiques
ayant une période 1, muni de la norme ||ul| = Orgfgl\u(x)]. X est donc constitué de fonctions
continues sur [0, 1] satisfaisant a u(0) = u(1).

Soit A Popérateur linéaire de X défini par D(A) = {u : u,v/,u” € X}, ot v’ et u" repré-
sentent respectivement la premiére et la deuxiéme dérivée de wu, et pour u € D(A), Au = u’.

Donc le problem abstrait obtenu est
(4.17)

Lemme 4.1 L’opérateur A défini ci-dessus est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique compact {T'(t)}i>0, sur X.

Démonstration. Soit g € X et A = pe” avec p > 0 et —45 < v < 7. Considérons le probléme
aux valeurs :

Ny —u' =g.

u(0) = u(l), v/(0) = u'(1).

(4.18)

On montre que ce probléme a une solution u qui est donnée par :

1 x 1 1 1
u(z) = m[/o cosh \(z —y — §)g(y)dy + /x cosh \(z —y + §)g(y)dy].

et que cette solution est unique. En notant Re\ = = pcos? > 0 et en utilisant les inégalités
élémentaires
A 1 1
| sinh 5\ > sinhg, |cosh Az —y £+ §)| < coshpu(z —y+ 5)

nous trouvons

1

gl /x 1 /l
<9 hou(r —y — - hu(z—y+ =
lu(z)| < 2|A|Sinh%[ o pw(r —y 2)|dy+ | cos p(z y+2)dy]
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gl
cosI| A2

En fixant 7 < < 7, nous obtenons
p(A) S S() = {\,larg)| < 205}

et
IR\, A)|| < (costo|A|) ™ pour A € (d).

D’aprés le théoréme 5.2, voir Pazy ([1]), il s’ensuit que A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique {7(t)}; > 0. Puisque T'(¢) est analytique, il est continu pour la to-
pologie uniforme des opérateurs pour ¢ > 0.

D’autre part, puisque pour A € 3(d), R(A, A) définie de X dans D(A) envoie les ensembles
bornés de X aux ensembles bornés de D(A) qui ont également une borne uniforme sur leur
premiére dérivée, il découle du théoréme d’Arzela-Ascoli que R(\, A) est un opérateur com-
pact. D’aprés le théoréme 3.4.3, (voir Ahmed [2|), il résulte que T'(t),t > 0 est un semi-groupe

compact. O

Nous avons aussi le résultat important suivant :

Théoréme 4.7 Pour toute fonction continue a valeurs réelles f et tout ug € X , il existe un
to > 0 tel que le probléme de valeur initiale (4.16) ait une solution intégrale (mild solution )

globale u(t, x) sur [0,to] et sity = 00 ou ty < oo, alors
lim[fu(t, z)|| = +oo.

Démonstration. Voir Pazy ([1]), p. 235. O
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l’étude de quelques équations intégro-
différentielles abstraites non linéaires dans un espace de Banach. Nous nous sommes basés
essentiellement sur I’étude faite dans 'article des auteurs D. Bahuguna et S. K. Srivastava,

voir [3], intitulé :
Semilinear integro-differential equations with compact semigroups.

La méthode utilisée est basée sur : la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires, en
particulier les semi-groupes compacts et leurs propriétés. Nous avons démontré I'existence et
'unicité des solutions intégrales (mild solutions) locales et globales pour cette classe d’équa-

tions intégro-différentielles abstraites.
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