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Résumé

L'analyse de I'écoulement non visqueux et visqueux est effectuée a travers un
cone pour les deux régimes ; supersonigue et hypersonique.

Dans la premiére partie, on s’intéresse au cas non  visqueux
(isentropique)concernant les deux régimes ; supersonique et hypersonique.
Les calculs sont effectués pour déterminer les caractéristiques de
I’écoulement derriérel’onde de choc oblique le long du cone.

D’autre part, la deuxiéme partie traite le cas visqueux et également pour les
deux régimes: supersonique et hypersonique. La détermination des
caractéristiques de 1’écoulement derri¢re 1’onde de choc oblique et cette fois-
ci en présence de la couche limitele long du cone est obtenue par un
programme Matlab.

Finalement, une validation est faite entre le programme exploité et les
résultats obtenus par des chercheurs dans ce domaine.

Mots Clés

Ecoulement visqueux, cone, supersonique, hypersonique, onde de choc,
couche limite, Théorie de TAYLOR-MACCOL.



Abstract

The analysis of the inviscid and viscous flow is carried out through a cone for
the two regimes; supersonic and hypersonic.

In the first part, we focus on the inviscid (isentropic) case for the supersonic
and hypersonic regimes. Calculations are carried out to determine the
characteristics of the flow behind the oblique shock wave along the cone.

The second part deals with the viscous case, also for the supersonic and
hypersonic regimes. A Matlab program is used to determine the flow
characteristics behind the oblique shock wave, this time in the presence of the
boundary layer along the cone.

Finally, a validation is carried out between the programme used and the
results obtained by researchers in this field.

Keywords

Viscous flow, cone, supersonic, hypersonic, shock wave, boundary layer,
TAYLOR-MACCOL theory
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Introduction

Les premiéeres études d'écoulement supersonique autour du cone ont été faites par Maccoll
en 1938 [1] puis en 1947 [2], l'auteur a fourni un tableau des paramétres d'impact du cone
supersonique. En 1949, Neice [3] a publié un tableau des parameétres thermodynamiques
pour une collision oblique. Depuis, Stone [4] a également étudié I'écoulement supersonique
autour du céne mince de faible inclinaison de. Kopal [5] s'est occupé du choc conique en
1949. En 1951, Ferri [6] a calculé pour la premiére fois le flux supersonique de autour du
cone droit a incidence nulle. L’étude a été réalisée en utilisant la méthode des différences
finies. Dans son article de 1952 [7], Maslen a également présenté un écoulement
supersonique autour d'un cdne sans incidence. D'autre part, Hord en 1955 dans [8] a réalisé
une étude grossiere de I'écoulement supersonique autour d'un cbne circulaire avec une

représentation conique des ondes de choc.

En 1960, Mauger [9] a modifié la forme du cone. Il a calculé un cdne circulaire a courbure
progressive. On a vu s'intéresser a cette géométrie dans les applications aérospatiales. En
1960, Briggs [10] a été le premier a étudier et a calculer numériqguement I'écoulement
supersonique autour du cone de base droit a base elliptique. L'auteur a utilisé la méthode
des différences finies dans son modeéle numerique. Stocker et Mauger [11] ont a leur tour
prolongé les recherches de Briggs [10] en 1962, mais avec une section circulaire du céne
droit devant le jet supersonique. D'autre part, en 1963, Simon et Walker [12] ont établi
I'approche pour calculer I'écoulement supersonique autour du cone. Cette approche
consiste a simplifier les équations non linéaires pour la petite inclinaison du céne pour

obtenir une approximation de la solution analytique.

Sims [13] a fait un tableau en 1964 pour une onde de choc conique autour de du céne droit
a incidence nulle pour un gaz caloriquement parfait et pour un gaz thermiquement parfait.
South [14] a présenté une étude de I'écoulement conique et diédre, une méthode appelée la
méthode des relations intégrales. En 1965, Eastman et Omar [15] ont utilisé la méthode
inverse pour calculer le choc du cone. Cette méthode prend en compte la déviation des
chocs du cone et trouve ensuite la déviation du céne correspondante. Belotserkovskiy [16]
a étudié I’écoulement supersonique autour du corps rond en 1967.L'auteur a déterminé
l'impact détaché provoqué au sommet de I’obstacle. 11 a effectué ses calculs en utilisant la
méthode des différences finies et la technique de "capture de choc ». Moretti [17]

s'intéresse plus a I'étude de I'écoulement non visqueux autour d'un sommet cone a
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incidence nulle selon la méthode des différences finies. Gonidou [18] a rejoint Briggs [10]
dans ses recherches en 1968, sauf qu'il a changé la méthode de calcul pour la méthode des
volumes finis. Jones [19] a étudié le méme probléme d'écoulement autour du cone a impact

nul, mais cette fois en utilisant la méthode des différences finies.

En 1969, Jones [20] a trouvé une table pour 1’écoulement supersonique autour d'un cone

circulaire a y=1,4.

Les résultats rapportés sont des parametres thermodynamiques post-impact pour angles
d'incidence différents. Ndefo [21] a présenté une étude numérique de I'écoulement
supersonique autour d'un céne de base tridimensionnel arbitraire accompagné d'un choc.
Rakich [22], pour sa part, a d'abord presenté la méthode des caractéristiques 3D pour
calculer I'écoulement supersonique autour un corps tournant. Woods [23] a présenté le
méme travail que la référence Briggs [10], mais avec une méthode descaractéristiques et de
comparaison avec les résultats du présentés dans [10]. Kegel en analysant les parameétres
obtenus a partir de South et Klunker [24] ont développé une nouvelle méthode analytique
approchée pour calculer I'écoulement supersonique autour dun céne. Cette méthode
consiste a linéariser le comportement des équations du mouvement et ainsi approximer les
deux composantes du vecteur vitesse pour une petite différence de vitesse d'écoulement.
En 1971, les mémes auteurs Klunker, South et Ruby [25] ont développé une méthode
appelée « StreamlineMethod ». Cette méthode examine les lignes de courant et les
propriétés physiques de ces lignes de courant pour déterminer le debit, a la fois subsonique
et supersonique, dans le cone dans le sens des aiguilles d'une montre. En 1985, Amidon
[26] a présenté les propriétés aérodynamiques de I'écoulement supersonique autour d'un
corps de section elliptique. Ces propriétés sont la distribution du nombre de Mach sur la
surface du fuselage, le coefficient de trainée, la portance et le moment de tangage
supersonique. Taturn [27] est mené des études en 1996 et 1997 sur les parametres et les
propriétés du choc oblique autour d'un angle a haute température. Ces reférences
constituent la base de notre travail de calcul du choc oblique. Chen et Li [28] en 2000 ont
déterminé I’écoulement supersonique autour du cdne pointu avec une surface curviligne.
L'écoulement hypersonique a travers des cones est un sujet d'étude depuis plus de 60 ans.
Des tables pour I'écoulement hypersonique symétrique, comme celle de Bartlett [29], et
I'écoulement hypersonique en lacet, comme celle de Kopal [2], ont été générées a l'aide de
divers modeles mathématiques d'approximation. Ferri [6] a montré que la theorie du

premier ordre pour un écoulement supersonique au-dessus d'un céne circulaire correspond
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bien aux données expérimentales, méme jusqu'a un angle de lacet de 12°. L'écoulement
hypersonique a travers des cones en lacet a été examiné plus en détail par Sapunkov [30],
qui a obtenu des solutions pour le champ d'écoulement entre le choc et la surface du cone.
Sa méthode présentait toutefois des singularités a la surface et n'était donc pas applicable a
proximité de la surface du cone. Au cours des derniéres décennies, la CFD a été largement
utilisée pour analyser les écoulements hypersoniques au-dessus des géométries coniques et
d'autres véhicules spatiaux. Moss, LaBeau et Glass [31] ont examiné I'écoulement a Mach
10 dans une soufflerie a faible densité au-dessus d'un double cone pointu en utilisant la
méthode de simulation directe de Monte Carlo (DSMC). lIs ont constaté que le solveur
était particulierement sensible a la résolution de la grille. Gosse et Kimmel [32] ont
effectué des simulations de Mach 8 au-dessus d'un céne elliptique, avec une bonne

concordance entre la CFD et I'expérience.

Le premier chapitre est consacré aux 1’écoulement supersonique et les caractéristiques de

les couches limites.

Le deuxiéme chapitre consiste a 1’écoulement hypersonique et les méthodes de

démonstration de ce régime.

Le troisieme chapitre de la thése parle sur les couches limites et leurs formules

mathématiques.

17



CHAPITRE 1

Ecoulement supersonique



1. Ecoulement supersonique :

1.1 Ecoulement Isentropique :
La transformation est dite isentropique signifie que 1’entropie est constante. Dans ce cas,

nous considérerons qu’elle est également adiabatique, c'est-a-dire sans transfert de chaleur.

Considérez le gaz circulant dans une conduite dont la taille varie. La pression et la

température du gaz peuvent changer.

Figure Erreur ! Il n'y a pas de texte répondant a ce style dans ce document..1écoulement

d'un gaz sur un cone

En appliquant I'équation d'énergie a flux constant entre (1) et (2), nous avons:

Q—W=AU+AF-E+AK-E+AP-E (1.1)

Pour un écoulement adiabatique, Q = 0 et si aucun travail n'est effectué alors W = 0

AH + AK.E + AP.E = 0 (1.2)
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Nous obtenons:

\'4 \'5 (1.3)
h1+7+gz1 =h2 +7+gZ2

Pour un gaz, h = CpT, nous obtenons I'équation de Bernoulli pour le gaz qui est:

V% V22 (1.4)
CpT1 + 7 + gz, = CPTZ + 7 + gz,

Notez que T est la température absolue en Kelvins : T = 0C° + 273K°

(1.5)
P2 <T2>CP/R
pr \Ty
Cependant, d’aprées 1’équation (1.5),
__Y (1.6)
R y-—-1
et donc 1’équation (1.5) est écrite comme suit :
P2 (Tz)r/(y_l) (1.7)
P1 B Ty

De la méme maniere, on écrit pour un processus isentropique :
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_ T, V2 (1.8)
0 =cyln T, + Rln v,
Donc,
o _ 1 (L9)
R y-1
et I’équation s’écrit comme suit :
v <T2>—1/(Y—1> (1.10)
Vi B T
Puisque :
p2/P1 = V1/V2,
L’équation devient :
P2 _ (E)l/(v—l) (1.11)
P1 T

En combinant les équations (1.7) et (1.8), nous pouvons résumer les relations isentropiques

comme suit :
P T\Y/0-1) y—1 5 Y/(Y—l) (1.12)
— == =(1+——M )
Py (%) (+ 2
p _(T\VO"D Y=1.. 5 1/(y-1)
L= (T—O) - (1 + X2 Ma ) (1.13)
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T_* 3 (1 N y;l)‘l _ L (1.14)

Le rapport de pression :

P, 2 14y
Masse volumique :
Po 2 T \1+4y

On peut également donner l'expression du rapport entre la section et la section au col
sonique en fonction du nombre de Mach Ma[33]:

y+1

A_afz g vy ape
A*  Ma 1+y(1+ 2 Ma] (1.17)

1.2 Onde de choc Normal :
Si le choc est normal a la direction de I'écoulement, la composante tangentielle de la

vitesse est nulle des deux cotés du choc, V;. = V,, = 0Oet les conditions de saut prennent la

forme suivante :

H=h+ %vz (1.18)

p,VZ + p, = p;VZ + p; (momentum equation) (1.19)
h, + V722 =h, + V712 (energy equation), (1.20)
PV, = p1V; (continuity equation). (1.21)

Ici V; et 'V, sont les valeurs du module de vitesse en amont et en aval du choc. Voir figure

Figurel.2
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h, = B2 (1.22)

.
Y-1p2

On peut noter tout d'abord que, daprés I'équation de I'énergiel.20), la vitesse critique
V.définie par I'équation de Bernoulli, reste inchangée a travers le choc. Nous pouvons

exprimer le c6té gauche de I'équation d'énergie (1.20) comme suit :

5 V2 V2 +1 1.23
y—=1p, 2 y—-1 2 2(v—-1
Par conséquent, dans I'écoulement derriere le choc,
Pe _Wlyz _Yly2 (1.24)
P2 2y 2y
Choc
R B
‘oY e
l ] "
Py L |\2) 2
M;>1 2 M,<l
Figurel.3 Illustration d‘une onde de choc normale.
De méme, devant le choc,
P1 _¥+lyo  y=lymo
=TV -V (1.25)
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Nous passons maintenant a I'équation de la quantité de mouvement (1.19). Nous divisons
ses deux cOtés respectivement par p,V, et p;Viqui sont égaux selon l'équation de

continuité (1.21). Nous avons

P2l _y . Pl
Vot B2 =V 2 (1.26)

A l'aide de (1.18) et (1.19), p,/p, et p1/p1 peuvent étre éliminés de (1.26), ce qui conduit
a

\"% V. A\ V.
_2+_—_1+_

vivnEv ey (1.27)

Les valeurs de la vitesse normalisée avant et apres le choc sont désignées par A, et
A respectivement, nous pouvons exprimerl'équation (1.27) sous la forme d'une équation

quadratique pour A, :
B-(M+5)2+1=0 (1.28)
1

Sa premiére racine, A, = A représente une solution triviale des équations
(1.19),(1.20),(1.21) :

Vo, =Vy,p2 =p1,p2 =pr,hy =hy (1.29)
qui décrit I'écoulement sans onde de choc.

Comme nous nous intéressons ici a la description des propriétés des chocs, nous devons

considérer la deuxiéme racine del'‘équation(1.28),

A, == (1.30)

Il s'agit d'une loi fondamentale de la théorie des chocs, connue sous le nom de relation de
Prandtl. Selonl'équation (1.30), tout écoulement supersonique (A, > 1) traversant un choc

normal devient subsonique(A, < 1).
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Cette solution satisfait automatiquement les équations de la quantité de mouvement et de
I'énergie ainsi que la loi de conservation de la masse, et est donc toujours possible. A l'aide

de I'équation (1.30), on peut facilement calculer le rapport des vitesses a travers le choc :

V2 _Vz/v*_}\z _ 1

Vi Vy/Ve Ay 7\? (1.31)
qui peut étre exprimée en termes de nombre de Mach avant le choc :
Vy _ 2+(y-1Mf
Vi (y+DM? (1:32)
En utilisant I'équation de continuité (1.21), nous trouvons le rapport de densité :
P2 _ _(y+1)M} (1.33)

p1 2+(y-1)M3

Pour déterminer le rapport de pression, nous revenons a l'équation de la quantité de

mouvement(1.19). Nous avons

- 2 p,V2 = 2 (1 -2 1.34
p2 = p1+pP1Vi —p2Vsy = p1 +p1 Vi . (1.34)

P1 V%

Compte tenu de I'équation de continuité (1.21), on peut I'écrire comme suit

%
P, =p1+p Vi ( - V_z) (1.35)

Substitution de (1.32) dans (1.34)donne

2M?-2
P, = p1 + p1Vi (y+;)M% (1.36)

En divisant les deux coOtés de cette formule, on obtient et on calcule
La substitution de (1.32) dans (1.34) donne

2YMZ—(y-1)
=T (1.37)

En divisant les deux cotés de cette équation par p,et en utilisant la formule pour calculer la

vitesse du son avant le choc, nous trouvons finalement
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Pz _ 2YMi-(y-1 (1.38)

P1 y+1

Enfin, pour calculer le rapport des températures, nous appliquons I'équation de Clapeyron

au gaz avant et apres le choc. Nous avons

Ta _P2pa (1.39)
Tq P1 P2

La substitution de (1.33) et (1.35) dans (1.36) donne

T, _ [2yMi-(v-D)][(y-N)M5 +2]
T, (y+1)2M} (1.40)

Il convient de noter que, bien que I'équation n'exclue pas la possibilité d'un “choc de
détente” par lequel un écoulement subsonique avec A; < 1 accélére jusqu'a une vitesse
supersonique A; > 1mais de telles situations ne sont jamais observées dans les
écoulements réels. Pour expliquer cela, considérons la variation d'entropie AS a travers le
choc. Nous pouvons écrire

AS =5, -5, = n [2 (z—)y] (1.41)

En utilisant (1.33) et (1.35), on peut encore écrire

_ R [2yMi-(v-D] , YR [2+(y-DM]
A5 = Y—1ln[ y+1 ] + y—lln[ (y+1)M?2 ] (1.42)

En particulier, il découle de I'équation (1.37) que AS = 0a M; = 1. Afin de prédire le
comportement de I'entropie dans lI'onde de choc pour M; # 1 nous différencionsl'‘équation

(1.37) par rapporta M, :

d(as) _ 4yR (M2-1)?
dM; My [2yM3-(y-D)][2+(y-DME]

(1.43)

Comme la pression doit étre positive a la fois en amont et en aval du choc, I'équation (1.35)

suggére que nous devons supposer que 2yM? — (y — 1) > Oet il découle de I'équation
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(1.38) que la dérivée d(AS)/dM, est positive pour toutes les valeurs de M;sauf M; = 1.
Cela signifie que I'entropie augmente a travers le choc pour toutes les valeurs de M; > 1et
est supposée diminuer pour M; < 1. Ce dernier point est toutefois en contradiction avec la
deuxiéme loi de la thermodynamique, également connue dans la théorie cinétique des gaz
sous le nom de théoréme de Boltzmann. Ce théoréme stipule que, si un corps de gaz est
thermiquement isolé, son entropie ne peut jamais décroitre. En effet, si un gaz subit une
transformation, tout en restant dans I'état d'équilibre thermodynamique, alors I'entropie
restera inchangée. C'est exactement ce qui se passe dans I'écoulement en amont et en aval
du choc. Cependant, la transformation a l'intérieur du choc est trop rapide pour que les
particules de fluide puissent s'adapter rapidement aux conditions environnantes. Par
conséquent, I'entropie doit augmenter dans I'onde de choc, ce qui n'est possible que si le
nombre de Mach avant le choc M; > 1. Il découle del'¢quation (1.33) que p,/p; > 1 pour
tout M; > 1 C'est pourquoi ces ondes de choc sont appelées ondes de compression, par
opposition aux ondes de détente (M; < 1)qui sont possibles mathématiquement, mais ne

peuvent étre observées dans les écoulements réels [34].

1.30nde de choc Oblique :

Revenons maintenant au probléme initial de I'écoulement supersonique rencontrant une
onde de choc oblique. Pour étudier le choc oblique, nous pouvons traiter directement les
équations. Sinon, les résultats de I'analyse pour le choc normal peuvent étre adoptés pour
nos besoins. Le fait est que le probléme du choc oblique, représenté a la figure 1.3(a), peut
facilement étre ramené au probleme correspondant pour le choc normal. Pour ce faire, nous
suivons la procédure suivante en deux étapes. Tout d'abord, nous effectuons une rotation
de I'écoulement d'un angle (m — a). Le résultat de cette opeération est illustré. On sait
d'aprés la théorie cinétique des gaz que, a moins que M, est proche de l'unité, I'épaisseur de
I'onde de choc est comparable au libre parcours moyen des molécules et, par conséquent, la
condition d'équilibre dans la figure 1.3(b). Ensuite, nous introduisons un nouveau cadre de
coordonnées qui se déplace le long du choc SS’ avec la vitesse V;.. Le vecteur vitesse
semble étre normal au choc de part et d'autre de celui-ci, comme le montre la figure 1.2 . 1l
est évident que la transformation des coordonnées laisse les quantités thermodynamiques
du gaz inchangées. La composante de vitesse normale au choc est également préservée. Par
conséquent, lors du calcul du rapport de densité a travers le choc, il suffit de modifier la

formule (1.33) comme suit
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P2 _ (y+D)Mi,
p1 2+(y-1)Mpo’ (1.44)

Ici My, est la composante normale du nombre de Mach, définie comme suit

M,, = 2o (1.45)
La vitesse du son avant le choc, a,est calculée :

a; = |[y2 (1.46)
P1
et s'avere indépendant du cadre de coordonnées utilisé. Si l'on désigne par a l'angle

d'inclinaison du choc par rapport au vecteur vitesse (voir figure 1.3), alors

M, = Yan _ Yasina M;sina (1.47)

a ai

Ce qui nous permet d'exprimer I'équation (1.39) sous la forme

Pz _ _(y+DMjsin®a
p1 2+(y-1)M3sinZa’ (1.48)

Sl
VQn
V2'r
o —f Va
xr Vl N
Vl'r
Vln
S
(a) Avant la rotation. (b) Apres la rotation.

Figurel.4 Onde de choc oblique.
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De méme, en utilisant (1.35) et (1.32), nous trouvons que

26in2 o (y— -
pz _ 2yMjsin"oa—(y-1) Voo _y-1 , 2 (1.49)

P1 y+1 'V, v+l (y+DMfsin?a

Les relations de choc oblique (1.48)-(1.49) nous permettent de déterminer les deux
composantes de la vitesse et I'état thermodynamique du gaz derriére le choc, a condition
que l'angle de choc a soit donné. Cependant, dans la plupart des cas, l'orientation du choc
dans le champ d'écoulement n'est pas connue a I'avance. Elle doit étre trouvée dans le cadre
de la résolution du probleme de dynamique des gaz correspondant. En tenant compte de
cela, il est utile de déduire une équation de choc qui nimplique pas a. Comme le choc
réduit toujours la composante normale de la vitesse, laissant la composante tangentielle
inchangée, le vecteur vitesse change de direction au niveau du choc. Avec 0 étant lI'angle

de déviation du vecteur vitesse (voir figure 1.3), nous pouvons écrire
Von = Vysin(a — 0) = V,(sin acos 8 — cos asin 0). (1.50)

Introduisons maintenant un systéme de coordonnées cartésiennes avec x orienté
parallélement au vecteur vitesse devant le choc et y dans la direction normale, comme le
montre la figure 1.3(a). Les composantes de la vitesse par rapport a ces coordonnées sont

calculées comme suit

u, = V,cos6,v, =V,sin6 (1.51)
et

V,, = u,sina — v,cos o (1.52)
En substituant (1.52) a (1.50) et en tenant compte du fait que V;, = V;sin a on obtient

wp_ve 1 o_y1,_ 2 (1.53)

\'A N Vitana  y+1  (y+1)M3sin2a
Afin d'éliminer a de (1.53)qui peut s'écrire comme suit
V; cosa =V, cos(a — 0) = V,(cosacos 0 + sinasin 0) = u,cos a + vysina (1.54)

et il s'ensuit que
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Vit o (Vimup)?

tana = ,, /sin“a= AR (1.55)
Substitution de (1.55) dans (1.53) conduit a

u, v y-1 2 (Vi—up)?+v3

L2 Y2 _ Y- 1.

Vi Vi(Vi—up) v+l (vADME o (Vi-up)? (1.56)
Enfin, il convient d'exprimer M, vint est la vitesse normalisée A.

1 _y¥11  y-1_y+ly; y-1_y

M2 2 A 20 2 ) (1.57)
En substituant (1.57) dans (1.56) et en résolvant la équation pourv? , on trouve

v2 = Yaimuaf(Vaua—V) (1.58)

2, 2 y2
\'/ +mV1 -Viu,

Une forme non dimensionnelle del'’équation(1.58) peut facilement étre obtenue en divisant

les deux cotes par 13

— 2 —
}\%y — 0\1 )\zx) O\l}\zx 1) (159)

1+ﬁ)\§—)\1)\2x
Ici A, et A,y sont les deux composantes de la vitesse normalisée derriere le choc :

— U
)\Zx__

vty =4 (L60)

V.

La figure 1.4 donne une représentation graphique de I'équation (1.60) dans le plan de
I'nodographe (AZX, Azy)-dans le plan de I'nodographe. Chaque point de ce plan doit étre
considéeré comme l'extrémité du vecteur vitesse normalisé tracé a partir de l'origine des

coordonnées 0. Etant donné A, I'équation (1.60) nous permet de calculer A2y pour tout A,

de l'intervalle

1 1 2
Aoy € [}\—1,;\—1 + 22| (1.61)

7+1

La restriction de la plage de A« découle de lI'observation selon laquelle le c6té droit de

30



1'équation (1.60) ne peut jamais devenir négatif. Lorsque Ao« change dans la plage

s shock polar

Figure Erreur ! Il n'y a pas de texte répondant a ce style dans ce document..5Polaire de

choc calculée pour Ay = 1,6 ety = 1,4.

De I'é¢quation (1.60), le point dans le plan de I'hologramme se transforme en un
lieuappelépolaire choc voir la figure 1.4. Elle montre toutes les positions possibles de la
pointe du vecteur vitesse normalisé derriére le choc oblique pour différentes orientations
possibles du choc. PointD. ouA, a A;représente I'état de I'écoulement devant le choc. Au
point mince, le numérateur du cété droit de (1.60) devient nul. Le deuxiéme degré du
numérateur est atteint au point E qui représente I'onde de choc normale avec A, 1/A;. Ce
point se trouve a la limite inférieure de l'intervalle de I'équation(1.61). La limite supérieure
est donnée par le zéro du dénominateur en (1.60)qui définit I'asymptote de la polaire de

choc, représentée a la figure 1.4 par la ligne verticale en pointillés.

En supposant que I'angle de déviation du vecteur vitesse 6 est connu, on peut facilement
déterminer I'état de I'écoulement derriere le choc. Pour ce faire, un rayon partant de
I'origine O doit étre tracé a un angle de 6 par rapport a I'axe A,.et I'axe -. Il coupe la polaire
du choc en trois points : A, Bet C. Au point Cla vitesse d'écoulement est évidemment plus
grande qu‘au point D. Ce qui signifie que le point C représente un "choc de détente™ et doit

étre négligé. Néanmoins, deux solutions, a savoir celles données par les points A et B sont
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possibles pour chaque angle de deéviation 0 sauf s'il dépasse une valeur maximale 6.

cette derniere dépendant de 2;.

Si l'on considere, par exemple, le point Bla position de ce point dans le plan de
I'nodographe détermine non seulement la vitesse normalisée derriére le choc, mais aussi
I'orientation du choc. Pour trouver I'angle de choc ala procédure suivante peut étre utilisée.
Nous tracons une ligne droite entre les points Det B. Ensuite, en tenant compte du fait que
la vitesse tangentielle reste inchangée a travers le choc, nous pouvons conclure que le choc

0. S doit étre perpendiculaire a cette ligne, comme le montre la figure 1.4.

La méme procédure peut, bien entendu, étre utilisée pour le point A. La principale
différence entre les solutions représentées par les points A et B est que cette derniére
présente un choc oblique avec un angle plus petit a ce qui se traduit par une réduction plus
faible de la vitesse d'écoulement. C'est pourquoi on dit que cette solution a un choc faible.
En revanche, la solution représentée par le point A présente une reduction plus importante

de la vitesse d'écoulement, et on dit qu'elle comporte un choc fort.

Au moyen d'une analyse numérique de la polaire de choc (1.60) ), on peut démontrer que

le point A se trouve toujours a l'intérieur du cercle sonique, ce dernier étant défini par
I'équation A = /xgx + 23, = 1. Le choc fort agit de la méme maniere que le choc normal,

c'est-a-dire qu'il réduit I'écoulement supersonique en amont du choc a une vitesse
subsonique en aval de celui-ci. La situation au point B est un peu plus compliquee. Il se
trouve a l'extérieur du cercle sonique a condition que I'angle de déviation 6 ne soit pas tres

proche de 0., . Cela signifie que, bien que la composante normale de la vitesse soit

inférieure a la vitesse du son derriére le choc, la vitesse totale semble étre supersonique.
Cependant, pour tout A,il existe un voisinage de 6,,,x ou les deux solutions, avec la
solution forte (point ) et faible (point B ), réduisent la vitesse de I'écoulement a un niveau

subsonique.

Il convient de noter que non seulement les deux solutions décrites ci-dessus peuvent étre
observées dans des ecoulements réels, mais qu'elles apparaissent souvent ensemble dans le
méme écoulement. A titre d'exemple, nous pouvons considérer I'écoulement le long d'une
sphére. Cet écoulement est reproduit schématiquement a la figure 1.5. Au point E situé

directement devant la sphere, le choc est normal a I'écoulement entrant, et l'angle de
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déviation de la vitesse 0 est nul. Lorsque le point d'observation se déplace le long du choc,

disons vers le haut, I'angle de choc a diminue, entrainant lI'angle de déviation 6 augmente.

Figurel.6 Ecoulement supersonique a travers une sphere.

Cependant, a mesure que le choc devient de plus en plus oblique, il diminue d’intensité
progressivement, ce qui réduit l'augmentation de la vitesse normale. Par conséquent, on
atteint un point (représenté par le point N dans la figure 1.5) ou lI'angle de déviation 6
atteint une valeur maximale 6,,,x puis 6 décroit de facon monotone, tendant vers zéro
lorsque la distance a la sphére tend vers l'infini (point D sur la figure 1.5), ou lI'onde de
choc dégenere en une ligne de Mach. En conséquence, le point dans le plan de
I'nodographe (figure 1.4) se déplace de la position normale du choc E jusqu'au point de
choc faible D en couvrant toutes les solutions possibles sur la branche supérieure de la
polaire de choc. La branche inférieure correspond évidemment a la moitié inférieure du

choc dans le plan physique (figure 1.5).

Une caractéristique intéressante de I'écoulement devant une sphere est qu'il représente un
type d'‘écoulement mixte contenant a la fois des régions subsoniques et supersoniques. La
région subsonique se situe a l'avant de la sphére. L'écoulement s'accélére ensuite a partir du
point de stagnation avant et devient supersonique. Les lignes soniques, représentées sur la
figure 1.5 par des lignes en pointillés, servent de limites entre les parties subsoniques et

supersoniques de lI'écoulement.
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Enfin, il convient de noter que la présence du choc rend I'écoulement irréversible.
L'entropie augmente lorsque le gaz traverse l'onde de choc, puis reste constante le long de
chaque ligne de courant. En conséquence, un sillage entropique se forme derriere le corps.
Lorsque la distance par rapport au corps devient importante, la pression dans le sillage
revient a sa valeur dans 1’écoulement libre p,,. Toutefois, en raison de l'augmentation de
I'entropie, la densité p reste inférieure a p... Il découle de I'équation de Bernoulli que

V? V2
Y4 YP_Yo_ V Po (1.62)
2 Y-1p 2 Y-1po

que la vitesse V reste également inférieure a sa valeur dans I'écoulement libre V,,. Par
conséquent, un déficit de quantité de mouvement est observé dans le sillage, ce qui suggeére
que le corps subira forcément une force de trainée. Compte tenu du fait qu'elle provient des

pertes d'énergie mécanique dans l'onde de choc, cette force est appelée trainée d’onde [34].

1.4 Onde de Détente :

Figure Erreur ! Il n'y a pas de texte repondant a ce style dans ce document..7Onde de

détente de Prandtl-Meyer.

Ludwig Prandtl et son éléve Theodor Meyer ont élaboré pour la premiére fois une théorie
sur les ondes de détentes en 1907-1908, c'est pourquoi ces ondes sont communément

appelées ondes de détente de Prandtl-Meyer.

Le probleme d'une onde de détente est le suivant : étant donné I'écoulement en amont

(région 1) et I'angle de déviation 6 calculez I'écoulement en aval (région 2). Poursuivons.
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Considérons une onde tres faible produite par une déviation infiniment petite de

I’écoulementd®. Nous considérons la limite lorsqued® — 0. Par conséquent, l'onde est

essentiellement une onde de Mach a l'angle p par rapport a I'écoulement en amont.

Lorsque I'écoulement est dévié vers le bas par I'angle d6, la vitesse est augmentée d'une

quantité infinitésimale de dV, par conséquent, la vitesse de I'écoulement derriere I'onde

estV + dV inclinée a l'angle d6.

Figure 1.8 Construction géométrique pour les changements infinitésimaux a travers une

onde infiniment faible (onde de Mach).

Dans la figure 1.7 le segment de droite horizontal AB de longueur V est tracé derriére la

I'onde. Le segment de droite AC est tracé pour représenter la nouvelle vitesse V +

dVderriere l'onde. La ligne BC est normale a l'onde car elle représente la ligne le long de

laquelle le changement de vitesse se produit. En examinant la géométrie de la figure 1.7, a

partir de la loi des sinus appliquée au triangle ABC, on trouve que

V+dV _ sin(m/2+p)
V. sin(m/2-p—de)

Cependant, a partir des identités trigonométriques,

(1.63)

sin (g + u) = sin (g — u) = cos usin (g —u— de) = cos(pn + do)

= cos pcos dO — sin psin dO

Substitution des équations (1.64) dans (1.63) on obtient :

cosp

dv
1+—= ——
\% cospcosdO—sin psindO
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Pour les petits d6 on peut faire les hypothéses de petit angle sind6 ~ dbet cosdb = 1.
L'équation (1.65) devient :

v _ cosp _ 1
1+ V  cosp-d@sinp  1-d6tanp (1.66)

Figurel.9 Triangle rectangle associé a 1I’angle de Mach.

Notez que la fonction 1/(1 — x) peut étre développée dans une série de puissances (pour
x < 1) sous la forme
1
——=1+x+x>+x3 4+
1—x

Par conséquent, I'équation (1.66) peut étre développée comme suit (en ignorant les termes

du second ordre et plus)

1+5 =1+dbtanp + - (1.67)
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Ainsi, d'apres I'équation (1.67),

__dv/v
" tan 18

(1.68)

Nous savons que = arcsin(1/M) . Par conséquent, le triangle droit de la figure 9.28

démontre que :

tanp = —— (1.69)
En substituant I'¢quation (1.69) dans (1.68), on obtient :
do =VMZ -1 (1.70)

L'équation (1.70) relie la variation infinitésimale de la vitesse dV a la déviation
infinitésimale d6 a travers une onde de force décroissante. Dans la limite précise d'une
onde de Mach, bien sir dV et donc d6 sont nulles. En ce sens, I'équation (1.70) est une
équation approximative pour une onde de Mach finie. d® mais elle devient une véritable
égalité lorsque 8 — 0 . Etant donné que la détente est une région composée d'un nombre
infini d'ondes de Mach, I'équation (1.70) est une équation différentielle qui décrit
précisément I'écoulement a l'intérieur de I'onde de détente. Intégrons I'équation (1.70) de la
région 1, ou l'angle de déflexion est nul et le nombre de Mach égal a M;a la région 2, ou

I'angle de déviation est de 6 et le nombre de Mach est M,:
0 .0 A (M av
fo do =6= fM1 VM? — 1< (1.71)

Pour réaliser l'intégrale du c6té droit de I'équation (1.71), dV/V doit étre obtenue en termes
de M comme suit. D'apres la définition du nombre de Mach, M =V/a nous avons
V=Ma,ou:

InV=InM+1Ina (1.72)
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En faisant la différence avec I'équation (1.72), on obtient

dv  dM  da
7‘7"_? (1.73)
Nous avons
2
)" _To _ Y=1ar2
(a) =2=1+12M (1.74)

B -1/2
a=ao (1+L2M2) (1.75)

En faisant la difference avec I'équation (1.75), on obtient

(i) o wro

En substituant I'¢quation (1.76) dans (1.73), on obtient

dv 1 dM
VT 1H(y-D/2M2 M @.77)

L'équation (1.77) est une relation pour dV/V strictement en termes de M, c'est précisément
ce que l'on souhaite pour l'intégrale de I'équation (9.33). Par conséquent, en substituant
I'équation (1.77) dans (1.71), on obtient :

M M2-1 dMm
0= fMl 1+[(y-1)/2]M2 M (1.78)
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_ M2 M2-1 dM
Dans I'équation (1.78) l'intégrale est appelée fonction de Prandtl-Meyer. En effectuant

I'intégration, I'équation (1.79) devient :
v(M) = ’Etan‘l :((%1(M2 —1)—tan 'VvM2 -1 (1.80)

La constante d'intégration qui apparaitrait normalement dans I'équation (1.80) n'est pas
importante, car elle disparait lorsque I'équation (1.80) est utilisée pour l'intégrale définie de
I'équation (1.78). Pour des raisons de commodité, elle est choisie égale a zéro, de sorte que
v(M) = Olorsque = 1 . Enfin, nous pouvons maintenant écrire I'équation (1.78), combinée

avec (9.41), comme suit

0 =v(M,) —v(M,) (1.81)

ouv(M) est donné par I'¢quation (1.80) pour un gaz caloriqguement parfait. La fonction de
Prandtl-Meyer v est trés importante ; elle est la clé du calcul des changements a travers une
onde de détente. En raison de son importance, la fonction de Prandtl-Meyer v est présentée
sous forme de tableau en fonction du nombre de MachM. Pour plus de commodité, les

valeurs de p sont également présentées.

L'onde de détente est isentropique ; par conséquent, p, et T, sont constantes tout au long

de I'onde. C'est-a-dire que Ty, = Ty 1 €t o2 = Po1

Alors :
Ty _ T2/Top _ 1+[(y—1)/2]M}
T,  Ty/Toy  1+[(y—1)/2]MZ (1.82)
Et:
P2 _ P2/Po _ (1+[(y—1)/2]M§)V/(Y‘1) (183)
P1 P1/Po 1+[(y—1)/2]M3 .
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Puisque nous connaissons a la fois M;et M, ainsi que T; et p,les équations (1.82) et (1.83)

permettent de calculer T, et p, en aval de I'onde de détente [35].

1.5Theéorie de TAYLOR-MACCOL pour un écoulement autour du cone :

1.5.1 Equation Gouvernante:

L’équation gouvernante de 1’écoulement conique est obtenue en appliquant 1’équation de
continuité, 1’équation d’Euler et les relations thermodynamiques du processus adiabatique
en coordonnées sphériques figure (1.9), (1.10) et (1.11). En outre, les hypothéses

d’écoulement conique sont utilisées:
. .9
Ecoulement aX|symetr|que£ =0

Les propriétés d’écoulement sont constantes le long d’un rayon a partir du sommet du

cbne 0

ol
Il

Ecoulement irrotationnelV x V = 0

Le résultat est I’équation de Taylor-Maccoll pour la solution de 1’écoulement conique

5 [V‘%‘ax — Ve - (%)2] |2V, + SE cot o + dzvr] - ey, AV v, d?v,

do a9 do2? dao L' dae " a9 dsZ] = 0(1.84)

Notez qu’il s’agit d’une équation différentielle ordinaire, avec une seule variable

dépendante, V, Sa solution donne Vi = f(9).

La vitesse normale peut étre calculée a I’aide de la relation choisie a partir de I’équation de

continuité:

v, =2 (1.85)

Le champ de pression est évalué a I’aide de la relation(1.84):
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el - ao

3.2Conditions Limites:

L’équation (1.84) est une équation différentielle ordinaire (EDO) de second ordre qui

nécessite deux conditions aux limites pour que le modéle mathématique soit bien posé.
Surface du cone solide :

C’est la surface commune non pénétrable B.C., qui stipule qu’aucun écoulement ne

traverse la surface:

dvy
=% = 0 (1.87)
Condition de I’onde de choc :

En calcule le choc polaire, on peut prouver graphiquement une relation entre 1’angle de

I’onde de choc et le vecteur vitesse :

-
Vmax

() ()
Vmax/\Vmax

9=0= = tan O (1.88)

Les équations (1.87et 1.88) forment un ensemble complet mais peu pratique des conditions
aux limites pour 1’équation différentielle. Une difficulté majeure étant que nous n’avons
pas de méthode directe pour détecter 1’angle de 1’onde de choc9g avant de résoudre le
probléme. En conséquence, une sorte d’itération doit étre utilisée. De plus, 1’équation
différentielle est non linéaire, de second ordre, et avec des coefficients variables. Cela fait
qu’une solution analytique fermée pour ce systéme n’est pas une option et une technique

numeérique pour résoudre le systeme ci-dessus est présentée et discutée.
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Figure 1.12Géométrie de la solution numérique de 1’écoulement sur un cone
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1.2.1 Procédure Numérique :

Lisez le nombre de Mach de I’écoulement libre Met I’angle de semi-sommet du cone 9.

Supposez la valeur de la vitesse radiale a la surface du céne Vret résolvez (1.89) avec des
étapes A9 s’¢éloignant de la surface du cone jusqu’a ce que (1.88) soit satisfait. L’angle
obtenu est I’angle de 1’onde de choc correspondant a la vitesse V sur la surface. Calculez
¢galement le nombre de Mach correspondant aprés 1’onde de choc M, en utilisant les

équations suivantes :

V= /vrz +V2=———— (1.89)
mﬁ-l

En utilisant les relations de choc oblique, calculer le nombre de Mach en écoulement libre

correspondant a M, et 95 obtenu a partir de 1’étape 2.

2 Mgﬁﬁ
an = W (190)

v—1 n1~1

Comparez le nombre de Mach obtenu avec le nombre requis. Modifiez la valeur supposée
de la vitesse radiale sur la surface du cone V et répétez 1’opération 1.87 — 1.89 jusqu’a ce

que vous obteniez le nombre de Mach requis [36].
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CHAPITRE 2

Ecoulement Hypersonique



2. Ecoulement hypersonique

2.1 Ecoulement hypersonigque non visqueux

Pour des considérations d'écoulement hypersonique plus importantes, une analyse détaillée
du champ d'écoulement est nécessaire. Les détails de chaque champ découlement sont
régis par un ensemble d'équations comportementales qui peuvent étre exprimées sous
forme d'équations différentielles intégrales ou partielles. Des solutions approximatives a
ces équations existent pour diverses applications hypersoniques. Ces solutions
approximatives sont basées sur des théories pures de la dynamique des fluides. La solution
au champ d'écoulement hypersonique était disponible grace a des considérations théoriques
avant l'avénement des grands ordinateurs a haute vitesse. Formulations analytiques ou
techniques approximatives.Cependant, bon nombre de ces analyses plus anciennes
impliquant des approximations pour résoudre les équations sont aussi pertinentes pour la
théorie hypersonique moderne aujourd’hui qu'elles I'étaient dans les années 1950. Le
principal avantage des approximations de la théorie de I'écoulement hypersonique est
qu'elles illustrent la physique. Résultats de plus de méthodes de résolution exactes

(numériques).

2.1.1 Les équations gouvernantes :

L'éguation de continuité:

dp  d(pu)  d(pv)  d(pw) _ (2.1)
ot Tax T dy t oz =Y

Les équation de quantité de mouvement:

6u+ (’)u_l_ 6u+ Ju  dp (2. 2)
Par T P¥ox p”ay Pz~ " ox

—+pu—x+pv—+pw—=—— (2.3)
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ow ow ow ow op (2.4)

Equation d'énergie:

ds ds ds ds (2.5)

Dans ce qui précede, p est la masse volumique ; u, v et w sont respectivement les

composantes de la vitesse selon x, y et z ; p est la pression et s est I'entropie.

Les équations (2.1-2.5) sont les équations bien connues d'Euler, qui régissent les
écoulements non visqueux.

L'entropie a partir de I'équation d'énergie peut étre a nouveau remplacée par:

P _cte (2.6)

Qui s'appligue pour un processus isentropique dans un gaz ideal le long d'une ligne de

courant. Par conséquent, I'équation énergétique peut s'écrire:
0 0 9] 0 :
3o+ 15 )+ 3y )+ v 3 () .
dat \pY ax \pY dy \pY 0z \pY

La solution des équations ci-dessus pour un probléme dépend des conditions aux limites et

initiales de ce probléme.

2.1.2 Théorie des petites perturbations en hypersonique :

Certaines applications hypersoniques spéciales nécessitent des configurations d'avions a

faible trainée et a haute portance ou a haute portance et a haute trainée (L/D). Par
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conséquent, les configurations a fuselage mince sont généralement préférées dans ce cas.
Spécifiquement pour ces contraintes, équations peuvent étre dérivées. Cette formulation est
appelée équations de petites perturbations hypersoniques. Considérez un corps mince
typique comme le montre la figure (2.1)

Figure 2. 1Ecoulement autour d’un céne mince.

La vitesse de 1'écoulement de l'infini amont Voo est modifiée derriere le choc puis sur
le corps. On suppose que le changement de cette vitesse est plus tout en traversant le choc
en comparaison avec le changement qui se produit pendant la trajectoire du fluide sur le

corps.

Soit u’ et v’ le changement des composantes du vecteur vitesse le long de xet y. Ainsi, la

vitesse en tout point de la surface du corps peut étre donnée par :

V=u+v=1u+jv=1V, +u") +jv’ (2.a)

Les composantes de la vitesse :
u=V,+u (2.0)
v=v' (2.c)

Les changements de vitesse, c'est-a-dire u’ et v’ sont appelés vitesses de perturbation. Ces
changements peuvent ne pas étre toujours faibles. Cependant, pour un écoulement
hypersonique sur un corps mince, nous supposons que ces changements sont faibles par

rapport a la vitesse de I'écoulement amont non perturbé.
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0 KV, (2.d)

v & Vg, (2.€)
La surface du corps élancé suivre un profil représenté mathématiquement pary = f(x).
Puisque la vitesseV, en tout point de la surface du corps est tangente en ce point de la
surface, la pente de la vitesse et la pente de la tangente a la surface sont identiques. Par

conséquent, cette condition de tangence peut s’écrire :

\'d _ﬂ (2. 8)
Vo, +u  dx

Cependant, en examinant la figure 2.3, on remarque que:

ﬂ _ o (d) (2.9)

dx 1

ou le symbole o signifie "ordre de". On Définit le rapport d'élancement t par:

$=1 2.9)
A partir des équations (2.7) et (2.8) :
vl dy (2.10)
Vo +u  dx )

Puisque u’ « V,, alors I'équation (2.9) est approximée par :

v (2. 11)
V_ = O(T)

e

Soit aco, la vitesse de I'écoulement amont non perturbé du son. A partir de

I'¢quation (2.10) :

!

—=22[0(")] (21)
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ou

Y oMy (2.12)

D'ou l'intensité de la perturbation de I'écoulement par rapport a a°(v")/Veo est d'ordre de
M, t. Cette expression indique également que M.t est un paraméetre de similitude

hypersonique. Ces informations sont extraites uniquement des conditions aux limites.

Nous pouvons exprimer les équations d'Euler en état stationnaire en termes de vitesses de

perturbation, u’ et v’ pour un écoulement stationnaire.

ot 1101, V) 2D _ o 19
p(Vw+u’)w+pv'w+PW’W= _g_z (2. 14)
p(Veo + ") ‘Z{ ‘;‘; %‘; _ g_l; (2. 15)

p(Vo, + ) aa‘: +p 'aa‘;l 'aa‘;’ _ _‘3_1; (2. 16)

p(Veo +u’) aaWX, + pv’ aaV:,, + pw’ 6(;/;’ = _Z_IZ) (2.17)

(Voo + u’)% (%) + V’%(%) +w' % (%) -0 (2.18)

De I ‘équation (2.17)

(Ti2 +ﬁ) = P [V ttypoM2ph] + ¥ e ["—V“T ij”pw]

2.A)
_ 90 p VooT3YpooMoopoo] _
rwi el o
Ou:
. p q,a Py, 6,0 ﬁ)_ (2. 19)
T+ 5 (p) 6y<pY>+W62<§Y =0
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En examinant attentivement les équations (2.13-2.18). En raison de notre choix de
variables adimensionnelles, chaque terme dans ces équations est de l'ordre de grandeur
unité sauf pour ceux multipliés par T2, qui est trés petit. Par conséquent, les termes
impliquantt?, peuvent étre ignoré par rapport aux termes restants et les équations (2.13-

2.18) peuvent étre écrit comme :

p a(pEv) (W 2. 20
», (p_)+(p\iV)=0 (2. 20)
0x ay 0Z
g 00 0p (2. 21)
PR TV %5 97 0%
_ov' OV - ov'’ _p (2.22)
PRV o Y 5 T o
oW 0w oW _ 9p (2. 23)
pa-+pvay+p 9z 0z
2 d (P d (P .
—_<£)+V’—<p)+W’—_<_£)=o (2.24)
ax \pY ay \pY 0z \pY

Les équations (2.19 — 2.23) sont les équations hypersoniques des petites perturbations. 1ls
approximent l'écoulement hypersonique sur des corps élancés. Ils sont limitées a des

écoulements sur des corps élancés car nous avons négligé les termes d’ordret?.

Les équations (2.19 — 2.23) présentent une propriété intéressante. Recherchez i' dans ces
équations ; vous ne pouvez le trouver que dans I'équation (2.20). Par conséquent, dans les

équations des petites perturbations hypersoniques, 4’ est découplé du systéme.

En principe, les equations (2.19) et (2.21 — 2.23) constituent quatre equations pour les
quatre inconnues, p,p,v'et w’. Une fois ce systeme résolu, 0’ découle directement de
I'équation (2.20). Les équations (2.19 - 2.23) ont été obtenues a partir des equations
générales non linéaires régissant I’écoulement(2.1 — 2.5). Mais bien qu'elles contiennent
I'nypothése des petites perturbations, les équations (2.19 — 2.23) sont toujours non

linéaires.

2.1.3 Théorie hypersonique des petites perturbations :
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Quelques résultats pour commencer, considérons les équations hypersoniques des petites
perturbations écrites pour un écoulement bidimensionnel et rappelons que I'équation de
quantité de mouvement selon x est découplée des équations restantes dans le systéme. Pour

ce cas, a partir de I'équation (2.19), (2.21) et (2.23), nous avons :

ap o(pV’ 2.25
_g+(w)=0 (2. 25)
0x ay
)4 - oV’ 9p (2. 26)
Pz TPV 55 T "oy
d /(P d/p 2.27
2(2) 49 2(2) g @.27)
0x \pY 0y \p¥

Qui sont trois équations a résoudre pour les trois inconnues ¥, pet p. Cependant, ce systéeme
peut étre réduit a une seule équation en termes d'une inconnue en introduisant une fonction

de courant s, définie par :

o (2. 28)
ay P
Et:
ap (2. 29)
ax = PV

Pour qu'elle soit une fonction courant valide, {r doit satisfaire I'équation de continuité. En

substituant les équations (2.) et (2.) dans I'équation (2.), on obtient :

Ou:
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0%y 9%y 0 (2.31)
%0y 0X0y

C’est-a-dire que  telle qu'elle est définie dans les équations (2. 32) et (2.28) satisfait bien
I'équation de continuité. En utilisant la notation en indice pour les dérivées partielles, les
équations (2. 33) et (2.28) deviennent :

p=1y (2. 34)
Et:

S Ux_ W (2.35)

Egalement, notons p/pYpar w, ou w est fonction de Y uniquement. Cela est vrai car, pour
un écoulement isentropique, p/p' est constant le long d'une ligne de courant, et par
définition d’une fonction de courant ,s est également constant le long d'une ligne de

courant. Par conséquent :

P (2. 36)
&= w(P)
Ou:
p=wpY = u)(lljf,)y (2. 38)
De I'¢quation (2.38):
a_f' _ —YsPg + Yy (2.37)
0% (llly)z
Et:
I =il + il (2.38)
dy ($1)?

De I'équation (2. 392):
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9p _ dw 2. 40
75 wy(Uy)" Wy + (1) E (249

Comme:

Jo (aw) oy (2. 41)

oy ~\aw)ay

Alors, I'équation (2. 42) devient:

op . s 2.43
a_g = yo ()" vy + o' (W) (243

Ou bien:
(W) Wi — 20z + ()2, = ()" [y + o' (uy)’]  (244)

L'équation (2.37) est une équation unique pour une seule inconnue, a savoir s, basée sur
les hypotheses des petites perturbations en hypersonique. Elle est valable pour un
écoulement bidimensionnel; par conséquent, elle peut étre appliquée a des formes

bidimensionnelles telles que des profils aérodynamiques.

Par contre, pour un corps axisymétrique, un systeme de coordonnées cylindriques ( x, r, ¢)
est plus pratique, ou x et r sont les coordonnées paralleles et perpendiculaires
respectivement a l'axe du corps, et ¢ est I'angle azimutal. Pour un corps axisymétrique a
angle d'attaque nul, le champ d'écoulement est indépendant de ¢ et ne dépend que de xet r.

Dans ce cas, les équationsde perturbation hypersoniques gouvernantes deviennent:
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dp Jd(pv’ 0 2.45
%, 967) 0_, 249)
0x or r
_ov g ov'’ _ ap (2.49
Pz TPV 58 T " ar
0 /D 0 /p .
(D) 2 (2 @.4)
ax \pY or \pY

Elles sont semblables aux équations(2.24 — 2.26), a l'exception du terme supplémentaire
dans 1’équation (2.38). Dans ce qui précede, X =x/I,f =r/tl, V' est la vitesse de
perturbation non dimensionnelle dans la direction T et toutes les autres quantités sont les
mémes qu'avant. Pour I'écoulement axisymétrique décrit par les équations (2.38) et (2.39),

une fonction de courant s peut étre définie par:

o (2. 47)
ar 1P
o ___ (2. 48)
ox P

Une dérivation similaire a celle de I'équation (2.37) conduit a I'équation ci-dessous pour un

écoulement axisymétrique:

W)Wz — 240z + () 2z (2.49)
v+l .
= (1];)_1 [Y(D (lpi? - %) + w'(‘lii)z]

L'équation (2.43) présente une analogie axisymétrique avec l'équation (2.37). Comme
précedemment, il s'agit d'une seule équation en termes d'une inconnue, a savoiry. En
principe, I'équation (2.43)est plus facile a résoudre que le systeme couplé d'origine de trois

équations, a savoir les équations (2.38-2.40).
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Nous allons illustrer une solution de I'équation (2.43)pour le cas d'un écoulement sur un
cone circulaire droit mince a angle d'attaque nul. Dans ce cas, nous profitons de la nature
de I'écoulement conique, a savoir que les propriétés d'‘écoulement sont constantes le long

de n'importe quel rayon émanant du sommet du cone.

T=— (2.9)

Les variables transformés :

—~——
e T
1]l
=
\ ><
-

6. =angle de cone
B =angle de Shock angle
Les variables transformés du cone :

0 =71/X=r/tx

Figure 2. 2Mod¢le d’écoulement autour d’un cone en présence d’onde de choc oblique.
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s_T_T (2. 50)
X ™

2.1.4 Théorie de couche de choc mince :

La théorie de la couche de choc mince est basée sur I'nypothese que le choc est beaucoup
plus proche du corps, ce qui conduit a son tour a un petit volume entre le choc et le corps.
Cette situation est typique pour les écoulements a un nombre de Mach trés éleveé a travers
des configurations hypersoniques. Dans de telles situations, nous pouvons supposer que,

My, 2 oety=1

Comme il a été observé que l'angle de choc et lI'angle de déviation sont presque égaux pour
le régime d'écoulement hypersonique, nous pouvons exprimer ce fait comme § — 6. Pour
un tel état de nombre de Mach élevé dans la couche de choc, nous aurons la méme
équation pour le choc, le corps et toute ligne de courant dans le choc. C'est I'hypothese de

base de la théorie de couches de choc mince.

On considére le corps et le choc comme le montre la figure 2.3. Ici, le systeme de
coordonnées est tel que l'axe x est parallele au choc tandis que I'axe y est perpendiculaire
au choc. Soit u et v les composantes de la vitesse dans les directions x et y respectivement

et en suppose que I'écoulement est bidimensionnel pour la présente illustration.
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Figure 2. 3Modeéle de couche de choc pour I'analyse de la couche de choc mince par

Maslen.

Dans un systéeme de coordonnées basé sur une ligne de courant, I'équation de quantité de

mouvement normale a une ligne de courant est :

u? _ dp (2 52)
P R on

Ou R est le rayon de courbure de la ligne de courant locale. Pour les hypotheses

précedentes, I'équation (2. 53) devient :
pu? _dp (2.54)
Ry 0y

OuRs est le rayon de courbure de choc. Définissez une fonction de courant s telle que;

Lo v (2. 55)

et remplacer y dans I'équation (2.56) par @ [c'est-a-dire en introduisant une transformation

de von Mises de telle sorte que les variables indépendantes sont (x, ¢) plutét que (x,y)] :
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u?  dp (2. 56)
p R~ oy (pu)
Ou
dp _u (2.57)
oy R

Encore une fois, pour étre cohérent avec ce qui se passe pour une couche de choc mince ou

toutes les lignes de courant sont essentiellement paralleles au choc, u ~ ug, la vitesse juste

derriere le choc. Ainsi, I'équation (2.58) devient

Jdp  ug (2.58)

En intégrant I'équation (2.59) entre un point de la couche de choc ou la valeur de la

fonction de flux est s et juste derriere I'onde de choc ouys = Y5, on obtient:

us(x) (2.59)
Rs (X) NJ - qu(X)]

p(x,¥) = ps(x) +

L'équation (2.60) est au cceur de la méthode de Maslen. La solution du champ

d'‘écoulement progresse comme suit:

1- On suppose la forme de I'onde de choc, comme le montre la figure 2.4. En ce sens, la
méthode de Maslen est une méthode inverse, ou une onde de choc est supposée et le corps

qui supporte ce choc est calcule.
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Figure 2. 4Détails pour l'analyse de Maslen

Par conséquent, toutes les quantités de I'écoulement sont connues au point 1 figure2.4 juste
derriere le choc en utilisant les relations de choc oblique. La valeur de { = {1; au point 1

est obtenue de:

U1 = peoVeohy 2.K)

2- On Choisi une valeur de {5, ou 0 < Y, < ;. Cela identifie le point 2 a l'intérieur du
champ d'écoulement le long de 1’axey, comme le montre la figure 2.4 , ou y = Y, (valeur
précise de la coordonnée physique y, sera trouvée dans I'étape ultérieure).

3- Calculez la pression au point 2 a partir de I'équation (2.60).

p =p1 t (:_;(wz —yy) (2.L)

4- L'entropie au point 2, s2 est connue car la ligne de courant au point 2, correspondant a

U’ = s, est passée par ce point sur I'onde de choc, point 2', ot Y, = s, et ou:
Uy = Py = poVoohy

Ou

P (2. 60)

5- Par conséquent, h, est obtenu a partir de I'équation (2.61), qui situe le point 2’ sur le
choc. Dans a son tour, s, 'est connu a partir des relations de choc oblique et parce que

I'écoulement est isentropique le long d'une ligne de courant donnée s, ='s, :
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6- Calculer I'enthalpie h, et la densité p, a partir des équations d'état thermodynamiques

h; =h(sz, p2) (2.m)
Pz = p(s2,P2) (2.n)

7- Calculez la vitesse au point 2 a partir de I'équation d'énergie adiabatique (I'enthalpie

totale est constant), par conséquent :
Va
hy = hy + > (2.0)

ou ho est l'enthalpie totale, qui est constant tout au long du champ d'‘écoulement

adiabatique. En ignorantv,, a son tour:
2
ho = hy + 2.p)
Ou

u; =+/2(hg —hy) (2.9)

8- Toutes les quantités de I'écoulement sont maintenant connues au point 2. En se référant
aux figures 2.3 et 2.4 répéter les étapes précédentes pour tous les points le long de I'axe y

entre le choc (point 1) et le corps (point 3). La surface du corps est définie par ¢ = 0.9

La coordonnée physiquey, qui correspond a une valeur particuliere de s, peut maintenant

étre trouvée en intégrant la fonction de flux (qui est en réalité I'équation de continuité) :

av _
Alors :
JIIJ dy (2. 61)
y= o DU
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Ou p et u sont connus en fonction de r a partir des étapes précédentes. Cela localise

également les coordonnées du corps, ou :
_ (s dy
Yo = fo pu (28)

10- Cette procédure est répétée pour tout nombre souhaité de points le long de l'onde de
choc spécifiée, générant ainsi le champ d'écoulement et la forme du corps qui supportent ce

choc.

Encore une fois, rappelez-vous que dans ce qui a précédé, on a supposé que l'écoulement

est bidimensionnel. L'extension a un corps axisymétrique est simple [37].

2.2 Ecoulement hypersonique visqueux

Il 'y a deux raisons importantes de considérer les effets réels du gaz dans les écoulements
hypersoniques. La premiere raison est de prédire la trainée visqueuse sur le corps, et la
seconde est de déterminer I’échauffement causé par les gradients de vitesse tres élevés de
I’écoulement libre qui est le point d’arrét sur le corps. L’effet de chauffage est
beaucoupplus aux points de stagnation des corps minces par rapport a celui descorps
émoussés. Par exemple, le chauffage au nez d’un corps mince rentrantest trois fois plus que
celle de la navette spatiale (Anderson, 1989). D’autre part, la trainée causée parunchoc fort
détaché est trés élevée. Toutefois, la trainée de frottement de la paroi devient plus élevée
pour les corps minces en raison des couches limites plus minces par opposition aux
couches limites des corps émoussés.En outre, nous devons garder a I’esprit qu’en raison de
la faible densité produisantnombre de Reynolds, les couches limites de 1’écoulement
hypersonique doivent étre épaissespar rapport aux écoulements a basse vitesse, ce qui est
quelque peu contraire a lapratique. De plus, derriére le choc détaché se produisant au nez
d’un corps émoussé.Il existe une couche dans laquelle le changement d’entropie est fort.
Cette couche estplusépaisse que la couche limite et le gradient d’entropic dans cela

provoque desvorticités méme en dehors de la couche limite, comme le montre la figure 2.5.
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bow shock

__ entrophy layer
.....——boundary layer

Figure 2. 5Couche d’entropie et couche limite autour d’un corps émoussé dans un

écoulement hypersonique

Le théoreme donne la relation entre le gradient d’entropie et la vorticité générée par ce

gradient comme suit (Liepmann et Roshko),

Vxw = —Tgrad S2 (2.62)

Pour cette raison, lors de 1’étude de 1’écoulement hypersonique autour d’un corps émoussé,

le changement d’entropie doit étre fort.

Maintenant, il devient nécessaire de dériver la formule de 1’épaisseur de la couche limite
en termes de nombre de Reynolds et de Mach de 1’écoulement. Comme nous le rappelons
de la théorie visqueuse incompressible, 1’épaisseur de la couche limite & est inversement
proportionnelle a la racine carrée du nombre de Reynolds, c’est-a-dire a la station

I’épaisseur de la x couche limite:

5 o x/\/Rq 2.1)

Dans la couche limite compressible, la densité et la viscosité changent considérablement
avec la température. Par conséquent, écrivons le nombre de Reynolds en termes de

viscosité et de densité a la station x sur la surface :

6 o< X/\/ PwUeX/ M- (2.u)

Ici, I’indice e fait référence a I’aréte de la couche limite et w indique les conditions du mur.

Maintenant, nous pouvons écrire 1’épaisseur de la couche limite comme suit:
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X Pc [bw X [P [Bw (2.63)
Sk —mmM | = | == — [—= =
JPUx/ e [ Pw [ He  /Re[Pw | He

Selon I’hypothese de la couche limite, la pression reste constante a une station donnée. Par

conséquent, avec 1I’hypothése de gaz parfait, nous avons :

Pe/Pw = Tw/Tc (2.v)

En supposant une dépendance linéaire de la viscosité sur la température absolue Eq. (2.65)

devient :

X Ty (2. 64)

Si nous supposons que la température de paroi est la température de stagnation adiabatique
a des nombres de Mach élevés, la relation entre le rapport de température et le nombre de
Mach de bord devient :

Tw/Te = (v — 1)/2M¢ 2.w)
L’¢épaisseur de la couche limite hypersonique se lit comme suit :

§ Mg (2. 69)
- X

X \/R—c

Selon I’équation (2.67), I’épaisseur de la couche limite hypersonique est proportionnelle au

carré du nombre de Mach.

Nous avons vu que ’épaisseur de la couche limite dans lesécoulements hypersoniques
devient trés épaisse. Pour une plaque plane a angle d’attaque nul, en revanche, la pression
reste la méme le long de x. Est-ce encore possible pour de trés grands nombres de Mach ?
La réponse a cette question réside dans le paramétre défini par :

x=+C

M3
N 2.y)
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Si nous supposons que la viscosité change linéairement avec la température dans la couche

limite, nous pouvons écrire :

Ha/Hw = CTy /Ty (2.2)

Désigne 1’épaisseur de déplacement d’une couche limite a un angle d’attaque nul avec 8.

La pente de la surface due a I’épaisseur de déplacement se lit alors comme :
0. = d&*/dx (2.a1)

Selon la théorie du piston, pour M6 <« I une approche linéaire nous donne la distribution

de pression de I’équation (2.42) comme sulit :

Pw/Pew =1+ YMO =1+ yMd&*/dx (2. 66)

Ici, a des nombres de Mach élevés, la pente pour 6 les conditions de paroi adiabatique peut

étre approximativement écrite comme :

d&*/dx = (y — 1)/2M?VJC/,/R, (2.a2)
Lorsqu’elle est substituée dans I'équation (2.68) pour donner

Pw/Pw =1+ Y(y — DX/2 (2. 67)

Cette interaction est appelée interaction faible.

Pour une interaction forte, ¢’est-a-dire pour M6 > 1, on obtient

Pw/Pe = V(Y + 1)M?(d6*/dx)?/2 (2. 68)

La pente 6 de la plaque plate est :
d§*/dx = [(y — 1)/2]Y/2(M2C/Re) Y4 (2.b1)
Par conséquent, pour la forte interaction que nous avons :

Pw/Po = Y(¥? —1)/2% (2. 69)
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Pour les deux, I’interaction faible et forte la formule de pression superficielle pour les

rapports thermiques spécifiques de y = 1.4

Pw/Pew = 1+ 0.464% (2. 70)

Le nombre de Reynolds dépend de , et dans xl'équation (2.72) le nombre de Reynolds est
dans le dénominateur du deuxiéme terme, ce qui signifie autour du bord d’attaque que le
terme devient trés grand et que la pression de paroi devient trés grande. En raison de
I’interaction visqueuse, la pression autour du bord d’attaque devient trés élevée par rapport
a la pression de 1’écoulement idéal. C’est ’indication d’une trainée trés élevée et d’un
échauffement intense autour du bord d’attaque pour le cas des écoulements hypersoniques.
La représentation de cette interaction en termes de paroi a pression d’écoulement librepour

I’écoulement autour d’une plaque plate est montrée a la figure. 2.6.

shock

strong interaction

5

M>>1

—

Pu/p induced
pressure weak interaction
V
1

> X

Figure 2. 6Interaction d’écoulement hypersonique autour d’une plaque plane

[llustré & la figure 2.6 est I’interaction visqueuse hypersonique forte au bord d’attaque de la
plaque plane pour créer une zone de pression induite. En cas dechangement de pression
considérable dans la région du bord d’attaque, I’analyse de la couche limite dans
I’écoulement hypersonique doit étre trés différente de I’approche classique. En outre, étant
donné que I’interaction dans la région du bord d’attaque est forte, I’effetdu bord d’attaque
sur les stations éloignées du point de stagnation se fait encore fortement sentir, méme dans

la zone d’interaction faible. Par conséquent, les solutions de couche limite obtenues dans la
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région d’interaction faible dans I’écoulement hypersonique sont trés différentes des

solutions classiques de la couche limite.

Au bord d’attaque d’une plaque plane en raison du terme 1/(x)/2dans 1’équation (2.72),
la pression va théoriquement a I’infini pour les nombres de Mach finis comme esquissé
dans la figure2.6. Dans la pratique, cependant, atteindre ces chiffres élevés de Mach ne se
produit que lors de la rentrée a haute altitude ou la densité de I’atmosphére est si faible. La
faible densité a ces altitudes rend le libre parcours moyen des molécules d’air assez élevé
par rapport aux dimensions du bord d’attaque, ce qui rend 1’hypothése du continuum plus
valable. Pour cette raison, afin d’obtenir des résultats plus réalistes pour la pression autour
du bord d’attaque, au lieu d’une approche continue, les modéles moléculaires sont préférés
avec les conditions de glissement a lasurface pour remplacer les conditions sans glissement
comme conditions aux limites. L’utilisation de conditions de glissement aide a réduire les
valeurs de pression avec le nombre de Mach et aide a donner des résultats en accord avec
les valeurs expérimentales. Jusqu’a présent, nous avons vu l’interaction visqueusede la

plaque plate en écoulement hypersonique.

Maintenant, nous pouvons étendre davantage ’analyse d’interaction et donner un bref
résumé pour différents types de corps dans [’écoulement hypersonique. Si nous
connaissons la distribution de pression p. sur une surface conique, alors, en raison de
I’interaction viscous, la différence de pression induite se lit approximativement comme suit

P — Pc

Pc

(2. 71)

= 0.12%,, 0<% =M3/C/Roe < 4

Ici, ¢ désigne les conditions d’écoulement potentielles a la surface conique.

Dans [D’écoulement hypersonique, I’interaction visqueuse abaisse le rapport
portance/trainée, en augmentant le nombre de Mach. Cet effet est plus pour les corps au
nez émousseé avec des formes émoussées par opposition aux corps. Le rapport L/D
maximal est de 1,7 pour un cdne avec un demi-cone d’angle de 9°aM = 9, et il descend a
L/D = 0.5 aM = 19 (Anderson 1989). Pour un type de corps de capsule spatiale, en

revanche, les L/D plages comprises entre 0,4 et 0,2.
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Leprobléme grave de D’interaction visqueuse dans 1’écoulement hypersonique est le
chauffage aérodynamique. Etudions d’abord le probléme du transfert de chaleur pour une
plaque plane en écoulement a grande vitesse. Si nous laissons q,, étre le transfert de

chaleur pour une unité de surface dans une unité de temps, nous avons :

qw = StpcUe(hag — hy,) (2.72)

Ici, S; est le nombre de Stanton sans dimension, h,q et h, sont respectivement la
température adiabatique de la paroi et la valeur de 1’enthalpie au mur. La célébre analogie

de Reynolds stipule que le nombre de Stanton est lié au coefficient de frottement :

Cr = 111/(1/2peU§ ) (2.b3)

St = ¢;/2 (Schlichting) (2.b4)

La différence d’enthalpie h,q —h,, dans 1’équation(2.58) est le principal facteur de
I’échauffement de surface dans les écoulements a grande vitesse. La valeur de ’enthalpie a
la paroi est la valeur obtenue en résolvant 1’équation d’énergie avec les conditions
adiabatiques de la paroi. En utilisant I’approche d’ingénierie, le facteur de récupération r
est utilisé pour définir les relations entre 1’enthalpie de la paroi adiabatique, les conditions

de bord de la couche limite et ’enthalpie de e stagnation h, pour obtenir ce qui suit :

haq = he + rU2/2 and hy = h, + UZ/22 (2. 73)

De I’équation(2.75a, b), nous obtenons

1'10 - 1lle

Ici, I’enthalpie de stagnation de 1’écoulement libre est toujours plus grande que 1’enthalpie

adiabatique du mur pour faire r est toujours inférieure a 1’unité.
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Définition du nombre de Prandtl comme le rapport entre la perte d’énergie visqueuse et la

conduction thermique, c’est-a-dire :

P. = ucp/k (2.c1)

Pour la plaque plate dans des conditions d’écoulement hypersonique que la solution de

Blasius donne

r=./p (2. 75)

L’équation (2.79) est valable pour une large gamme de nombres de Mach avecune2%
précision de2%du nombre de Mach. Cela donne une relation entre le rapport de Stanton et

de surface en termes de nombre de Prandtl comme suit :

S¢/ce = 1/2P /3 (2.76)

L’équation (2. 77) est également valide avec 2% précision pour une large gamme de
nombres de Mach. Bien que 1’équation (2. 78) soit obtenue pour les écoulements autour de
la plaque plate, elle a été appliquée pour déterminer I’échauffement aérodynamique causé

par les corps minces tridimensionnels.

En cas d’écoulement hypersonique turbulent au-dela d’une plaque plane avec
augmentation du nombre de Mach, il y a une diminution considérable du nombre de
Stanton. Selon les données d’écoulement turbulent de Van Driest, alors que le nombre de
Mach est compris entre 0 et 10, le nombre de Stanton diminue a 0,1 de sa valeur

incompressible.

Jusqu’a présent, nous avons vu le chauffage aérodynamique pour les corps minces avec des
bords d’attaque tranchants. La solution pour le point de stagnation de la plaque plane était

singuliére. Maintenant, nous pouvons analyser le chauffage aérodynamique pour les corps
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avec des nez émoussés. L’analyse du transfert de chaleur au point de stagnation du
cylindre circulaire et de la sphére a été faite par Van Driest, et la formule suivante pour le

transfert de chaleur a été fournie :

Cylinder : qy = 0.57P7%6(p ) Y/2\/dU./dx(hay — hy) (2.799)
Sphere : qy, = 0.763P;7%¢(p.p)/2,/dU./dx(heyw — hy) (2. 80b)

Ici, est la vitesse de bord de la U. couche limite et il prend naturellement la valeur de zéro
au point de stagnation. La dérivée de la vitesse d’arrét par rapport aupointx de stagnation
est non nulle, et elle est inversement proportionnelle au rayon de courbure local. En

supposant 1I’écoulement newtonien, la dérivée de la vitesse de ’aréte se lit comme suit :

2.81
dU, 1 [2(pe = po) (2.81)

dx«x R Pe

ICIR, est le rayon de courbure au point de stagnation. Si nous remplagonsl’équation (2.80)
par I’équation (2.81), le transfert de chaleur au point de stagnation du cylindre circulaire

pour I’écoulement hypersonique se lit comme suit :

(2. 82)

1/4
Qu = 0.57P=%6(p_11.)1/2 R11/2 IZ(pep:O poo)l (hyw — hyy)
L’échauffement aérodynamique est inversement proportionnel au rayon de courbure du
point de stagnation. Ce fait oblige les véhicules hypersoniques & avoir un nez rond de la
capsule spatiale de rentrée. On observe expérimentalement que la variation du nombre de
Stanton au point de stagnation d’un cylindre estproportionnelle a la racine carrée inverse
du rayon de courbure donnée dans 1I’équation (2.81). Naturellement, & mesure que nous
nous éloignons du point de stagnation, le chauffage aérodynamique diminue

considérablement. En surface, a { = 45° mi-chemin entre le point de stagnation et
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I’épaulement, cette réduction descend a la moiti¢ de la valeur du transfert de chaleur de
stagnation, et a 1’épaulement ouy = 90°chauffage devient le dixieme de la valeur de

stagnation.

Nous avons souligné le role de I’effet visqueux sur le chauffage aérodynamique. Dans la
condition d’absence de glissement qui provoque des gradients de vitesse élevés, ¢’est-a-
dire qu’une valeur de vorticité élevée est due a la viscosité. De plus, le gradient d’entropie
¢levé qui se produit derriere le fort choc d’arc génere une tourbillonnante comme donné
par Eq. 7.48 et crée une couche d’entropie comme le montre la figure 2.5. La vorticité
générée par le gradient d’entropie crée également un échauffement aérodynamique non
négligeable a partir du point de stagnation. Illustré a la figure2.7 sont les valeurs
calorifiques aérodynamiques maximales sur la ligne, qui est la ligne de symétrie de la

surface inférieure de la navette spatiale, avec et sans changement d’entropie considéré.

Selon la figure2.7, la différence entre les résultats obtenus avec 1’entropie et sans entropie
est faible dans la région de stagnation, et elle augmente monotone dans la direction de
I’écoulement a mesure que la couche d’entropie augmente. Les résultats obtenus en
considérant le gradient d’entropie sont en accord avec les mesures expérimentales et

devraient étre préférés.

Le dernier sujet a étudier en chauffage hypersonique est lié a I’interaction du choc fort et
de la couche limite. Ce type de chauffage est généralement généré par le choc oblique qui
est créé a un bord d’attaque mince d’un corps externe de véhicule aérien hypersonique.
Comme ce choc est incling, il frappe une autre partie externe située en aval et réfléchit par
la couche limite pour générer de la chaleur. Pour la premiere fois, ce type de chauffage
estrencontré en raison du choc oblique créé a I’admission d’un moteur interagissant avec la
couche limite sur la jonction moteur-corps d’un avion hypersonique lors d’un vol d’essai.
L’esquisse et 1’effet du A choc sont montrés a la figure 2.7a, b. La variation du nombre de
Stanton et de la pression de surface est donnée a la figure2.7b région ou I’interaction de la

couche limite de choc a lieu.
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Figure 2. 7Chauffage aérodynamique maximal avec et sans la ligne de changement
d’entropie de la navette a 40° angle d’attaque

Comme on le voit a la figure 2.7b, la variation du nombre de Stanton est étroitement liée a
la variation de la pression de surface. Juste apres le choc de type A, la valeur du nombre de
Stanton a la surface augmente huit fois. Cette augmentation du nombre de Stanton est
I’indication de 1’échauffement aérodynamique da a I’interaction de la couche limite et le

choc .La pression superficielle est en augmentation .

(a)

impinging shock i
recompression shock

—
M>>1
................................................ > X
(b) T [
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Figure 2. 8 Interaction de la couche limite et choc : une variation physique(a), la pression
en utilisant la variation du nombre de Stanton (b).
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En écoulement laminaire, le coefficient de frottement de la paroi c; est inversement
proportionnel au nombre de Reynolds. Puisque le nombre de Stanton est proportionnel au

coefficient de frottement de la paroi, la relation qui peut étre déduite est :

St o 1/\/Re < 1/,/pe (2. 83)

Puisque la pression est proportionnelle a la densité, la définition du chauffage de surface,

g devient :

Qu % /e (2. 84)

Ce qui montre la proportionnalité de 1’échauffement aérodynamique avec pression.

Dans les écoulements turbulents, il existe une relation entrele frottement de surface et le

nombre de Reynolds par la relation de schlichtingsuivante:

cs < 1/(Re)Y/5(2.d1)

La relation entre le chauffage de surface et la pression superficielle pour 1’écoulement
turbulent devient [38] :

Quw o (pe)*/ (2. 85)
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CHAPITRE 3

Couche limite



3. Couche limite

3.1 Concept de la couche limite:

Les écoulements de fluides présentant de faibles valeurs de viscosité et des nombres de
Reynolds trés élevés se rencontrent dans de nombreuses applications techniques. Comme
nous l'avons montré dans les exemples du dernier chapitre, la solution limite Re = oo est
souvent une bonne approximation. Un défaut notable de cette solution limite est que la
condition de non-glissement n'est pas satisfaite, c'est-a-dire que les vitesses a la paroi ne
sont pas nulles mais finies. La viscosité doit étre prise en compte afin de satisfaire a la
condition d'absence de glissement. Cela permet d'assurer la transition de la vitesse entre la
valeur finie de la solution limite pres de la paroi et la valeur zéro directement a la paroi.
Aux grands nombres de Reynolds, cette transition a lieu dans une fine couche proche de la
paroi, appelée par L. Prandtl (1904) la couche limite ou couche de frottement. Comme on
le verra, la couche limite est d'autant plus mince que le nombre de Reynolds est élevé,

c'est-a-dire que la viscosité est faible.

Le concept de couche limite implique que les écoulements a des nombres de Reynolds
élevés peuvent étre divises en deux régions de taille inégale. Dans la majeure partie de la
région d'‘écoulement, la viscosité peut étre négligée et I'écoulement correspond a la solution
limite non visqueux. C'est ce qu'on appelle I'écoulement extérieur non visqueux ou parfait.
La seconde région est la couche limite trés mince a la paroi, ou la viscosité doit étre prise

en compte.

A Tl'intérieur de la couche limite, les deux formes d'écoulement mentionnées au chapitre
précédent peuvent se produire, c'est-a-dire que I'écoulement peut étre laminaire ou
turbulent. On parle alors d'écoulements laminaires de la couche limite, ou de couches

limites laminaires, et de maniere équivalente de couches limites turbulentes.

On verra que la division du champ d'écoulement en un écoulement extérieur non visqueux
et une couche limite conduit a des simplifications considérables dans le traitement
théorique des écoulements a nombre de Reynolds élevé. En fait, ce n'est que grace a cette

idée de Prandtl que des progres théoriques ont pu étre realises sur ces écoulements.
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3.2 Couche limite laminaire sur une plaque plane a incidence nulle:

La figure 3.1 est un écoulement instantané le long d'une plaque plane mince entrainée dans
I'eau. Des particules d'aluminium ont été saupoudrées sur la surface de I'eau pour rendre les
lignes de courant visibles. La longueur de chaque trainée de particules est proportionnelle a
la vitesse de I'écoulement. On peut voir que directement sur la paroi se trouve une fine
couche ou la vitesse est considérablement plus faible qu'a une certaine distance de la paroi.
L'épaisseur de cette couche augmente le long de la plaque d'avant en arriere. La figure 3.2
montre schématiquement la distribution de la vitesse dans cette couche limite sur la plaque,
ou la dimension dans la direction transversale est considérablement agrandie. Au niveau du
bord d'attaque, la distribution des vitesses est constante et perpendiculaire a la plaque. A
mesure que l'on s'éloigne du bord d'attaque, la couche de particules ralenties par le
frottement devient de plus en plus grande, car de plus en plus de particules de fluide sont
prises en compte par le ralentissement. L'épaisseur de la couche limite §(x) est une
fonction monotone croissante de x. Il convient toutefois de préciser ici que la notion
d'épaisseur de la couche limite § a été introduite artificiellement. Le passage de
I'écoulement de la couche limite a I'écoulement extérieur, du moins dans le cas des
écoulements laminaires, s'effectue de maniére continue, de sorte qu'il n'est en principe pas
possible de fixer une limite précise. Le concept d'épaisseur de la couche limite étant tres
vivant, il est tres souvent utilisé dans la pratique. Souvent, la limite est arbitrairement fixée
au point ou la vitesse atteint un certain pourcentage de la vitesse extérieure, par exemple 99

%. Pour plus de clarté, un indice est souvent utilisé, par exemple §qq.

Figure 3. 1Ecoulement le long d'une fine plaque plane L. Prandtl; O. Tietjens(1931)
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Figure3. 2Couche limite sur une plaque plane a incidence nulle

3.2.1Estimation de I'épaisseur de la couche limite:

Pour les couches limites des plaques laminaires, I'épaisseur de la couche limite peut étre
facilement estimée comme suit: dans la couche limite, les forces d'inertie et les forces de
frottement sont en équilibre. la force d'inertie par unité de volume est égale a pudu/dx.
Pour une plaque de longueur x, du/dx est proportionnelle a U, /xou U, est la vitesse de
I’écoulement extérieur. La force d'inertie est de I'ordre de grandeur de pUZ /x. D'autre part,
la force de frottement par unité de volume est égale a dr/dyet, dans les écoulements
laminaires, elle est égale a ud?u/dy?par hypothese. Le gradient de vitesse perpendiculaire
a la paroi du/dy est de I'ordre de U, /8, de sorte que pour la force de frottement par unité
de volume d7/dy ~ uU,/5%. En égalisant les forces d'inertie et de frottement, on obtient

la relation suivante :

Uso Uz
u3 ~2(3.d1)

ou, résolu pour I'épaisseur de la couche limite ¢ :

px _|vx
6~ Jaia = J: (32)

Le facteur numérique inconnu restant dans cette équation peut étre déterminé a partir de la

solution exacte de H. Blasius (1908). Pour la couche limite laminaire sur une plaque a

899(x) =5 \/% (3.2)

L'épaisseur de la couche limite sans dimension liée a la longueur de la plaque [ est :

Soo(x) _ 5 |x
= «R—\ﬁ (3:3)

ou le nombre de Reynolds de la plagque de la longueur | est :

incidence nulle, nous avons:
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Re = Uyl/v (3.e1)

L'équation (3.3) montre que I'épaisseur de la couche limite diminue avec I'augmentation
du nombre de Reynolds, de sorte que dans le cas limite Re = oo la couche limite disparait
effectivement. En outre, elle montre aussi que I'épaisseur de la couche limite augmente

proportionnellement a /x.

3.2.2Epaisseur du déplacement:

Comme nous l'avons déja indiqué, I'épaisseur de la couche limite a été introduite de
maniére arbitraire. Une mesure correcte et interprétable du point de vue de la mécanique
des fluides pour I'épaisseur de la couche limite est I'épaisseur du déplacement &;. Elle est

définie par
Usi(x) =2, (U-wdy. (34)

U est la vitesse sur le bord extérieur de la couche limite a la position x. Il en résulte que les

deux zones ombreées de la figure 3.3 doivent étre égales.

L'épaisseur de la couche limite nous indique jusqu'ou les lignes de courant de I'écoulement
extérieur sont déplacées par la couche limite. Pour une plaque a incidence nulle, nous
avons

61(x) _ 1721 |x

I~ VRe Al

(3.5)

C’est-a-dire que l'épaisseur du déplacement &; est denviron 1/3 de l'épaisseur de la

couche limite &qq

Figure 3. 3Epaisseur du déplacement &, de la couche limite
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3.2.3 Estimation des forces de frottement :

Comme pour I'épaisseur de la couche limite, la contrainte de cisaillement a la paroi 7,, et
I'ensemble de la trainée de frottement de la plaque peuvent également étre estimés. Selon la

loi de frottement de Newton, I'équation (3.2), nous avons :

ay

@ =u(5) (36)

ou lindice w représente la valeur a la paroi. En utilisant du/dy ~ U, /S8 on trouve

T, ~ UUy /66t en insérant la valeur de & de I'équation (3.1)

3
0 () ~ U, [ = [0 (3.7)

Par conséquent, la contrainte de cisaillement de la paroi est proportionnelle a Uf’o/ %et, ce qui

mérite d'étre souligné, a 1/+/x. La contrainte de cisaillement de la paroi d'une plaque plane
n'est donc pas une constante, mais une fonction qui décroit de facon monotone avecx. Les
contraintes de cisaillement sont particuliérement importantes prés du bord d'attaque de la
plaque. En utilisantz,, ~ uU, /38, il s'ensuit que la contrainte de cisaillement de la paroi est
inversement proportionnelle a I'épaisseur de la couche limite, c'est-a-dire que plus la
couche limite est mince, plus la contrainte de cisaillement de la paroi est élevée. La
constante de proportionnalité dans I'équation (3.7) peut & nouveau étre déterminée a partir
de la solution exacte.

Par conséquent, le coefficient de frottement cutané est

_ Twx) _ 0664 |1

Connaissant la relation entre la contrainte de cisaillement de la paroi et la position
7, (x)l'intégration peut étre utilisée pour déterminer lI'ensemble de la trainée de frottement.
Une plaque mouillée d'un c6té avec une largeur b et de longueur [ a une trainée de

frottement :
D=bf t,(x)dx. (3.9)

Avec I'équation (3.8), le coefficient de trainée lié a la surface mouillée :
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(3.10)

AVecC :

S=bh-1 (f.1)

Cette loi de trainée est illustrée a la figure 1.3. Le caractére asymptotique de cette loi est
visible, et pour les nombres de Reynolds Re > 10* les mesures sont trés proches de la

théorie.

3.3 Couche limite turbulente sur une plague plane a incidence nulle:

Dans la réalité, la couche limite sur une plaque ne reste pas toujours laminaire. Apres une
certaine distance (a partir du bord dattaque de la plaque), la couche limite devient

turbulente. x = x__..a partir du bord dattaque de la plaque, la couche limite devient

crit

turbulente. Par le nombre de Reynolds critique formé en fonction de la distance au point de

transition est le suivant :

U
Rexcrit = (Tx)crit =5-10° (plate) (3.11)
La couche limite sur une plaque est laminaire pres du bord d'attaque et devient turbulente

plus en aval, la position du point de transition x_,;, peut étre déterminée par le nombre de

ReynoldscritiqueRe donné. Bien que la transition de laminaire a turbulente soit une

xcrit
région de longueur finie, un point de transition est utilisé pour des raisons de simplicité et
il est souvent supposé que la transition est soudaine. La valeur numérique de Re,,;,
dépend fortement du degré d'absence de perturbation de I'écoulement extérieur. Dans un

écoulement fortement perturbé, la valeur de Re.... = 3 - 10> est typique, alors que pour

crit

un écoulement particulierement lisse, des valeurs de Re...., = 3 - 10° ont été atteintes.

crit

Les premieres recherches sur la transition laminaire-turbulente dans la couche limite ont
été menées par B.G. Van der HeggeZijnen (1924), J.M. Burgers (1924) et M. Hansen

(1928). Le passage d'un écoulement laminaire a un écoulement turbulent se traduit par une
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forte augmentation de I'épaisseur de la couche limite et de la contrainte de cisaillement de

la paroi. La figure 3.4 montre la combinaison sans dimension 8yq/+/vx/U,, représentée en
fonction de la distance sans dimension Re, = U,x/v selon les mesures effectuées par M.

Hansen

i8

8

| i i |
4 6 8 o 4
UsX -5

Figure 3. 4 . Dépendance de I'épaisseur de la couche limite en fonction de la distance
le long d'une plaque a incidence nulle,d'apres M. Hansen (1928) laminaire, turbulente
avec origine fictive en Re,, = 1.5 - 10°

(1928). D'apres I'équation (3.2), dans les couches limites laminaires, cette combinaison an

approximativement la valeur constante 5. Pour Re, = Re = 3-10%les mesures

xcrit
montrent une forte augmentation soudaine. L'épaisseur de la couche limite turbulente sur la

plaque est :

e — 0,14 2% G(InRe,). (3.12)

InRe,

La fonction G(In Re,) ne dépend que faiblement de In Re,. Elle a une valeur limite de 1
pour In Re, — oo;. Dans la région qui nous intéresse ici 10° < Re, < 10%,G =~ 1.5. La
dépendance de In Re, qui apparait dans I'équation (3.12) est typique des couches limites
turbulentes qui est liée a une formule asymptotique pour les grands nombres de Reynolds.
Selon cette formule, I'épaisseur de la couche limite croit comme suit § ~ x/Iln x pour les

grands nombres de Reynolds x. A un nombre de Reynolds donné, I'épaisseur de la couche
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limite diminue comme pour un nombre de Reynolds élevé. xI'épaisseur de la couche limite
diminue avec l'augmentation du nombre de Reynolds, mais seulement trés lentement avec
& /x ~ 1/In Re. La combinaison correspondant a lI'équation (3.12) présentée a la figure 2.4
est en bon accord avec les mesures de M. Hansen. Comme I'équation (3.12) s'applique au
cas ou une couche limite turbulente est déja présente au bord d'attaque de la plaque, on a
supposé que l'origine virtuelle de la couche limite se situait & Re,, = 1.5 - 10° pour tracer
la courbe de I'équation (3.12). Cela signifie que précisément au point de transition Re, =
3 - 10°la valeur de la combinaison est d'environ 5,0, et qu'il y a une transition continue de
la couche limite de laminaire a turbulente. Les épaisseurs de la couche limite pour des cas
typiques d'‘écoulement d'eau et dair ont éteé calculées a partir de I'équation (3.12) et sont

indiquées dans le tableau 3.1.

3.3.1 Forces de frottements :

La formule analogue a I'équation (3.8) pour le coefficient de frottement au niveau de la

paroi d'une couche limite turbulente est la suivante :

2
K
cr =2 [lnRex G(ln Rex)] (3.13)

ouG(In Re,) est a nouveau la fonction mentionnée dans I'équation (3.12). La quantité
k = 0.41appelée constante de Karman, est d'une importance fondamentale pour toutes les
couches limites des parois turbulentes. Il s'agit d'une constante universelle. D'apres
I'équation (3.13), le coefficient de frottement de la paroi pour les couches limites de
plaques turbulentes diminue avec l'augmentation du nombre de Reynolds, mais d’une
maniére extrémement lente, encore plus lentement que n'importe quelle petite puissance
négative du nombre de Reynolds. Dans I'nypothese d'une couche limite turbulente a partir
du bord d'attaque de la plaque, I'intégration du coefficient de frottement sur la longueur de

la plaque [ donne le coefficient de trainee pour une plaque mouillée d'un coté:
K 2
cp =2[=GnRe)] (3.14)

ou le nombre de Reynolds Re est maintenant formé avec la longueur de la plaquel. Le

coefficient de trainée diminue également trés lentement avec l'augmentation du nombre de
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Reynolds. Il convient de noter que les fonctions G dans les équations (3.13) et (3.14) sont

différentes.
3.3.2 Sous-couche visqueuse:

Une particularité des couches limites turbulentes sera indiquée a ce stade. Dans les couches
limites laminaires, la couche limite est la région du champ d'écoulement affectée par la
viscosité, ce qui n'est pas le cas dans les couches limites turbulentes. L'ensemble du champ
d'écoulement est maintenant divisé entre I'écoulement extérieur sans turbulence et
I'écoulement turbulent, caractérisé par un mouvement fluctuant aléatoire, a l'intérieur de la
couche limite. Etant donné que des forces de frottement "apparentes” se produisent dans la
couche limite furbulente, comme nous le verrons, une couche limite turbulente est
également appelée couche de frottement. Dans cette couche de frottement turbulente, I'effet
de la viscosité est limité a une couche directement au niveau de la paroi qui est beaucoup
plus fine que la couche limite. C'est ce qu'on appelle la sous-couche visqueuse ou la
couche visqueuse de la paroi. La couche limite turbulente présente donc une structure a
deux couches. La partie la plus large est une couche de frottement uniquement en raison du
"frottement apparent” dd au mouvement fluctuant turbulent et n'est pas affectée par la
viscosité. Dans la sous-couche visqueuse tres fine, les effets de la viscosité prennent la

forme de "véritables" forces de frottement.

Bien que la transition entre les deux couches soit ici aussi continue, on utilise dans la

pratique la notion d'épaisseur de la sous-couche visqueuse &, est utilisée :
5, _ 50

Rex\/czz

ou le coefficient de frottement de la paroi c; est donné par I'tquation (2.13). A partir de Ia,

(3.2)

&, ~ Inx croit trés lentement a mesure que I'on s‘¢éloigne du bord d'attaque. 1l diminue
également avec l'augmentation du nombre de Reynolds a une valeur fixe de x fixe.
6, ~ InRe, /Re,.

Le rapport entre I'épaisseur de la sous-couche &, a I'épaisseur totale § découle des
équations (3.12) et (3.15)

In? Re, (f.1)

Rey

>|&
Il
o
&
S
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Au fur et a mesure queRe, augmente, la partie de la couche de frottement totale qui

constitue la sous-couche visqueuse devient de plus en plus petite [39].

Des exemples numériques de I'épaisseur absolue de la sous-couche sont donnés dans le
tableau 3.1.

Tbleau3. 1Epaisseur de la couche limite & et 1’épaisseur de la sous-couche visqueuse
&,a l'extrémité d'une plaque plane a incidence nulle dans un écoulement turbulent

Us l Usl ) 6y
— — Re =
m/s m v mm mm
50 1 3.4-10° 8 0.4
I'air 100 1 6.6 - 10° 8 0.2
100 5 3.3-107 36 0.2
200 10 1.3-108 69 0.1
1 2 2-10° 17 1
l'eau
2 5 1-107 39 0.6
5 50 2.5-108 321 0.4
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CHAPITRE 4

Reésultat et interpreétation



4.4 Simulation d’un cone

4.4.1Ecoulement non visqueux :
4.4.1.1 Géometrie et maillage

La géométrie utilisée pour validé nos resultats est prise de la référence [40], 1’utilisation du
logiciel GAMBIT permet de créer la géométrie désirée et de générer le maillage du type
block structuré pour I’obtention d’une meilleure qualité. Ensuite, il sont importé saus
logiciel ANSY'S pour générer le processus de calcul et I’affichage des résultats.

La figure 4.1 montre la géometrie et le maillage généré.

Figure 4. 1Génération de maillage

4.4.1.2 Résultat de validation
e Cas supersonique (Moo= 2.5)

Le logiciel ANSY'S Fluent est utilisé en choisissant un modéle de turbulence non visqueux avec les
conditions aux limites suivantes :

Too=150 K,  Poo= 50000 Pa, poo=1.1614 kg/m?3 , y=14, 6=12°
T, = 337.5 K (Equation 1.12)
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Residuals :
continuity | "
—X-velocity 1e+00
y-velocity
pR— e ne rgy 1e-01
k 1e-02
—omeaga

1e-03

1e-04

1e-05

1e-06

1e-07

1e-08

0 100 200 300 400 500 600 700 800
lterations

Figure 4. 2Résultat de convergence

La solution a convergé aprés 745 itérations et le temps de calcul est de 2 min et 14 sec.
- Contour de pression statique
Voila le résultat obtenu :

Résultats de la simulation par ANSYS  Résultats obtenues par la référence [40]

contour-1
Static Pressure

7.82e+04
7.68e+04
753e+04
7.39e+04

7 25e+04
711e+04
6.97e+04
6.83e+04
6.69e+04
6 55e+04
6.41e+04
627e+04
6.13e+04
5.99e+04
5.84e+04
570e+04
5 66e+04
542e+04
528e+04
5.14e+04
? 00e+04

7.86

T5Te+0d

7.2%+04

T.00e+04

671e+04 -
6.43e+04 h
6.14e+04

5 86e+04

5.57e+04

| pasca

[pascal

Figure 4. 3Comparaison de contour de pression statique entre les résultats de la simulation
par ANSYS et la référence [40]

Le contour de la pression statique montre I’augmentation brusque de pression apres le choc
et en particulier cet effet tridimensionnel suite a une augmentation progressive de la
pression statique a mesure que 1’écoulement se rapproche de la paroi du cone.
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- Contour de Mach

Résultats de la simulation par ANSYS  Résultats obtenues par la référence [40]

contour-1
Mach Number

2.50e+00
2.26e+00
2.02e+00
1.78e+00
1.54e+00
1.3e+00

178e+00
1.66e+00
1.54e+00

1.42e+00
1.31e+00
1.19e+00 1.07e+00
107e+00 827601
9.47e-01 58901
827801 350801
Tt 1.11e-01
5.898-01
4.69e-01
350e-01
230801
111601

Figure 4. 4Comparaison de contour de Mach entre la simulation par ANSYS
Et la référence [40]

La figure 4.4 représente les contours de Mach. Elle met en évidence le ralentissement de
I’écoulement apres le choc et a mesure que I'on se rapproche de la surface du cone.

- Contour de masse volumique

Résultats de la simulation par ANSYS Résultats obtenue par la référence [40]

Density
1.60e+00
1.52e+00
1458400
1.38e+00

1.36+00
1.33e+00

1.28e+00

1.25+00

1.21e+00 1.23+00
1.17e+00 1.15e+00
1.13e+00 1.08e500
1.09e+00 1.016+00
A 9.33e-01
1.02e+00 & 55001
978601 [kgim3]
9.40e-01

901e-01

863601

pade01

1308400

[ka/m3

Figure 4. 5Comparaison de contour de masse volumique entre les résultats de la
simulation par ANSYSS et la référence [40]

Cette figure représente les contours de masse volumiqgue qui nous aident a visualiser le
choc. L’angle de choc observé pour le cone est = 26.7°. La masse volumique de
I’écoulement augmente soudainement en aval du choc.
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Les résultats numériques obtenus le long de la surface du céneen aval du chocpar
simulation sur ANSYS, la réference [40] et le programme MATLAB pour la résolution de
I'équation de Taylor-Maccollen regime supersonique M= 2.5sont donnés par le tableau

4.1 :

Tableau 4. 1Comparaison entre les résultats de la simulation par ANSYS, MATLAB

et la reference [40]

Erreur Erreur
Simulation | Reference [40] ﬁ.?ﬁgir%naﬂg:] Ref_?;e;r;g(:_40/ Reference
(ANSYS) | RajputPankaj (MATLAB) Maccol [40]/(,0AA)I3ISYS
(%)
M, 2.214 2.216 2.233 0.76 0.09
P, (Pa) 77232 77782 81379 4 0.7
P2
(kg/m?) 1.5949 1.5941 1.6187 1 0.05

e Cas hypersonique ( Mw= 6)
Les résultats numériques obtenus le long de la surface du cone en aval du choc par
simulation sur ANSYS, la référence [40] et le programme MATLAB pour la
résolution de I'équation de Taylor-Maccoll pourMeo= 6sont donnés par le tableau

4.2 :

Tableau 4. 2Comparaison entre les résultats de la simulation par ANSYS, MATLAB
et la reference [40] en regime Hypersonique Moo= 6

Programmation Erreur
Simulation Taﬁor_Maccol ANSYS/
(ANSYYS) (MATLAB) Taylor-Maccol
(%)
M, 4.729 4.788 1
P, (Pa) 177420 130238 26
P2
(kgim?) 2.7528 2.1985 20
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4.2.2Ecoulement visqueux :
4.2.2.1 Géometrie et maillage

Le choix est porté sur un maillage structuré avec raffinage sur les bordures du cbne en
utilisant le logiciel GAMBIT avec un nombre des éléments de 7500 pour plus de précision
ensuite toute est importé vers le logiciel de calcul ANSYS.

La qualité de maillage présenté sur la figure 4.6

Domain Modes Elements
fluid 151302 F5000

Figure 4. 6Génération de maillage
4.2.2.2 Résultat de validation
4.2.2.2.1Cas supersonique

L’utilisation du logiciel ANSYS avec un modéle de turbulence k—omega SST de 1’écoulement
d’air avec les conditions suivantes :

Mo=4, To=220K, Poo=6mbar, po=14e-5kg/m?,
L’angle du cone : 6= 10°
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Figure 4. 7Courbe de convergence

La solution aconvergéapres278 itérations avec un temps d’une 1 min et 54 sec.

e Nombre de Mach :

2.91e+00
2.78e+00
2.66e+00
2 54e+00
2.42e+00
2.20e+00
2.18e+00
2.06e+00
1.93e+00
1.81e+00
1.589e+00
1.5Fe+00

5 o}

Figure 4. 8Contour du nombre de Mach

Le nombre de mach a diminué apres 1’onde de choc jusqu’a la surface du cone
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Résultats obtenus par ANSYS Résultats obtenus par la référence [41]

3.68

3,70E+00
3,68E+00
5 3,66E+00
S 3,64E+00
o 3,62E+00
< 3,60E+00
S 3,58E+00
£ 3,56E+00
Z 3,54E+00
3,52E+00
3,50E+00
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3.529 1‘0 1‘1 1‘2 1‘3 1‘4 1‘5 1}3 1‘7 1’8
e[deg] 0 [deg]!

Local Mach number
o o e o = @
» @ (=] N - (=3

(3
£

Figure 4. 9Comparaison de la courbe du nombre de Mach obtenu par ANSYS et la
référence[41]

On observe une augmentation du nombre de Mach a mesure que l'on se rapproche de
I'onde de choc. A I’avant du cone 1a ou I’onde de choc se forme le nombre de mach est plus
¢levé en raison de la compression induit par 1’onde de choc.

e Température statique :

Static Temperature

8.67e+02
8.35e+02
3.02e+02
T.70e+02

7.38e+02
7.05e+02
6. 73e+02
6. 41e+02
6.08e+02
5 76e+02
S.44e+02
5. 11e+02
4.79e+02
4.45e+02
4. 14e+02
3.82e+02
3.49e+02
3.17e+02
2.85e+02
252e+02
2.20e+02

[K]

Figure 4. 10Contour de la température statique
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Reésultats obtenus par ANSYS Reésultats obtenus par la référence [41]

2,70E+02 =
2,60E+02

2,50E+02

[N)
(2]
=]

2,40E+02

2,30E+02

Temperature [K]

Local temperature [K]

N
o
a

2,20E+02

2,10E+02

250 ‘ : : : . . . .
©[deg] 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0 [deg]

Figure 4. 11Comparaison de la courbe de température statique entre les résultats obtenus
par ANSYS et la référence [41]

On observe une augmentation du la température au voisinage de cone.

e Contour de la pression statique :

§.01e+02
5.39e+02
4 77e+02
4. 16e+02
3. 54e+02
2.92e+02
2.30e+02
1.69e+02
1.07e+02

[pasmﬁ54e+ﬂ1

3 fmp

Figure 4. 12Contour de la pression statique
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Résultats obtenus par ANSYS Résultat obtenus par la référence [41]

1,15E+03 eome

1,10E+03 0.011 |

1,05E+03
0.0105 [

1,00E+03
0.01F

pression [Pascal]

Local pressure [bars]

9,50E+02

0.0095 -

9,00E+02
8 13 18 23

AT e
O[deg] e 10 1M 12 13 14 15 16 17 18
6 [ded]

Figure 4. 13Comparaison du la courbe de la pression statiqueentre les résultats obtenus par
ANSYS et la référence [41]

On remarque que la courbe du le contour de pression montre que la pression statique est
plus élevée apres I’onde de choc

4.2.2.2.2 Cas hypersonique :

L’utilisation du logiciel ANSYS avec un mod¢le de turbulence k—omega SST de I’écoulement d’air
avec les conditions suivantes :

Mowo=7, Too=220K, Poo=6mbar, poo= 1.4e-5 kg/m?3 ,

L’angle du cbne :0= 10°

1e-05
1e-06
1e-07 —+ T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800
lterations

Figure 4. 13Courbe de convergence

93



La solution a convergé aprés 232 itérations avec un temps de 6 min et 46 sec.

e Nombre de Mach :

Résultats obtenus par ANSYS

5,74E+00
5,72E+00
5,70E+00
5,68E+00

5,66E+00

nombre de mach

5,64E+00

5,62E+00

5.54e+00
5.25e+00
4.95e+00
4.66e+00
4.37e+00
4.08e+00
3.78e+00
3.49e+00
3.20e+00
2.91e+00
2.62e+00
232e+00
2.03e+00
1.74e+00
1.45e+00
1.15e+00

5 (m

Figure 4. 14Contour du nombre de Mach

5.76

Résultats obtenus par la référence [41]
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Local Mach number
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Figure 4. 15Comparaison du la courbe de nombre de mach entre les résultats obtenus par

11
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ANSYS et la référence [41]
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e Contour de température statique :

contour-2
Static Temperature

1.97e+03
1.88e+03
1.79e+03
1.70e+03

1.62e+03
1.53e+03
1.44e+03
1.35e+03
1.27e+03
1.18e+03
1.09e+03
1.01e+03
9.18e+02
8.31e+02
7.44e+02
6.57e+02
5.69e+02
4.82e+02
3.95e+02
3.07e+02
2.20e+02

[K]

[ 5 fm)

Figure 4. 16Contour du la température statique

Résultats obtenus par ANSYS Résultats obtenus par la référence [41]
3,24E+02 i w—
3,22E+02 322
o 3206402 0
2 3,18E+02 ?
g 2 318 \
S 3,16E+02 5 \
g :
 3,14E+02 =
[=]
3,12E+02 ~ 314 \
3,10E+02 st
10 11 12 13 14 ;
e[dEg] 3“010 1(;.5 1I1 MI.S 1I2 12I.5 ﬂé 11;.5

0 [deq]

Figure 4. 17Comparaison du la courbe de température entre les résultats obtenus par
ANSYS et la reférence [41]
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e Contour de la pression statique :

contour-2
Static Pressure

[ pasca

228e+03
2.19e+03
211e+03
2.03e+03
1.94e+03
1.86e+03
1.77e+03
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6.84e+02
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5 (m}

Figure 4. 18Contour de la pression statique

Résultats obtenus par ANSYS

2,10E+03
2,05E+03
2,00E+03

ique

1,95E+03
1,90E+03

Pression Stat

1,85E+03
1,80E+03

1,75E+03
10

11

12
O[deg]

13

14

Résultats obtenus par la réféerence [41]

0.0205

0.02

0.0195
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Local pressure [bars]

0.0185

0.018

0.0175

6 [deg]

10 105 1 115 12 125 13 135

14

Figure 4. 19Comparaison du la courbe de pression statique entre les résultats obtenus par
ANSYS et la référence [41]
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4.2.2.3Couche limite :
4.2.2.3.1Cas supersonique :
e Nombre de Mach :

Reésultat obtenu par ANSY'S Reésultat obtenu par la référence [41]
2,5 g :
25 i
2 |
2 |
1,5 !
> 15 j
1
.
0,5
0.5 B
0 el L L L L I L L
0 1 2 3 4 00 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
Nombre de mach M

Figure 4. 20Comparaison de la courbe du nombre de Mach entre le résultat obtenu par ANSY'S
et la référence [41]

e Température statique et total :

Notre résultat obtenu par ANSYS Résultat obtenu par la référence [41]
3,50E-02 3
—_—T

3,00E-02 0 25
2,50E-02

2
2,00E-02
> > 1.5
1,50E-02

1
1,00E-02
5,00E-03 o
0,00E+00 - ‘i'-:r:u 300 400 500 600 700 ) 500 0 1000

200 400 6_(I)_O 800 1000 T= (blew) Tt (noir)

Figure 4. 21Comparaison de la courbe de la température statique (T) et total (Tt) entre le
résultat obtenu par ANSYS et la référence [41]
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4.2.2.3.1Cas hypersonique :

Nombre de Mach :

Résultat obtenu par ANSY'S

0,018
0,016
0,014
0,012
0,01

-
0,008
0,006
0,004
0,002
0

o

Résultat obtenu par la référence [41]

0.6

0.4r

0.2

w
Y

Figure 4. 22Comparaison de la courbe du nombre de Mach entre le résultat obtenu par
ANSYS et la reférence [41]

e Température statique et total :

Résultat obtenu par ANSYS

2,00E-02
1,80E-02
1,60E-02
1,40E-02
1,20E-02
1300E-02
8,00E-03
6,00E-03
4,00E-03
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0,00E+00
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température
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Reésultat obtenu par la référence [41]
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Figure 4. 23Comparaison de la courbe du température statique (T) et total (Tt) entre le
résultat obtenu par ANSYS et la référence [41]
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Conclusion

Ce travail a permis une compréhension plus approfondie sur le cone, tout en commencant
d’abord, par I’état de 1’art ainsi que la compréhension théorique des phénomenes physiques

liés & notre étude.

L’influence du nombre de Mach en supersonique et hypersoniquesur les parametres
d’écoulement non visqueux et visqueux telle que la pression statique et totale, la masse
volumique et la température sont prédits et confirmés par la programmation en MATLAB
et la simulation numérique avec ANSYS. De plus, la simulation numérique permet
d’étudier les phénomeénes locaux et donne acces a des grandeurs physiques difficiles voire

impossible a mesurer expérimentalement.

La modélisation numérique, telle que lutilisation de méthodes de simulation CFD
(Computationnel Fluide Dynamics), est couramment utilisée pour étudier et analyser
I'écoulement en régime supersonique et hypersonique. Ces simulations permettent de
visualiser et de quantifier les phénomenes des écoulements complexes, dévaluer les

performances du cone et d'optimiser sa conception.

En régime supersonique, I'écoulement devient compressible, et des ondes de choc se
forment & mesure que le fluide passe de régions subsoniques a supersoniques. L'interaction
entre ces ondes de choc et la surface du céne peut entrainer des variations importantes de la
pression et de la température, ce qui affecte I'aérodynamique et les performances du
véhicule. L'analyse approfondie de ces phénomeénes est essentielle pour la conception des

véhicules supersoniques, tels que les avions de chasse et les missiles.

En régime hypersonique, ou les vitesses sont beaucoup plus élevées que celle du son, des
phénomeénes encore plus complexes se produisent. L'écoulement devient fortement
compressible, générant des ondes de choc fortement obliques et des régions d'‘écoulement
transsoniques. La modélisation précise de ces phénomenes est cruciale pour la conception
de véhicules hypersoniques, tels que les avions spatiaux réutilisables et les missiles

balistiques.

L’analyse d'un écoulement visqueux autour d'un cone en régime supersonique et
hypersonique offre des opportunités passionnantes pour explorer les phénoménes
aérodynamiques complexes associés a ces vitesses elevées. Ces études sont essentielles

pour la conception et l'amélioration des véhicules supersoniques et hypersoniques, et
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contribuent a lI'avancement de la technologie dans le domaine de I'aéronautique et de la

propulsion.
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ANNEXE

1. La simulation on CFD (ANSYYS)
1.1 C’est quoi le CFD ?

La simulation numérique en mécanique des fluides (CFD) est une discipline de la
prédiction des écoulements de fluide, du transfert de chaleur et de la matiéere, des réactions
chimiques et des phénomeénes unis en résoudre des équations mathématiques représentant

des lois physiques, a I’aide d’un processus numérique spécialisé:
*La CFD permet de visualiser des mécanismes invisibles et souvent impossibles & mesurer.

» L’analyse CFD est devenue un outil important pour le dimensionnement et 1’optimisation

des performances des équipements.
 L'analyse CFD compléte les tests a moindre cout.
» maximisant le rendement et réduit l'effort total requis dans les laboratoires.

2. Présentation d’ANSYS
2.1 ANSYS workbench

ANSYS Workbench est une plate-forme de simulation intégrée qui comprend une large
gamme de systemes dans la boite a outils, notamment des systemes d'analyse, des systemes

de composants, des systémes personnalisés et une exploration de la conception.

Il dispose également d'un schéma de projet ou les détails du processus d'exécution des
différents systémes d'analyse sont disponibles. Ces détails de chaque systéeme d'analyse
dans le schéma du projet incluent les données d'ingénierie, la géométrie, le modeéle, la
configuration, la solution et les résultats. De plus, les propriétés des schémas sont

disponibles pour la saisie de l'utilisateur.

2.2 ANSYS Fluent

ANSYS Fluent est un logiciel de calcul de dynamique des fluides écrit en langage C.

Fluent a de nombreuses capacités pour les simulations.
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2.2.1 Avantage de model k-omega SST

Le modele de turbulence k-omega SST présente des avantages importants en termes de
précision, d'adaptabilité, de prise en compte de I'anisotropie, de robustesse numérique et de

faible dépendance de la valeur initiale.

2.2.2 Qualité de maillage

On peut comparer notre qualité de maillage a partir de ce tableau :

Unacceptable Bad Acceptable Good Very good Excellent
0-0.001 0.001-0.14 0.15-0.20 0.20-0.69 0.70-0.95 0.95-1.00

Tableau A. 3Qualitéorthogonale
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