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Résumé :

Ce travail a pour but la réalisation d’un outil pédagogique en multimédia qui
accompagnerait les éléves ingénieurs de la 4" année aéronautique dans leurs
apprentissages du transfert thermique par le mode de la conduction.

Pour cela, une simulation numérique ayant pour base la meéthode des volumes finis
a été nécessaire, suivie par la réalisation d’une interface qui a pour objectif de
réaliser un TP de transfert de chaleur en virtuel.

Cela permettra ainsi a I’étudiants de comparer les résultats expérimentaux avec des

résultats obtenus analytiquement et ou numériquement.

Abstract:

The main purpose of this work is to developpe e-learning tools for studing
heat transfer by conduction to students in aeronautical engineering.
A conduction phenomena simulation must be conducted using a finite volume
method.
Next, an interface must be built.
Our goals are to carry out “virtual «experiment work in heat transfer, which will be

used by the students to compare with their experimental results.
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Introduction

De notre jour, les exigences du domaine de I’enseignement ne cessent de
croitre. L’ enseignement du savoir a changer d’une maniére radicale ces demiéres
années.Avec I’apport du multimédia (e-learning) et en utilisant les NTIC
(Nouvelles Technologie de 1’ Information et de la Communication).

* Le savoir était rare et est devenu surabondant
* Le savoir était figé et est devenu dynamique.

* Le savoir était imprimé et est devenu électronique.

L’enscignement multimédia a pour objectif I"Tamélioration et 1’accompagnement
des pratiques au quotidien. C’est une voie nouvelle qui permet un apprentissage a
distance et cela en utilisant les outils de I’information et de la communication (via
Internet).

Le slogan« a n’importe quel moment et a n’importe quel lieu» traduit

parfaitement 1’objectif du e-learning.

Pour ces différentes raisons, nous nous sommes intéresser a ce domaine, et nous
avons pense a concevoir un oufil pédagogique a savoir un TP de transfert de
chaleur qui accompagnerait les étudiants de 4eme année Aéronautique (Option
construction) dans leurs apprentissage du domaine de la conductivité thermique

ansi que fes étudiants en Génie Mécanique, Génie Civil et Chimie industrielle.

Pour cela notre travaille se compose de cinq chapitre :

Une étude bibliographique a été faite au premier chapitre ayant pour théme
I’enseignement par multimédia en vue d’assimiler les connaissances actuelles,
Pimportance prise par cette technique dans I’enseignement et les derniéres

recherches réalisées.



Au second chapitre, nous donnons un apergus des différentes méthodes numériques

existantes et utilisées dans I’engineering.

La discrétisation numeérique par la méthode des volumes finis sera détaillée dans le

chapitre trois.

Le quatriéme chapitre abordera la simulation numérique du phénoméne de la
conductivité¢ thermique et décrira la conception de I’interface du TP ainsi que la

présentation d’un guide d’utilisation.

Les résultats et leurs interprétations respectives sont présents dans le chapitre cing.

Une conclusion générale viendra finaliser notre étude.



Chapitre 1 ---
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Chapitre 1 1.’ enseignement par muitimédia

I.1 Généralité

L’enseignement est défini comme un processus de communication en vue
susciter I’apprentissage.

L’accés au savoir devient interactif. Il évolue rapidement en méme temps que
les disciplines.l’introduction massive des techniques d’information et de la
communication (TIC) dans le systéme éducatif va changer la fagon d’enseignant.[1]

L’enseignement multimédia a pour objectif I’amélioration des pratiques de
I’enseignant au quotidien et d’assurer une qualité d’accompagnent et de suivi des
éléves ingénieurs en formation.

Des recherches de techniques trés développés se sont faites autour des TIC et de
nouvelle méthodes d’enseignant ont été crée. [2]

Avec I’avénement du systtme LMD dans nos universités, le régime de
I’enseignement classique devrait changer petit a petit car il serait obligé d’étre
accompagné par ’enseignement multimédia et cela pour différentes raisons a

Savolir :

« Un savoir surabondant
e Un savoir dynamigue

¢ Un savoir électronique.

La technique du multimédia permettera 4 I’enseignant qui a des classe ou

- nombre d’¢tudiants trés important, o il lui sera trés difficile de s”occuper

. individuellement de chaque étudiants de le guider en en hors des cours délivrés pour

- cela des méthodes trés performantes ont €tés developées. [3]

C’est dans cet ordre d’idée que [’on s’est intéressé a cette technique. Notre

{ travail a pour but de réaliser un outil interactif qui viendra accompagner les travaux

- pratiques (TP) de transfert de chaleur (Cas de la conduction thermique) des éléves

ingénieurs 4™ Aéronautique constructeur ainsi que les éléves ingénieurs du génie

. mécanique génie civil ou chimie industrielle.
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Chapitre | L’enseignement par multmédia

Cette interface leurs permettra de visualiser 1’évolution de la température
dans le cas de la conduction pour un régime stationnaire ou instationnaire en cas
unidimensionnel ou bidimensionnel.

Ils pourrait ainsi comparer leurs résultats expérimentaux avec des résultats obtenus

par résolution numérique (MVF) et /ou analytique et cela pour différent cas.

L
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Chapitre II Les principales méthodes numérique de discrétisation

II-1-INTRODUCTION

Le développement des méthodes numériques de discrétisation (différences
finis, éléments finis, intégrales de frontiére, volumes finis, etc.) est heureusement
accompagné par les avancées du matériel informatique. Des programmes qui
nécessitaient autrefois des calculateurs complexes et onéreux tournent a présent sur
des PC d’un coiit modeste. Cela a contribué a faciliter la mise au point de logiciels
performants dont on cite quelques exemples, comme FLUX2D, FLUX3D, FLUX
EXPERT, MAXWELL, FEMLAB et CFX, ainsi que I’émergence des logiciels
dédiés et développés dans les laboratoires spécialisés. D’autres concepteurs
proposent des logiciels utilisant une méthode particuliére (souvent la méthode des
éléments finis et comportant des modules permettant de traiter des problémes
physiques de nature différentes (mécanique, thermique, électromagnétique,
mécanique des fluides etc.).
Dans ce cas, Iutilisateur n’a pas le choix des formulations, le type des conditions
aux limites et doit s’adapter 4 celles existantes. A lui de connaitre ses avantages et
ses inconvénients de chacune des formulations et méthodes possibles.
C’est pourquoi la tendance future est de réaliser des logiciels capables de choisir la

meilleure méthode en fonction des spécificités du probléme posé et des données

" fournies par I’utilisateur, et de Iui fournir la possibilité de traiter les problémes.

. Il'y a deux grandes familles de méthodes de discrétisation : {5]

e Les méthodes d’approximation des équations : Selon ces méthodes, on

' cherche une solution exacte des équations approchées car les opérateurs
 différentiels sont discrétisés sur un maillage (la méthode des différences finies et la
- méthode des volumes finis) [6].

¢ Les méthodes d’approximation des solutions : Selon ces méthodes on
cherche une solution approchée a partir des équations exactes. Les solutions
sont écrites comme des séries de fonctions tronquées aux ordres de
précisions désirées (les méthodes spectrales et la méthode des éléments
finis).

12



Chapitre 11 Les principales méthodes numérique de discrétisation

I1-2 Le processus de calcul
Réalisé, en général, en utilisant quatre méthodes numériques distinctes :

la méthode des différences finies, }a méthode des éléments finis, les méthodes

spectrales et la méthode des volumes finis. [4]

La méthode numérique comporte trois pas distincts :
e[.’approximation de la variable inconnue par différents types de fonctions
simples.
eDiscrétisation par la substitution de I’approximation dans les équations
différentielles et I’obtention d’un systéme d’équations algébriques ;
» Résolution du systéme d’équations algébriques.

La principale différence entre les quatre méthodes numériques consiste dans le type

d’approximation de la variable inconnue et dans le processus de discrétisation.

11-3 présentation des méthodes [7]
I1.3.1 Méthode des différences finies (MDF)
I1.3.1.1 Principe
La variable inconnue @ est décrite par plusieurs valeurs dans les points d’un
maillage.
Le développement de I’inconnue en séries de Taylor tronquées est utilis€

pour approximer les dérivées de I’inconnue, dans chaque point du maillage, par

~ différences finies en utilisant les inconnues voisines. En remplacant les dérivées

dans les équations différenticlles par différences finies on obtient un systéme

d’équations algébriques pour les valeurs de I'inconnue dans chaque point du

' maillage.

I1.3.1.2 Avantages de 1a méthode

® mise en ceuvre simple pour les géométries simples ;
o grand simplicité d’écriture et faible coit de calcul ;
¢ encombrement mémoire raisonnable (matrice de type bande) et temps de

calcul raisonnable.

13



Chapitre 11 Les principales méthodes numérique de discrétisation

11.3.1.3 Inconvénients de la méthode
e le principe de conservation n’est pas assuré aprés la discrétisation ;
e ’apparition d’instabilités numériques ;
e difficulté pour traiter les géométries complexes ;
o difficultés de prise en compte des conditions aux limites portant sur les
dérives ou les gradients de I’mconnue ;

e En général absence de résultas de majoration d’erreurs.

I1.3.2 Méthode des éléments finis (MEF)
II .3.2.1 Principe mathématique

Dans la méthode des éléments finis on utilise des fonctions linéaires ou
quadratiques, sur chaque éiément, pour décrire la variation locale de 'inconnue®
Les équations différentielles sont exactement vérifiées par la solution exacte. En
remplagant I’approximation de & dans les équations différentielles, on constate que
cellesci ne vérifient pas exactement, et un résidu est défini dans ce cas pour
mesurer 1’erreur. Le résidu est minimisé en le multipliant par une fonction de
pondération et en I’intégrant. Le résuitat de I’intégration est un set d’équations
algébriques pour les coefficients des fonctions d’approximation.
Le principe mathématique est basé sur les méthodes suivantes :

e Méthodes variationnelles (minimisation d’une fonctionnelle) ;

o Méthodes des résidus pondérés.

" Le principe fondamental de la méthode des éléments finis réside dans le découpage

du domaine d’étude en domaines élémentaires de dimension finie. Sur chacun de ces

 domaines, appelés éléments finis, la fonction inconnue est approchée par un
. polyndme dont le degré peut varier d’une application & I"autre mais reste en géncral
" faible. Ces éléments, triangles ou quadrilatéres, rectilignes ou curvilignes, doivent
" réaliser une partition du domaine d’étude (ils sont disjoints et leur union recouvre le

~ domaine tout entier).

14



 Chapitre 1I Les principales méthodes numérique de discrétisation

Cette partition qui est généralement appelée découpage ou discrétisation du
domaine doit respecter un certain nombre de régles qui permettent d’assurer un bon

déroulement du calcul.

11.3.2.2 Etapes de la mise en oeuvre

¢ Discrétisation du domaine en un nombre fini d’éléments ;

} ¢ Choix d’un modé¢le d’interpolation (variation de la variable ® sur

L I’élément);
e Ecriture des équations modéles sous forme algébrique au niveau local (dans
un élément): détermination des vecteurs et matrices caractéristiques ;
¢ Assemblage des vecteurs et matrices locaux en un vecteur global B et une
matrice globale A ;
e Résolution du systeme AX = B.

11323 Avantages
I e Adapté aux géométries complexes ;
¢ Détermination plus naturelle des conditions aux limites ;
e possibilit¢ de démonstrations mathématiques de convergence et de

majoration d’erreurs.

. 11.3.2.4 Inconvénients

‘ ¢ Formalisme mathématique plus compliqué et plus difficile 4 mettre en
oeuvre ;
e Difficultés pour résoudre les terme non linéaires ;
» Coiiteux en stockage mémoire (matrices pleines) et en temps de calcul
(Inversion) ;

¢ Caractére conservatif des équations non forcément assuré.

15



Chapitre 11 Les principales méthodes numérigue de discrétisation

I1.3.3 Méthodes spectrates (MS)

11.3.3.1 Principe

L’inconnue est approchée par des séries de Fourier tronquées ou par des séries

de Polynémes Chébichev. Par rapport aux méthodes des différences finies et des

“éléments finis ’approximation n’est pas locale mais elle est valide sur tout le
“domaine de calcul. On utilise également le concept du résidu pondéré comme dans

; la méthode des éléments finis ot en imposant que I’approximation doit correspondre

a la solution exacte pour les points du maillage.

On remplace, dans les équations modéles I’inconnue @ par des développements

tronqués sur des bases de fonctions orthogonales (Fourier) et en utilisant leur
- propriété d’orthogonalité on se raméne & des systémes d’équations différentielles

- ordinaires plus simples 4 résoudre.

1L.3.3.2 Avantage

¢ Permet d’obtenir des solutions d’une trés grande précision.

- 11.3.3.3 Inconvénients

¢ Formalisme mathématique plus complexe et mise en oeuvre délicate
¢ Difficultés pour traiter les géométries complexes et des conditions aux

limites non académiques.

' 1L3.4 Méthode des volumes finis (MVF)

La méthode a été décrite pour la premiére fois en 1971 par Patankar et
Spalding [8].

- 11.3.4.1 Processus de calcul

Au début, la méthode a été développée comme une formulation spéciale de la

- méthode des différences finies. L algorithme numérique est le suivant :

¢Le domaine d’analyse (de calcul) est divisé en volumes finis (génération du

maillage) ;
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e L ’intégration formelle des équations sur tous les volumes de contrdle ;

e [a discrétisation, qui implique la substitution des différentes
approximations de type différences finies pour les termes intégrés en
représentant différents processus d’écoulement comme la convection, la
diffusion et le terme source |

¢ Le résultat est la converston des intégrales dans un systéme d’équations
algebriques ;

¢ La résolution du systéme d’équations algébriques par I'utilisation d’une
méthode itérative. Le premier pas qui est 1’intégration sur le volume de
contrle, fait la distinction entre la méthode des volumes finis et tous les
autres techniques numériques. Le résultat de I’intégration exprime la
conservation exacte de la grandeur physique, @, sur chaque volume de
contrdle. Cette relation claire entre I’algorithme numérique et le principe de
conservation physique détermine la principale attraction de la méthode des
volumes finis et son concept devient plus facile & comprendre que le concept

de la méthode des éléments finis ou de la méthode spectrale.

. IT.3.4.2 Discrétisation par la méthode des volumes finis [7]

Le résultat obtenu a partir de la discrétisation d’une équation aux dérivées

partielles est un ensemble fini de valeurs qui permet de reconstruire la forme de la

. solution. Dans ce sens, une méthode numérique peut étre considérée comme un

laboratoire expérimental, a4 1’intérieur duquel des instruments de mesure ont été

implantés. Ces derniers doivent permettre de remonter a la grandeur que I’on veut

. étudier dans le domaine considéré.

Amsi le numéricien, tout comme |’expérimentateur, ne peuvent travailler

| qu'avec un nombre discret de valeurs, cet ensemble de valeurs devant étre

. correctement choisi pour décrire fidélement le comportement du domaine continu.

L’ingénieur doit donc garder a I’esprit qu’il n’est pas seulement important d’obtenir

une solution numérique, mais qu’il faut également s’assurer de la qualité de la

- discrétisation.
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' La méthode des volumes finis permet d’obtenir un systéme d’équations algébriques,
ou systéme discrétisé, dont les inconnues sont les valeurs de la grandeur recherchée
en un nombre fini de points du domaine d’étude. Il s’agira ensuite de savoir

- résoundre ce systéme d’équations algébriques.

1L3.43 Le concept de discrétisation

Le systetme d’équations algébriques est obtenu a partir de I’équation aux

dérivées partielles de départ. Pour ce faire, il est nécessaire de faire des hypothéses
isur la fagon dont la variable ® (par exemple) varie entre deux points du systéme
?discret, c’est-d-dire de choisir une loi de vaniation locale et le choix du maillage,

ainsi le nombre de points pris en compte dans I’équation discrétisée.

Nous sommes donc amené, pour obtenir un systeme discrétisé a subdiviser le

'domaine d’étude. C’est cette discrétisation de I’espace et du temps, associée a la
?fagon de prendre en compte les variations de @ entre deux points de maillage, qui

.permet de passer une équation aux dérivées partielles 4 un systéme d’équations

Ea]ge’briques qui contient la méme information physique et met en relation des points
‘voisins dans le maillage ; de ce fait, la valeur de ® en un point influence
éessentiellement celle de ses voisins immédiats.

j Toute bonne méthode de discrétisation doit étre consistante, c'est-a-dire
iqu’elle doit conduire 4 la solution exacte de I’équation aux dérivées partielles quand
on augmente indéfiniment le nombre de points de maillage. En effet, une
!augmentation du nombre de points entraine une diminution de la distance entre deux
points voisins, ce qui réduit I’influence de la loi de variation locale. 11 en déroule
%quc s’il n’est pas toujours possible de mailler finement tout un domaine, il faut
's’attacher 4 mailler le plus finement possible les zones soumises a des fortes
évariations de @.

%Le principe de discrétisation peut étre illustré en considérant I’équation de transport
pour une grandeur scalaire @ , valable pour toutes les équations d’écoulement, en

Tégime stationnaire :
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j(p(Dv )d4 = J(Fq)gmdtb)dA +feSqdV (ILD)
Avec :
= oD - 0P -~
grad® =V = —ij+—
Ox Oy

L’¢quation (I1.1) est appliquée sur chaque volume de contrdle du domaine de caicul

(domaine d’étude ou d’analyse). La discrétisation de cette équation donne :

Nfaces Nfaces
? Py ® Ay = )f: g (VO), +SgV 11.2)

—

Al=l4,i+4,

J En 2D

({’7 (D) - la valeur dee ® normal (perpendiculaire) a ['interface f

'V - le volume du volume de contrdle.

Les différentes étapes de la mise en oeuvre sont :
¢ Le domaine de calcul est discrétisé en un nombre fini de points (les noeuds
du maiilage), autour desquels on définit des volumes élémentaires (appelés
volumes de contrdle) contigus, non juxtaposés et sans discontinuités aux
interfaces |
¢ [ es équations modéles, sous forme conservative, sont intégrées sur chaque
volume de contréle (VC) ;
® Les intégrales sur un volume de contréle en un noeud donné sont évaluées
en approchant la variation de @ par des profils ou des lois d’interpolation
entre les nceuds voisins du point considéré ;
e Ecriture des équations algébriques en fonction des valeurs de ® aux noeuds
du maillage ;

» Résolution du systeme algébrique linéaire obtenu.
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I1.3.4.4 Avantages
¢ Préservation du caractére conservatif des équations sur chaque volume de

contréle (Continuité des flux aux interfaces), valable pour n’importe quelie

finesse du maillage ;

¢ Mise en oeuvre relativement facile ;

¢ Applicable aux géométries complexes ;

¢ Approche trés physique : bilan des flux ;

ePlusieurs schémas pour la résolution des termes non linéaires hyperbolique

¢ Temps de calcul et stockage mémoire raisonnable (matrice de type bande).

" 11.3.4.5 Inconvénient

¢ Moins précis que les méthodes spectrales.

11.4 Génération de maillage par la (MVF) [7]
11 existe deux méthodes pour générer le maillage dans le domaine de calcul.

La premiére, consiste a placer d’abord les nceuds et de placer ensuite les faces des

- volumes de contrdles a mi-distance de deux nceuds consécutif (figll.1). Ceci donne

- des volumes de contrles réguliers autour des points intemes du maillage, et des

demi volumes prés des frontiéres. Cette pratique exige des équations

supplémentaires pour le traitement des nceuds frontiéres.

Interface

/’7

&

HNeeud

o

NN
T
0
O
7
.
;

Fig IL1 Maillage non centré (TYPE A)
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La deuxiéme, consiste a partager le domaine en un ensemble de volumes

 élémentaires, puis les nceuds sont placés au centre des volumes (fig 11.2) Cette

pratique est souvent utilisée en raison de sa simplicité et ne nécessite pas un

traitement spécial pour les nceuds frontiéres.

Interface

Neeud

%
;
:
i

N
/
i

N

5
rd

FigIL2 Maillage centré (TYPE B)

Il existe le maillage du domaine carré et cercle. Pour la fig (I11.3) ; un maillage

- cartésien pour la cavité carrée [5] (maillage a pas spatial variable) et pour la fig
(I1.4) un maillage cylindrique pour la cavité circulaire [S] (maillage structuré a pas

. constat).

FigIL.3 maillage cartésienne pour FiglL4 maillage cylindrique pour la

la cavité carrée cavité circulaire
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' 11.4.1 Différentes formes des volumes de contrdle en deux dimensions dans la

MVF

H.4.1.1 Formes simples

La méthode des volumes finis peut étre vue comme une version spéciale de

" la méthode des résidus pondérés dont la fonction de projection @ est prise égale &

I’unité. Elle consiste a subdiviser le domaine d’étude en volumes élémentaires dits

- de contrdle (figurell.5) [9], de forme simple (rectangulaire en bidimensionnel) et

adjacents.

Chaque volume de contrdle (figurell 6) entoure un noeud principal P est limité par

~ des noeuds voisins (E, W, S, N) et quatre interfaces (e, w, s, n).

Différence finte

I —
Elément fini .
Neeud
-
ol
L
Volume fini ,/

Figll.5 Maillage du domaine d’étude en volume finis.
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Figll.6 Volume élémentaire dans le plan (x, y).

I1.4.1.2 Formes complexes
Il existe plusieurs types des volumes de contrdle sur lesquels la solution est

approchée.

11.4.1.2.1Volume de Contréle Quadrilatére
Les éléments quadrilatéraux sont utilisés dans des logiciels qui modélisent
par la méthode des volumes finis des écoulements dans des configurations

complexes [10].

Figll.7 Volume de contrdle de type quadrilatére.
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- 11.4.1.2.2 Maillage de Triangle (TR)

La premiére fagon (Figure I1.8.a) consiste a prendre les triangles eux-mémes.

- La meéthode qui en résulte correspond dans la littérature aux volumes finis au

- schéma (cellcentered).

Ce type de volume a pour avantage de ne pas nécessiter la construction d’un

- maillage adjoint que le maillage primal soit conforme ou pas (au sens éléments

finis), anisotrope ou adapté a la solution. Par contre, la discrétisation des opérateurs
du second ordre comme ceux intervenant dans les problémes visqueux présente des

difficultés [11].

a) TR b) BA
Figll.8 Volumes de contréle (TR), (BA) construits sur un maillage donné

11.4.1.2.3 Maillage Barycentrique (BA)

Ce type de maillage (Fig I1.8.b) consiste 4 associer a chaque aréte, un volume
construit en joignant les barycentres des triangles adjacents a cette aréte avec les
sommets de cette aréte. Ces volumes dits barycentriques ont été introduits par

Dolejsi et Angot [12] et permettent de combiner facilement la méthode de volumes

~ finis pour la convection avec une méthode d’éléments finis pour la diffusion si le

maillage primal est conforme [i1]
Ce choix présente I’inconvénient de travailler sur un maillage auxiliaire et de
conduire a des volumes déformés dans le cas d’un maillage primal anisotrope ou

non conforme.
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'11.4.1.2.4 Maillage d’Eléments de Volume (VE)

Il s’agit ici d’associer & chaque sommet “S” du maillage primal, le volume

| s’appuyant sur les centres de gravité des triangles ayant pour sommet “S” et sur les
‘milieux des arétes ayant “S” pour extrémité (Fig [1.9.a) [11]

‘Dans ia littérature des volumes finis, cela correspond a la méthode (cell-vertex

centered) et a la méthode (mixed élément méthode). Ce volume utilisé par Der vieux

[13] pour discrétiser les équations d’Euler et par Rostand et Stoufflet [14] pour
~approcher la solution des équations de Navier Stokes compressibles est trés répandu
‘dans la communauté volumes finis et mécanique des fluides car il permet de traiter

facilement fes termes visqueux [11]

Ce choix nécessite la construction d’un maillage dual et peut conduire a des

‘volumes déformés dans le cas de maillages anisotropes. On notera que le nombre de

‘volumes égal au nombre de sommets est plus petit que pour les deux choix

précédentes et que le nombre d’interfaces est lui plus grand.

a) VE b) MV

Figll.9 Volumes de contrdle (VE), (MV) construits sur un maillage donné
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'I1.4.1.2.5 Maillage de Volume Modifié (MV)

1§ est question ici d’un volume de contrdle légerement modifié par rapport au

: précédent (Figll.9.b) puisque il est obtenu enjoignant les centres des gravités des
| triangles ayant un sommet en commun. Utilisé par Perthame et Qui [15] ce type de

- volumes réduit, par rapport aux volumes (VE), le nombre d’interfaces par volume

[11].

Les volumes de controles (type MV et quadrilatére) utilisés dans le maillage

+ de 1a méthode des volumes finis ont récemment permis de développer les principes

fondamentaux qui font d’elle une méthode de discrétisation performante.

Les méthodes de discrétisation par volumes finis se sont montrées robustes et

efficaces : elles permettent d’assurer les lois de conservation a un niveau discret, de
préserver le principe du maximum et la monotonie, de capturer les discontinuités
grice a des techniques de décentrement et de traiter des géométries ou des maillages

- complexes [16] et [10].
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Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

I11.1 INTRODUCTION

Dans l'étude du transfert thermique on distingue trois modes de transmission

-~ de la chaleur: la conduction, la convection et le rayonnement. [10] et [17]

Le phénoméne de la conduction, a lieu dans les solides. La convection s¢
rencontre spécialement dans les fluides.
L'apport de chaleur par rayonnement peut avoir lieu dans tous les milieux
transparents aux ondes électromagnétiques. En réalit¢ la distribution de la
température, dans un milieu, est la conséquence des effets de ces trois modes de
transfert thermique ; il est impossible d'isoler un mode de transfert thermique d'un
autre mode. Pourtant, pour la simplicit¢ de I'étude, on considére ces modes de

transfert thermique séparément. Par exemple, on peut étudier la conduction couplée

-avec la convection et on néglige le rayonnement.

Une grandeur souvent utilisée dans I'étude du transfert thermique est la densité du

‘flux thermique qui représente la chaleur traversant 'unité de surface et par unité de

temps.

III.1.1 Conduction
La conduction thermique est le phénoméne de transport de la chaleur mis en
jeu dans les solides ; elle est également présente dans les liquides immobiles et a un

moindre degré dans les gaz. Le phénoméne microscopique (a 1’échelle atomique)

‘intervenant dans la conduction thermique est la propagation de I’agitation thermique

des particules des zones plus chaudes vers celles des zones plus froides.

Le mécanisme microscopique consiste dans la vibration moléculaire ou
atomique (liquides, gaz) et la vibration cristalline ainsi que dans le déplacement des
électrons libres (métaux). La conduction thermique est donc le phénomene par
‘lequel I’énergie est transférée des zones 4 haute température vers des zones & basse
température.

‘La loi de Fourier (pour un milieu isotrope, a travers une surface isotherme) montre
que le flux thermique, par conduction, dans une direction donnée est proportionnel a
1’aire A normale a la direction du flux thermique et au gradient de température a

cette direction.
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Le flux thermique, dans la direction x, par exemple, conformément a la lo1 de
Fourier est donné par la relation :
dr

) =—A—A W HI-1
Ou si I’on exprime la densité du flux thermique :
Ox d1 2 :
=ZX w -2
dx A [ {m ] (I1-2)

- Le coefficient de proportionnalité A , appelée coefficient de conductivité thermique,
dépend de la substance (nature, structure, température, pression, densité, etc.) ; il se
‘mesure en Wm™ K™ et il est toujours positif car la chaleur se transmet des zones

chaudes vers les zones froides. Si la température décroit dans la direction positif x,
dr :

alors — est négatif.

f dx &

Le flux thermique Q, et la densité du flux thermique qx étant des quantités positives
dans la direction positive x, alors il est nécessaire d’introduire le signe moins dans le
‘membre droite des expressions (I1I-1) et (III-2). Si le membre droite des expressions
(II1-1) et (I1I-2) est négatif alors le flux thermique (et également la densité du flux
thermique) est orienté dans la direction négative x.

Dans le cas général, dans ’espace a plusieurs dimensions, la loi de Fourier est

donnée par la relation :
Q=—AVT A4 (111-3)

Oui 4 Est le vecteur normal 4 Paire A. La densité du flux thermique est :
P (I11-4)
En général la conductivité thermique A varié en fonction de la température. A des

basses températures, cette variation peut étre négligée.

II.1.2 Convection

Dans le cas d’un écoulement d’un fluide en contact avec une paroi solide, s’il
y a une différence de température entre la paroi et le fluide, il y a alors un transfert
thermique entre le fluide et la paroi comme une conséquence du mouvement du

fluide par rapport a la surface de la paroi. Ce phénomene de transfert de chaleur est
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_appelé convection. La propagation de la chaleur est réalisée par transport des
particules. Il existe deux types de transport :

» Naturel (libre), di aux différences de densité qui sont générées par les

. gradients de température (si le fluide est isotherme, il n’y a pas de mouvement) ;

¢ Force, dil a I’action mécanique (ventilateur, etc.).

- Pour permettre ce type de transport, la matiére doit donc se déplacer facilement.

' Le phénoméne de convection libre se rencontre couramment lorsque le fluide s’étant
. échauffé au contact d’un corps chaud, qui s’éléve et est remplacé par le fluide froid.

- Le mouvement du fluide a lieu a cause de la différence de densite. Lorsque le fluide
~ est mis mécaniquement en mouvement, il y a convection forcée.

- La densité du flux thermique q est donné par la loi de Newton

q=he [T 5 —Tf) (111-5)
- Ou
h. : Coefficient de conduction dépend d’un grand nombre de facteurs et en

' particulier de I’écart de température AT =T, —T, entre le solide et le fluide.

. ITL.2 Conduction thermique 1D stationnaire

L’equation différentielle est la suivante :

4 (z‘” ]+s 0 (I11-6)
dx dx

- MI1.2.1 Discrétisation du domaine de calcul

La fagon de discrétisation est présentée 4 la figure (111.1)

|‘_ (BX )y —’l“— (6x)e "_’1

-1 i i+1
- W & g @ » X
W P E

o AX ——w»

Fig II-1 Maillage unidimensionnel.
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HL.2.2 Intégration de 1’équation de conduction 1D surle VC en P
En intégrant I’équation (I11-6) sur le volume de contrdle fig (I11.1) on obtient

- Successivement
| d—(& -di)dx +]‘ Sdx =0 (I1-7)
o dx dx s
dr 1° T
[,1 T } +j Sdx =0 (111-8)
dr ar\ = |
() 4] Lo e

: Ou S est une valeur moyenne du terme source S sur le volume de contréle. En
tenant compte de la loi de Fourier t; =—AgradT q étant la densité du flux

| thermique, I’équation (I11-9) peut étre écrite ainsi :

—q.+q, +SAx =0 (111-10)
Ou g.et g, sont les densités du flux thermique aux interfaces du volume de

-contrdle.

TIL.2.3 Choix d’un profil de température

Il y a deux types de profils {7] [8] qu’on peut envisager, I’'un étant le profil

‘constant (figllL.3.a) et I’autre le profil linéaire (figlIi.2.b).

L
T 1 To o
. :
W ]
e |
M 1 - X 2 » X
W w P & E P ® E
a) Profil constant. b) Profil linéaire.

Fig ITL2 Choix du profil de température.
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Dans le cas d’un profil constant de température Fig(111.2.a), sur le volume de

“contrdle, on a une discontinuité de T aux interfaces w et ¢ du volume de contrle.

.De plus, la dérivée dT / dx n’est pas définie et donc ce profil de température ne

convient pas. Dans le cas d’un profil linéaire de température Fig (1[L2.b), entre les

“noeuds du maillage, la discontinuité de T n’existe plus et les dérivées aux interfaces

.sont définies comme suite :

Te—=TF -
[‘”] SIS Rt PR & B i (1-11)
dx J, X - X, Jx,
(dT) T, Ty _ T, -Ty (II-12)
dx /, X p =Xy Sx,

I11.2.4 Ecriture de 1’équation de conduction thermique sous la forme algébrique
L’équation (1II-10) s’écrira ainsi :

;{e (TE _TP)_ ;“w (TP -
Sx, Sx

T s
A )+ SAx =0 (I11-13)

w

Ou S est la valeur moyenne de S sur le volume de controle.

Finalement, aprés le regroupement des termes, 1’équation algébrique s’écrite ainsi -

aPTP =aETE +awTW +b (III-14)
_Avec
a A, a A,
=i | = e— a = a + a
N CED T ox), 0 F e
b=3S A x (111-15)
Remarques

1. La forme générale des équations discrétisées est la suivante :
aplp =X aycTyq +b Vs = voisin (llI-16)
2. La dérivée dT / dx aurait pu étre évaluée avec d’autres fonctions

d’interpolation ;
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3. Toutes les quantités ne doivent pas forcément étre évaluées avec les mémes

fonctions d’interpolation ;
4. Pour une méme variable, les mémes fonctions d’interpolation ne doivent

pas étre forcément utilisées pour tous les termes dans I’équation modeéle.

"En général §x,, = Jx,, le maillage pouvant étre non uniforme. Le raffinement du

-maillage est fait dans les zones de forts gradients.

H1.2.5 Détermination de la conductivité thermique aux interfaces des volumes

de contrdle [7]

En général A, # A, , la conductivité thermique étant en fonction de la

‘température, A= A(T' ), ouméme 4 = A (x ) pour les matériaux composites.

La conductivité thermique a I’interface "e" peut étre déterminée par I’interpolation

linéaire entre les points PetE :

%o = fehp +(1- fe) Ag (111-17)
Avec
o 8x]) Fx,
= - =
fe 6xg et Je dx

Si I’interface"e "(figlll.3) est située a mi-distance de PetE, alors fe=1 /2 et on

obtient :
A + A
Ay = ”—2—5— (I1-18)
8x,
51, —>a—— 0%, —»
- . E
(%) ()

Fig HL3 Sur la détermination de la conductivité Thermique.
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I11.2.5.1 Conservation du flux aux interfaces

Si ’on considére le flux & interface "e" (figlll.4) on peutécrire T, = Tp

(_dl) - ;i'e (TP _TE)= 'Q'P (TP _Te)= ;I'E (Tc _TE). (HI_lg)

q, =4

(3

dx Sx Sx ox’'

e € &

9. -——>‘P_‘ R i bl O P -g:—)q‘
- Lt i >

Fig I11.4 Conductivité thermique a I’interface.

La densité du flux thermique a I’interface peut, également, étre écrite ainsi

_ TP _TE - TP _TE
T = 5x. ox;  ox, (111-20)
+
A, A, A,

De la relation (I11-20) on sort I’expression de la conductivité thermique a I'interface

du volume de controle :

A, = . (111-21)

+
A P /1 E
Si I’on tient compte de la définition du coefficient fe, la relation (I11-21) devient :

i
o= T 7 (111-22)

Ap A

Si ’on considére le cas particulier avec f, =1/ 2 la conductivité thermique a

I’interface est :

2 A, 4
A, = Lo 11123
‘ A, + A ( )

Qui est la moyenne harmonique des conductivités thermiques des noeuds voisins du

maillage.
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Chapitre II1 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

Remarque
La formule (111-23) est plus recommandée que ia formule (111-18)

e Si 4. —0 dans la formule (111-18), ce qui signifie qu'on a un matériau
isolant endx } , ce qui implique ¢, #0 ), alors 4; - f. 4, 20 et la

densité du flux thermique est donnée, a la limite, par la relation suivante :

_)fe’lp(TP_TE);&O,
ox

e

qg. (111-24)

Ce qui ne convient pas.
® Si 4, » 0 (dans la formule (III-23), on obtient que ¢, =0 ce qut
convient.

*Si Ap / Ap —0 (dans la formule (I11-18), ce qui signifie que 4p>> 4

4,=J‘(/TE) , et que la température (I, =7, ) alors 4, = f 4, ce qui ne
convient pas.
e Si A;/A, >0 (dans la formule (111-23), alors 4 —> 4. [, et la densité du

flux thermique a ’interface "e", a la limite, devient :

;“E (TP“TE): ’15 (TP _TE)
f.0x, ox ’

q., > (11-25)

Ce qui implique 7, = T, , et ce qui convient.

[I1.2.6 Traitement des non linéarités

Si dans I"équation (II-6) A=A(7 et S =S(7) alors on a dans ’équation
discrétisée :

b=b(T) a=a,(T) ay=a;(T) (111-26)
' Donc I’équation discrétisée (I11-14) est une équation non linéaire.
La résolution du systéme d’équations algébriques, dans ce cas, se fait par une
procédure itérative. Les étapes qui doivent étre parcourues sont les suivantes :

1. On donne des conditions initiales pour les 7i pour tous les points "i " du

maillage.
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* Chapitre III La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

2. On caleule les coefficients a, (7, ), a5 (T, ) etb (7, ).

3. On résout le systéme d’équations algébriques linéaires pour obtenir les
nouvelles valeurs desT,.

4. On itére (retour en 2.} jusqu’a ce que les valeurs de 77 se stabilisent c’est 4

dire atteinte de la Convergence).

- IIL.2.7 Traitement du terme source S [8]
: Le terme sourceS (T ) a une dépendance non linéaire de la température. 11
i faut alors linéariser en T, pour obtenir un systéme d’équations algébriques linéaires,
ainsi
S@)=8.(@T;)+s,(@, )T, (111-27)
Ou
- T; est la température obtenue a l’itération précédente. En méme temps il faut
respecter la régle N3, c’est-a-dire S (T " ) <0
. Lors de la linéarisation de S (T)en S. +S, T, on peut avoir :
* Sp_sopimum Donné par la pente de la courbe S=f(T)en T , (si cette
pente est Négative).
¢S, > 0, on a la divergence du processus itératif (la régle N°3 n’est pas
vérifiée).
©0>S, > S8, pimm ilyalerisque de divergence

S5, <8 < 0, convergence plus lente mais assurée.

Paptirnen -
II1.2.7.1.Les régles de base (régles de Patankar)

Les suivantes regles ont été énoncées par Patankar [8]

-Reégle N°1 : Consistance du flux aux interfaces des volumes de contrdle.

L



Chapitre i La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

Si une interface est commune a deux volumes de controle, P'expression du flux a
travers elle, dans les équations discrétisées, doit étre la méme pour les deux volumes
‘de contrble voisins considérés.

‘Régle N°2 : Tous les coefficients @, et a, doivent avoir le méme signe dans

I’équation discrétisée.

‘Régle N°3 : Pente négative dans le terme source linéarisé.

Lors de la linéarisation du terme source S = S.+ S, T, la pente §, doit étre< 0 car

sinon on peut avoir a, <0 avec des a,; >0 (contraire 4 la régle N"2).

Régle N°4 : Les équations discrétisées doivent rester valables quand la valeur d’une

variable dépendante augmente avec une valeur constante. Mathématiquement la

régle peut étre écrite ainsi :

1I1.2.8 Traitement des conditions aux limites
On considére I"équation de conservation de 1’énergie (111-6) dans le domaine

0< x <L et le maillage unidimensionnel présent¢ a la figure (I1L.5)

T T, T T o 5 T Tuy Ty By Th
0 % R ;1(4/‘, ;+| %N} g&z:él lg:wl
x=0 I=L

Fig I11.5 Maiilage 1D en volumes finis

1’ intégration de 1’équation (III-6) sur un volume de contrdle (VC) autour d’un

neeud intérieur "1 " donne :

ar dar —
/1—) —(ﬂ.—w—J +5 (T, )Ax =0 (111-28)
( dx i+l/2 dx i-1/2 ( )

L



Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

En exprimant les dérivées sous la forme discréte, on obtient :

T'+ —7; Ti —Ti— r )
’1';»{1/2#"—__1'-1!27]*—5 (T,.)Ax =0 =2

i N-1 (11129
Ax (111-29)

Ou S est la valeur moyenne de Si sur le volume de contrdle autour du point "i ".

En regroupant les termes 1’équation (I1I-29) peut &tre écrite ainsi :

AT — (’141/2 + A )T, +AanTia = Si (T, )(Ax)2 (111-30)

1

'Si A4_y/5 = 4,y/2 =4 I'équation (I1I-30) prend la forme suivante

i

T,y =2T; + Ty = =G, i=2;......N (11-31)

Ou

G = E;‘ (A.I)2
A

Pour les points 1 et N situés aux frontiéres du domaine de calcul on intégre
I’éguation (I1I-6) sur un demi volume de contrdle.
Les trois cas typiques de conditions aux limites rencontrées pour les problémes de
conduction thermique sont :
1. Température imposée (connue) 4 la frontiére (condition de type Dirichlet)
2. Densité du flux thermique imposée, donc dT / dx connue (condition de
type Neumann)
3. Densité du flux thermique spécifiée par un coefficient d’échange (h) et une
Température du fluide environnant (T f) ou par un flux radiatif (condition

mixte ou de type Fourier)

on +(-+%) - ;(T(.;};_Ti g) s

'‘Ou ¢ est le coefficient d’émission et o est la constante de Stefan Boltzmann.
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* Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

- 111.2.8.1 Conditions aux limites de type Dirichlet

Dans ce cas, si la température 7, ou/et T, est connue, il n’est pas nécessaire

- d’écrire une équation discrétisée supplémentaire au noeud 1 ou/et N. Quand on a
~une seule condition de type Dirichlet (au noeud 1 ou N) le nombre d’équations a
résoudre est N -1. Si I’on a deux conditions aux limites de type Dirichlet (dans les
- points de frontiére I et N) alors le nombre d’équations & résoudre est N - 2. Pour

- 1=2 de Péquation (11I-30) on obtient:

= 2
RIPLE CRIPER RIPY RN T (09 [ C8)) (m-32)

- La température T1 étant connue, le terme A, ,,,,,/; passe comme un terme source,

" au membre droite de I’équation, et la premiére équation & résoudre devient

— 2
‘(’12+1/2 # "2-1/2)T2 +ag,1/0Ts =S5 (1 )(&%) -2y y o1y (1-33)

Pour A= cte, I’équation (III-33) devient :

— 2
-8 T A
Y P T ( 2,1)( ) T, (1-34)
 Pour i =N-1 de I’équation (II1-30) on obtient
| . , |
~Sn-(8)" = 2y ai2Tv-2 ~\Avayarz Az v
(I11-35)

*AN-p2IN

- La température Ty étant connue, le terme ).( N-ipa »l x passe comme un terme source

et la derniére équation & résoudre devient :

T 2
AN-yv2ln-2~ ("(N—l)mz y A(N—l)—llz) Ty =Sy (8) ~Ayyuply  (11-36)

Pour A = cte, I"équation (II1-36) devient :

— 2
T, , - 2T, = —SNA(AI) _

i _ 7 T, (11-37)

10



Chapitre 11T La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

111.2.8.2 Conditions aux limites de type Neumann

En intégrant I’équation (II1-6) sur le demi volume de contrdle (VC) illustré a

la figure (I11.6) on obtient :

AXx

N-1 nW/ <On
]

-

Fig IIL6 Traitement d’une condition a la limite de type flux imposé (Neumann)

]d (ﬂ.dT )dV + [ sdv =0 (111-38)
dx dx ve

LE4

- Ce qui donne pour d¥ =4 .dx =1.dx (le cas unidimensionnel) :

¥ d dT Y
[ s (,1 = de +[ sdx =0 (I1-39)

'Et finalement apres I’intégration, on obtient :

dT dT
A—1 +|A—| =0
(o) L) -

Et finalement apres 1’intégration, on obtient :

(Ad—T) +(a,d—T) +§N”32—x=o (1l-41)
N n

Gy = ( p dLJ (111-42)

ﬁL’équation (I11-42), en exprimant la dérivée au point "n” avec différences centrales,

devient:

o L4 ]



Chapitre 11 La discrétisation par 1a MVF aux problémes de conduction thermique
T—T, = Ax
—OQ. - N N ¢ =0 I11-43

'En regroupant les termes dans I’équation (I11-43), on obtient I"équation discrétisée,
“valable pour le point de frontiére N, pour la condition a la limite de type Neumann

(flux imposé) :

_ Sy (Ax)2 " Oy Ax
24,472 Ayn

Ty, —-Ty = (Ii-44)

Pour la condition 4 la himite de type Neumann homogéne on aQ, =0 . Le terme 5.

‘est en fait la moyenne arithmétique entre le terme source du point N et le terme

source de 1’interface n du demi volume de controle.

1II-3 Conduction thermique 1D instationnaire
111-3-1 Equations de la conduction thermique

TL-3-1-1 Equation de la conduction thermique unidimensionnelle (1D)

Dans ce paragraphe on démontre I’obtention de I'équation de la conduction

‘thermique 1D instationnaire en coordonnées cartésiennes. On considére une paroi

solide ou la température T(x, f) est en fonction du temps et varie dans une direction

seulement, le long de la coordonnée x. On a vu au paragraphe (111.1.1) que lorsque la

température varie le long de la coordonnée x, on a une densité du flux thermique

dans la direction de I’axe x donné par la loi de Fourier sous la forme :

oT (x,t)
ox

Pour généraliser I’analyse, on suppose aussi une source a I’intérieur de la plaque

g=-1 wim? (I1-45)

(par exemple, les pertes par I’effet Joule) ayant le taux de génération S = S(x, ) en.
| W/ m> On considére un élément de volume ayant I’épaisseur Dx et [’aire A
‘perpendiculaire a ’axe x, iHustré a la figure (IIL7).

L’équation de bilan sur cet élément de volume est la suivante :

AN



" Chapitre 1Tl La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

le taux net d'energie le taux net le taux net
transmise par +{ de I'énergie |=| de croisance (I11-46)
conduction thermique ) | générée de I'énergie interne

Fiux therrmque
desortie{ Aqj .,
> %

Flux thermique
d'entrée [ Ag ],

E X+Ax

Fig I1.7 Elément de volume pour I’équation de conduction thermique 1D.

Soit q la densité du flux thermique au point x dans la direction positive de la

'Coordonnée x sur la surface A de I’élément de volume. Alors le taux du flux

' thermique qui entre dans 1’élément de volume par la surface A au point x est :

[Aq]. (1IL47)

De méme, le taux du flux thermique qui sort de 1’élément de volume au point x + dx

est:

[Aq], - (I111-43)

Le taux net de gain de flux thermigue par I'élément de volume, par conduction, est la

différence entre ces deux quantités :

[Aq), -[Ad],., (111-49)
‘Le taux d’énergie générée dans ’élément de volume ayant le volume AxDx est
‘donné par :

SAAx (I11-50)

‘Le taux de croissance de ’énergie interne sur 1’élément de volume résultant de la

‘variation dans le temps de la température est :

oT (x,7)

C
Pr o

4 Ax (111-51)

Les termes des équations (I11I-49) a (I11-51) sont introduits dans 1’équation de bilan

(111-46) et ensuite on peut ’écrire sous la forme suivante

Lh



Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique
1[44].... ~[44]. or (x,T)
- = +8 = —_— 11-52
o o 2, ON 5 ( )

' Si I’on introduit la densité g du flux thermique donnée par la relation (I1I-45) dans
" I’équation (III-52) on obtient :

T (x,t

’ a_(_{iz_l_a_[A,la_T-).,.S (I11-53)
ot A ox Ox

Pour I’équation (I11-53) on n’a pas spécifié le systéme de coordonnées mais il est

nécessaire de connaitre la dépendance de I’aire A en fonction de la coordonnée x.

I11.3.1.2Coordonnées cartésiennes
Si I’aire 4 ne varie pas tout au long de la coordonnée x alors I’équation
(111-53) devient :
oT (x.t) a( E)T)
— == A—{+S Ii-54
o m\ Ve (Im-54)
qui est I’équation de conduction thermique 1D instationnaire en coordonnées

cartésiennes.

I11.3.1.3 Conditions aux limites

Pour la résolution d’une équation de transfert thermique, des conditions
initiales et aux limites adéquates sont nécessaires. Les conditions initiales spécifient
la distribution de la température a I’instant £ = 0. Les conditions aux limites
spécifient les conditions thermiques aux frontiéres du domaine de calcul. Par
exemple, sur une frontiére, on peut spécifier la distribution de la température, ou la
distribution de la densité du flux thermique, ou un transfert thermique par
convection vers le fluide environnant ayant une température connue et un coefficient

de transfert thermique aussi connu.

Par la suite on présente ia représentation mathématique des trois types de conditions

aux limites appelées température imposée, densité du flux thermique imposée et

condition a la limite par convection.

Ay



Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

I11.3.1.4 Conditions aux limites de type “température imposée” (Dirichlet)

Dans de ce type de conditions la température est considérée connue sur les

frontiéres du domaine de calcul..

On considére une plaque d’épaisseur L illustrée a la figure (II1.8) On suppose que la

surface de la frontiére a x = 0 est maintenue a la température uniforme 71 et la

'surface de frontiére a x = L a la température uniforme 72.

P ]

T(xH)i=T T(xi=T2
x=0 x=L

Pl W e NS

Fig I1L.8 Température imposée aux frontiéres (conditions aux limites du premier type).

Les conditions aux limites peuvent étre écrites ainsi :
T (x, t)| , =T(0, ) =T, (111-55)
T (x, 9|, =T(L, 9 =T, (I11-56)
Dans certains cas, la distribution de la température aux frontiéres est spécifiée en

fonction de la position et du temps. Quand la valeur de la température est spécifiée a

la frontiére, on dit que la condition a la limite est du premier type.

[11.3.1.5 Conditions aux limites de type “densité du flux thermique imposée™
(Neumann)
Dans certains cas, a la frontiere d’un domaine de calcul, la densité du flux
thermique est connue. Par exemple, quand une surface du domaine d’analyse est
chauffée a I’aide d’une installation électrique la densité du flux thermique sur la

surface est connue.

A



Chapitre II1 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique

Soit un domaine de calcul illustrée a la figure (II1.9) On suppose que par la surface

de la frontiére du domaine de calcul, 4 x = 0, on a une densité de flux thermique g,
(w /m?*) Et par la surface de la frontiére ax=L ona q, (w /m?)
A x = 0, la source de chaleur extérieure q,qui entre par la surface de la frontiére

doit étre €gale 4 la densité du flux thermique de conduction de la plaque :

orT

-

q, (11-57)
ox

x =0

A x = L de chaleur extérieure qp qui entre par la surface de la frontiére doit étre

égale a la densité du flux thermique de conduction de la plaque :

L (111-58)

ox

x=L

Dans les équations (111-57) et (II-58) une valeur positive pour g, et q, signifie que
la source de chaleur (la densité de flux thermique) entre dans la plaque tandis
qu’une valeur négative deq, et q, signifie que la source de chaleur sort de la

plaque. Ces conditions aux limites s’appellent conditions aux limites du deuxiéme

type.

de chaleur de conduction
do =|-A—

- o
Wi Denmoruﬂud——-ﬁ—decmm

Fig IIL9 Densité du flux imposée aux frontiéres (conditions aux limites du deuxiéme

type).

II1.3.1.6 Forme générale de I’équation discrétisée

L’équation différentielle de la conduction thermique 1D instationnaire est :

AA



Chapitre 111 La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique
oT 13, oT
= A +S T1I-59
PC ot  ox [ ox J ( )

Ou p est la densité de masse, C, étant la chaleur spécifique a pression constante.

5wa 5xPe

———»le———>»

1 ] ]
& wV%%e -
w e E

Fig 11110 Volume de contrdle 1D

On considére te volume de contrdle unidimensionnel de la figure (II1.10).
L’intégration de 1’équation (111-59) sur le volume de contrdle et sur un intervalle de

temps de £ au 7 +Af donne :

t+Af aT oT F+At
i yercp Lava - j " [ }xm 7§ sdvar (I-60)
t ’ ot t ve

L’équation intégrée (111-60) peut étre écrite ainsi :

efrtlm 12y ﬂ-dr}dV = [[,m ?E_Je (,u QL ]dH”jA’ Tavas (II-61)

w 5] ] ax F3

Ou A est I'aire transversale du volume de controle, AV étant le volume de celui-ci
égale aAAx .

Si la température du noeud P est supposée la méme sur le volume de contrdle,

' la partie gauche de I’équation (III-61) peut étre écrite ainsi :

ye

f [Hm ———dt }dV =4Cp (TP —TIQ)AV , (11-62)

Ou T est latempérature & UinstantZ et T, & Iinstant ¢ + At .

En utilisant un schéma avec des différences centrales pour les termes de

conduction de la part droite de 1’équation (111-62) on obfient :

AL
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, 0 _t+AL Tp-Tp Tp -Ty 1+Ar _ 1163
p(,P(TP-TP)Ax_tj b B P -t L—Ef+ | Soxdr (111-63)

Pour calculer la partie droite de I’équation (111-63) il faut connaitre la variation
deTp,T wet 1 dans le temps. Pour cela il y a de nombreuses possibilités, on peut

prendre la température 4 1’instant 7 | T a ’instant £ + At , Tpou une combinaison

linéaire des températures a 'instant I et £ +M . La forme générale d’intégration

temporelle s’écrit :

1+At T}(,)At -64
[ Tpdi={Tp At (I1-64)

i P
(fTP +(1—f)T}?)Ar

- On 0<f <lestun facteur de pondération.

. En appliquant la forme générale d’intégration temporelle (111-64) aux pointsT,.,

Ty et Tgon obtient :

<, [%JM » Fe (5 -7p) % (e Ty )}

ox dx
¢ iy (I11-65)
0 0 0 0
T (T2 -Tp ) A (TP -1y )| -
+(1-1) 51, - Fry +S Ax
- En regroupant les termes dans 1’équation (I11-65) et on obtient
1’équation (I11-66) :
AN A % jv _ iv__ _f
[;:CPE-(I—f) % (/)3 Ay ]Tg+§Ax
Si ’on identifie les coefficients de 7;; et 7, comme 4G et @ on peut écrire
L’équation (III-65) sous la forme générale discrétise
T =gy [Ty +(1-f )Ty |+a [T +(1-1 )T} ]
(II1-67)

+{ah (1= )a, ~(1-/ VT2 |+ ~(~F a, (1S o 77 +b

AL
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. Ax
Ou a= f(QV +aE)+af(: f£=pCP Al 5
4, A, =
T a. =— b=SAx .
¥ Ox,, £ ox,

~ La forme exacte de I’équation discrétisée dépend de la valeur du facteur £

Lorsque /= 0 On utilise seulement les températures :7}?, T, etT, aVPinstant t, dans
le membre droit de L’équation (I11-67), pour calculer?, a Iinstant f +Af ; un tel
schéma s’appelle schéma explicite
. Lorsque 0 < f<1, on utilise tant les températures a I’instant I que les températures

a l’instant  +AZ ; le schéma obtenu s’appelle le schéma implicite.
® Le cas limite quand =1 le schéma s’appelle totalement implicite.

e Si f=1/2 le schéma s’appelle schéma Crank-Nicolson ou semi implicite.

' Dans notre étude, le schéma choisis est le cas implicite

I11.3.1.7 Schéma totalement implicite
Lorsque f =1, dans I’équation (HI1.67) on obtient le schéma totalement

implicite.

L’équation discrétisée est la suivant :

a,T,=a,Ty +a,Ty +a,T,) +8, (111-68)
Ou
-0 _ _A _A
a,=a,+q, +a; Sp .oa = oy . a —E_

La régle N°2 est toujours vérifiée, donc le schéma totalement implicite (TT) est
Inconditionnellement stable. La précision du schéma TI est de premier ordre dans le
temps, donc un petit pas dans le temps est nécessaire pour augmenter la précision

des résultats.
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Ii1.4 Conduction thermique stationnaire en deux dimenstons (2D)
[11.4.1 Forme générale de I’équation discrétisée

La méthodologie utilisée pour la discrétisation de 1’équation dans le cas
unidimensionnel peut étre utilisée facilement dans le cas bidimensionnel (2D). Pour

illustrer cette technique on considére ’équation de la conduction thermique 2D

stationnaire :
J T 3] T g (11-69
6x[18x)+8y(layj+6 0 )

Le type de maillage utilisé, dans ce cas, est représenté a la figure (111.11)

- riepseadmengeana

i
1
]
q
]
S R T I
[}
]
]
1
L}
]
1
1
P Yy - .
]
]
1
]
[}
1
]
|
1
1
]
J
i
[}
(]
]
L
L]
{
i
]
|
|

Fig II1.11 Maillage 2D.

De plus, par rapport au maillage 1D, aux noeuds voisins, “East” (E) et
“West” (W) du point P on ajoute les voisins “North” (N) et “South” (S).

* L’intégration de I’équation (111.69), sur le volume de contréle, donne :

7, oT 0 oT
IVCE;(A —6';)dXdy+ Ivcg[ll g}dxdy'FI‘,chV = 0 (].II '70)

" Sil’on note 4, = 4,, = Ay et A4, = A; = Ax, on obtient :

2] or(2), () el s

AQ



Chapitre I11 La discrétisation par la_ MVT aux problémes de conduction thermique

L’équation (II1 -71) représente le bilan entre la génération de T dans le
volume de contrdle et les flux aux faces du volume de controle. En utilisant la méme
approximation que dans le cas 1D, c’est-a-dire on suppose une variation linéaire du
gradient de température entre deux points voisins du maillage, on peut écrire les flux

aux faces du volume de controle :

Le fluxau face " w'=4, 4, 2Lt 2 4, b el (11 -72)
ox |y ] Xwp
- Lefluxauface"e"= 4,4, Ll A A, Te =1y (M -73)
ox |, Sx,,
T T, -T
Le flux au face " s" =4, 4, a2y A4, L5 (111 -74)
Jy : Sysp
oT T, - T
‘Le flux au face "n"=A4, 4, —| = 4,4, +—*F (I -75)
oy |, S Ypn

En remplagant les relations des flux ci-dessus dans I’équation (111 -71), on obtient :

_ T,-T T _
aale=le 44,4, -4 L el Ay =0 (111 -76)
OX pp §yPN JySP

Si ’on tient compte que AV = Ax - Ay et §=Sc +§,T, et finalement en regroupant

les termes, 1’équation (II1 -76) peut s”écrire ainsi

[AWAW_{, % + AsAs +ANAN-SPAxAy]T =[MJTW+[ﬂ}TE

P
Oryp Oxpp O¥sp O¥pN Oxyp OXpg (L1 -77)
+(;SAS ]Ts, +(—;"A" ]TN + S AxAy
Ysp) © \%Ypn

L’équation (III -77) peut étre écrite donc sous la forme générale discrétisée pour un
Noeud intérieur :

aPTP:aWTW+aETE+aSTS+aNTN+b (11t -78)

A



Chapitre III La discrétisation par la MVF aux problémes de conduction thermique
Ou:
aW=M ag= Aede ag = AsAds
S Xy p 5§ xpE S¥ysp
N )
Y PN

Pour obtenir la distribution de la température T (ou pour une autre vartable

. dépendante) dans une situation 2D on écrit ’équation discrétisée pour chaque noeud

du maillage. Aux frontiéres du domaine d’analyse ou la température ou le flux sont

- connus {’équation discrétisée est modifiée pour prendre en compte les conditions

. aux limites.
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquelD

IV.1 CONDUCTION THERMIQUE STATIONNAIRE ET
INSTATIONNAIRE

La simulation numérique est un outil indissociable actuellement dans le domaine

d’étude universitaire [6] [8]

Son apport a pris de plus en plus d’importance au fur ¢t & mesure que les méthodes

numériques se développent et que I'outil informatique de calcul deviennent

- performants.

Dans notre étude la simulation numérique du phénoméne de conductivité

thermique sera développé dans ce qui suit et la méthode utilisée choisie est la

 MVF [7] et[17].

IV.1.1 SIMULATION NUMERIQUE : Conduction 1D Stationnaire

On considérera ’étude de deux cas :

- IV.1.1.1 Pratique A:

On considére une plaque trés longue d’épaisseur L = 20 mm, ayant la

conductivité thermique constante 4 = 0.5 W/mK et une source de chaleur

-uniforme, S = 1000 kW/m’. Les faces de la plaque sc¢ trouvent a la température
‘constante de 100°C et 200°C respectivement. En supposant que les dimensions de
‘-la plaque dans les directions “y” et “z” soient trés grandes et donc le gradient de la
température est significatif dans la direction “x” seulement, en calcule la
distribution de la température et en compare les résultats numériques avec la

solution analytique.

IV.1.1.2 Traitement A:
L’équation différentielle qui gouverne la distribution de la température est la

$uivante:
d dT
— A=— |+8 =0 V-a-1
dx( dx] (IV-a-1)

Le domaine d’analyse est divisé en six noeuds, Dx = 0.004 m. L’aire A =1 est

considérée dans le plany - z.
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquei D

B §

FiglV.1 Maillage 1D pour "application 01

L’intégration formelle, sur un volume de contréle (VC), de 1’équation (IV-a-1)

donne :

L‘i(ig}ﬂf +[ .Sav =0 (IV-a-2)
cde \ T dx &

La premiére intégrale est évaluée suivant la méthode décrite en chapitre 11. La
deuxiéme intégrale, qui contient le terme source, est évaluée en considérant une
~ valeur moyenne de S sur le volume de contrdle. L’équation (IV-a-2) peut étre écrite

" ainsi ;

(. d dT -
-(M g_ix—]e —(M E—)" :|+SAV =0 (1V-a-3)
h(,leA L E;xT r )—(/LA %H@m =0 (IV-a-4)

En regroupant les termes on obtient la forme générale de I’équation discrétisée,

valable pour les noeuds 3 et 4 ainsi

a,Tp =apTy, +a, T, +b (IV-a-5)
.‘Oﬁ:
A, A,
a, =ay +a, Ay = - ap = =
b = SAx

Pour le noeud 2 on utilise la méme €quation discrétisée que pour un noeud intérieur
(les noeuds 3 et 4) mais on tient compte que e noeud voisin “W” comrespond au

noeud “1” ou la température est connueT, =7,= T, et passe comme un terme

source supplémentaire.
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Chapitre [V Simulation numérique des problémes de conduction thermiquel D

L’équatton discrétisée est donc :

aPTP:awTA +aETE +b (1V-a-6)

‘Pour le noeud 5 on utilise la méme équation discrétisée que pour un noeud intérieur

(les noeuds 3 et 4) mais on tient compte que le noeud voisin “E” correspond au
noeud “6” ou la température est connuely =T, =T, et passe comme un terme

source supplémentaire.

L’équation discrétisée est :

a,T, =a,T, +a, T, +b (IV-a-7)
En tenant compte que A4, =4, =4
et

A 0,5

—= =125
Ax 0,004

ap =ay +ap =125+125=250

b = SAx =1000000.0, 004=4000
Le systéme d’équations & résoudre est :
25072 =12573 +4000+ 125 x T4
25073 = 12572 + 125T4 + 4000
25074 = 12573 + 12575 + 4000
25075 = 12574 +4000+ 125 x TB

En regroupant les termes et en remplagant les valeurs de 7', et 7, on obtient le

éystéme “Tri diagonal” a résoudre :

250 125 0 0 I 16500
-125 25 -125 0 5 4000
0 -125 250 -125|7|7
0 0 -125 250 ) (75 \29000

:

La solution analytique est obtenue en intégrant I’équation (IV-a-1) et en imposant

les Conditions aux limites spécifiées :
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Chapitre IV Simulation numérigue des problémes de conduction thermiqueiD

Ty-T, &
T(X) =[T+5E(L—X)]x+TA

1V.1.1.3 Organigramme de calcul

Vartables d’ entrées

;

Initialisation de la température

r

Remplissage de diagonale de la
matrice ~diag inf —diag sup —diag
principale —diag de terme hibre

'

Résolution du systeme par subrotine
(TRIDAG)

Formation du vecteur pour les points de
calcul sur X

Inclure les points Dirtchlet-

'

Ecrire la solution

IV.1.1.4 Pratique B :

Pour une deuxieme application on considére une barre cylindrique fig (IV.2)

de I’aire 4 avec une extrémité maintenue la température constante de 100°C (TB) et
I"autre extrémité est isolée (le flux de chaleur est nul). Sur le long de la barre il y a
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquelD

un échange de chaleur par convection dépendante de la température. La température

du milieu extérieur est de 20°C, avec L=1m, AP /A4 =25m .

Isclée (Hux oul)

® 'l

Teo

Fig. IV.2 Géométrie de la pratique B

IV.1.1.5 Traitement B :

L’équation différentielle qui gouverne le transfert thermique dans ce cas est :

e de iy [ T - = IV-b-1

Ou h est le coefficient de transfert thermique par convection, P est le pénimetre,
A est la conductivité thermique et _ est la température du milieu exténeur.

La solution analytique est donnée par la relation suivante :

coshl:n (L -X ):|

cos(nL)

7 (x)=(Tg ~T)

+Te (IV-b-2)

- on

n?=hP /A4 (il faut noter que A A =cte). Le maillage utilisé est celui de la
figure (IV.3)

ALY W v s
s | i-1 I////{){///Ar i+1 | [t =0

Fig.IV.3 Maillage utilisé pour la pratique B

55



Chapitre [V Simulation numérique des problémes de conduction thermiquelD

%[in)_nz(r T.)=0 Ou W =hPIZA  (V-b-3)

L’intégration de 1’équation (1V-b-3) sur le volume de contrble, autour du point P,

donne :

| d (dT )dV —Vj;nz(T -T,)dv =0 (Iv-b4)

Je o dx \ dx

La premiére intégrale de I’équation (IV-b-4) sera traitée comme décrite dans le
chapitre II. La deuxiéme intégrale, 4 cause du terme source, est évaluée en
supposant que la quantité a intégrer est localement constante sur chaque volume de

controle et donc ;

() s

w
Pour les noeuds intérieurs 1’équation discrétisée est :

TE "'TP TP_TW 2
- T,-T JAx =0 -b6
A A n (P m) b4 (v )

En regroupant Jes termes on obtient :

11 1 1 , ,
7 e T e n?AXT. - n?AxT, =0 IV-b-7
(Ax Ax) PR Ay F T Ay ETRAMLTRAE, ( )

Pour un noeud intérieur (les noeuds 3, 4 et 5) on obtient la forme générale de

I’équation discrétisée :

apTp =ayp Ty +agly +b (IV-b-8)
Ou
g, ] 2
ay —aEmE a, =ay va;, —8,, b=8,=n"AxT_
S, =-n’Ax
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiqueiD

Le terme source dans 1’équation ci-dessus est identifié comme § =S _+ 5,7,

Pour le noeud 2 (pour le noeud 1 ce n’est pas nécessaire d’écrire une €équation
discrétisée supplémentaire, fa température étant connue) est valable la méme

équation que pour un noeud intérieur ot le voisin “W” correspond 4 la température
du point “1”, T, =T, =T, . Le terme qui contient la température du point “1” est

interprét€ comme un terme source. L’équation discrétisée, pour le noeud “2”, est
a, T, =a, T, +a, T, +b (IV-b-9)

Pour le noeud “6” on intégre 1’équation (IV-b-1) sur le demi volume de contrdle :

j 4 (ﬂ)dv - [ n*(r-1.)av =0 (IV-b-10)

vac dx dx Ve

(AQ,_J _(Aﬂ] —nz(TP—Tm)AA—x=0
P dx Jy 2

dx
: dar .
Parce que le flux dans e point Pestnul (g, = —A14 ol I 0 ) on obtient
X
P
I’équation discrétisée suivante :
T,-T Ax
0-4 L2 —E._p*(T, -T_)4 —-= -
= n’ (T, o) > (IV-b-11)

En regroupant les termes dans 1’équation (IV-b-11) on obtient :

a,l, =a,T, +b (IV-b-12)
Ou
-1 2
au,ma,,:—z;* a, =a, +a, —S,, b=8_=n’AxT_
S, =-n’Ax
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquelD

En tenant compte que

L 1L _s nZAXT, = 25x0.2x 20 = 100
Ax 0.2

—nzAx = -25x0.2=-5
Le systéme d’équations a résoudre est :
15T, 5T, +100 + 5T,
157, = 5T, + 5T, +100
15T, =5T,+5T,+100
157, = 5T, + 5T, +100
7.5T = 5T+ 50

En regroupant les termes on obtient le systéme d’équations 4 résoudre -

(15 -5 0 0 o01{7,7 [600]
515 50 0]|r, 100
0 515 -5 0T, {=|100 (IV-b-13)
0 0 -5 15 -5(|T, 100
(0 0 0 -5 75}|T,| {50,

IV.1.1.6 L'organigramme de calcul

]

Variables d"entrées

!

Initialisation de la température

:

Remplissage de diageonale de {a
matrice —diag inf —diag sup —diag
principale —diag de terme libre

A
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquel D

A

A 4

Résolution du systéme par subrotine
(TRIDAG)

Formation du vecteur pour les points de
calcul sur X

Inclure les points Dirichlet-

¥

Ecrire ta solution

IV.1.2 SIMULATION NUMERIQUE : Conduction 1D instationnaire
On traitera un cas pour la conduction monodimensionnelle en instationnaire.

IV.1.2.1 Pratique C :

Une plaque métallique mince se trouve initialement & une température uniforme

de 200°C. A I'instant t = 0 la température de la paroi “East” de la plaque est
brusquement réduite 4 0°C. Les autres surfaces de la plaque sont isolées.

En Utilisant le schéma implicite de la méthode des volumes finis, pour un pas de
temps ade€quat, on calculera la distribution transitoire de la température et 'on
comparera les résultats avec la solution analytique afin de valider notre simulation et

ce aux instants (1) =40s, (ii) t=80s, (iii) t=120s ;

L=2 cm, A=10 W/mK et pc, = 107 J/mk .

IV.1.2.2 Traitement C :
L’équation différentielle de la conduction thermique 1D instationnaire est la

suivante :
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Chapitre IV Simulation numérigue des problémes de conduction thermiqueiD
orT 0 oT
c = A i 1V<c-1
P ot Ox ( ox ] ( )

La condition initiale est ;
T=200°C & t=0

Les conditions aux limites sont :

6_T=0 Pour x=0,t>0
Ox
T=0 Pour x=L,t>0

La solution anajytique est donnée par la relation suivante [4]:

T(x t)=T(x 0)i %O) ﬂexp(—aﬂ,%t)cos(ﬂ,,x) (IV-¢-2)
’ T xn=l 2n-1
Ou
__(2n—l)7r _ A
A, _—21, et a-pcp .

On considére six points sur le domaine de calcul avec Ax = 0.004 mm (fig. IV 4).

L .
) w > E !
1% i 2 W e 4 i 5 l
i-1 i+1 axs

il

FigIV.4 Maillage pour le probléme.

Pour un noeud intérieur du domaine de calcul (les noeuds 2, 3, etd) est celle

décrite par 1’équation (111-72) mais avec le terme source nul, c’est-d-dire :
0,0

Ou

Ax

0
ap =ap +ay +ag ag = pep 1




Chapitre IV Simulation numérigue des problémes de conduction thermiquelD
_w A
W " ax E " Ax

Pour les noeuds situés sur la frontiére 1 et S un traitement spécial s’impose.
Ainsi, pour le noeud 1 I’équation discrétisée est la suivante :

Tp=a.T.+a}yTy (IV-c 4)

dplp =Apip *aplip.

Ou
Ax A

A

ap, =a, +a, ap = pc

Pour le noeud 5 I’équation discrétisée, en tenant compte que Ty =Ig =7, (connue),
est la suivante :

apTp =ay Ty +apTp, +a,T, (IV-c-5)
On

o 0 0 _ Ax 4 _i
Gp =% *Ap TAap ,ap =SpCp s dp_o - s Gy T

Méme si la méthode implicite permet d’utiliser un pas de temps quelconque, on

choisis Ar =2 s

.On adonc:
A 10 0.004
T e T 22500 pcpr=107.=20000-
Ax  0.004 A > :
A 0.004
pep ——=10".—— =10000
2.At 2.2 '

Aprés la substitution des valeurs numériques dans les équations (IV-c-3),

(IV-c-34) et (IV - ¢ -35) et apres simplifications, on obtient :

Noeud 1: 12575 =257 +10075
Noeud 24 2507, =25T,,,+25T;; + 2007 (IV -6)
Noeud5:  250Ip=25F,+X0Ip+25T.

En tenant compte queZ, = 0 le systéme d’équations algébriques i résoudre est :
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Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiguel1D
125 <25 0 0 0 [7,] [1007]
-25 250 25 0 0 ||T, 2007,
0 25 250 25 0 |T,|=|2007, (IV-¢c-7)
0 0 -25 250 —25|T,| {2007
[0 0 0 -25 2507, | {2007!

On constate que 1’équation pour chaque point contient les températures inconnues
des points voisins. La méthode implicite nécessite la résolution simultanée du
systéme d’équations (I'V -c-7). Les valeurs de la température du pas de temps

Précédent sont utilisées seulement pour le caicul du membre droit de 1’équation

matricielle (IV-c-7).

IV.1.2.3 Organigramme de calcul

Variables d’entrées

r

calcul du pas dans Fespace (DX)

-le pas dans le temps

2
Remplissage de diagonale de la
matrice —diag inf —diag sup —diag
principale —diag de terme libre
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Chapitre IV Simulation numérigue des problémes de conduction thermiquel D

v

BOUCLES pour le calcul dans I'espace et
dans le temps

v

Résolution du systéme par subrotine
(TRIDAG)

v

-formation du vecteur ¢erme libre) pour le
pas sutvant dans le femps—

v

formation du vecteur pour les pomts de
calcul sur *x*
¥

Ecriture de 1a solution

1V.1.3 SIMULATION NUMERIQUE : Conduction 2D Stationnaire

Dans ce cas, nous allons traiter deux cas :

IV.1.3.1 Pratique D :

On considere une plaque rectangulaire (0.5 x 0.4 m) d’épaisseur 0.01 m
(FigIV.5). La conductivité thermique du matériau de la plaque est A =1000 W/mK.
La frontiére “West” de La plaque regoit un flux constant q =500 kW/m?’ et les
fronticres “South” et “East” sont isolées. La frontiére “North” est maintenue a la
température de 100 °C. Calculons la distribution stationnaire de ia température en

utilisant le maillage présenté  la figure (IV.5) (Ax = Ay = 0.1 m).
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~ O4m N
5 i T=1mon '#
T 2] 1 8] 1 4] | D 5
-----
. Ry N o33 {29
] Li+1 :
L] ] [ ]
£ -4t (SN R SR $omeed
£ ’ ‘ / E
é A P10 lw wj/;s’ ; !
i 11 : ' H
" _____E__________:/ T - 2 05m
= : | ; T AT
3 S-S S } 27
E ! i1
e EEEEE S N R
2 i 8 |14 i o) 1%
I SN N AU S S W S
1 i 7 i 13 i 18 2 x ¢
Isolé

FigIV.5 Maillage et conditions aux limites pour le probléme de conduction thermique 2D.

1V.1.3.2 Traitement D :

L’équation de conduction thermique stationnaire 2D pour les conditions

énonceées est;
5, oT d oT
A + A =1 Iv-d-1
ox [ ox ) oy [ oy J ¢ !

L’équation discrétisée pour un noeud intérieur (le noeud 16 par exemple) est la

sutvante
aply =ayTy +agly +agTs +ayTy (IvVd-2)
A A A A AA AA
— W . — ¢ - o= 5 - — L
aW A x S E A x F h'Y Ay 3 CIEI Ay

aP :aW +aE +aS +aN
Les valeurs des coefficients, des points voisins avec le point P, dans les
conditions d’un maillage uniforme, sont :
1000.(0,1.0,01)
=10
0,1

Gy = A= Q= ay=

aP =aW +aE +aS +aN :10‘+10+10+10:40
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Finalement, les équations discrétisées pour les noeuds intérieurs (le nocud 8-11, 14-
17,20-23) sont :

40T8 = 10T2 + 10T14 + 10T7 + 10T9

40T9 =10T3 + 10T15 + 10T8 + 10T10

40T10=10T4 + 10T16 + 10T9 + 10T11

40T11 =10T5+ 10T17+ 10T10 + 10T12

40T14 =10T8 + 10T20 + 10T13 + 10T15

40T15=10T9 + 10T21 + 10T14 + 10T16 (Ivd-3)

40T16 =10T10 + 10T22 + 10T!S5 + 10T17

40T17=10T11+ 10T23 + 10T16 + 10T18

40T20=10T14+ 10T26 + 10T19 + 10T21

40721 = 10T15+ 10T27 + 10T20 + 10T22

40T22 =10T16 + 10T28 + 10T21 + 10T23

40T23=10T17+ 10T29 + 10T22 + 10T24

Pour les noeuds situés sur la frontiére “West” (les noeuds 2, 3, 4 et 5) on obtient
I’équation discrétisée en intégrant 1’équation de conduction thermique sur le dem

volume de contrdle présenté a la figure(IV.6)

n :
227 )
I 4
ay e 10/E

FigIV.6 Demi -volume de contrdle sur la fronticre “W™.

-i(zﬁz)dxdﬁ { i[/‘ta—T)dxa’yzo (Iv-d-4)
12V Ox\ Ox 12vVe Y\ 9y
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L’intégration de 1’équation (IV.d.4) donne :

or ar ar ar
|ileAe (E;Je - JPAP (&Jp} * [AnAn ("5;]” —AgAg (5;)5} =0 (Ivd-5)

Ou Ap=Ap=y etdy=4 =AY/2 . En remplagant les gradients de température dans

les points e, P, n et 5, on obtient :

T, -T
y I et A b

. +Apq+Apdy

or : .
qg=-4; [WJ est le flux imposé€ sur la frontiére “West”.
P

En regroupant les termes, on obtient I’équation discrétisée pour les noeuds

ntérieurs de La frontiére “West” ainsi :

On
.4, A, A A, 4,
ag = ; Qg = ay =
A x Ay Ay
b=gqdp . a, =a; +ag +a,

Les valeurs numériques des coefficients sont les suivantes :

_Ag 4, _1ovo(0.1.0,01) o

a
£ Ax 0,1
0,1
/IJAJ 1000.( 5 .0,01)
aS= = = 5
Ay 0,1
0,1
A A, 1000_( 5 .0,01)
aN = = s 5
Ay 0,1

b = g A, =500000. (0,1. 0,01)= 500

a, =a, +ag +a, =10+5+5=20
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Finalement, les équations discrétisées pour les noeuds 2, 3, 4 et 5 sont les smivantes :

2072 = 1078 + 5T1 + 573 + 500

2073 = 1079 + 572 + 5T4 + 500 (Iv-d-7)
2074 = 10710 + 573 + 575 + 500

2075 = 10711 + 574 + 576 + 500

Pour les noeuds situés sur la frontiére “East™ (les noeuds 26, 27, 28 et 29) on
obtient 1’équation discrétisée en intégrant I’équation de conduction thermique sur le

demi volume de contréle présenté 4 la figure (1V. 7).

f ai [la—]dxdy b %(A Z—Z—dedy =0 (IV-d-8)
e Ve
() () o) )] wvon
X X &2 N A
4. ; Ng29
aT
' z =0

FiglV.7 Demi-volume de contréle sur la fronticre “E™.

Ou A4,=A, letA =4 =Ax/21 En tenant compte que (—a‘%) = 0et en supposant

une vanation linéaire du gradient de température, on obtient :
I, =k T,-T, 1, =T

-4, —* AhA —AA, — . =0 (Iv-d-10)
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En regroupant les termes de 1’équation (IV-d-10) on obtient I’équation discrétisée

pour un noeud intérieur sur la frontiere “East” -

a, T, =a,T, =a,T;, =a,T, , (IV-d-11)

dp =Gy tdg tay
Les valeurs numériques des coefficients sont les suivantes :

0,1

10,01
- AA, 2 ]
TN 0,1 =>

1000.[

0,1
—.0,01
= i"A" = 2 ) =5
Ay 0,1
A4, _1000.(0,1.0,01)
a = =
T Ax 0,1

1000.(

ay

=10

aP ::q/V +£S. +aN ‘—_10+5+5=20

Finalement, les équations discrétisées pour les noeuds 26, 27, 28, et 29 sont les

suivantes :
20726 = 10720 + 5725 + 5127
20727 = 10721 + 5726 + 5728 av-d-12)

20728 = 10722 + 5127 + 5129
20729 =10723 + 5728 + 5730

Pour les nocuds situés sur la frontiére “South” (les noeuds 7, 13, et 19) on obtient

L’équation discrétisée en intégrant 1’équation de conduction therrmque (1IV-d-1) sur

le demi volume de contréle présenté a la figure (IV-8)
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P
[

PO WO SO -
s | 0
¥ W__ws Axeﬂ_

2|

Fig IV.8 Demi volume de contrfle sur fa frontiére “South™.

L’intégration de 1’équation (IV-d-1) sur le demi volume de contrdle hachuré de la
figure (1V.8)
On donne :

IO RREOY IESROIES) T

OuA,.4 =Ay/21 etA_=Ax1.En rapprochant les gradients de température par une

Variation linéaire et en tenant compte de la condition 4 la ]imite(g) =0
P

~ on obtient :

v —dp

antete g Tee gy T Te e =0 (IV-d-14)
1

- En regroupant les termes dans 1’équation (IV-d-14) on obtient finalement 1a forme

- générale de I’équation discrétisée :

| apl'p =ay Ty, =apTp =ayTy, (Iv-d-15)
- Ou
_ A A _AA
aN_ @ » aE"_ Ax ] aw—' Ax

69
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Les valeurs numériques des coefficients sont les suivantes :

0,1
1000.§ 2.0,
_Ad, _ (z ):5

a

" Ax 0,1
0,1
1000.| == 0,
s, 003 0)
ay=——% = =3
Ax 0,1
A4, _1000.(0,1.0,01)
a.,. = = —
¥ooAy 0,1

ap =Gy =ap =ay =5+5+10=20
Les équations discrétisée pour les noeuds 7, 13 et 19 sont :
2077 =571+ 5T13 + 1078
20713 =577 + ST19 + 10714 (IV-d-16)
20719 =5T13 + 5725 + 10720

Les noeuds 1 et 25 sont traités aussi de fagon particuliére. Ainsi, pour le noeud 1 on

* Intégre I’équation (IV-d-1) sur le volume de contrdle hachuré présenté a

. la figure (1V.9).

2 m . 8,y

?/;77;' --------- -

1 /' 2lE_ 4
Ax/ 2 .-- l o

Fig IV.9 Quart de volume de contréle (le coin W-8).
o or
LFWC' ax ( ax ) l)b/' J‘]uu/( ay (lg)dxd)} 0 (IV'd"l?)

i) () Hor ) ) o v
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Chapitre IV Simulation numérigue des problémes de conduction thermiquelD
; or
Ot A, =4, =(Ay/2).1 et A,=(Ax/2).1 En tenant compte que : ¢ =—4, (5) et
P
(Qf_) =0 On obtient :
ox Jp
AA, Te =1 +d4,9+A4, 4 NA"T P -0 (IV-d-19)

En regroupant les termes, on obtient la forme générale de I’équation discrétisée pour

e noeud de coin 1 :

al, =a, T, +a,T, +b (IV-d-20)
AA A4,
on ag=2% g -
E A N Ay
a, =a, +a, b=gA,

Les valeurs numériques des coefficients sont les suivantes

1A 1000.[-0; .0,01)
a, = el e _ &
Ax 0,1
0,1
AA, 1000.[ > .0,01)
GN= —_——= :5
Ay 0,1
01 ,
a =ap +a, =5+5=10 b= qAP =( 5 .0,0l].SOO.lO =250
~ L’équation a résoudre est la suivante :
10 T1=5T7+5T2 +250. (Ivd-21)

" Pour obtenir I’équation discrétisée pour le noeud 25 (noeud de coin “E-S™) on
~ intégre I’équation (IV.d.1) sur le quart de volume de contréle hachuré a la figure
IV 10).
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Fig IV.10 Quart de volume de controle (le coin E-S).

& ZQZde ~0 (IV-d-22)
oo (A% i + e |5 =

Aprés ’intégration on a

on) o () Jref3) a5 ) o e

Ou
ar
A, =(Ay/2).1et 4, =(Ax/2).1 En tenant compte que (ET—] =0et(—] =0,
ox J, d )
On obtient :
T
aTp =aq, T +ayTy /LAW /LA (IV-d-24)

Finalement on obtient I’équation discrétisée pour le noeud 25 (noeud de coin) :

a7, =a,T, +a,T, (IV-d-25)

%=% ay= % a, =a, +a,

Les valeurs numérniques des coefficients sont les suivantes :

0,1
]000.[ 2 )
aw=&'A" = 2 =5
Ax 0,1
0.1
1000.] =,
:A"A"= 00(2 A )_5
YAy 0,1 B



. Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermique 1D

a, =a, +a, =5+5=10

' L’équation a résoudre est la suivante :

| 10 725 =5 T19+ 5 26 (IV-d-26)

Finatement, le systéme d’équation & résoudre est le suivant :

10Tt =577 + 572 + 250
2072 = 1078 + 571 + 573 + 500
2073 = 1079 + 572 + 574 + 500
2074 = 10710 + 573 + 575 + 500
2075 = 10T11 + 574 + 576 + 500
2077 =5T1 + 5713 + 1078
4078 = 1072 + 10T14 + 1077 + 1079
4079 = 1073 + 10715 + 1078 + 10710
40T10 = 1074 + 10T16 + 1079 + 10711
40711 = 1075 + 10717 + 10710 + 10712
20713 =577+ 5719 + 10714
40T14 = 1078 + 10720 + 10713 + 10715 (IV-d-28)
40715 = 1079 + 10721 + 10T14 + 10716
40716 = 10710 + 10722 + 10T15 + 10717
40717 =10T11 + 10723 + 10T16 + 10718
20719 =5T13 + 5725+ 10720
40720 = 10T14 + 10726 + 10719 + 10721
40721 = 10715 + 10727 + 10720 + 10722
40722 = 10716 + 10728 + 10721 + 10723
40723 = 10717 + 10729 + 10722 + 10724
10725 =5T19 + 5726
20726 = 10720 + 5725 + 5727
20727 = 10T21 + 5726 + 5728
20728 = 10722 + 5727 + 5T2%
20729 = 10723 + 5728 + 5730
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Chapitre IV

IV.1.3.3 L'organigramme de calcul

¢

Simulation numérique des problémes de conduction thermiguelD

Variable d’ entrée

!

Calcul de pas DxDy

+

Initialisation du température

¥

Introduction de conduction aux limites
de type Dirichlet | -Frontidére North-

Y
.“sz :;;
A !
I=1
=
v 3
NON our
¥ ¥

Formation du vecteur des diagonal

-Diag inf-Diag sup-Dhag princip-Terme libre

Formation du vecteur des diagonal
-Diag inf-Diag sup-Diag princip-Terme libt;:

+

Résolution du systéme par
la subroutine tridag

¥

Formation de la solution sur toute
la higne verticale

+

Résolution du systéme par
la subroutine tridag

+

Formation de la solution sur toute
la ligne verticale
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A c
v I—*+
g =I+1
v
e w rmx-l:j:o
¥ * v
OUl NON
T=nnx

:

Formation du vecteur des diagonal
-Diag inf-Dhag sup-Diag princip-Terme hbre

4

Résolution du systéme par
la subroutine tridag

l

Formation de la solution sur toute
la higne verticale

+

formation du vecteur pour les coordonnées de
calcul sur "x" et "y"
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IV.1.3.4 Pratique E :

On considére une plaque métallique rectangulaire (0.05 x 0.04 m). La
conductivité thermique du matériau de la plaque est A = 4 W/mXK™. Toutes les
frontiéres de la plaque sont maintenues & la température de 0°C et le terme source
est S =40 x 10° W/m® Calculons la distribution stationnaire de la température dans
la plaque en utilisant le maillage de la figure (IV 11) (Dx = Dy = 0.01 m).

IV.1.3.5 Traitement E :

L’équation a résoudre est la suivante :

i[g£)+~§—(1£J+S =0 (IV-e-1)
ax ax dy oy

L’équation discrétisée pour un noeud intérieur (le noeud 16 par exemple) est la

suivante :
aI, =a, 1, +a, T, +al . +a,l, +b (IV-e-2)
a :AAW a,. = Ade a.= A4, a_=)uAn
# Ax & A x % Ay ¥ Ay
dp =0y +a; +ag t+ay b =SAx Ay

Le terme source, S étant constant, ce n’est pas nécessaire d’étre linéarisé. Les
valeurs des coefficients voisins, pour le maillage choisi, sont :

40,001

, =dp =d¢ = Ay = 4
Gy E s N 0,01

a, =G, +a; +a; +a, =4+4+4+4~=16

b=SAxAy =40.10%.0,01.0,01= 4000
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Fig.IV.11 Maillage et conditions aux limites pour I’exemple E

Pour les noeuds de frontiére (noeuds 1,2, 3,4,5,6,7, 12, 13, 18, 19, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30) la température étant connue ce n’est pas nécessaire d’écrire les
équations discrétisées. Alors le nombre d’équations a résoudre est égal a 12, les
équations discrétisées sont les suivantes :

4T8 =T14 + T9 + 1000

4T9=TI15+ T8 + T10 + 1000
4TiI0=T16 +T9+T11 + 1000

4T11 =T17+TI10+ 1000
4T14=T8+ T20 + T15 + 1000
4T15=T9+ T21 + T14 + T16 + 1000 (IV-e-3)
4T16=TI10+T22 + TI5+T17 + 1000
4T17=TIi1 +T23 + T16 + 1000
4T20=T14 + T21 + 1000

4721 =T15+ T20 + T22 + 1000
4T22=TI16+T21 + T23 + 1000

4723 =T17 + T22 + 1000
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(4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 O]7T,] [1000]
-1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 o7, |1000
0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 ofr,| (1000

0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0o 0 Of7,{ [1000
-1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 O}|T,]| {1000
0 -1 0 0 -1 4 -1 0 -1 0 0{T,]| [1000
0 0 -1 0 0 -1 4 - -1 0|1 | |1000
06 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -i|iT,}| |1000
0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 I 0 [[Ty]| [1000
0 6 0 0 0 -1 0 ¢ -1 4 -1 o]r,]| 1000
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 —1||T,]| (1000
(0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4]T,]| [1000]

IV.1.3.6La solution analytique
La solution analytique du probléme pour un quart du domaine d’analyse
(fig. IV.12) est La suivante [4] :

S(a?—x?) ) 1642 & (- cos((Zn +1)%)oosh[(2n+l)%)

3
24 = (2n+1)° cosh((?n +1)%)

I'(xy)= (V-c-4)

0Bm
b=h/2
\ N
S
\‘ \‘\\'
N
LR
AN

h=
=
o
]
I
N

w=004 m

Fig.IV.12 Le domaine de calcul analytique
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IV.1.3.7 Organigramme de calcul

¢

Variable d’ entrée

v
Caleul de pas Dx.Dy

¢

Initialisation du température

!

Introduction de conduction aux limites
de type Dirichlet  -Frontiére North-
Frontitre south- Frontiére East

v
'K=|
A —l
I=2
‘ 5
! 3
NOHN oul
+ i
Formation du vecteur des diagonal Formation du vecteur des diagonal
-Diag inf-Diag sup-Diag princip-Terme libre -Diag inf-Diag sup-Diag princip-Terme librf
v +
Résolution du systéme par Résolution du systéme par
la subroutine tridag la subroutine mdag
¢ ¥
Formation de la solution sur toute Formation de la solution sur toute
la ligne verticale la ligne verticale
L]
=+
.
1< nnx-2 e
‘ = }
B
OUl NON
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I=nnx-1
- !
Formation du vecteur des diagonal

-Diag inf-Diag sup-Diag princip-Terme libre

:

Résolution du systéme par
la subroutine tridag

}

Formation de la solutton sur toute
la ligne verticale

v

Vénfication de critére de
convergence

-

v

mitialisation de la température du pas
précedente

O K=K+l -

~

-
.

-

N
[
v

Ecriture de la solution
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IV.2 CONCEPTION ET GUIDE D’UTILISATION DE L’INTERFACE
La conception de I’interface s’est faite en plusieurs étapes .ces dernieres
seront décrite dans ce qui suit.

IV .2.10rganigramme de la conception de la page de garde de I'interface

Ouverture des icdnes de menu principal

1

Boutons type de conduction

1-D 2-D

Isole avec source Flux imposé

Stationnaire Instationnaire

A
/ \ Poutre

Poutre Ailette

8]



Chapitre IV Simulation numérique des problémes de conduction thermiquelD

IV.2.1.1 Conception de la page d’utilisation de I’ mnterface
- Apprentissage au C*
- Ecriture du programme de simulation en C™
- conception et construction de I'interface de TP.
¢ Quverture des différentes icones et différentes commandes.
¢ Installation et définition des différents boutons en relation directe avec
l'architecture du programme de simulation.
<+ Boutons des paramétres d'entrée.
v" Boutons des conditions limites.
v" Boutons de nombre de noeuds.

¥v" Boutons terme source.

v" Boutons conductivité.

*
Lo

Boutons des paramétres de sortie.
v" Résultat analytique en chaque noeud.
v’ Résultat numérique en chaque noeud.

v' Résultat erreurs en chaque noeud.

&
”»*

Les outils graphiques.

0y
ol

Boutons d'information sur la méthode analytique et numérigue de calcul

de la pratique étudiée.
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IV.2.2 Guide utilisation

Pour utiliser I’interface il suffit de suivre les étapes suivantes

1/ Ouvrir le menu principal

B TRANSFERT THERMIQUE

Simulation numérigue de la conduction thermigue

par la méthode des volumes finis
Avec Borland C++ Builder

CONDUCTION 1D CODUCTION 20

PRATIQUE D

PRATIQUE E
PRATIQUE B

INSTATIONRAIR

PRATIQUE C

UNIVERSITE-SAAD DAHLEB-BLIDA

2/Choisir la pratique désirée dans le menu
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3/Aprés ouverture de I’icone, la page suivante va étre affichée

“ conduction1D EXMPLEGT

"1 [Eamo ) 1Edm20 e

-2 [Eamm - [Eans - [Eanz3 {Eam
- [Eamiz [Eait? [Eaitza [Eainz
4 [Eatis [Eaits - [Editzs [Eaits
- [Eat14 [Eatg [Eanzs =
[Eams [Eamio [Eair27 [Eans

i Exempiel »

10N considéne une plagque rés k|

id'épaisseurL=20mm.avartlac =

i - Hthermique constante K=05Win =

A e . - isource de chaleur uniforme S= &

- - tLes faces de la plague se frouy 4
- - {température constante de 1007

- - Irespectivernerit -

" {En supposant que les dimensic

NUMBMNAQUE  cnncn

Bl Analtiaue | esmmmss_ |dans les direcons y et z"soien
; hriig *  jet donc le gradient de I3 termpé
dini - Isignificatif dans ia direction 7 ¢
0 | {calcuter ia distnbuhon de 3 tenr
e S e e : . jet comparer les résultals nums -
';i:,:.o..:.":Q'.o.o."_:'::::Q-QQSZZ':'OOH 00!_‘_3_;_0-02 c la sohstionanalyticgue . A

3/Ensuite choisir les différents parameétres d’entrée est appuyez sur le bouton calcul.

4/Finalement les résultats afficher sur la méme page précédente.

1 f100 l100 jo
2  [00039999999° [183.99999713¢ [183.999997138 |2 2626826294C
3 100079999998 |236.99999670¢ (235 9999965708- |-3.82062800434
Y 4 100119999997 [266.99999570t [266.999995708. |1.05420219066¢
a valour d6 S B |0.0169999996: [243.99999713t (243000007138 [7.06266522800
1000000 6 [0.0199999995¢ [200 1200 [3.46944605198
Temperatus [£] 7
266 E 1
o e B T b ('Jrn*argsuémineptaq.le es long
R .l depaﬁ;sewL-lehmxafa\trAvma
- . {hemuque constantes K=0 Bwimk
landirna de chalas e s andfrenna =100
100+
numenque -
4 Analythue AR A
0 0.004 0.008 0012 0.016 002
e
L ¥

Une fenétre explicative viendra donner des informations sur la méthode numérique

utiliser pour la simulation.
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Chapitre V Résultats et commentaires

Apres la simulations des différents cas étudies, Les résultats obtenus seront
valider et commenter.
V.1 CAS (1-D) STATIONNAIRE

La premiére partiec de notre simulation s’est intéressée a la conduction

thermique (1-D) et stationnaire. Plusieurs applications ont €tés faits.

V.1.1 Premiére cas (pratique A)

On considérera Deux cas :

VI1.1.1.1 Premiére partie :

f‘ .
= e

Fig.V.1 Géométrie de I’application A

Les conditions aux limites :
e TA =100°C s TB =200°C
Caracténstiques: 4 =05W/mK
Les résultas obtenus sont représenté dans le tableau (V.1) on constate gue la

solution analytique et numérique concordent fig (V.2)

N°edenoend |1 2 3 4 5 6

X [m] 0.00 0.004 |0.008 |0.012 (0.016 0.02
Sol Numérique, 100 183,913 | 235,957 | 255,919 243,929 | 200

Sol Analytique| 100 183,919 | 235,918 | 255,927 243,914 | 200

Erreur % 0 03 1,6 0.3 0.6 0

Tableaun.V.1 comparaison entre Ia solution numérique et la solution analytique
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Chapitre V Résultats et commentaires

V.1.1.2 deuxiéme partie :
Les conditions aux limites :
e TA =100°
e TB =200°
Caracténistiques :
e A (AD)=430 W/mK
® ), (Liege) =52 W/m K
® A; (Acier doux) =0.05 W/m K
La figure (V.3) indique la répartition de température le fong de la barre pour
différents A.
On remarque que I’évolution pour le cas Al est la plus rapide que pour le liege et
encore moins pour ’acier doux.
Cela nous permet de classer les matériaux selon leurs coefficients de conductivité

thermique.
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Chapitre V Résultats et commentaires
28000 —
24000 —
L 20000 —
=
% -1 Sotrtion numériqua ¥ X
g- S olution anaitique TFer
o 16000
—
120 .00
80 .00
| d | ) 1 % | ! [
0.00 0.004 0.008 0.012 0016 002 X[m]

Fig.V.2 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique

120000 —

Température[°C)

Numéngue++

0.00

000

| ' | s | : | f | X[m]
0004 0.008 0012 0016 002

Fig.V.3 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique
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j Noeud X [m] Numérique Analytique Erreur %
1 0.0 100.0 100.0 0.0

12 0.2 50.569 49 439 228

13 0.4 31.707 30.853 2.76

14 0.6 24.553 24.056 2.06

15 0.8 21.951 21.663 1.33

: 6 1.0 21.301 21.078 1.05

Chapitre V Reésultats et commentaires

V.1.2 Deuxiéme cas (pratique B)

11 s’agit du cas d’une ailette :

Isolée (Bux md)

Fig.V.4 Géométrie de Papplication B
Les conditions aux limites :
TB = 100°c
oTow =20%
Caractéristiques :
eL=1Im

o hp/Ad =25m>

. Lafig. (V.5) et le tableau (V.2) représente les résultats obtenus par la solution

analytique et la solution numérique concordent .Nous remarquons que ["effet de

convection prend de I’ampleur par rapport a la conduction.

Tableau.V.2 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique
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100.00 ‘%
\

80.00 —
E -
5 Solution numéngue XX
%59-09 ] Solution analytique frfr
&
:{,\;\-
b
4000 — k.
\:3\_
N\
] K
L N A S i A e TR Sy SN T
0.00 0.20 040 060 0.80 1.00

Fig.V.5 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique

- V.2 CAS (1-D) INSTATIONNAIRE
- V.2.1 Cas (pratique C)
' On considére le cas d’un plaque mince (1-D) instationnaire le calcul se fera pour
- différents temps t = 40s ; t = 80s et t=120s
. Les conditions aux limites :
e TA =200

| e At=0—>» TB=0%

Caractéristiques : pcp = 10")/m’k ; L=2cm ; A=10 W/mK.
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TEMP[S] Noeud Numérique Analytique Erreur

1 187 419 189.861 1.28

2 181.853 183.814 1.06

3 163.162 163.708 0.33
t=40s 4 126.868 125.712 0.91

5 70.605 69.045 225

6 00.000 00.000 00.000
t=80s 1 153,719 154.462 0.48

2 146.754 147 265 0.34

3 126.087 126.080 0.005

4 092.739 092.329 044

5 049.241 048.850 08

6 00.000 00.000 00.000
t=120s 1 121.524 121.361 0.13

2 115.656 115.460 0.16

3 098.559 098.304 0.25

4 071.766 071.501 0.37

5 037.797 037.624 0.45

6 00.000 ¢0.000 00.000

Tableau V.3 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique

Le tableau (V.3) indigue que la précision obtenus entre la solution analytique
et numérique pour différents 3¢ temps est satisfaisante.
Le phénomeéne de conduction est plus rapide fig (V6) dans les premiére temps t =
40s que par rapport a t = 80s et encore plus a t = 120s (le temps considére est le

temps réel).
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Solubon numéngue xx

Solution analytigne =z

t=40s

0.00

Hm]

o.00 0.004 0.008 0.012 o8 o0z

Fig.V.6 comparaison entre la solution numérique et la solution analytique aux différents
instants de temps

V.3 CAS (2-D) STATIONNAIRE :
On considérera Deux cas :
V.3.1 Cas pratique E1
Les conditions aux limites :
e Toutes les frontiéres de la plaque sont maintenues a T = 0%
Caractéristiques :
e Métallique rectangulaire (0.04 x 0.05 m)
* L =4 W/mK
S =40 x 10° W/m’
Ce cas étudie est décrit (IV.3.2). On constate, que la solution analytique et la
solution numérique concordent Tableaux (V .4) et fig(V.7):
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Chapitre V Résultats et commentaires
x=0 T [K] T [K] Erreur (%]
y [mm] Analytique numérique MVF
1 1430.000 142826 0.12
3 1416.000 1414.27 0.12
5 1388.000 1385.97 0.14
7 1345.000 134271 0.17
19 1286.000 1283.49 0.19
1 1209.000 1206.97 0.16
13 1113.000 1111.47 0.14
15 996.558 994.92 0.16
7 856310 854.90 0.16
119 689.757 638.63 0.16
121 493.798 49301 0.16
23 265.067 264.66 0.15

Tableau V.4 comparaison entre la solution numérigue et la solution analytique

' V.3.2Cas pratique E2
- V.3.2.1 Premiére Cas :

Les conditions aux limites

« Toutes les frontiéres de la plaque sont maintenues 2 T = 0%

| Caractéristiques :

o M¢tallique rectangulaire (0.02 x 0.04 m)
A =430 W/mK

¢S =40 x 10° W/m’

. L’évolution de la température démarre du centre de la plaque (source) vers les

frontiéres de la plaque d’une maniére uniforme, fig. (V%v
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Chapitre V Résultats et commentaires

V.3.2.2 deuxiéme cas:
Les conditions aux limites :
 Toutes les frontiéres de la plaque sont maintenuesa T = 0%
Caracteristiques :
¢ Métallique rectangulaire (0.02 x 0.04 m)
e, =52W/mK
S =40 x10*W/m’
Le profil de la température fig (V.9) est le méme dans le cas (E1), sauf que A 1> A 2

I’écart des isothermes du premiére cas est 0.2 C® tandis que pour A 2 Jécart est de

20 C°.

Ce qui conclut que le matériau du premiére cas est plus conducteur que le second.

V.3.2.3 troistéme cas:

- Les conditions aux himites ;

» Toutes les frontiéres de la plaque sont maintenues 4 T = 0%
Caractéristiques :

e Métallique rectangulaire (0.02 x 0.04 m)

® 2 =0.05W/mK

e S =40 x 10°W/m’

Le profil de la température fig. (V.10) est le méme que le cas E1 et E2 | I’écart des

isothermes est de 1000C° , ce qui entraine que le matériau (A3) est un bon isolant.
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Chapitre V Résultats et commentaires

FigV.8 les isothermes de solution numérique pour I’aluminium
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FigV.9 les isothermes de solution numérique pour I’acier doux
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FigV.10 les isothermes de solution numérique pour le liege
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Chapitre V Résultats et commentaires

" V.3.3 Deuxiéme Cas Pratique D

| Les conditions aux limites :

e La frontiére nord T = 100°c

e [es frontiéres sud et I’est sont isolés

| Caractéristiques :

 Plaque rectangulaire (0.02 x 0.04 m)
ec=0.0lm

| e g =500 kW/m®

‘. On remarque que les pentes des isothermes sont plus importantes a la frontiere sud

‘l par rapport a la frontiére nord

{L’écart entre les isothermes augmente lorsque A diminue fig. (V.11) ; fig. (V.12)

fig. (V.13)

Pour

A, =430 » At=5%

he =52 > At=50°

A =005 > A t=50000%

On peut donc classer les matériaux du plus isolant au plus conducteur.

i
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.
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‘ FigV.11 les isothermes de solution numérique pour I’aluminium



Chapitre V

Résultats et commentaires

FigV.13 les isothermes de solution numérique pour le liége
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Conclusion

Dans ce présent travail a été élabore un outil pédagogique multimédia 4

savoir un TP de transfert de chaleur virtuel pour le cas de la conduction thermique

‘monodimensionnel, bidimensionnelle, stationnaire et instationnaire.

Le travail s’est basé en premier temps sur le multimédia et I’enseignement, suivie

par une étude sur les différentes méthodes numérique existante dans I’engineering.

Une simulation numérique du phénoméne de la conduction thermique pour
différents cas a été réalisée. Une interface est venue cldturer cette étude.

Les résultats des simulations effectuées étaient dont 4 fait concordants avec les
résultats analytique, ce qui confirme la validité¢ des modéles utilisés et des
programmes réalisés.

L’interface est bonne qualité vue sa facilité d’utilisation.

En perspective, il serait intéressant de réaliser d’autre TP virtuels utilisant les

N.T.I.C pour différentes disciplines et ce pour accompagner la formation des

étudiants.
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ANNEXE A Algorithme de Thomas ou TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm)
ANNEXE A

Algorithme de Thomas ou TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm)

Cet algorithme permet de calculer la solution d’un systéme lin€aire lorsque la

" matrice est tri diagonal. C’est notre cas, car les équations discrétisées dans le systéme

" linéaire s’écrivent :

aiTi=biTi+1 +cTi-1+ di 1<igN, (a-1)

Ou le maillage est présenté 4 la figure.

’.
2 i-1 i i+t N E

1 N+3

Fig a-1-Application du TDMA dans le cas 1D

'La température Ti est exprimée en fonction des températures voisines Ti -1 et Ti+1.
‘Pour prendre en compte la forme spéciale des équations pour les points de frontiére |
et N il faut que :

Ci=0et bn=0. (a-2)

Si, par exemple, la température T1 est connue on a a1 = 0,b1=0,Ci=0etdi =T

L.’équation (a -1) pour i = 2 est une relation entre T1, T2 et T3, mais parce que Tt est
éxprimée en fonction de T2 ou est connue, la relation entre T1, T2 et T3, est réduite a
une relation entre T2 et T3, c’est-a-dire T2 peut étre exprimée en fonction de T3. Le
processus de substitution continue jusqu’a quand TN est exprime en fonction deTN +1
qui ne joue aucun rdle (bn = 0), donc on obtient, dans cette étape, Ja valeur de la TN.
Qn commence ensuite le processus inverse ol I’on détermine TN -1 en fonction de Tx,
Tn-2 en fonction de Tn -1 et ainsi de suite T2 en fonction de T3 et T1 en fonction de T2.

Dans ie processus de substitution en avant les équations sont l¢s suivantes :



ANNEXE A Algorithme de Thomas on TDMA (T Diagonal Matrix Algorithm

alf;=bsz+0+dl:>Tl=_f(]'2)=%3r2+ﬂ;

1 1
al, =bT+ef +d, =T, = f(T;)......

al,=bT+cT,+d, =T, =f(1;)

ay Ty =by Ty +cy Ty ,+dy, =T =1 (7)) (a-3)
a, T, =0+c, T, +d, =T, =0,

Dans cette étape on cherche les relations de type 7i = f(7i +1) sous la forme,
Ti=PiTi+ 1 + Q, (a-4)

' Mais on peut écrire également la relation suivante :

Ti-1=Pi aTi + Qi1 (a-5)
En remplagant 1’équation (a-5) dans I’équation (a-1) on obtient :
aTi=biTi+1 + Ci(Pi-1Ti+ Qi1 )+ di. (a-6)

‘En regroupant les termes dans I’équation (a-6) sous la forme générale (a-5) on obtient

les coefficients Pi et Qi en fonction des coefficients Pi -1 et Qi-1:

p-_" 0 =4*n (a-7)
a-cP a =cP,

i iti=l

Pour démasrer le processus de récurrence on constate que pour i =1 ’équation (a-1) est
déja sous la forme (a-4) et les valeurs de P1 et Q1 sont données par les formules

suivantes :

p=2 B g-% (a$)
al
11 est bien de préciser que les relations (a-8) sont obtenues si 'on remplace C1 =0 dans

les relations (a-7).

A la fin du processus de récurrence on constate que bN = 0 et donc PN = 0 et de

l’équaﬁon (a-4) on obtient :
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ANNEXE A Algorithme de Thomas ou TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm)
Tn=QN. (a-9)

A ce point, on est dans la situation de démarrer le processus de substitution en arriére

~ en utilisant la relation (a-4).

- Résumé de I’algorithme

1. Calculer P1 et Q1 en utilisant les relations (a-8).

2. Calculer Piet Qi, pouri=2 N, avec les relations de récurrence (a-7).

3. Poser TN =QN.

4, Utiliser I’équation Ti = PiTin1 + Qide 1=N -1 a 1 pour obtenir TN-1, TN-2,
s T,
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