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Résumé

Nous nous sommes concentrés dans cette thése sur le probléme de Sturm-Liouville
et on étudie les propriétés fondamentales et oscillatoires de 'opérateur différentiel,
les solutions du probléme c’est a dire les valeurs propres et les fonctions propres
correspondant a des valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville.

On a ensuite vérifié les propriétés obtenues dans certaines équations de la

physique mathématique.

MOTS CLES : Theéorie de Sturm - Liouville, valeurs propres, fonctions propres, poly-

noémes orthogonaux, propriétés oscillatoires.




abstract

We have focused in this thesis on the Sturm-Liouville problem and we studies the
fundamental and oscillatory properties of the differential operator, the solutions of
the problem i.e. the values eigenfunctions corresponding to eigenvalues of the
Sturm-Liouville problem.

We have then verified the properties obtained in some equations of the

mathematical physics.

KEY WORDS : Sturm-Liouville theory, eigenvalues, eigenfunctions, polynomials orthogo-

nal, oscillatory properties.




INTRODUCTION

En mathématiques, une équation différentielle ordinaire est une équation différentielle
dont la ou les fonctions inconnues ne dépendent que d’une seule variable (généralement
notée y(z) ou simplement y), elle se présente sous la forme d’une relation entre ces fonctions
inconnues et leurs dérivées successives (dérivée premiére 3/, ou dérivées d’ordres supérieurs
Yy, ).

On parlons sur I'équation différentielle linéaire du 2eme ordre qui est une équation portant
sur une fonction inconnue y, dans laquelle intervient sa dérivée seconde y” On y passe en
revue plusieurs méthodes de résolution d’équations différentielles, en particulier celles du
second ordre, et on y présente sans trop de détails quelques fonctions spéciales qui sont des
solutions de quelques équations importantes.

Le probléme aux limites est le prototype d'une large classe de probléme importants en math

appliquée qui s’écrivent :
[k(@)y'(2)] — q(x)y(x) = —Ap()y
ary(a) + Py (a) =0 ;  azy(b) + Pay'(b) =0

Ou A est un parameétre réel, ou toutes les fonctions introduites dans (SL) sont continues sur

[a, b]. Ces problémes sont connus sous le nom de probléme de Sturm-Liouville. Les valeurs de



A pour les quelles I’équation a une solution sont appelées valeurs propres. Une solution non
triviale satisfaisant pour une ecigenvalue s’appelle une fonction propre. Le systéme résultant
est appelé un probléme de valeurs propres de Sturm-Liouville. Ce mémoire est composé d’une
introduction, de trois chapitres et d’une conclusion.

Dans le 1'' chapitre nous avons cités les concepts fondamentaux liés aux équations différen-
tielles, notamment le Wronskien et son lien a 1'unicité des solutions.

Dans le 2°me chapitre nous avons étudiés les différents aspects des équations de Sturm-
Liouville des Propriétés fondamentales et oscillatoires des solutions.

Dans le 3™mechapitre on prouve certaines de ces propriétés sur les valeurs propres et les

fonctions propres de quelques équations de la physique.




CHAPITRE

PRELIMINAIRES

1.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 1.1. D’une maniéere générale, une équation différentielle ordinaire a une seule
inconnue (ou en bref EDO) est ’équation dont l'inconnue est une fonction (réelle dans ce
travail). Elle se présente sous la forme d’une relation entre une variable réelle notée en général

. . . L L., . / 7 . PN
z (ou t ) et la fonction inconnue notée en général y et ses dérivées successivesy ,y , ... jusqu’a
un certain ordre.

Ces EDO sont en général de la forme :

’

F(z,y(x),y (x), ...,y(”)(x)) = 0. (1.1.1)

Ou bien

I

y (@) = f(oy(),y (), ... y" D (2)). (1.1.2)
Avec f et I des fonctions définies sur I x R™ et I x R™"! respectivement.
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Définition 1.2. - On appelle ordre d’une équation différentielle ordinaire le plus grand ordre
de dérivées a coeficients non nulles.

-Une équation différentielle ordinaire de la forme (1.1.1)(resp.(1.1.2))est dit linéaire si F
(resp. f) est une fonction linéaire par rapport & toutes les variables v,y y . y™ (resp
v,y ...,y ). Ainsi, Uéquation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n a la forme générale

sutvante :

po(2).y™ + pi(x)y ™Y + .+ pa(z).y = h(x) (1.1.3)

Avec po, ..., pn, h(x) des fonctions définies au moins sur un intervalle I C R L’équation
différentielle ordinaire linéaire (1.1.3) est dite homogéne si le second membre de l’équation

h(z) est identiquement nul. C’est exactement [’équation :

po(x)y™ + pr(2)y" "V 4+ pala).y = 0 (1.1.4)

Définition 1.3. Une solution de l’équation différentielle ordinaire (1.1.2) sur lintervalle
I C R est une fonction ¢ telle que ¢ ,¢", ..., "™ existent, continues et satisfont

’

o™ = fz, o(x), ¢ (x), ., V@) Yz eI

Définition 1.4. Toute solution de ’équation (1.1.8) écrit sous la forme :

Y=Y+ Yn (1.1.5)

telle que : y,, solution de ’équation homogéne (1.1.4) et y, est une solution particuliére de

(1.1.3).

Définition 1.5. On définit les trois types de conditions suivantes :

-Une condition auz limites de Dirichlet (nommée d’aprés Johann Dirichlet) est imposée a
une équation différentielle ou a une équation aux dérivées partielles, lorsque [’on spécifie les
valeurs que la solution doit vérifier sur les frontieres ou limites du domaine,par exemple la

condition auzx limites de Dirichlet sur lintervalle [a,b] s’exprime par :

yla)=a et yb)=p (1.1.6)

o « et B sont deux nombres donnés.
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-Une condition auzx limites de Neumann (nommée d’aprés Carl Neumann) est imposée a
une équation différentielle ou a une équation aux dérivées partielles, lorsque [’on spécfie les
valeurs des dérivées que la solution doit vérifier sur les frontiéres ou limites du domaine, par

exemple la condition aux limites de Neumann sur l'intervalle [a,b] s’exprime par :

yl(a) =a et yl(b) =0 (1.1.7)

ou « et B sont deux nombres donnés.

-Une condition auz limites de Robin ou condition aux limites de Fourier (nommée d’apreés
Victor Gustave Robin) est imposée a une équation différentielle ordinaire ou a une équation
aux dérivées partielles, il s’agit d’une relation linéaire entre les valeurs de la fonction et les
valeurs de la dérivée de la fonction sur le bord du domaine, par exemple en dimension un,

si on a le domaine [a,b], la condition auz limites de Robin s’écrit :

py(a) + qy'(a) = g(a)

py(b) + qy' (b) = g(b)

(1.1.8)

ot p, q et g sont des fonctions définies sur la frontiére de [a,b], et y est la solution définie

dans [a,b] que l'on cherche a déterminer.

1.2 Equations différentielles linéaires de seconde ordre

Définition 1.6. On dit qu’une équation différentielle du second ordre est linéaire s’il prend

la forme :

p(@)y” +q(x)y’ +r(x)y = f(x)

1.2.1 Equations différentielles linéaires homogéne de second ordre

A coeficients constants

Elle est dite homogéne si f(x) = 0 et non homogéne sinon.
Dans cette section, nous supposerons que p(x), q(z) et r(x) sont des fonctions constantes et

que f(x) = 0. Ainsi nos équations prendront la forme :

ay”" +by +cy=0 (1.2.1)
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avec a # 0. Il est clair que la fonction y = 0 est une solution, et elle sera appelée la solu-
tion triviale comme précédemment. Tout autre type de solution sera dit non trivial. Le sujet
des équations différentielles est consacré a trouver des solutions non triviales aux équations

différentielles, ce qui est exactement ce que nous allons faire ici.

1.2.2 Le polynoéme caractéristique

Comment trouver des solutions a (1.2.1) ¢
Supposer que y est une solution de (1.2.1). Cette équation est une combinaison linéaire de
v,y et y"'(une combinaison linéaire de deux fonctions f et g est une somme de la forme :
c1f + cag ot ¢y et ¢y sont deux nombres quelconques). Ainsi, nous essayons y = €' depuis

/ rT
(&

v =r QBTQ:.

ety =r

Nous avons
ay” + by 4 cy = ar’e™ +bre"™ + ce™ = (ar* + br + )’ =0
Ce qui implique que, puisque €™ n’est jamais nul :
(ar® +br+¢) =0 (1.2.2)

On a donc au moins une solution de la forme €' et généralement deux. Il y a trois cas :

1. deux racines réelles distinctes.

2. une racine réelle répétée.

3. conjugués complezes.

Dans les trois prochaines sous-sections, nous aborderons ces trois cas. L’équation (1.2.2) est

appelée la caractéristique polynome de (1.2.1).

1.2.3 2 racines réelles distinctes

Supposons que nous soyons dans le cas ot le polynéme caractéristique nous donne deux
racines réelles distinctes. Appelons-les 71 et r5. On a alors deux solutions : I'une de la forme

e et e™",
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Théoréme 1.1. Supposons que le polynome caractéristique de ay” + by’ + cy = 0 a deux

racines réelles distinctes : ri et ro. Alors la solution générale de ay” + by + cy =0 est
Yo = e’ + "

Démonstration. Puisque 71 et 7 sont les racines du polynéme ar? + br + ¢ = 0 nous savons
que

ari +bry +c=0

et
ari +bry+c=0

Sachant cela, insérons yo dans 1’équation différentielle. Calculez d’abord y/G et yé :
Yo = cime’ 4 cproe’”

et

1"
Yo = c1rie™” + corse””
et introduire dans ’équation différentielle pour obtenir :
s+ s+ ey = alerlen 4 i) 4 bemen”  eanse) + eleen + o)
= (ar? 4 bry +c)c1e™” + (ars 4 bra + ¢)cge™”

= 0(c1e™®) + 0(coe™")

Ainsi yg est la solution générale de notre équation différentielle O]
Exemple 1.2.1. Résoudre I’équation différentielle
y' =y —2y=0
Solution : Commencez par trouver le polynéme caractéristique :
r?—r—2=0
Maintenant, cela prend en compte :
P —r—2=(r—-2)(r+1)=0
donc nos racines sont : r =-1, 2. Ainsi notre solution générale est de la forme :

Yo = c1e”° + cpe”
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1.2.4 Racines réelles doubles

Maintenant que nous avons couvert quand nous avons deux racines réelles distinctes, nous
devons traiter le cas ot il y a une racine réelle double. Supposons donc que notre polynéme
caractéristique n’ait qu'une seule racine k(i.e le polynéme facteurs tels que (r — k)2 = 0). Je

prétends que la solution générale est

yg = c1eM + ok

Notons d’abord que si le polyndéme caractéristique a une racine k double, il peut s’écrire sous

la forme :

(r—k?=r*—2kr+k*=0
et donc ’équation différentielle ressemble a :
y' — 2ky + K’y =0
Théoréme 1.2. Supposons que le polynome caractéristique de y" — 2ky’ + k*>y = 0 a une
racine double k, Alors la solution générale de y" — 2ky’ + k?>y = 0 est

Yo = 1€ 4 coet®.

Démonstration. Nous savons déja que y; = e est une solution a y” — 2ky’ + k*y = 0 mais
on devrait avoir une seconde solution linéairement indépendante. Pour trouver la solution

générale, supposons qu’elle ait la forme yo = uy; = ue**. Alors
Yo = u'e™ + kuek®
et
Z//(/; _ uuekx + Qkulelm + k,2ueka:
nous obtenons :

vl — 2kyy + Krye = u"eM + 2ku/ e + Krueh® — 2ku'eF® + kuet® + kPuek®
_ ullekx =0

11 nous reste donc




qui donne

U = C1 + Cox
En introduisa cela dans la formule de notre solution générale, nous obtenons :

Yo = uy, = (c1 + cox)e" = 1" + cowet”

Exemple 1.2.2. Résoudre l’équation différentielle
2y + 4y +2y=0
Solution : Le polynéme caractéristique de cette équation différentielle est :
2r £ 4r +2=0
En divisant les deux cotés par 2 et en factorisant, nous avons
P 2r+1=(r+1)2=0

donc la racine est r =-1. Ainsi notre solution générale est :

Yo = cre” "+ coe””

1.2.5 Racines complexes

Enfin, nous arrivons au cas ou les racines du polynoéme caractéristique sont une paire
conjuguée de nombres complexes, nous disons 71 = a + i et 19 = a — if € C. Cela signifie

que nos deux solutions devraient ressembler & :

Y = elotiB)z

et

Yy = 6(04—2'6)1’

C’est correct, mais pas vraiment utile car cela ne nous donne que des données dans le plan

complexe, pas des données strictement réelles ( la sortie peut étre complexe, pas seulement
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réelle). Cependant, il existe un moyen de manipuler ces deux solutions, en prenant combi-
naisons linéaires complexes d’entre eux, pour obtenir des solutions qui ne donnent que des
données réelles.

En utilisant la formule d’Euler (e = cosx + isinx) pour réécrire y; et y»

yp = elotiPle — gawife — pot(cog By 4 jsin )

et

yy = eloaiB)e — paze=ife _ o0t (cog By — jsin )

Considérez maintenant ce qui suit :
1 axr 1 axr
s = 50+ 1) = € (2008 ) = € cos B

et

1 1 . axr s
Ya = 5(3/1 —Y2) = em§(2 sin f) = €** sin S

Avec ces deux nouvelles solutions (ce sont toujours des solutions puisque ce ne sont que des
combinaisons linéaires de y; et y) nous peut construire une nouvelle solution générale qui

ne produit que des données réelles :
Yo = c1€** cos fx + coe™ sin S

Vérifions qu’il s’agit toujours d’une solution de I’équation différentielle .

Si le polynome caractéristique a bien pour racines a = i3 alors il est de la forme
r? —2ar + (&> + %) =0

et donc 'équation différentielle ressemble & : 3" — 2ay’ + (a® + 3?)y = 0. Maintenant pour
les dérivées :

Yo = €**(cy1 cos S + cosin f)
Yo = €*(aey cos fr + fey cos B + acy sin fr — Pey sin fx)

yp = e*(a’c; cos B — %c; cos B + a’cysin B — ey sin Ba + 2a B¢, cos B — 2aBcy sin Br)

16



Remplacon dans I’équation, nous obtenons :

vl — 20y + (@® + BPyg = e*®(a’cy cos B — B%cy cos Br + ey sin fx — B¢y sin Bx + 2aBc¢y cos B
—2afcy sin Sz — 2a(e™ (aeq cos fx + [eg cos B + aey sin fr
—fBeysin fx)) + (o + 82)e*® (e cos fx + ¢y sin Bx)
= e*[0cos fzx + 0sin fz] = 0.

Ainsi yg est notre solution générale.

Théoréme 1.3. Supposons que le polynéome caractéristique de ay” + by’ + cy = 0 a deux
racines complexes : 1y = a+if et ro = a—if3. Alors la solution générale de ay” +by' +cy =0
est :

Yo = c1e** cos fx + coe™ sin .
Exemple 1.2.3. Résoudre l’équation différentielle
y' +9y =0
Solution : Le polynéme caractéristique est
2 +9=0
donc les racines sont r = £31. Donc notre solution générale est :

Y = €1 €OS 3T + o Sin 31

1.2.6 Equations différentielles linéaires homogéne de second ordre

a coeficients non constants

Dans la sous-section précédente, nous étions préoccupés par les équations linéaires avec
des coeficients constants, mais nous revenons maintenant au cas plus général ot les coeficients

peuvent étre des fonctions de x c’est-a-dire les équations de la forme :
a(x)y” + b(z)y + c(z)y =0 (1.2.3)

Contrairement a la section précédente, il n’y a pas une méthode générale pour résoudre
les équations de cette forme, les méthodes changent avec I’échange de coeficients. Nous par-

lerons de quelques méthodes de résolution.
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Méthode de Frobenius

On va voir que beaucoup des fonctions spéciales(ou polynémes orthogonaux) proviennent de
la méthode de Frobenius de nombreuses fonctions spéciales apparaissent dans I’examen des

solutions de ’équation de la forme

2

d°y dy
2 _

Ou q(x) et r(x) sont des fonctions développable en série entiére (q(x) et r(x) sont analy-

tiques) C’est-a-dire on peut ’écrire sous la forme

g(x) = gma™
m=0

oo

r(z) = Z T

m=0

convergent pour un range de x incluant le point x = 0.

Algorithme de la méthode :
La base de la méthode de Frobenius est d’essayer une solution de I’équation (1.2.3) de la
form

2(x,s) = x%(ap + a1z + ... + az” + ...)

= apzt (1.2.5)
n=0

avec ag # 0 (On peut toujours prendre ag # 0, car sinon on devrait simplement avoir une
autre série du type (1.2.4) avec une valeur différente de s, le premier coeficient dont on peut
maintenant appeler ag). Nous calculons % (z, s) et flz—z(x, s) les remplagons dans ’équation
(1.2.3) et comparons les coeficients de chaque degré pour obtenir les relations de récurrence

entre les a,,.

Réduction d’ordre

On sait que pour résoudre complétement une équation différentielle linéaire homogéne de
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second ordre, on a besoin de deux solutions linéairement indépendantes. Dans cette partie
on prouve que si on connait, ou devine une solution d’une équation comme (1.2.3) alors il y
a un moyen systématique de trouver une seconde solution linéairement indépendante.

La réduction d’ordre fait exactement ce qu’elle semble faire elle réduit ’ordre de 1’équation
différentielle. Plus précisément, il la réduit d’une équation du second ordre & une équation du
premier ordre. Si on connait une solution, par exemple y;(x) ou plus simplement y;, alors la
substitution y = uy; dans I’équation différentielle permettra aprés simplifications d’obtenir

une équation d’ordre 1.

Exemple 1.2.4. Trouver la solution générale a
zy" — (4 + 1)y + (dz +2)y =0

sachant que y, = €2 est une solution
Solution

Comme d’habitude laissez y = uy, = ue®®. Alors
y/ — u/€2x + 211,621
y// — u//€2;v _'_4u/€2:c +4ue2$

Remplagons dans ’équation on obtient :

r(u'e* + 4u'e* + due*) — (4o + 1)u'e* + 2ue*® + (4o + 2)ue*® = re*™u" — e**u’ =0

Soit v =u' et divise par ve**, alors

Qut est séparable en :

On obtient par intégration :
Injv|=Inz+ ¢y
Ou

V= Co

19



u:/vdx202xz+cl

Alors

Yo = uy; = c1e® + con?e®®.

1.2.7 Wronskian

Définition 1.7. Deux fonctionsy, et ys sont dites linéairement indépendantes sur lintervalle
(a, b) sini l'un ni Uautre n’est un multiple constant de l’autre sur [a,b], ¢’est-a-dire pour toute
valeur de c le suivant l’équation n’est jamais vraie pour tout x € |a,b] : y1(x) = cyz(x). Si deux

fonctions ne sont pas linéairement indépendantes, elles sont dit linéairement dépendantes.

Définition 1.8. Le Wronskien de deux fonctions y, et ys au point x est donné par :

yi(z) ya(x)
W(.CI?, Y1, y2> = , , = yl('x)yé(m) - yi(m)yz(ﬂt)
v () ys(z)
Lorsqu’il est clair quelles fonctions sont impliquées, nous raccourcirons souvent la nota-

tion en W(z).
Pour voir comment cela nous est utile, considérons le théoréme suivant :

Théoréme 1.4. Soient y; et yo des fonctions sur un intervalle [a,b]. Si les fonctions
linéairement dépendentes de [a,b], alors W (z,y1,y2) = 0 pour tout x € [a,b]. Ainsi si
W(z,y1,y2) # 0 pour au moins un point de |a,b|, les fonctions sont linéairement indé-

pendantes.

Théoréme 1.5. Considérons l’équation différentielle
ay” + by +cy =0

(a) Si le polynome caractéristique a deux racines réelles distinctesry et ry, alors y; = €™ et
Y2 = €% forment un ensemble fondamental de solutions pour ay” + by’ + cy = 0 sur R.
(b) Si le polynome caractéristique a une racine réelle double, k, alors y; = e*® et yo = wet®
forment un ensemble fondamental de solutions pour ay” + by’ + cy = 0 sur R.

(c) Si le polynéome caractéristique a deux racines conjuguées complezes, o+ i et o — i[5,
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alors y, = e“* cos fr et yo = e sin fx forment un ensemble fondamental de solutions pour

ay” + by’ + cy = 0 sur R.
Exemple 1.2.5. On a ’équation différentielle
2y" — 5y =3y =0

qui a les deux solutions iy, = e~ 2% et yy = 3%

Le Wronkien de ces deux fonctions est

w

7 s,
_ Tz
2

Car W est non nulle pour tout z, les fonctions y; et yo forme un systém fondamental des

solutions de [’équation.

1.2.8 Equations différentielles linéaires non homogéne de seconde

ordre

Dans cette section, nous allons introduire des équations linéaires non homogénes et étu-
dier certains types. Rappeler que une équation différentielle linéaire du second ordre non

homogeéne a la forme :

Y +q(x)y +r(z)y = f(z) (1.2.6)

Ou f(x) # 0. Dans les sections précédentes, nous avons étudié la méme équation, mais avec
f(x) =0. Alors, comment traitons-nous ce cas? Nous devons en quelque sorte brancher une
fonction dans le coté gauche de 'équation différentielle (y” + q(x)y’ + r(x)y) et produire
f(z). Supposons qu’une telle fonction existe et appelons-la ¥, pour une solution particuliére.
Est-ce le solution générale de (1.2.6) 7 La réponse est non. La solution générale est de la

forme yo = yu + yp, ol yy est la solution générale de 1’équation homogéne associée :

Y+ q(x)y +r(x)y =0
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1.3 Polynémes orthogonaux

Définition 1.9. En mathématiques, la fonction gamma, notée par la lettre I'(x) est une fonc-
tion réelle, considérée également comme une fonction spéciale. Historiquement, c¢’est Euler
qui a wntroduit et développé cette fonction. Elle prolonge la fonction factorielle a [’ensemble

des nombres réels(a 'exception des entiers négatifs), est définie par :

[(z) = /Ooo t" temtdt. (1.3.1)

Définition 1.10. On appelle fonction poids sur intervalle [a,b] , toute fonction p(x) vérifie
les deux conditions :
-la positivité p(z) >0  Vzelab].

-la convergence fab p(x)dr < co.

1.3.1 Polynoémes de L’egendre

Souvent désignés par P, (z). Observez que ces polynémes sont orthogonaux sur l'intervalle

[—1,1] pour la fonction poids p(z) = 1.

Définition 1.11. Pour tout n # 0, On a la formule de Rodrigues pour les polynémes de
L’egendre P,(z) définie comme suit :

(1
2nn! dxn

Pn() = (1 —2%)7] (1.3.2)

c’est la solution de I’équation diférentielle :

(1—2%)y" —2zy +ky =0 (1.3.3)

1.3.2 Fonctions de Bessel

Définition 1.12. Soit v € R*. On appelle fonctions de Bessel de ler espéce d’indice v la
fonction notée J,(x) qui est définie par :
- (=1)* L\ 2k
Jo(z) = e 1.3.4
0= e

Les cas les plus importants sont lorsque v est un entier ou un demi-entier(c.a.d : v = n ou

v=mn+ % avec n € N). Dans le cas ou v =n € N, J,(x)sont dits les polynomes de Bessel.
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1.3.3 Polynémes de Laguerre

En mathématiques, les polynomes de Laguerre, nommés d’aprés Edmond Laguerre, sont

les solutions normalisées de 1’équation de Laguerre
' +(1—2)y +ny=0 (1.3.5)

Cette équation a des solutions non singuliéres seulement si n est un entier positif. Les solu-
tions L, forment une suite de polyndémes orthogonaux .
Cette suite de polynémes peut étre définie par la formule de Rodrigues pour les polynémes

de Laguerre généralisés :

[e% xiaez dn —T_ NTa
Lo (z) = oy %(e ") (1.3.6)
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CHAPITRE

THEORIE DE STURM-LIOUVILLE

La résolution d’équations différentielles aux dérivées partielles par la méthode de sépara-
tion des variables se réduit a celle d’équations différentielles ordinaires. Dans bon nombre de
problémes intéressants de physique mathématique, les solutions de ces équations se laissent
exprimer a ’aide des fonctions spéciales. Si 'on veut obtenir par cette méthode la solution
d’une équation aux dérivées partielles dans le contexte d’'un probléme concret, on doit im-
poser aux solutions de ’équation considérée certaines restrictions visant a assurer 1'unicité
de la solution du probléme. Ces restrictions en aménent d’autres, imposées aux solutions des
équations différentielles ordinaires correspondantes, si bien qu’on se trouve finalement de-
vant un probléme dit aux limites. En étudiant les propriétés des solutions de problémes aux
limites arbitraires faisant intervenir les équations différentielles pour les fonctions spéciales,
on arrive & dégager certaines propriétés intéressantes des fonctions spéciales. Considérons

plus en détail la résolution des problémes aux limites par séparation des variables.
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2.1 Reésolution des problémes aux limites par séparation
des variables.

La méthode de séparation des variables s’applique largement & la résolution d’équations
différentielles aux dérivées partielles qui se rencontrent en physique mathématique et sont

de la forme

du du

p(z,y, z)[A(t)E + B(t)g] = Lu (2.1.1)

ou
Lu = div[k(x,y, z)grad u] — q(z,y, 2)u

Ou div veut dire la dérivé de fonction k(x,y,z) par rapport aux variables z,y, z. Si A(t)
= 1, B(t) = 0, l'équation (2.1.1) définit la propagation d’oscillations, telles que les ondes
électromagnétiques ou sonores , pour A(t) = 0, B(t) = 1 I’équation (2.1.1) décrit des processus
de transfert, tels que la propagation de la chaleur ou la diffusion de particules dans un
milieu, pour A(t) = 0, B(t) = 0 I’équation (2.1.1) est celle des processus stationnaires. Pour
I’équation (2.1.1), donner les conditions initiales c’est donner les fonctions u(zx,y, z,t) et
%u(:ﬂ,y,z,t) pour t = 0. Si A(t) = 0, il suffit de donner la fonction w(z,y, z,t)|;=o. Les

conditions aux limites les plus simples s’écrivent

[a(z,y, 2)u+ Bz, y,2)—~]|ls =0 (2.1.2)

dn
Ici oz, y, z) et B(x,y, z) sont des fonctions, S est la surface limitant le domaine dans lequel
on cherche la solution de (2.1.1), g—z est la dérivée suivant la normale extérieure a S. Le pro-
bléme de recherche de la solution de (2.1.1) vérifiant les conditions initiales et les conditions
aux limites imposées est appelé probléme aux limites. Considérons le schéma de résolution
du probléme aux limites par séparation des variables. La solution particuliére de (2.1.1) ré-

pondant & la condition aux limites (2.1.2) peut étre obtenue par séparation des variables, a

condition de mettre la solution générale sous la forme
u(z,y, z,t) =T(t)v(z,y, 2).
On obtient ainsi les équations suivantes :

A)T" + B@t)T'+ \T = 0. (2.1.3)
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Lv + \pv = 0. (2.1.4)

Ou A est une constante. L’équation (2.1.3) est une équation différentielle ordinaire , dans les
problémes caractéristiques de physique mathématique, elle se préte facilement a la résolution
analytique. En ce qui concerne I’équation (2.1.4), on aura recours a une condition aux limites

consécutive a la condition (2.1.2) :

[a(z, y, 2)v + Bz, y, Z)Z—Z]Is = 0. (2.1.5)

Il s’agit donc finalement de chercher une solution non triviale de I’équation (2.1.4) pour la
condition pour laquelle le probléme posé admet une solution non triviale est appelée valeur
propre, et la fonction correspondante v(x,yz), fonction propre.

Dans les problémes caractéristiques de physique mathématique, les fonctions propres et les
valeurs propres peuvent étre indicées. Soit v(x,y, z) la fonction propre correspondant a la
valeur propre A = A, (n = 0, 1, ...). Etant données I’équation (2.1.1), la condition aux
limites (2.1.2) et les conditions initiales correspondantes, nous chercherons la solution sous

la forme

u(z,y, z,t) = ZT Jon(2,y, 2).

ou la fonction 7),(t), est solution de (2.1.3) pour A = A,,. Pour que les conditions initiales
soient satisfaites, il convient de choisir les valeurs des fonctions T,,(t), et T (t),pour t =0 de

facon a vérifier les égalités

(ﬁyazﬂto—ZT Unxya )

($y72t|tO—ZT/ Unxy7>

Le probléme devient tout a fait simple si ’on réussit a réduire le probléme aux limites (2.1.4)-
(2.1.5) par séparation des variables & des problémes aux limites & une dimension, i.e. aux

équations du type

Ly + M\py = 0. (2.1.6)
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ou

Ly = ——[k(z)==] — q(z)y (k(z) > 0, p(z) > 0).

L’équation (2.1.6) est examinée sur U'intervalle |a, b| pour des conditions aux limites du type

ary(a) + fry'(a) = 0

asy(b) + Bay' (D) = 0

(2.1.7)

(e, B; : étant des constantes données).
Les fonctions k(z),k'(x) ,q(x) et p(x) seront supposées continues pour x € [a,b] . ce type de

probléme est appelé probléme de Sturm-Liouville.

2.2 Probléme de Sturm-Liouville. Propriétés fondamen-
tales des fonctions propres et des valeurs propres

Considérons les propriétés fondamentales des solutions du probléme de Sturm-Liouville.
Les propriétés les plus élémentaires se déduisent a 'aide de 1’égalité
2
[ Lg = gLids = bW (£ )l (221)
1
Soient y;(z), y2(x) deux solutions du probléme de Sturm-Liouville répondant aux valeurs
propres Ap, Ag, Ai # Ay
aryi(a) + Biyi(a) = 0

aryz(a) + Biys(a) =0

ces égalités n’admettent des solutions non triviales que si le déterminant du systéme, i.
e. le wronskien W (y1,y2) pour x = a, est nul. On montre de méme que W (y1,y2)|s=p = 0.

On déduit donc de l'identité (2.2.1) pour x1 = a, o = b, f(x) = y1(z), g(x) = y2(x), que

b
/ (y1Lys — yoLyr)dz =0
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En vertu de I’équation (2.1.6) et de la condition \; # Ay, cette égalité peut s’écrire aussi

comme suit :

/ s (@e@)p@)ds =0 (O £ A) (2.2.9)

Ainsi donc, les fonctions propres du probléme de Sturm-Liouville (2.1.6)- (2.1.7) correspon-
dant & des valeurs propres différentes sont orthogonales sur U'intervalle |a, b| par rapport au
poids p(z).
On montre sans peine que les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville sont réelles,
pour autant que les coefficients de 'équation (2.1.6) et les constantes «;, 5; des conditions
(2.1.7) soient réels. Supposons en effet qu’il existe une fonction propre y(z) du probléme
de Sturm-Liouville qui correspond & une valeur propre A complexe. Passant aux conjuguées
complexes dans (2.1.6) et (2.1.7), on s’assure facilement que la fonction y*(z) est la fonction
propre répondant a la valeur propre \*. Posant A # \*, on aurait alors en vertu de 1'égalité
(2.2.2) .
| otz =0

Si I’équation est exemple de singularités, les fonctions propres du probléme de Sturm-
Liouville se déduisent & partir des conditions aux limites homogénes du type (2.1.7) tant pour
x=a que pour X =b. Les fonctions propres sont orthogonales et les valeurs propres réelles
pour la raison que l'opérateur L est auto-adjoint dans la classe des fonctions admettant une

dérivée seconde continue sur U'intervalle ]a, b] :
[ g grpye=o
On a en vertu de (2.2.1)
/ab(ng — gLf)dz = k(x)W (f,9)l

Si les fonctions f et g vérifient les conditions aux limites homogénes tant pour x = a que

pour x = b, 'opérateur L est auto-adjoint, car

W(f7 g) = (fg/ - gf/)|zza.b =0

Soit x = a un point singulier de I’équation. Les propriétés que possedent les fonctions propres

et les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville en ’absence de points singuliers seront
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alors, de toute évidence, conservées pour une équation admettant un point singulier si, la

solution étant bornée pour x = a, on a

k(@)(f9" = 9f )o=a = 0.

Remarque 2.1. Si y est une solution d’une équation alors c’est une solution de l’équation

de Sturm-Liouville.

2.3 Propriétés oscillatoires des solutions du probléme de
Sturm- Liouville

Soit I'équation

[k(2)y] + g(x)y =0 (2.3.1)

Pour étudier les propriétés oscillatoires de ses solutions pour k(z) > 0 faisons le changement

de variables
y = r(z)sin¢(x) ky' = r(x)cos ¢(z) (2.3.2)
Nous obtenons les équations pour les fonctions inconnues r(x) et ¢(x) :
k(z)y = k(x)(r'sing + r¢’ cos¢) = rcos ¢

g(z)y = —[k(x)y'] = —r'cos ¢ + r¢’ sind = grsin ¢
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d’ou
r'sing + r¢’ cosp = gcosgb

Explicitant ¢’et r/, on obtient & partir de ce systéme deux équations différentielles :

¢ = ﬁ cos? ¢ + g(z) sin? ¢ (2.3.3)

/

r = %T(% — g)sin2¢

D’aprés la derniére équation on a :

1

(o) = rlaneap(5 | o= o(O)]sin2o(0)at)

d’ou il ressort que la fonction r(x) reste de signe constant. On voit donc que c’est le signe
de sin¢(z), cos¢(x) qui détermine celui de y(x),y'(z) par conséquent, pour connaitre les
propriétés oscillatoires des solutions de (2.3.1), il suffit d’examiner le comportement de la

solution de I'équation (2.3.3).

Théoréme 2.1. (THEOREME DE COMPARAISON). Soient ¢(x),d(x) solutions des

équations
I L 2 2
o = iy €56+ gla)sin’
= 1 o d 4 a(a) sin?
¢ ) cos” ¢ + g(x)sin” ¢
et soit ¢(xo) = (), Si ﬁ > ﬁ et g(z) > g(x)
On a
¢(x) = ¢(x) pour x> xg
Démonstration. posons
U SIS S U
ko(r) k() Rx) k(@)

et
go(@) = g(x) + v[g(z) — g(z)]

Ou v entre v = 0 et v = 1 Considérons I'équation

% =7 a) cos” ¢, + g(x) sin® ¢, (2.3.4)
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la condition initiale ¢,(z,) = ¢(x,). Puisque ko(z) = k(x), ki(z) = k(z), go(z) —g(2), g1 (x) =

g(x), on a ¢o(x) = p(x), ¢u(x) = d(x). Soit ¥, (x) = 2el2)

Alors
W = au(@)ib + bu(@), ulwe) = 0
Ou
_( _i'zqs)
ay = (go kvsm »
by = (3 — ~)cosy + (5 — g)sin’s
U_E kcosv g — g)Sitn @y
on a

b, >0

La solution de I’équation linéaire non homogéne pour 1, (z) s’écrit sous la forme
xT €T
o (x) = / bo(F)exp] / 0, (s)ds]dt.
xo t
Il ressort de cette expression qu’on a 9,(z) > 0 pour z > zq et que 1,(z) < 0 pour = < .

La proposition résulte de ’égalité évidente

doy,
¢@—M@=@@—%@=/ ool /wﬂm
Donc
o(z) > d(x) , pour x > xy.
O
Théoréme 2.2. (THEOREME D’OSCILLATION). Le probléme de Sturm- Liouville admet
une infinité de valeurs propres \g < A1 < Ag < ... < A,... Avec \,, — 0o comme n — oo. Les

fonctions propres correspondant a une valeur propre A = \,, admettent exactement n zéros

sur intervalle |a, b.

Démonstration. SoitA = \,, racine de I’équation

o(b,\) = arccotg(—%;;(b)) + 7 (2.3.5)

dans laquelle n est un entier non négatif. Puisque

0<¢a) <m
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™ < ¢(b,\,) < m(n+1)

I'intervalle ]a, b| comporte exactement n entiers entre les nombres ( ) et ( ~) Pour montrer
que I’équation (2.3.4) n’admet qu’une seule racine pour chaque n = 0, 1, ..., il suffit de prouver

que

lim ¢(b,\,) =0, lim ¢(b, \,) = +00 (2.3.6)

A——00 A——+o00

D’aprés le théoréme de comparaison Remplagons, dans le probléme de Sturm-Liouville, les

fonctions k() et g(z, A) par des constantes k&, §(\) et k, G(\) respectivement, telles que

On obtient
# = @ cos? 6+ gz, A) sin?
¢ = _L cos® ¢ + g(z, \) sin® ¢
(2)
¢ = Lcos 26+ §(x, \) sin? ¢

Remplacons, dans(2.1.7) telles que ¢(a) = ¢(a) = ¢(a) On aura alors pour x >a, en vertu

du théoréme de comparaison, les inégalités

Oz, ) < o2, ) < d(x, \)

En particulier les équations suivantes par rapport a y(z, \) et g(x, ) :

g(\
y'+ %@ =0 (2.3.7)
g(A
7+ %g} =0 (2.3.8)
Comme : limy oo g(z,\) = —00 et limy 400 g(2, A) = 400

Montrons que

lim @(b,A) =0 et lim ¢(b,\) =0

A——00 A——00
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La solution de I'équation (2.3.6) vérifiant la condition a;%(a)+ 317 (a) = 0 se présente comme

suit :

shw(z — a) — fichw(z — a)] g(A\) <0

ou )
W= \/]%\

La fonction y(z, A) n’admet pas de zéros pour x > a si g(\) = —o0

—ABichw(z — a) pour 3y # 0
gl A) =9 _
A% chw(r — a) pourfy =0

Cela signifie qu'on a 0 < ¢(x,\) < 7 pour x > a si A est un nombre négatif suffisamment
grand en module. On a en outre, de toute évidence,

(z, \) Ar—oo,
()

—/
cotgop(z, \) = A +00
Y
Cela revient & dire que limy_,_o, ¢(z, \) = 0.

a condition que A prenne une valeur positive suffisamment élevée. On a donc limy_, 1 ¢(x, \) = +00

Nous avons démontré les relations limites pour la fonction ¢(z, ). Pour ¢(z, \), elles se

démontrent d’une facon analogue. Puisque

oz, \) < ¢(x, ) < d(x, \)

lim ¢(x,\) =0, lim ¢(x,\) =400
A—400

A——00

Le théoréme est démontré. O

121 & ks

gl f“” oo WEY ) as KA O (addl L
e ol Ll i A=A, 2513 Gk WL L5101 el Mg < A < e < < A
Ja,b] A
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ola
Dldl i e A=, S

Oégl{i(b)

(b, \) = arccotg(— 5
2

)+ 7n (2.3.9)
0<l@)<m . an<ébr)<n(ntl)

Bl ol o 220 3 29 G Gy i slasl el g9 Ja ] Jeold)
A3 ol 2K n=0,1,..., K aly iz L L (2.34)

lim $(b, \y) =0 , lim (b, An) = 400 (2.3.10)

A——00 A—400

el g(n,2) 5 R(r) Jlodl e hdsd — poand W0 g Jasled D) & L5 P o
o ¢ JIs de G0 k5 g(N)

k‘(lx) cos® ¢ + g(z, \) sin® ¢

B 1 _ _
7 = iy o+ s G

¢ =

¢ = %cos2gz~5+ g(A)sin? ¢
3lgLd ! pAs ¢ Gl § ki 55.4 r>aJ W3 s L K ¢a) = ¢(a) = é(a)

(2, 2) < ¢la,A) < d(x,A)
(G, N) s G A) Gl e YW SVYsld) gl
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v+ T V= 0 (2.3.11)
g\
g+ %@ =0 (2.3.12)

9 limy, db,N) =0 ol o limy, o g(z, ) = +00 § limy,_g(z,A) = —00 S
P ey ai1(a) + B1y/(a) = 0: W) u‘3 (2.3.6) Uslall Jo limy o o(b,\) =0

A2 shw(z — a) — Bichw(z — a)] g(A) <0
y(w,A) =
Asinfw(x — a) + ¢ g(A) >0

w:\ﬂ%\

gA) = =00 slyw x> a JUAASU —— N gz, A) DIl

—ABichw(z — a) poury # 0
yle, ) = _
A% chw(r — a) pourf; =0
RIS R - R Vo S| W (;éJ S lew 2>0a Jol e 0< oz, \) <7 L Ly e
Ao o] 22N e s ) Bladl
gl(xa >‘) A——00

cotgp(x, \) = k TSN +o0

Hmy, oo @z, A) =0 N3 Jg3 J) 3, lda
lim oo (7, 4) = +00 Lod 1L o e Qe a2 &b Sal A ol b oy
lo ALe By by Lo e & 0 0) Jorl oo - 0, 0) D) Sagamdl B Ll i)

Oz, ) < 6, ) < (. )
&k ol f limy 400 @(2,A) = 400 ¢ limy,_ d(z,\) =0 LW
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2.4 Développement des fonctions suivant les fonctions
propres du probléme de Sturm-Liouville

Dans les problémes aux limites de physique mathématique, on a souvent recours aux

développements des fonctions suivant les fonctions propres du probléme de Sturm-Liouville :

flz) = Z anYn () (2.4.1)

Ici y,(x) est la fonction propre répondant a la valeur propre A = \,. Les coefficients a,,, se

cherchent en faisant intervenir la propriété d’orthogonalité des fonctions propres :

%z/f@%mWMW/ﬁmme (2.4.2)

Dans le cas particulier du probléme de Sturm-Liouville ou k(z) = 1, p(z) = 1,¢(z) = 0 et

p1 = B2 = 0, les fonctions propres y,(x) s’écrivent

Yn(2) :Ansinﬂl—n(x—a) , A= \/?

et pour oy = ap = 0 elles deviennent

yn(x):Bncosﬂl—n(x—a) R W ”l—” (I=b—a)

Dans ces cas le développement (2.4.1) représente un développement bien connu en série de
Fourier suivant les sinus ou les cosinus respectivement. Dans le cas général, les conditions de
légitimité du développement (2.4.1) se laissent réduire aux conditions de développabilité de

la fonction en série de Fourier .

2.5 Transformation d’une équation homogéne en une forme
de Strum-Liouville

Tout opérateur linéaire du deuxiéme ordre peut étre mis sous la forme de 'opérateur de
Strum-liouville L, qui est égale a :

d d

L= (k(x)) — alz) (2.5.1)
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prenons 1’équation :

az(x)y" () + ar(2)y' () + ao(x)y(z) = f(x) (2.5.2)

Si:ay(z) = a)y(x), on peut écrire I'équation sous la forme :

f(@) = ax(z)y"(z) + ar(2)y'(x) + ao(z)y(z) = 0

ce qui donne :

f(@) = (aa()y") + ao(x)y = 0 (2.5.3)

On doit juste identifier k(z) = as et ¢(x) = ap(z)

Remarque 2.2. La fonction nulle y = 0 est clairement une solution de tout probléme de

Sturm-Liouville homogéne.

Exemples

1) Considérons ’équation différentielle :

IL'2y” +$y/ + 29 =0

Dans ce exemple, nous avons : ay(z) = 22 a4(x) = 2z # ai(x) oppérateur différentiel
linéaire dans cette équation n’est pas de type de Strum-Liouville, mais on peut le transformer
en un opérateur de Strum-Liouville. Dans 'opérateur de Strum-Liouville les termes de Strum-
Liouville sont réunis en une dérivée parfaite, nous aurons a intégrer le facteur. Tout d’abord,
nous cherchons une fonction multiplicative p(z) que 'on peut multiplier par (3.1.2), de sorte

qu’il peut étre écrit sous la forme de Strum-Liouville, nous divisons le par as(x), on obtient :

ai ()

y// + y/ +

az(z)
Multiplions I’équation différentielle par pu(z) :

@)y + p(z) Z;Egy’ + () Zzgg y = u(z) /)




Alors

du ay(x
-—=u@)()
dx as(x)
Ceci est formellement résolue ce qui donne :
aq(x)
ple) = el =5

Ainsi, I’équation d’origine peut étre multiplier par le facteur

En résumé, ’équation

a(x)y” + ar(x)y’ + ao(x)y = f(x)

peut étre mis sous la forme de Strum-Liouville

L k@)%~ glayy = F@)

Avec :F(z) = —Ap(z)y

Lorsque :
h(z) = f 5
x)=k(x )
a(r) = k()220
2 = k(o)L @)
F(w) = k) 05

Pour 'exemple

ny// —I—Iy/ + 23/ =0

pour mettre I’équation sous la forme de Strum-liouville :

2
zy' +y + -y =0

(2.5.4)
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2
(2y) +~y =0 (2.5.5)

2)L’équation d’Hermite :

L’équation d’Hermite est donnée par :

y'—xy + Ay =0 : —00 < T < 400
,U'(x) _ ef—a:da: _ 6—3?2/2
Multipliant cette équation par e */2 on obtient une equation sous la forme de Strum-
Liouville :
d
Lly)(z) = d—6*“2/ %y (x) = =A™ Py(x)
x

Nous avons k(z) = u(z) = e /2, q(z) = 0, r(z) = e **/2, ¢’est un probléme de Strum-

Liouville singulier, puisque l'intervalle est non borné.

3)L’équation de Legendre :

L’équation de Legendre est donnée par :
(1—a)y" — 22y + XA+ 1)y =0 : -l<zx<1

Cette équation peut étre mise sous la forme :

d

Liyl() = —(1 = ")y (@) = =A(A + D)y(x)

Nous avons k(z) = pu(z) =1 — 2% q(z) =0, r(z) =0, et on a : k(1) = k(—1) =, donc c’est

un probléme de Strum-Liouville singulier.

4)L’équation de Laguerre :

L’équation de Laguerre est donnée par :
vy’ + (1 —2%)y + X y=0 , 0<z<oo

On transforment cette équation sous la forme d’une équation de Strum-Liouville, on obtient :

d

- %(xe_x)y'@) = —Xe “y(x)

Lly)(z)
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C’est un probléme de Sturm-Liouville singulier car I'intervalle est non borné.

5)example

Soit I’équation telle que

23y — a2y +ay =0
Avec a constante réelle qui correspond a ay(z) = 22, a1(x) = —x, ap(x) = 2 et par multipli-

cation par le facteur intégrant :

ba) = cop( [ = (a)do) = &

Forme de Sturm-Liouville s’écrit

8 |®
| 8l

il est possible de poser q(z) =0 et A = —a, p(z) =
Exemple 2.5.1. Résoudre le probleme de Sturm-Liouville suivant :

y'(t) + Ay(t) =0 t € 0,7]

e pour A < 0 Il n’y a pas de solution non triviale.

e pour A > 0 la solution générale de l’équation y"(t) + \y(t) = 0 est de la forme
y(t) = ersin(VAL) + cacos(VAL)
Compte tenu les conditions auz limites y'(0) = 0 et y/'(7) = 0 on obtient
01\/X =0
1V Acos(VAL) — casin(VAL)) = 0

Par conséquant ¢; = 0 et cgsm(\/XW) = 0. Si cg = 0 alors y(t) = 0. Pour ¢y > 0 donc
sm(\/XW) = 0. Il vient VAr = km, k=1,2, - - - D’ot, \p = k? sont les valeurs propres et

yr(t) = cos(kt) sont les fonctions propres.
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CHAPITRE

APPLICATIONS DE PROBLEME DE
STURM- LIOUVILLE

3.1 L’équation de la chaleur

Considérons le probléme suivant :
(

g t) =kT4(x,t), O<a<l t>0 (1)

u(0,t) = u(l,t) =0 t>0 (2)

u(z,0) = f(z) 0<z<l (3)

Tel que u(z,t) est la température au point x et le temps t, et k est une constante physique
positive.

Utilisons la méthode de séparation des variables, on cherche toute les solutions non triviales
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sous la forme :

u(z,t) = v(x)T(t)

I’équation (1) revient

v(z)T'(t) = kv"(2)T(t)

divisons par T'(t)v(x) on a :
Viz) _ T'(t)

o(z)  KT@) A
Tel que X\ € R. Cette écriture est équivalent & :
T'(t) — kEXT(t) =0 (4)
v"(z) — A(t) =0 (5)
Utilisons les condition aux limits :
v(0)T(t) =0
v()T(t) =0
T(t) # 0 Alors
v(0)=wv(l) =0

D’aprés (4) et (5) on a :

C’est un cas particulier de probléme de Sturm-Liouville, on trouve trois cas selon le signe de
A

Le premier cas : A > 0:

Dans ce cas, T(t) en croissance de fagon exponentielle au voisinage de l'infini ce qui rend
u(x,t) en croissance de fagon exponentielle, ce n’est pas acceptable en physique.

Le Deuxiéme cas : A =0:

On a:
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Alors

v(x) =1 +

Pour déterminer ¢, ¢, utilisons les conditions aux limits

v(0) =1 = v(x) = o

v(l)=cl=0—=c=0

Il n’y a pas de solutions sauf la solution triviale pour A\ = 0.
Le troisiéme cas : A <0 :

On pose A = —? donc on a I’équation suivante :
V' (x) +y*v(z) =0
La solution de cette equation est :
v(x) = Acos(yx) + sin(yx)
Appliquons les condition aux limits
A=0

Acos(yl) + Bsin(yl) = 0

Donc

Bsin(yl) =0
sin(yl) =0
vyl =nm
nm

V= tel que ne€Z

Donc la forme de v(x) est :

vn(x) = B, sin(nlz)
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De ce qui précéde, nous avons

T'(t) +7°T(t) =0

Sa solution est :

T(t) = Ce ™"

Alors

Donc

up(z,t) = X, (2)TL(t)
=B, sin(nTWx)Cne_k(%)Qt

=k, sin(nTW@e_k(nli)?t.

k, représente toutes les constantes.

3.2 L’équation des ondes

Si une corde fine, souple et sans poids, qui est tendue entre deux cordes fixes points,
disons z = 0 et x = [, recoit un petit déplacement vertical, puis libéré du repos, vibrera
sur sa longueur de telle maniére que le déplacement au point x et au temps t, noté u(z,t),

satisfait ’équation d’onde

Ut = CPUgy O<xz<l, t>0 (3.2.1)

¢ étant une constante positive déterminée par le matériau de la corde. Cete équation décrit
les vibrations transversales d’une corde idéale, et elle difféere de 1’équation de la chaleur
uniquement dans le fait que la dérivée du temps est seconde, les solutions sont trés différentes.

Les conditions aux limites sur u sont naturellement

uw(0,t) =u(l,t)=0 ,t>0 (3.2.2)
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le probléme devient avec les conditions initiales :

(

u(0,t) = u(l,t) =0 >0

u(z,0) = f(z), 0<z<l

Kut(zr,()):O, 0<z<l

Uy = CP Uy O<z<l, t>0

f(z) étant la forme initiale 0 la vitesse initiale. Ici les deux conditions initiales sont nécessaires

parce que la dérivée temporelle dans I’équation d’onde est de second ordre.

en utilisant la séparation des variables, avec :
u(z,t) = v(z)T(t)

Conduit a

AV (2)T(t) = v(x)T" (t)

Divisons par v(x)T'(t) on a :

U// (x) _ T//(t)
v A2T(t)

On pose p = —\?
Tel que p € Ret XA > 0.

Ainsi

V" (z) + No(z) =0, 0<z<l

T'(t) + ENT(t) =0, t>0

Utilisons les condition aux limites :
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T(t) > 0 alors :

v(0) = v(l)
Dont les solutions sont :

v(z) = acos A\x + bsin Az
T(t) = a’ coscAt + b sin et

D’aprés les condition aux limites

a=20

acosA +bsin Al =0

Donc

bsinA\l =0

)\:? neN

Donc la forme de

vp(x) = ¢y sin(?z)

Nous avons aussi la solution

T(t) = a' coscAt + b’ sin et

On a donc :

T.(t) = al, cos(nTﬂt) + 0, sin(?t)
Donc

Un (2, 1) = v ()T, (t)
= ¢, sin(?x) [a], COS(?t
nw nw

= sin(Tx)[an cos(Tt) + by, sin(?m)]

)+, sin(?t

)

46



On sait que la somme des solutions est aussi une solution donc la solution de I’équation

“+oo
u(z,t) = Z[an cos(@t) + b, sin(ﬂt)] sin . (3.2.3)
— [ [
La premiére condition initiale implique
Zan sin nTﬂa: = f(x) 0<z<l (3.2.4)
n=1

Cette derniére série de fonctions n’est autre que la série de Fourier de la donnée initiale f(x)

sur l'intervalle [0,]. Les coefficients de Fourier sont donnés par :

9 ol
an = —/ f(x)sznnlxdm (3.2.5)
L Jo l
La derniére condition implique

E Cn—ﬂbncoscn—ﬂ , O<x<l
l l
n=0
Donc en déduire que :
b, =0

La solution de I’équation d’onde

+oo

cnm, . N

u(z,t) = E ancosTtsme
n=1

Avait le corde a été relachée avec une vitesse initiale décrite, par exemple, par le fonction

Ut(xa 0) = g(l‘)

les coefficients b, seraient alors déterminés par la condition initiale

+oo
Z CnTﬂbn sin chﬂx = g(z).

n=1
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comme

2 : cn
b, = in 2" pda. 3.2.6
ey g(z) sin ;- vdz ( )

Exemple 3.2.1. Nous trouverons la solution de uy = c*ug, avec condition u(l,t) = 0 avec
c=2, 1 =7, f(x) = x(m — x), g(x)=0. D’aprés (3.2.6) il est clair que b, = 0, n > 0 .

maintenant,d’aprés (3.2.5) on a :

™
an = —/ z(m — x) sinnxdx
0

m

2 K s

- . 2 .

= —[7?/ x sin nzdz —/ x* sin nzdz]
0 0

s
2 —xcosnx 1 x? cosnz 2

= —[W{TE + E/o cosnxdr} — {‘T|3 + E/o x cosnzdr}]

2 —mcosnm  wicosnm 2 sinnz " sinnx
—Zr - o }
0

T n n n n
B 2[7T2(—1)”Jrl (—1)" g2 N 2 " cosnxm
om n n n? 0
— 23[1 _ (_1)n]
7 n? n
4 n
=5 -(=1)"

Ainsi, la solution de (3.2.1)-(3.2.2) dans ce cas particulier est

—l—oo4

u(z,t) = Z %[1 — (—=1)"] cos 2nt sin nx
n=1
Posant n = 2n + 1, alors
—+00 g
u(z,t) = nZ:O ST cos2(2n + 1)tsin(2n + 1)z.

Maintenant, pour simplifier, nous supposons que g(x) = 0, nous définissons en outre f(x)

pour tout x par sa série de Fourier, alors f(x) est une fonction impaire de période 2I, i.e

f(-z)=f(x) et f(x+21)=f(x). Alors b, = 0.
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La solution est donc :

. nmx nmet 1, nm . nm
sin —— cos —— = é(sm T(ac + ct) + sin T(x —ct))

Et ausst

1
u(z,t) = 5 Z +00a, (sin nTW(x + ct) + sin nl—ﬂ(x —ct))
n=1

D’aprés (3.2.4) on a : )
u(z,t) = §[f(x+ct) + f(z —ct)].
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Conclusion générale

Nous avons étudié définitions principales et quelques propriétés fondamentales et oscilla-
toires du probléme de Sturm-Liouville.
La résolution des équations aux dérivées partielles par la méthode de séparation des variables
consiste a chercher des solutions sous forme de combinaisons particuliéres de fonctions sous
forme d’une série de Fourier.Parmi les propriétés utilisés dans la résolution on peut citer que
les valeurs propres des problémes de Sturm-Liouville doivent étre réelles et les solutions qui
représentent les fonctions propres doivent étre orthogonales.
Nous avons montré que toutes les équations différentielles ordinaires homogénes du second
ordre peuvent étre mises sous la forme d’un probléme de Sturm-Liouville.
Nous avons cloturé ce mémoire avec quelques équations tirées de la physique qui expriment

certains phénomeénes naturels (les ondes et la chaleur).
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