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ABSTRACT

The present work concerns composite materials with unidirectional fibber , it is
divided into two parts , the first part includes a theoretical study of the behavior of composite
material under mechanical load , the second part concerns the development of a computer
program in Delphi language permitting the calculation of the matrix of rigidity of elements
independent treated by the finite elements methods as well as the assembly of the matrix for

obtaining the global of matrix for a composite plate .



RESUME

Le travail effectué concerne les matériaux composites a base de fibres
unidirectionnelles, il peut étre divisé en deux parties essentielles, la premiére partie comporte
une étude théorique du comportement du matériau composite sous chargement mécanique, la
deuxiéme partie consiste en 1’¢laboration d’un programme informatique en Delphi permettant
le calcul des matrices de rigidité [K] des éléments indépendants traité par la méthode des
éléments finis ainsi que 1’assemblage des matrices de rigidité des éléments pour 1’obtention de

la matrice de rigidité globale d’une plaque composite.
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Introduction Générale 1

Introduction génerale

L’utilisation des matériaux composites S’est étendue a plusieurs domaines notamment,
le domaine aéronautique, génie civil et mécanique, leur principal intérét provient de leurs
excellentes caractéristiques spécifiques, en effet, les matériaux composites ont la principale
qualité d’étre légers, cette propriété a impliqué que leurs premiéres applications aient été

réalisées dans I’industrie spatiale.

Chague matériau composite est le résultat de deux ou plusieurs matériaux différents de
facon a améliorer les qualités du produit désiré, spécialement ses propriétés mécaniques,
physiques et thermiques.

Les composites offrent certains avantages par rapport aux matériaux usuels, nous pouvons
citer :

e Une grande résistance a la fatigue.

e lIs ne corrodent pas.

e lls ne plastifient pas.

Cependant, les matériaux composites ne sont pas a l’abri de toute forme de
dégradation, en effet, en absence de toute action mécanique, le composite peut se détériorer
sous I’effet de contraintes répétées qui sont induites, par la variation de la tempeérature ou de

I’absorption de I’humidité et mener a leur fatigue.

Vu la complexité du comportement mécanique des pieces composites, les outils
informatiques jouent un role trés important dans 1’analyse de ce type de matériaux et de
structures. Dans ce cadre, plusieurs programmes de calcul basés sur la théorie classique des

stratifiés ont été développés.
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Le présent travail traite le calcul des déplacements d’une plaque composite par rapport
a ses dimensions ensuite par rapport aux conditions limites. Pour cela, un modéle simple
unidirectionnel a été choisi afin de prédire des extrémités fixes (encastrées ou simplement

appuyées) d’une plaque composite.

Ce mémoire est divisé en cinq chapitres. Tout d’abord, un premier chapitre

représentant une introduction générale dans le domaine des matériaux composites, ensuite,
nous passons dans le deuxiéme chapitre a I’étude ¢lastique du stratifi¢ qui a pour but de
déterminer les équations fondamentales des stratifiés (champs de déplacements, de
déformations et des contraintes), ainsi que la connaissance approfondie des lois de
comportement élastique du composite.
Le troisieme chapitre représente les différentes étapes pour la détermination de la matrice de
rigidité d’une structure composite traitée par la méthode des éléments finis, le quatriéme
chapitre consiste a étudier le principe procédé de fabrication d’une piéce en matériaux
composites.

Le dernier chapitre consacré au développement d’un programme de calcul traité par le Delphi
version 7 dans le but de calculer la matrice de rigidité globale de la plaque stratifiée étudiée
ainsi que les résultats et les discussions.

Finalement, ce travail est achevé par une conclusion générale représente
essentiellement un résumé sur les étapes qui permettent d’expliquer et de résoudre le

probleme.
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CHAPITRE |

Géneralités sur les matériaux composites

1.1 Introduction

Les matériaux occupent une place tres importante dans la vie humaine et jouent un
grand rdle dans I’évolution industrielle technique et économique.

Actuellement, les développements de la science ont contribué a la mise au point de
véritables modernes matériaux obtenus a partir des produits naturels ou synthétiques qui
répondent aux besoins de I’industrie. Donc 1’utilisation des matériaux composites a
répondu a des objectifs bien précis et avec haute performance qui ne pouvait étre atteints
en état actuel avec des traditionnels disponible. Maintenant, les composites sont présentés
presque dans tous les secteurs de I’économie comme le transport (routier, ferroviaire,
maritime, aérien, spatial), batiment et travaux publics, mécanique générale et divers.

1.2 Définition d’un matériau composite

Dans un sens large, un matériau composite est un matériau différent des matériaux
macroscopiquement homogenes habituels. On dit « Composite », I’assemblage de deux
matériaux de natures différentes, se complétant et permettant d’aboutir a un matériau dont
I’ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris séparément. Donc
les arrangements de fibres continues ou non d’un matériau résistant (renfort) qui sont
noyeés dans une matrice dont la résistance mecanique est beaucoup plus faible.

Les constituants du composite (renfort et matrice) sont destinés a remplir des réles
précis dans ’utilisation du produit obtenu.

Les matériaux composites obtenus par 1’assemblage des constituants sont tres
nombreux, mais le choix de la fabrication est guidé par la définition des meilleurs
compromis légéreté-rigidité et de sa résistance a la traction, a la compression, a la torsion
et a la corrosion ainsi qu’au vieillissement et leur tenue en fatigue sans oublier par ailleurs
le facteur économique [1]
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1.3 Les éléments constituants

Les constituants du composite remplissent des réles bien précis dans 1’utilisation future
d’un produit obtenu. La matrice conserve leur disposition géométrique aux fibres et leur
transmet les sollicitations auxquelles est soumise la piece.[2]

1.3.1 La matrice

La matrice joue un rdle important vis-a-vis de la structure composite, elle a pour but
essentiel d’assurer :

v" Liaison des fibres renforts.
v Répartition des sollicitations.
v" Protection chimique.

La matrice est elle-méme constituées d’une résine et de charges dont le but est
d’améliorer les caractéristiques de la résine tout en diminuant le cotit de production. Il y a
trois grandes catégories qui sont :

= Les résines thermodurcissables (époxy, polyester, phénolique).

» Les résines thermoplastiques qui sont également utilisées mais d’une fagon

restreinte.

= Les résines métalliques.

1.3.2 Les €éléments de renfort (les fibres)

Le renfort a pour role d’assurer la fonction mécanique, renforcer la structure pour la
rendre résistante et rigide. Il se présente genéralement sous forme de fibres. Dans le
domaine industriel, on rencontre plusieurs natures de fibres telles que :

= Les fibres de verre.

= Les fibres de carbone.

= Les fibres de bore.

= Les fibres d’ Aluminium.

1.3.3 Les additifs

Différents produits peuvent étre incorporés a la résine pour lui conférer des
caractéristiques particuliéres ou en réduire le co0t.
L’addition de ces produits a pour fonction soit d’améliorer les caractéristiques mécaniques
et physiques du produit fini, soit d’en faciliter la mise en ceuvre.

1.4 Les différents types des matériaux composites :

La structure de base des piéces composites est représentée d’un meélange renfort-
matrice dont il est nécessaire de prévoir et de connaitre précisément leurs caractéristiques
géométriques et mécaniques.

Le pli (mono-couche) représente 1’élément de base de la structure composite. Il est
composé de fibres paralleles liées par une résine orientée suivant une seule direction, il
s’agit donc d’un pli unidirectionnel.

Dans les autres cas, ce sera soit un tissu (chaine-trame) noyé dans une matrice.[2]
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1.4.1 Les stratifiés (multicouche)

Le terme « stratifié » désigne la superposition de plusieurs couches (Figure 1). La
couche élémentaire est le produit de I’association d’une matrice et des fibres qui se
présentent sous différentes formes.

= Fibres unidirectionnelles.

= Fibres longues tissées.

L’étude ¢€lastique du stratifié revient en premier lieu a faire 1’étude élastique de la couche
élémentaire qui joue un rdle important sur les propriétés mécaniques du stratifié. [2]

=l

Figure 1.1 : stratifié multicouche.

Il existe divers types de stratifiés.

e Stratifié symétrique (miroir) :
Le stratifié symétriqgue comporte des couches disposées symétriqguement par
rapport a un plan moyen (6(2) = 6(-2)).

e Equilibré :
Un stratifié équilibré comprend autant de couches orientées suivant la direction
(+0) que de couches orientées suivant la direction (-0) dans la partie symétrique.

e Non équilibreé :
Quand les orientations des fibres de ses plaques sont complétement
différentes.

= Stratifié orthogonal :
Le nombre de couches a O°est égal au nombre de couches a 90°.

1.5 Les caractéristiques mécaniques des matériaux composites:

1.5.1 Fractions volumiques / massiques :

La concentration du renfort est habituellement mesurées par les fractions bien que la
fraction massique soit rarement utilisé dans le calcul, il est important de savoir passer de la
fraction volumique a la fraction massique et vise versa.
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= Fraction volumique :
Considérons un volume V¢ du matériau composite, composé d’un volume de fibre
et d’un volume de matrice [1,2].

Vi — volumedes fibres (1.1)
volumetotal
Vi — volume de matrice (1.2)
volumetotal
Ou,
Vm=1-Vs (1.3
AVeC;

Vt : Fraction volumétrique des fibres.
Vm : Fraction volumétrique de la matrice

» Fraction massique :
Les fractions massiques sont définies de la méme maniere a partir des masses Mc¢, Mt
et Mm, on aura:

M — masse des fibres (1.4)
masse totale
M — masse de matrice (1.5)
masse totale
ou,
Mm = 1— M (1.6)
AVEC;

M : Fraction massique des fibres.
Mm : Fraction massique de la matrice

1.5.2 Masse volumique du composite

D’apres le principe du mélange des deux matériaux (fibres — matrice), la masse
volumique p du composite est définie par :

_ Mmasse totale (1.7)
volumetotal
Soit;
p=pixVi +ppxVy (1.8)

1.5.3 Constantes élastiques d’un composite unidirectionnel

Pour un pli unidirectionnel de matrice (m) et de fibre (f), on suppose que les
déformations des fibres et de la matrice sont égales quand le pli est chargé dans la direction
des fibres. Sous un chargement transversal ou en cisaillement, on suppose que les
contraintes des fibres et de la matrice sont égales.

Ces considérations conduisent aux relations suivantes:
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»  Module d’élasticité dans le sens des fibres E\ (longitudinal)

E| = Ef .Vf + Em.Vm
Ou,
E| :Ef.Vf +Em(1_Vf )

»  Module d’élasticité dans le sens transversal des fibres Et

Eft'Em

Ep=—n ™
ViEq +Vs .Epy

= Module de glissement Gyt

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Un ordre de grandeur de ce module difficile a approcher par le calcul est donné par
I’expression suivante dans laquelle Gt représente le module de cisaillement de la fibre.

G ﬂt'Gm

Gh=g—=— ~

(1.12)
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Chapitre 11

Theorie des plaques Composites

11.1. INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est de schématiser le comportement mécanique des stratifiés.
L’architecture des stratifiés résulte de la conception des pieces en matériaux composites
suivant des plaques ou des coques ou par stratification des couches successives, ce qui
permet d’utiliser les mémes hypothéses que la théorie générale des plaques.

Pour tout ce qui suit, on supposera un stratifié de couches n, numérotées de la face
inférieure a la face supérieure.[3]

11.2. Théorie classique des stratifiés

Les stratifiés sont souvent composés d’un grand nombre de plis, ces plis sont supposés
étre homogeénes. Les modeles mécaniques basés sur cette hypothése sont appelés modeles
macro mécaniques [3].

Les hypothéses de base utilisées sont :
1- Le schéma de déplacement utilisé est un schéma du premier degré (schéma de
Kirchoff).

2- La contrainte normale sur tout élément paralléle au plan moyen est négligeable.

3- La deformation suivant I’axe z est nulle (yxz = yyz = 0).

4- L’effet de cisaillement transverse est néglige (Txz = Tyz = 0)

11.3. Expression des déplacements

Pour tout point M d’une plaque, les déplacements peuvent étre exprimés sous la forme
d’un polynéme en fonction de z.
Pour un schéma de degré 1, on aura :
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06

Uu=uU,-z—=%
0 % 5 2.1)

00,
V=V,-z Y (2.2)
W =W, (2.3)

Avec Ug, Vo et W les déplacements d’un point Mo Situé au plan moyen suivant les axes X,
yetz. [3]

11.4. Expressions des déformations
Le tenseur de déformation d’un point M peut étre exprimé sous la forme matricielle
suivante :

Exx Txy Txz
e(M)= Yyx €y Yyz

(2.4)
Yzx Yzy €zz
Avec,
Yy = Yoo Yoz = Yo, €L Yyz = Yoy (2.5)
La notation matricielle, nous permet alors d’aborder la matrice colonne suivante :
T
XX eyy "©zz "Ixy "Vxz ' Vyz .
(8 € e Y Y Y ) (2 6)
En fonction des déplacements, on peut écrire les déformations comme suit :

oU
xx =~ (2.7)

oV
W=y (2.8)

oW
€72 “ Tz (2.9)

Comme la déviation angulaire y= ¢jj + &ji = 2 &ij, on aura;
.. _0U oV
Yxy = SXV_W+§ (2.10)
=2s = ﬂ + ﬂ 2 11
Yxz = X2 =5 x (2.11)
g, N W

Yyz =2tyz = 2y (2.12)
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11.5. Expressions des contraintes

En tout point M d’un milieu continu, 1I’état de contraintes peut étre déterminé par la
connaissance du tenseur de contraintes, ce tenseur peut étre représenté par la matrice
suivante :

Oxx  Txy Tx

(2.13)
Tzx Tzy ©Ozz
Avec,
Txy = Tyxy; Txz = Tzxy Txy = Tzy (2.14)
Comme pour les déformations, on peut avoir la notation matricielle suivante:
(Gxx Oyy Ozz Txy Txz Tyz) (2.15)

11.6. Relation contraintes — deformations
La relation d’¢élasticité peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Oxx| (C11 C21 C31 Cy1 Cs1 Ce1] |Exx
Syy| [Ci2 Co2 C32 Cyo Csp Caz | |Eyy
0z | _|C13 Caz C33 Ca3 Cs3 Ce3| |22z
Ty | |C1a Coa Cas Cas Css Ces| |Vxy (2.16)
™z | |Cs Co5 C35 Cys5 Cs5 Cgs| |V
Tyz] \Ci6 Co6 Czs Cus Css Ces) |Yyz

Cette loi, appelée loi de Hook généralisée, permet d’introduire la matrice de rigidité
[C] symétrique. Donc, le comportement linéaire d’un matériau composite peut étre decrit a
I’aide de 21 ceefficients indépendants.

Sous forme compacte :
{G}: [C] {8} (2.17)

En inversant la matrice [C], on obtient la matrice [S], matrice de souplesse, soit :

[s]=[c]™ (2.18)

Avec ; [C] et [S]sont respectivement les matrices de rigidité et de souplesse.
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I1.7. Comportement élastique d’un pli

I1.7.1. Notion d’orthotropie

Les stratifiés sont constitués de couches de matériaux composites ou de composites a
base de tissus, le tissu est constitué de fils unidirectionnels croisés a 90° dans les deux sens
chaine et trame, ces couches possedent trois plans de symétrie perpendiculaires deux a
deux.

Ainsi la relation (2.16) s’écrira :

o Cip C2 Gz 0 0 0 g
or| |C2 Cx2 C3 0 0 0 | g
oz |Ci3 C3 C3 0 0 0 |Je
Tz 0 0 0 Cyq O 0 Tz (2.19)
Ttz 0 0 0 0 GCs5 0 ||y
Tt 0 0 0 0 0 Cg) (11t

I1.7.2. Définition d’un matériau unidirectionnel

Un composite unidirectionnel est composé de fibres paralléles disposées dans une
matrice, un tel matériau peut étre assimilé a une fibre entourée d’un cylindre de matrice. Le
matériau se comporte donc comme un matériau orthotrope possédant un axe de révolution.
Le matériau est appelé orthotrope de révolution.

On peut dire alors que le matériau unidirectionnel est un cas particulier du matériau
orthotrope pour lequel :

Ci3=Cr2 Cs3=C22
Cus =% (C22 - Ca3) Css = Ces

Les matériaux de rigidité et de souplesse s’écrivent comme suit:

Ci1 Ci» Cpo 0 0 0
Cip Cy Cop3 0 0 0

c]- Ci2 Co3 Cz3 0 0 0
0 0 0 %Cyp-Cy) 0 0 (2.20)
0 0 0 0 Ceg O
0 0 0 0 0 Cegs
S11 S12 Si» 0 0 0
Si2 S22 So3 0 0 0

5] S12 S23 S33 0 0 0
0 0 0 %(Sy»-Syp) 0 0O (2.21)
0 0 0 0 Sgg O
0 0 0 0 0 Sgs
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En intervertissant la 3°™ et la 6°™ ligne ensuite la 3°™ et la 6°™ colonne, et en tenant
compte de la relation (2.20), la relation (2.19) deviendra:

o Cy Cp O 0 0 Cp) &
Oy Cp Cp O 0 0 Cyul e
| | 0 0 Cg 0 0 0| |y
[ |0 0 0 %C,-Cy) 0 0|z (2.22)
T, 0 0 O 0 Cee 0 | |7y
o, C, C, O 0 0 C,) e

11.7.3 Etat de contraintes planes :

Un état de contraintes planes est un état a deux dimensions, pour lequel les
composantes du tenseur des contraintes sont indépendantes de la coordonnée z, donc, le
comportement du matériau sera décrit dans le plan (I,t). Dans le repere local du pli, la
relation de comportement s’écrit :

o (Qu Qo 0 ) |g
or=| Q2 Qp 0 |4g

(2.23)
) (0 0 Qss) Vit
Ou, Qij sont donnée en fonction des modules dans 1’annexe 1
En inversant la relation (2.21) on aura:
e (S11 S12 0|
et (=512 S22 0 |40
(2.24)

Tit 0 0 Sg) Tt

En fonction des modules la relation (11.24) deviendra :

Uyt 0
gl l%{zl Al o]
—| VIt
& 1= / 0 4 Ot
/ 2 }O/Et (2.25)

Tt T)t
Gyt
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I1.7.4. Coefficients de souplesse et de rigidité d’une couche (pli) par rapport aux axes
du stratifie

Le repére global du stratifié composite est (x,y,z). Avant de faire un calcul sur une
structure plague composée de plusieurs plis d’orientations diverses, il faut ramener tous les
plis dans le repére global de la structure. Pour cela, il faut effectuer un changement de
repére de toutes les matrices de la relation de comportement du pli, c'est-a-dire passer du
repere (I,t) au repere (x,y). La plague étant de faible épaisseur, la direction 3 est
abandonnée.

Les contraintes s’écrivent dans le repére principal au moyen de la matrice [T] comme
suit:

o, c: s SC of
_ 2 2 _ .
o, =] S C SC |40, (2.26)
r,| |-25C 25C C*-§?) |z,
Avec,
C =Cost
S = Sing
Et tel que (x,1) = 6.
Sous forme compacte, on aura :
{G}xy = [TG]' {G}It (2.27)
La relation inverse s’écrit comme suit:
ol =[Ts1" 1o}
It c Xy (2.28)

De la méme manicre les déformations s’écrivent dans le repere du stratifi¢ sous la
forme suivante:

e, | [ C2 s2 sCc (g
eyr=| 8% €% -SC |{g

Ty | |-25C 2sC C2-s?| |y (2.29)

Sous forme compacte, on aura :

{8}xy = [Ta]' {S}It (2.30)
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La relation inverse s’écrit comme suit :
el =[Te] ™ el (2.31)

En combinant les relations (11.22), (11.26) et (11.31) on peut écrire:

0, Q11 Q12 0 &y
Gy = [To- ] Q12 Q22 0| [Ts ]_1 ' gy (2.32)
T 0 0 Q Ty

Tout calcul effectué, on obtient la loi de comportement suivante:

Oy Qu Qu Qs |&
%% % % | (2:33)
Ty Qs Qx Qs ) |7y

Les expressions des coefficients de raideur sont données en annexe 1.

On va opérer de la méme facon que pour les coefficients de raideur mais cette fois, on
va combiner les relations (11.24), (11.28) et (11.30), on aura:

&y S Sy 0 0y
1
& =[T€]' S [To] 10y (2.34)
Yy 0 0 S a,
En procédant de la méme facgon, on trouve la loi de comportement suivante:

f [2u 32 Sw

& (7% Sz Sn (2.35)
Yy Sig Sy Sgs

Les expressions des coefficients de souplesse sont donnés en annexe 1.

I1.8 Loi de comportement du stratifié (cas d’un changement mécanique)

On considere un stratifié¢ plan dont 1’épaisseur totale est notée h. Il est constitué de n

plis, le pli k a une épaisseur notée e .
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11.8.1. Comportement en membrane

D’aprés I’hypothése de base de la théorie générale des plaques, pour tout point M
d’une plaque, les déplacements de ce point peuvent étre exprimés sous la forme de
polynémes en fonction de z.

Comme il a déja été mentionné, on a supposé un schéma de déformation du 1°" degré, il
sera alors écrit sous la forme :
En reprenant la relation entre les déformations:

U(xy,2)=U(x,y0)+zg,(xy)
V(xy,2)=V(x,y0)+z9,(X,y) (2..36)
W(x,y,z) =W(x,y0)

En reprenant la relation entre les déformations et les déplacements et en considérant le
cisaillement transverse négligeable, on peut, aprés calcul, retrouver les expressions des
déformations comme suit :

e(M)=¢,(M)-2¢ (M)

Ou bien;
] 2] [k
€y (=1 83 b4 74 ky
0 (2.37)
Ty | 8w Ky
Avec,
%,
T ( ) OX
1e° =14 NVoloy ¢ Y oy
0 oJ, 0V, et \kxy) 00 09 (2.38)
Ve — t— x4 Y
6y OX ) 8y 8X

Ce qui nous permet d’écrire la relation contrainte - déformation pour un pli sous la forme:

G, | 80\ k, |
oy 1=k 1 2Rk
) 8%,) kxy (2.39)
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Le champ des résultantes en membrane, noté N(x,y) est défini par:
NX hi/2 Ox
Ny (= j 10y (-dz
T hi2 |, (2.40)
Xy Xy

L’hypothese utilisée pour intégrer sur 1’épaisseur du stratifié et calculer un matériau
homogéene équivalent est I’homogénéité de la contrainte dans chaque pli. Ceci permet de
discrétiser les intégrales et d’écrire des sommes finies, c'est-a-dire:

- 3 e 3
|\lx n N Oy
JNy>:ZJ<Gy> -z
T k=1 h, . (2.41)
\ Xy/ \ Xka
Apreés calcul, on trouve ce qui suit:
( ( 0
Ny Ar Ay Ag | & By By By |k
0
Nyr={Pu Ap Ap|1& 1+|Bu By By |1k ¢ 002
0 2.42
Txy P Ps2 P Ty Bsy Bz Bes kxy
Avec;
n —k
Ajj kZl(Zk Z4)-Q; (2.43)
1 n
_- 2 _72 )
B, = ZZ(Zk k_l) Q; (2.44)
k=1
11.8.2. Comportement en flexion
Le champ des moments, noté M(x,y) est défini par :
MX h/2 Ox
1My = hj/ 10y - 7-0z o)
—h/2 .
(May ()
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Comme pour les résultantes en membrane, on peut écrire:

|le n h GX
M, = [ qo,¢-2-dz
Mxy k=L-h, , Tny (2.46)
Apreés calcul, on trouve ce qui suit:
0 3
My By B B |& D D Dig) | Ky
0
Mxyj Bsy Bsy Bgs ng Ds1 Dgz  Des kxy |
Avec;
1 —k
B; :_Z(Zf _Zfl)'Qij (2.48)
213
I (-3 -3 ) /¥
D; =§;(Zk -2 )Q (2.49)

L’expression générale reliant les contraintes et déformations globales qui représente
I’équation consécutive pour les stratifiés s’écrit:

M k
M y By By By Dy Dy Dy K (2:0)
k

En écriture condensée, on aura:

N| (A B)[e

M[ B DJ |k (251)

La matrice A est la matrice de rigidité en membrane, D est la matrice de rigidité en
flexion et B la matrice de couplage, ce couplage résulte de la structure en couches de
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matériaux de caractéristiques mecaniques différentes. Le couplage est nul (B=0),
seulement dans le cas ou le stratifié est symétrique.

11.9. Détermination des déformations et des contraintes

On a vu que I’expression générale reliant les contraintes et les déformations s’écrit sous
forme condensée:

N| (A B) |e

M[ B DJ |k (252)

Le calcul des deformations revient a inverser la relation (2.52) de ce fait, on aura:

g] (A B\ (N

k[\B D) |M (253)

Connaissant les déformations en membrane et en flexion et torsion, on peut déterminer
les déformations dans le stratifié en utilisant la relation:

SX 8?( I(X

1€y 1= 8?,>+z-<ky
0 (2.54)

’YXy) YXy kxy

Ensuite, pour les déformations dans chaque pli, il suffira de reporter ces déformations
aux axes locaux en utilisant la relation:

{8} It= [Ts ]_1 ' {8}xy (2.55)
En remplacant par la relation (2.54), on aura:

I L e ST ) e

En ce qui concerne le calcul des contraintes, leur calcul se fait pour chaque pli en
utilisant la relation contrainte — déformation déja mentionnée, alors on aura:
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Oy Qu Qu Qi | &
oy =|Qu Qun Q|18

(2.57)
Ty) Qe Qo2 Qs |V

En introduisant la relation (2.54), on obtient:
4 0 3 p— — e 3\

Oy _Q11 Qy Q16_ & Qu Qy Qs [k,
Oyr= Q Qn Qs g(y) +2:(Qy Qp Q|+ ky>

(2.58)
Ty | Q Q Qg |7 )(()y Qu Qs Qg kay)

De la méme facon que pour les déformations, on reportera ces contraintes aux axes
locaux de chaque pli par la relation:

o}=[1]" o}, 259

En prenant en compte la relation (11.58) on aura:

o} =T R 6, + T ) ), 260

11.10. Cas particuliers

La relation représente le cas général de 1’équation constitutive, il existe cependant des
cas particuliers qui sont intéressant a mentionner.

1. Stratifiés symétriques :

On a déja defini un stratifié symétrique comme étant un stratifié dont le plan moyen est un
plan de symétrie, dans ce cas, les B;de I’équation sont nuls.

2. Stratifie équilibré

Dans ce cas Aig = Axs =0

11.11. Matrice de rigidité

La détermination de la matrice de rigidité nécessite le passage par les étapes suivantes :
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Etape 1 : Calcul des constantes élastiques d’une composite unidirectionnelle (pli).
Etape 2 : Calcul de la matrice de rigidité [ Q ij] d’un pli.

Etape 3 : Calcul de la matrice de rigidité [Q;] d’un pli.
Etape 4 : Calcul des cotes (Zk) et (Zk-1) de chaque pli.

Etape 5 : Calcul de la matrice de rigidité {BA IBD} du stratifié dans le repére (x,y,2).

11.12. Critére de rupture

La rupture finale d’un composite unidirectionnel est le résultat de divers mécanismes
élémentaires:

- Larupture des fibres.

- Larupture transverse de la matrice.

- Larupture longitudinale de la matrice.

- La rupture de I’interface fibres — matrice.
Il existe plusieurs critéres de rupture des matériaux orthotropes.
Le plus couramment utilisé dans les calculs de prédimensionnement est le critere de Hill-
Tsai, ce critére s’écrit:

2 2 2
O O, 0 T
+ —+ | =1
X y X S,

o

(2.61)

Ou:

X : ¢’est la contrainte a la rupture en traction (ou compression) dans la direction |
Y : c’est la contrainte a la rupture en traction (ou compression) dans la direction t.
Slt : c’est la contrainte a la rupture en cisaillement dans le plan (1,t).
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Chapitre 111

Analyse par la méthode des élements finis

I11.1. Introduction

L’évolution actuelle de la technologie amene I’ingénieur a réaliser des projets de
plus en plus complexes, colteux , et soumis a des contraintes de securité tel que les projets
spatiaux, aéronautiques, nucléaires et le contréle de la pollution thermique, acoustique ou
chimique...

Pour dominer ces projets, 1’ingénieur a besoin de modeles qui lui permettent de
simuler le comportement de systemes physiques complexes. Il peut ainsi prévoir
I’influence de ses décisions au moment de la conception du systeéme.

Les sciences de I’ingénieur (mécanique des solides et des fluides, thermique...)
permettent de décrire le comportement de systemes physiques grace a des équations aux
dérivées partielles. La méthode des éléments finis est I’une des méthodes les plus utilisées
aujourd’hui pour résoudre effectivement ces équations. Elle nécessite I'utilisation intensive
de I’ordinateur. C’est une méthode trés générale qui s’applique a la majorité des problémes
rencontrés dans la pratique : problémes stationnaires ou non stationnaires, linéaires ou non
linéaires, définis dans un domaine géométrique quelconque a une, deux ou trois dimension.

De plus elle s’adapte trés bien aux milieux hétérogenes. [4]
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I11.2. Principe de la méthode des éléments finis

La méthodes des éléments finis consiste a subdiviser une structure complexe en
sous domaine appelé élément de géométrie plus simple que celle du domaine initial.

éléments

Figure 3.1. Maillage d’une structure par la M.E.F.

Ceci est équivalent a remplacer un domaine ayant un nombre infini de degrés de
liberté par un systéeme ayant un nombre fini de degrés de liberté.

Chaque sous domaine posséde des nceuds qui se trouvent aux coins des éléments ou
tout le long de leur frontiére et contrdlent le comportement de 1’élément et assurent la
connectivité avec les autres éléments.

Les éléments sont analysés individuellement et le modéle complet sera analysé a
son tour en tenant compte des conditions de connectivité et de compatibilité.

Frontiéres ou
lignes nodales

Points nodaux
aux noeuds

Figure 3.2 : élement n de la structure.

Les types d’éléments utilisés pour la division de la structure dépendent de la
géomeétrie de cette derniére.
Ils peuvent étre unidimensionnels, bidimensionnels ou tridimensionnels.
La position des lignes nodales sur une structure, donc la forme de la subdivision en
éléments dépend de deux facteurs principaux :
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1- Les frontieres des éléments doivent coincider avec les discontinuités de la structure.

2- Les points nodaux doivent coincider avec les points d’application des charges
concentrées. les éléments doivent étre arrangés de maniere que les changements
brusques dans les charges réparties se produisent a la frontiére de I’élément.

L’une des caractéristiques de la méthode est que 1’analyse n’est pas obligée d’utiliser
un seul type d’élément pour I’analyse compléte d’une structure.
Une structure formée de plusieurs sous structures de types différents (uni, bi ou
tridimensionnels) peut étre analysée par la méthode des éléments finis, chaque sous
structure est divisée en types d’éléments appropriés.

Quand la structure considérée a été subdivisée en un nombre fini d’éléments, notre
attention se concentrera sur un seul ¢lément. Notre objectif sera d’obtenir pour 1’¢lément,
une expression de la forme: {F } = [ K] . { U} qui relie les forces {F} et les
déplacements { U} aux nceuds par I’intermédiaire de la matrice de rigidité [ K ].

D’ou, la solution suit souvent les étapes suivantes :

- Description du domaine considéré en éléments finis.

- Choix du mod¢le d’interpolation qui représente le mieux la variation de la quantité
physique.

- Détermination des vecteurs et matrices caractéristiques a partir d’une formulation
intégrale et matricielle des équations du probléme.

- Assemblage de divers éléments pour aboutir a un systéme d’équations algébriques.

- Résolution du systéme d’équations algébriques.

111.3. Eléments finis pour I’élasticité plane

Les problémes d’¢lasticité plane peuvent étre divisés en deux groupes distincts, les
problemes de contraintes planes et les problémes de déformations planes. Dans le premier
cas, la structure a une petite épaisseur par rapport a ses autres dimensions et les contraintes
normales au plan sont négligées (oz (ou o33)=0) ; tandis que dans le deuxiéme cas la
structure a une dimension tres grande par rapport a ses autres dimension et la déformation
normale au plan de la charge est nulle (g2 (ou €33)=0).

Dans le premier cas, pour un matériau homogeéne et isotrope caractérisé par un
module d’Young E, un coefficient de poisson v, la matrice des relations contraintes —
déformations s’écrit :

E
Cl=3 o

o O T
© T O
o O O

Avec :
a=1-v?, b=1, c=v, d=1/2(1- v).

Tandis que dans le deuxieme cas :
a= (1+v) (1-2v), b=1-v, c=v, d=1/2(1- v).
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Cette matrice relie le vecteur contrainte :

{o}= {GXX,GW,GXy} (3.2)
Au vecteur déformation:
{8}: {SXXS 1Eyy '28xy} (3.3)
Egal a:
ouovou ov
{&56_y+&} (3.4)

Les relations contraintes — déformations ont la forme :
{o}=1c-{&} (3.5)
ou;

|C| est la matrice des coefficients caractéristiques du matériau symétrique dépendent de E
etv.
Les relations déformations — déplacements sont écrites :

| {e}=D]-{u} (3.6)

ID| : opérateur différentiel matriciel pour un probléme a deux dimensions:

2
D[=| 0 %y (3.7)

Toy Jox

La forme la plus simple des éléments utilisés pour 1’analyse des structures
bidimensionnelles soumises a des charges dont les lignes d’action sont dans le plan de la
structure est un triangle a 3, 6, 9 nceuds ou un rectangle a 4, 8, 12 nceuds — bords droits,
paraboliques ou cubiques. Il est possible de trouver des éléments qui comportent des
nceuds intérieurs supplémentaires pour ce qui concerne |’approximation nodale en
déplacements (par exemple le quadrangle a 9 nceuds).




Chapitre 111 : Analyse par la méthodes des éléments finis. 25

I11.4. La formulation isoparamétrique

111.4.1. Le concept d’isoparamétrie

Dans de nombreuses applications I’intérét qu’il peut y avoir a utiliser des variables
réduites est évident, en particulier pour éviter la répétition des calculs.

Par ailleurs, une modélisation correcte exige une bonne représentation des bords
courbes ; avec des éléments a bords droits il faut des maillages fins donc de nombreux
éléments.

Le concept d’isoparamétrie permet a la fois de systématiser 1’utilisation des
variables réduites et de générer des éléments finis a bords courbes, il est donc tres
avantageux pour certaines discrétisations.

En quoi consiste ce concept ?

Il tient dans la remarque que toute approximation nodale peut a la fois concerner la
fonction a déterminer, par exemple les déplacements, mais également les coordonnées.
Dans ce cas, I’approximation est construite avec la méme base polynomiale, ce qui se
traduit pour un élément (cas de 1’¢élasticité) par les relations:

fuvi=|N|-{T}
et (3.8)

{x.y}=|N|-{d}

La matrice |N| est la matrice ligne usuelle regroupant les fonctions de forme de
1’élément ; ces fonctions N;j ne sont plus des fonctions de x, y mais de variables réduites {¢&,
N} prenant leurs valeurs entre [-1 , +1] (exceptionnellement entre [0 , 1]), ’approximation
des déplacements et celle des coordonnées sont les mémes (isoparamétres).

111.4.2. Elément quadrilatéral isoparamétrique a 4 nceuds

Dans I’espace vrai cet élément est le quadrilatere de sommets i, j, k, | de
coordonnées Xi, Xj, Xk, XI, Vi, Vi, Yk, Yi. Dans 1’espace parent il devient le carré de sommets :
(-1,-1), (-1,2), (1,2), (1,-2).

A

y nNa na

L{/ﬁk 49 1 ®3
> L] ]

i l /J S @) £
le -1 %9
© Espace vrai X Espace parent

Figure 3.3 : élément quadrangle a 4 nceuds
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L’approximation nodale de la fonction @ dans 1’espace parent s’écrit:
cD:Nl(g)ai"'Nz(g)aj + N, ()@, + N, ()P, (3.9)

Les fonctions N; valent 1 au nceud qui les concerne et 0 aux autres. Elles comprennent
donc les équations des droites & = +1, n =1 et S’écrivent :

N, (S.7)=(1-5)A-7)/4
N, (7)) =@A+5)A-n)/4
Ny (S.77) =1+ S)A+7)/4 (3.10)
N,(S.7)=(1-S)A+n)/4

Evidement, puisque I’élément est isoparamétrique

X=Ny(&,m7)x +N,(&,7)X; + N;(&,7)X, +N,(&,7)X

y= N1(§,77)Y. + N2(§,77)y1 + N3(§’77)yk + N4(§,77)y| (3-11)

111.4.3. Dérivation et intégration :

Dans de nombreuses applications il est nécessaire soit de dériver, soit d’intégrer par
rapport aux variables de ’espace vrai. En mécanique les deux opérations sont faites, I’une
pour passer des déplacements aux déformations, I’autre pour calculer le travail virtuel.
Dans le cas d’un élément isoparamétrique ou les fonctions sont des fonctions des variables
de I’espace parent, il faut effectuer une dérivation en chaine ce qui n’est pas toujours
simple au plan pratique.

e Dérivation :

La complication se retrouve en 2D et/ou 3D.

En effet :
0D _o® 05 oD o7
oX 0& oOX 0n OX
0D _o® 05 oD on (3.12)
o 0O¢ oy 0Jn oy
Ou;

ov) (o5 an)(o®) (o0

oX [_| ox oOx || 0S :M—l o0&
oD o0& on || od oD (3.13)

oy ) \oy oy )\on on
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Les eléments de cette matrice ne sont pas directement accessibles. En effet, pour un

¢lément a n neeuds (i=1 , n) NUMEérotés : ny, N2, ....... Les relations entre x, y et &, n sont :
X= Z Ni (5’ 77)Xni et Y= Z Ni (5’ 77) Yni (3.14)
i=1 i=1
D’ou;
[ox oy | [ s i
— == N, .X. N..y.
[J]_ 8§ ag B |Z=1: i,.& i |Z=1: |,§yn| _|:J11 12:|
lox oy d 13, J (3.15)
= =X N. X. N. _ 21 22
_877 877_ _; L, ni ; |,77yn|_

Et comme pour une dimension, la matrice dont le calcul est simple et la matrice
inverse de celle recherchée.

Il faut donc calculer :
[J ]—1 _ 1 J 22 - J12
det(d)|—J, I, (3.16)

Avec;

det(J)=J,,.d,, —J,,. (3.17)

Ce qui est fait de maniére uniguement numérique

Matrice jacobéenne d’un élément quadrilatéral a quatre nceuds :

XY
3] :_{— A-n) @A-n) Q+n) -+ 77)} X Y,
a9 o -9 wolln v| e
R
I =X Xy + X =Xy Vit Yot Ys— VY, |
L (X =X, + X _X4)i +17(Y1 =Y, + Y3~ Ya)
[91=5| - B Bt 19
|+ S =X, + X _X4)§ +S(Y. = Yo+ Ys—VYa) |
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det(3) = A, + A& + Ay
A =2 I0Ya =20 =) = (¥ = V). (% =)

A= %[( Ys = ¥Ya)-(X = X) = (Vo — ¥1)-(Xs —X,)] (3.20)
A =2 10Ys = Y- = X:) = (¥ = Y20~ %))

e Intégration :
L’étude de I’intégration présente moins de problémes que celle de la dérivation.
Dans le calcul du comportement des structures, I’intégration intervient essentiellement
pour déterminer les coefficients de la matrice raideur.

Dans la méthode des éléments finis, la matrice €lémentaire [K] s’exprime sous
forme d’intégration a une, deux ou trois dimensions, définie sur 1’élément réel :

[K]= [[B,]".[D].[B]dv (3.21)

Sur I’élément de référence, cette intégrale devient:

[K1= [[B;(OT .[D(£)]IB(&)]det(J (£))dv' (3.22)

- Intégration de [K] par la méthode de Gauss & deux dimensions :

Utilisons la méthode « produit » de Gauss a r=2x2 points pour intégrer 1’expression
(3.21) de [K]:

[K1~[B, (&, )] [Dl-w,.w,.det(I (&;,7,))1[B(&,7:)]+

[B, (&.77,)]" [[D1w;.w,.det(J (& 7,))1.[B (&, 77,)]+

[B, (& )] [[D1w,.w,.det(3 (&, m)][B(S,,7,)]+ (3.23)
[B2(&,:7,)] [[Dlw,.w,.det(I(&,,7,))][B(S,,77,)]

- L’assemblage :

L’assemblage est I’opération qui consiste a construire la matrice globale [K] a partir
des matrices élémentaires [K®] , on a:

K=} [K®] (3.24)

n
i=1
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CHAPITRE IV

Fabrication des matériaux composites

1VV.1 Introduction

Le but de tous les constructeurs est de produire des éléments sdre, faibles et compétitifs
sur le plan économique.

C'est-a-dire I’importance des couplages qui lient dans ’entreprise le concepteur aux
moyens de calcul, d’essais et de fabrication. Pour ce qui concerne les piéces en matériaux
composites, ces couplages sont encore plus étroits qu’en construction traditionnelle.

Le mélange renfort/résine ne devient un véritable matériau composite résistant qu’au
terme de la derniere des phases de la fabrication, c'est-a-dire le durcissement de la matrice.

Il sera alors impossible de le modifier ultérieurement, comme on peut modifier la
structure d’un alliage métallique, par traitement thermique par exemple.

Dans le cas des composites a matrice résineuse, cette derniére doit étre
polymérisée.

IV.2. Principe d’élaboration d’une piece en matériaux composites

Il existe différent procédé mais le plus utilisé est le procédé par moulage dont les
principales opérations de la mise en forme sont les suivants :
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Renfort Résine

\ Z

Imprégnation (mélange)

U

Mise en place du mélange sur I’outillage

il

Compactage

!

Polymérisation

U

Démoulage

U

Finition

Figure 4.1 Organigramme de fabrication des matériaux composites.

Les procédés de formage par moulage varient en fonction de la nature des pieces, de
I’importance des séries, du prix de revient. Les formes et moules sont en matériaux divers :
métal, résine, bois, platre.

e Moulage en contact :
Matériaux constitutifs :

- Renfort : mat ou tissu de verre.

Taux de renforcement = 30%, jusqu’a 40% maximum.

- Matrice : polyester (elle passe de 1’état liquide a 1’état solide par copolymérisation avec
un  monomere avec lequel elle est mélangée. Ce phénomene entraine le durcissement.
Il est active soit par un autre produit chimique (accélérateur), soit par un apport d’énergie
(chaleur).

Principe :

Sur un moule (lui-méme souvent en composites), enduit d’un agent de démoulage (cire),
on dépose d’abord une couche de surface (gel - coat), puis, alternativement apres
gélification, des couches de renforts (mats ou tissus), que ’on imprégne de résine (pinceau
ou rouleau) jusqu’a obtenir I’épaisseur désirée. La résine, qui comporte un catalyseur
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(peroxydes) et un accélérateur (sels métalliques), se polymérise a I’ambiance de I’atelier ou
peut étre activée par un apport calorifique modére.

<«——Rouleau ébulleur

Imprégné
de résine }

Figure 4.2 Principe du moulage au contact.

Mise en ceuvre .

Le principe fondamental de I’imprégnation est de bien faire pénétrer la résine dans le
renfort de fagon a chasser les bulles d’air occluses. En effet, celles-ci, par suite d’une
dilatation, peuvent faire éclater la structure, d’ou une altération mécanique qui entraine
souvent une dégradation chimique (humidité, agression atmosphérique).

Il faut donc bien noter la prépondérance du facteur humain, c’est le savoir-faire et la
conscience professionnelle qui font la qualité du produit fini.

Dans la pratique, on opere de la maniére suivante :

- Le moule est préalablement enduit d’un démoulant (cire synthétique) et lustré de
fagon a obtenir « un polimiroir ». La structure réalisée aura donc une face lisse
coté¢ moule et une face brute coté opérateur, d’ou le choix d’un moule male ou
femelle en tenant compte de la face fonctionnelle désirée.

terminée

Imprégnation

de résine
Renfort : Moule
Moule (male) (mat ou tissu) U,_(femene)
en résine | I en résine)

Figure 4.3 Utilisation de moule male ou moule femelle
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- Sur ce moule on dépose d’abord une résine pure, le gel — coat, qui assure deux
fonctions :

e L’isolation, vis-a-vis de I’ambiance, en particulier pour éviter une
remontée d’humidité le long de I’interface verre-résine ou pour assurer
une bonne résistance chimique, ou encore pour réduire les dépots
parasites (algues, bactéries).

e La coloration; en effet c’est le gel — coat de surface qui porte la
pigmentation colorée que la résine de structure translucide rend visible
sur le produit réalisé. En outre le gel — coat joue également un role anti-
uv.

Le gel — coat a généralement une épaisseur de 0,3 & 0,4 mm (250 a 350 g/m?), on le
dépose au pistoler vaporisateur, et sa gélification s’effectue en 15 a 30 min.
Pour des structures soumises a une forte agressivité chimique, on peut aller jusqu’a 1 ou 2
mm, la gélification demande alors 1 ou 2h.

- Vient ensuite I’opération d’imprégnation manuelle. L’opérateur dispose les patrons
découpés (mats ou tissus) sur le moule et les imprégne de résine translucide
(permettant de détecter les bulles d’air éventuelles), a 1’ (aide de pinceaux ou de
rouleaux (type a rendelles « éventail » facilitant 1’ébullage). On se rend compte
qu’au renfort de verre est correctement imprégné lorsque, perdant son aspect blanc
brillant, il devient translucide.

On peut déposer ainsi plusieurs couches apres gélifications successives ; tres souvent on
utilise d’abord un voile de surface, puis des mats ou des tissus en fonction des
caractéristiques recherchées. Il n’est pas possible de réaliser en une seule fois une forte
épaisseur, en raison du degagement de chaleur et du retrait volumique provoqué par la
polymérisation de la résine, car on risquerait des craquelures. En regle générale, il ne faut
pas déposer deux couches de méme texture I'une sur 1’autre pour éviter un effet de
délaminage. Si la décomposition des renforts est fixée a priori, leur mise en place a
I’initiative de I’opérateur qui assure donc une responsabilité importante dans 1’¢laboration
de la structure (chevauchements des renforts)

. .0 'l'_-' @_.__ Air occlus
'O‘ 4— Résine

|-_| I

O . D g 3 I-"\Renfort

Figure 4 .4 : structure interne du composite

- Un autre principe de ce procédé est de bien observer les délais de polymérisation
nécessaires et une constante de 1’ambiance dans les ateliers (trop rarement réalisée),
en principe :

e température = 18 a 20 °c

e degré hygrométrique = 60 a 65 %
Dans ces conditions, et pour les épaisseurs de structure courantes, on peut compter
sur les temps moyens de polymérisation suivants :

e Gélification (1°® couche) = 30 min a 1h
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e Premiére polymérisation = 3 a 4h
e Polymeérisation de démoulage = 6 a 8h.

Toutefois la polymérisation « a cceur » n’est pas pour autant achevée. Elle peut demander
de 100 a 200h pour une polymeérisation a 90% et de 500 a 1000h (pres de 1 mois) pour étre
totale a 100% d’ou I’'importance du facteur de polymérisation sur 1’utilisation des produits
ainsi réalisés.

On peut, dans certaine mesure, réduire les temps de polymérisation -aux dépens du colt-
par chauffage (ou chaud, IR) mais il ne faut pas dépasser 60°c ; au-dela 1’échauffement
peut devenir dangereux pour les produits fabriqués (craquelures possibles).

1VV.3. Construction

Pour des raisons de moyens matériels, on se propose de construire une plaque en
composite de dimensions : 270mm x 217mm

Outillages utilisés :

Dans I’atelier structure, I’outillage nécessaire pour la réalisation de cette plaque est :
- Le pinceau ou rouleau.
- Leréglet.
- Les limes pour la finition.
- Le ciseau pour découper le tissu de verre ...etc.

Matériaux utilisés :

Les matériaux fournis sont :
- Le renfort = tissu de verre.
- Matrice = polyester (résine catalysée et accélérée) essentiellement, mais aussi
vinylester et phénolique.

La méthode de travail :

Le moule est «ouvert» (il n’y a qu’une piéce, male ou femelle). On y dispose les
couches de renfort enduites de résine (avec accélérateur) jusqu’a obtenir 1’épaisseur de
6mm. Le compactage ¢éliminant I’air restant se fait manuellement au rouleau. La durée
nécessaire au durcissement varie, en fonction du closage d’accélérateur ; de quelques
minutes a quelques heures. Enfin, on obtient la piece désirée.
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Chapitre V

Applications et discussions

V.1. Programmation

V.1.1. Introduction

Lors de la conception d’une structure en matériaux composites, il est important, voire
méme, nécessaire de connaitre les caractéristiques de chacun des composants. Des logiciels
ont été mis au point (par exemple : progiciel Pact ou bien le logiciel Euclid Analyst) pour
faciliter 1’étude de ces matériaux, ces logiciels sont nécessaires dans le cas ou le calcul
devient complexe (la complexité dépend du but auquel nous voulons arriver), ¢’est pour
cela que nous avons pensé a élaborer un programme qui permet, pour un nombre important
de plis, d’étudier le comportement du composite a partir des caractéristiques de ses
composants.

Donc, notre objectif est de calculer les déplacements d’une plaque composite par rapport
a ses dimensions ensuite par rapport aux conditions aux limites.

V.1.2. Présentation des étapes de calcul

Pour pouvoir analyser le comportement d’un stratifié, il faut suivre les étapes suivantes :
e Calcul des caractéristiques du composite.

Calcul de la matrice de rigidité de chaque pli par rapport a ses axes.

Calcul de la matrice de rigidité de chaque pli par rapport aux axes du stratifie.

Calcul des matrices [A], [B] et [D].

Calcul des matrices de rigidite [k] des éléments indépendants.

Assemblage des matrices de rigidité des €éléments pour 1’obtention de la matrice de

rigidité globale de la plaque.

e Introduction des conditions aux limites et résolution de [F] = [K].{U} pour

I’obtention des déplacements.
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V.1.3. Organigramme de calcul

Introduction des Parameétres
physiques et le nombre des plis,
Les orientations des plis.

3
v v

Choix du Numéro Calcul des matrices
des plis A, BetD.

'

Détermination des
constantes de rigidité
du pli dans les axes du
stratifié

v v

v

Introduction des dimensions de la plaque et la
division de la plaque, parametre du maillage et choix
du cas (aou b).

v
/ Calcul des coordonnées des /

noeuds et les éléments du

'

Pour chague élément du maillage on calcul :
- Jacobien (J) et son inverse et le déterminant
- Les fonctions d’interpolation et leurs dérivées.
- La matrice du rigidité élémentaire Ke et le vecteur
de sollicitation élémentaire Fe
- Assembler a la matrice de rigidité globale et le
vecteur de force alobal

|

Résolution du systéeme lineaire Kx U = F
Par la méthode de gauss avec pivot partiel.

A

Affichages des Résultats.
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Figure 5.1. Organigramme de calcul

V.1.4. Langage de programmation

Le langage de programmation utilisé est le DELPHI (version 7.00).

Le Delphi est un environnement de développement intégré propriétaire pour le langage
Pascal sous Windows. Delphi implémente une version orientée objet du langage Pascal.
L'environnement de développement s'appuie sur un éditeur d'interface graphique associe a
un éditeur de code source. Il doit son succes a sa facilité d'utilisation pour développer des
applications graphiques et/ou liées aux bases de données.

Tout programme écrit est traduit intégralement dans le langage du compilateur,ce n’est
qu’a partir du moment qu’il est exempt de toute erreur de syntaxe qu’il devient
fonctionnel.
Ce langage présente plusieurs avantages, dont on peut citer :

-Un compilateur extrémement rapide pour convertir la source en un programme
exécutable.

-Une structuration claire des programmes en blocs,ces blocs peuvent étre
séparément et reliés entre eux pour constituer de grandes applications.

-Un débogueur intégré qui est d’un grand secours pour traquer les erreurs du
programme et qui permet aussi de dérouler le programme pas a pas pour mieux le
surveiller.

Vu que le programme présente un volume important de calcul, il est constitué de plusieurs
procédures qui sont reliées entre elles par le programme principal.

V.1.5. Apercu sur ’application

L’application est ouverte sur la interface suivante :


http://fr.wikipedia.org/wiki/Environnement_de_D%C3%A9veloppement_Int%C3%A9gr%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Logiciel_propri%C3%A9taire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_Pascal
http://fr.wikipedia.org/wiki/Langage_Pascal
http://fr.wikipedia.org/wiki/Microsoft_Windows

Chapitre V: Applications et discussions 37

EX

Fichier Matrice Rigidité Calcul des Matrice &, B, D Mumerotation  Coordonnées

Parapétres ( Physique , Plis ) Maillage et Dimension | Condition Aux Limites | Resultat

E, TAfes ] tvomnd np Nombre de PLi

B, pREE ] waw 77
e N B —
G ¢ N,fmz eépaisseur (0,15 mm

e 55 7

Liste des Angles d'orientation des plis
o 90 90 0

'l

‘s demarrer & - G [ 1 Delphis T composite | @% pauvre [ @ chapitre1...

Figure 5.2 Interface de I’application

Cette interface comporte les champs de données suivants :
e Caractéristiques physigues des plis
e Nombre de pli.
e Orientation et épaisseur de chaque pli.

Tout en haut de la interface on trouve un menu compose de :

Fichier : il comporte
Nouveau : qui désigne une nouvelle interface vide.
Quitter : Pour quitter ’application
- Matrice de rigidité : en cliquant dessus, le calcul de la matrice de rigidite se fait et
les résultats dans I’onglet Résultats.
- Calcul des matrice [A], [B] et [D] : En cliquant dessus, les résultats des trois
matrices seront affichés dans I’onglet Résultats.
- Numeérotation : Calcul le nombre de nceuds pour un pli donné.
- Coordonnées : Affiche les coordonnées des nceuds.

Juste aprés le menu principal, quatre icones sont affichés afin de remplir les parametres du
composite et afficher les résultatsO :

- Parapetres (Physique, Plis) : En cliquant sur 1’icone, des champs s’affiche pour
remplir les caractéristiques mécaniques, le nombre de plis, 1’épaisseur totale et la
séquence d’empilement.



Chapitre V: Applications et discussions 38

Maillage et dimension : Pour introduire les paramétres du maillage et dimension
de la plaque, ainsi la division selon les axes X et Y, on clique sur cet icbne comme

I’illustre la figure ci-dessous :

Fichier Matrice Rigidité  Calcul des Matrice &, B, D Mumerotation  Coordonnées

Maillage et Dimension Condition Aux Limites ‘ Résultat ‘

Parapeétres ( Physique , Plis )

AY

Longeur

L rom)

Nombre de Division

SurAxeX:[3 |
surAxeY: 6| 5@ B
1D 20 0 4

Largeur

] < _
L (mm)

Nombre d'éléments U 4

v

” I oelphis 7 composte | M pauvre O chapitre L. FR & Jpi 1651

e — e
is demarrer & -6

Figure 5.3. Interface des paramétres de maillage et dimension
Condition Aux Limites: Afin de choisir les conditions aux limites, on doit

d’abord cliquer sur I’icone pour afficher le choix, comme dans la figure ci-aprés :
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i
-

Fichier Matrice Rigidité  Calcul des Matrice 4, B, O Mumerotation  Coordonnées

Parapétres (Physique , Plis) [ Condition Aux Limites Résultat

Maillage et Dimension

Libre Libre
7K K
2 < Appui > < Abppui
Encastrée 2 Cas (a) < S::::Ile > Cas (b) < SiF:;’;L
70 -
2K PL_K
Libre Libre

5 3 T [ [ .
:2 demarrer &~ @ 7 | IFDephic 7 compusite @ pauvre O Chapitre 1., FR "(Jb 16:57

Figure 5.4. Interface du choix des conditions aux limites

- Résultat : On cliquant sur ce bouton, les résultats cherchés sont affichés.

V.2. Résultats et discussion

La conception des structures stratifiées repose sur plusieurs paramétres, qui sont
dépendants des sollicitations auxquelles la structure est soumise. C’est pour cela qu’on a
tendance a dire que tout matériau stratifié est unique, il est unique par le choix des
matériaux (fibres et matrice) et leur taux, par I’orientation de fibres...etc.

Pour cela, on va essayer, dans cette étude paramétrique, de prendre en compte le
plus de paramétres possibles et essayer de les faire varier et voir ainsi leurs conséquences
sur la conception des stratifiés.

V.2.1 Applications et interpreétations des résultats

V.2.1.1 Applications
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1°¢" cas : Influence des caracteéristiques géométriques sur le déplacement

Dans le but d’étudier I’influence des dimensions de la plague composite sur son
déplacement, nous avons distingué deux composites définis par les caractéristiques
suivants :

Caractéristiques Plaque A Plaque B
Longueur (mm) 600 400

Largeur (mm) 300 200

Séquence d’empilement [0°,90°,90°,0°] | [0°,90°,90°,0°]
E (N/mm?) 1.448.10° 1.448.10°

Et (N/mm2) 0.0965.10° 0.0965.10°

Git (N/mm2) 0.0710.10° 0.0710.10°

VIt 0.30 0.30

t (mm) 6 6

n (plis) 40 40

Tel que I’épaisseur de chaque pli pour chaque plaque composite est :

1.5mm 6=0°
1.5mm 0 =90°
1.5mm 06 =90°
1.5mm 0=0°

e Les résultats

Pour la plaque A
- Le Premier plis

La Matrice de Rigidité Réduite dans le Repére Local (Q) Pli N°: 1
1,4567E+005 , 2,9125E+003 , 0,0000E+000
2,9125E+003 , 9,7082E+003, 0,0000E+000
0,0000E+000 , 0,0000E+000, 7,1000E+003

La Matrice de Rigidité Réduite dans le Repére du Stratifie (Qb ) PliN°: 1
1,4567E+005 , 2,9125E+003 , 0,0000E+000
2,9125E+003 , 9,7082E+003 , 0,0000E+000
0,0000E+000 , 0,0000E+000, 7,1000E+003

La Matrice de Rigidité en Membrane (A)
4,6615E+005 1,7475E+004 1,3601E-012
1,7475E+004 4,6615E+005 2,3616E-011
1,3601E-012 2,3616E-011 4,2600E+004
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La Matrice de couplage (B)

7,4930E-011 6,4881E-013
6,4881E-013 -2,1081E-010
-4,5098E-028 -1,1461E-026
La Matrice de Rigidité en flexion (D)
1,4076E+006 5,2424E+004
5,2424E+004 1,3893E+006
4,0497E-012 7,0315E-011
La matrice ABD
4,6615E+005 1,7475E+004 1,3601E-012
1,7475E+004 4,6615E+005 2,3616E-011
1,3601E-012 2,3616E-011 4,2600E+004
7,4930E-011 6,4881E-013 -4,5098E-028
6,4881E-013 -2,1081E-010 -1,1461E-026
-4,5098E-028 -1,1461E-026 3,6613E-012

Liste des éléments avec les nceuds

N° Element
1 1
2 2
3 3
4 5
5 6
6 7
7 9
8 10
9 11
10 13
11 14
12 15
13 17
14 18
15 19
16 21
17 22
18 23
Liste des Noeuds
N° Noeud X
1 -150,000
2 -50,000
3 50,000
4 150,000
5 -150,000
6 -50,000
7 50,000
8 50,000

-4,5098E-028
-1,1461E-026
3,6613E-012

4,0497E-012
7,0315E-011
1,2780E+005

7,4930E-011 6,4881E-013 -4,5098E-028
6,4881E-013 -2,1081E-010 -1,1461E-026
-4,5098E-028 -1,1461E-026 3,6613E-012
1,4076E+006 5,2424E+004 4,0497E-012
5,2424E+004 1,3893E+006 7,0315E-011
4,0497E-012 7,0315E-011 1,2780E+005

|
OOO\IO')-hOON

11
12
14
15
16
18
19
20
22
23
24

Y

-300,000
-300,000
-300,000
-300,000
-200,000
-200,000
-200,000
-200,000

5 6
6 7
7 8
9 10
10 11
11 12
13 14
14 15
15 16
17 18
18 19
19 20
21 22
22 23
23 24
25 26
26 27
27 28
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

Les déplacements :

Z
o
@
c
o

O©CoOoO~No ol WwWwN -

-150,000
-50,000
50,000
150,000
-150,000
-50,000
50,000
150,000
-150,000
-50,000
50,000
150,000
-150,000
-50,000
50,000
150,000
-150,000
-50,000
50,000
150,000
U \
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000
0,003 0,000
0,002 0,000
0,002 0,000
0,003 0,000

-100,000
-100,000
-100,000
-100, 000
0,000
0,000

0, 000
0,000
100,000
100,000
100,000
100,000
200,000
200,000
200,000
200,000
300,000
300,000
300,000
300,000

w

0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004
0,004
0,000
0,000
0,004

0x

0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020

Oy

0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
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27
28

0,003
0,002

Pour La plaque B :
- Le Premier plis

0,000
0,000

0,004
0,000

0,005
0,003

La Matrice de Rigidité Réduite dans le Repere Local (Q) Pli N°: 1
1,4567E+005 , 2,9125E+003 , 0,0000E+000
2,9125E+003 , 9,7082E+003 , 0,0000E+000
0,0000E+000 , 0,0000E+000, 7,1000E+003

La Matrice de Rigidité Réduite dans le Repére du Stratifie (Qb ) PliN°: 1
1,4567E+005 , 2,9125E+003, 0,0000E+000
2,9125E+003 , 9,7082E+003 , 0,0000E+000
0,0000E+000 , 0,0000E+000, 7,1000E+003

La Matrice de Rigidité en Membrane (A)

4,6615E+005
1,7475E+004
1,3601E-012

La Matrice de couplage (B)

7,4930E-011
6,4881E-013
-4,5098E-028

1,7475E+004
4,6615E+005
2,3616E-011

6,4881E-013
-2,1081E-010
-1,1461E-026

La Matrice de Rigidité en flexion (D)

1,4076E+006 5,2424E+004
5,2424E+004 1,3893E+006
4,0497E-012 7,0315E-011
La matrice ABD
4,6615E+005  1,7475E+004  1,3601E-012  7,4930E-011
1,7475E+004  4,6615E+005  2,3616E-011  6,4881E-013
1,3601E-012  2,3616E-011  4,2600E+004  -4,5098E-028
7,4930E-011  6,4881E-013  -4,5098E-028  1,4076E+006
6,4881E-013  -2,1081E-010 -1,1461E-026  5,2424E+004
-4,5098E-028  -1,1461E-026  3,6613E-012  4,0497E-012
Liste des éléments avec les noeuds
N° Elément
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 5 6
5 6 7
6 7 8
7 9 10
8 10 11

43

1,3601E-012
2,3616E-011
4,2600E+004
-4,5098E-028
-1,1461E-026
3,6613E-012
4,0497E-012
7,0315E-011
1,2780E+005
6,4881E-013  -4,5098E-028
-2,1081E-010  -1,1461E-026
-1,1461E-026  3,6613E-012
52424E+004  4,0497E-012
1,3893E+006  7,0315E-011
7,0315E-011  1,2780E+005
5 6
6 7
7 8
9 10
10 11
11 12
13 14
14 15
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9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
Liste des Noeuds

N° Noeud

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

X

11
13
14
15
17
18
19
21
22
23

-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000
-100,000
-33,333

33,333

100,000

Les déplacements :

Noeud
1
2
3

U

0,001
0,002
0,002

0,000
0,000
0,000

12
14
15
16
18
19
20
22
23
24

Y
-200,000
-200,000
-200,000
-200,000
-133,333
-133,333
-133,333
-133,333
-66,667
-66,667
-66,667
-66,667
0,000
0,000
0,000
0,000
66,667
66,667
66,667
66,667
133,333
133,333
133,333
133,333
200,000
200,000
200,000
200,000

0,000
0,003
0,003

0x

0,010
0,020
0,020

15
17
18
19
21
22
23
25
26
27

Oy

0,003
0,005
0,005

16
18
19
20
22
23
24
26
27
28

44
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Interprétation :

0,001
0,001
0,002
0,002
0,001
0,001
0,002
0,002
0,001
0,001
0,002
0,002
0,001
0,001
0,002
0,002
0,001
0,001
0,002
0,002
0,001
0,001
0,002
0,002
0,001

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,003
0,003
0,000
0,000
0,003
0,003
0,000
0,000
0,003
0,003
0,000
0,000
0,003
0,003
0,000
0,000
0,003
0,003
0,000
0,000
0,003
0,003
0,000

0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010
0,010
0,020
0,020
0,010

0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
0,003
0,005
0,005
0,003
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D’aprés les résultats obtenus, nous sommes en droit de dire que la répartition des
déplacements est similaire tout au long de la plaque, ces résultats nous permettent alors, de
confirmer la relation directe entre la force et le déplacement.

2¢mecas : influence des conditions aux limites sur le déplacement

Dans le but d’étudier I’influence des conditions aux limites sur le déplacement de la plaque
composite, nous avons distingué deux composites définis par les caractéristiques suivants :

Caractéristiques Plague A Plaque B
Longueur (mm) 600 600

Largeur (mm) 300 300

Séquence d’empilement [0°,90°,90°,0°] | [0°,90°,90°,0°]
Ei (N/mm?) 1.448.10° 1.448.10°

Et (N/mm?) 0.0965.10° 0.0965.10°

Git (N/mm?) 0.0710.10° 0.0710.10°

Vit 0.30 0.30

t (mm) 6 6

n (plis) 40 40




Chapitre V: Applications et discussions

Tel que I’épaisseur de chaque pli pour chaque plaque composite est :

1.5mm 6=0°
1.5mm 0=90°
1.5mm 06 =90°
1.5mm 0=0°

Mais avec deux conditions aux limites différents : encastrement — appui simple, appui
simple — appui simple respectivement.

e Les résultats
Pour la plaque A : Encastrement - appui simple

Les déplacements :

Neeud U \ w 0x Oy

1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
3 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
4 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
7 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
8 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
9 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
10 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
11 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
12 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
13 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
14 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
15 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
16 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
17 0,000 0,000 0,000 0,010 0,003
18 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
19 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
20 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
21 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
22 0,003 0,000 0,002 0,020 0,005
23 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005
24 0,001 0,000 0,000 0,010 0,003
25 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
26 0,001 0,000 0,002 0,020 0,005
27 0,002 0,000 0,003 0,020 0,005

28 0,003 0,000 0,000 0,010 0,003
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Pour la Plaque B : Appui simple — appui simple

Les déplacements :

Noeud U \ w 0x Oy

1 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
2 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
3 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
4 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
5 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
6 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
7 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
8 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
9 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
10 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
11 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
12 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
13 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
14 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
15 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
16 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
17 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
18 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
19 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
20 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
21 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
22 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
23 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
24 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
25 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003
26 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
27 0,003 0,000 0,004 0,020 0,005
28 0,002 0,000 0,000 0,010 0,003

Interprétation

L’influence des conditions aux limites est assez claire dans cet exemple, ce que
nous pouvons constaté c’est les valeurs des déplacements des appuis simples et plus que
les valeurs de I’encastrement. Donc il est alors conseillé d’opter pour des extrémités
encastrées au lieu des extrémités simplement appuyées.
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Conclusion générale

Le matériau composite est engendré par de multiples paramétres influents chacun, a sa
fagon, sur son comportement, pour cela nous avons essayé d’étudier I’influence de quelques

uns de ces parametres (dimensions et conditions aux limites) sur le composite.

Dans ce travail, 1’étude est basée essentiellement sur une synthése de ’analyse du

comportement mécanique dans un simple modéle unidirectionnel des plaques composites.

Vu la complexité de la compression, nous avons utilisé :

1- La formulation isoparamétrique qui est actuellement utilisée pour construire les
matrices raideurs de la plupart des éléments. Elle offre de nombreux avantages,
spécialement au plan numérique, puisque toutes les opérations s’effectuent dans le
domaine parent. Il est rare aujourd’hui de rencontrer des éléments qui ne fassent pas
appel a ce concept. Sauf pour des application tres particulieres: éléments
axisymétriques, éléments pour simuler des comportements en fond de fissures,
éléments frontieres ou de contact.

2- Des hypothéses de base, ainsi que les conditions aux limites.

Et cela afin de simplifier les applications et faciliter la résolution du probléme.

Le programme que nous avons élaboré permet d’étudier le comportement d’une plaque
composite comportant un grand nombre de plis et d’en calculer le déplacement, calcul qui est
difficile a faire manuellement, et ceci quelque soit la nature des fibres ou des matrices

intervenants dans la composition du matériau composite.
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L’étude de ce projet a permis de déterminer, de savoir les différentes étapes et de nous
familiariser avec les techniques de calcul utilisées dans la programmation malgré la
complexité de le faire. Bien que, les ouvrages, la documentation et les moyens aient été

limités, nous avons pu réaliser ce travail avec sérieux et passion pour le choix de notre cycle.

Cette tentative a été pour nous une possibilité de toucher le domaine trés vaste des
composites, ¢’est un domaine qui reste inconnu chez nous bien qu’il ait acquit beaucoup de
partisans dans les autres pays, notre espoir est qu’il y ait plus d’approches dans ce domaine

qui permettront de faire découvrir encore plus ces matériaux.

Nous espérons que ce modeste mémoire servira comme base et sera béenéefique pour

d’autres étudiants qui voudraient continuer dans ce vaste domaine.

Recommandation

Notre travail étant inachevé, nous recommandons a ceux qui veulent le terminer de
calculer :

- Les champs de déformations.

- Les champs de contraintes.

- Veérification du critére de rupture.



ANNEXE 1

MATRICE DE RIGIDITE

La matrice de rigidité réduite dans les axes principaux (repére local) est donnée par :

Avec :

2

N

X
Figure 1.1 Représentation des systémes d’axes.
0: ongle que font le repére local et le repére principal.
o, ¢, O
lol=| ¢ @, O
0 0 @
E
¢11 — - E
1— VET —
L
v, ;-E
P> = = LE = ViT-@P2)
1 VET —
EL
E, E.
@22 - E - E
1_ ViT T L

(1.1)

(1.2)

P11



La matrice de rigidité réduite de chaque pli dans le repere du stratifié (x , y)est donnée par:

a P11 P> Pie
[¢] = P2 P2z Po2e (1.3)
Pise P26  Pes

Avec;

@, =@, -C0s* 0+ @,,.5in* O + 2(p,, + 2¢55) SinN? O cos? O

@1, = (@ + @, —4pss)sin? @cos? 6 + ¢, (cos® O +sin’ 9)

06 = (P11 — P, — 20055)SINOCOS® O + (@, — P, + 2055 ) SIN° O COSO
@, = @, SINY 0+ 2(@,, + 2¢,,) Sin* B cos’ @ + ¢,, cos* O

Prs = (P — Pr, — 20055 ) SIN® O COSO + (1, — Py, + 20055 ) SINO COS® O

Dss = [P11 + @ry — 2(@1, + Peg)|5IN? O COS? O + @ (SiN* O + cOS* O)



Annexe 2

Procédures et fonctions utilisées pour le
calcul et Uaffichage de K et U

Procedure Calcul_Zi;

Var | : Integer,;
X :Real;
Pas : Real;

Begin
Pas :=t/np;
For1:=0TonpDo
Begin

Z[i] := -t/2 + (1 * Pas);

End,;

end;

Function CalculTeta( k : integer): Real;
Var Ik : Integer;

Begin
If nbTeta=0
Then Result := 0
Else Begin
ik:=k;
While iK > nbTeta do
ik := ik - nbTeta;
Result := LTeta[lk ];
end;
end;

Procedure Calcul_Q_Qb( k : Integer );

Var
S1,S2,S3,S4:Double; (*Puisance du sinus *)
C1,C2,C3,C4:Double; (*Puisance du cosinus *)
Th : Double ; (* angle d"oriontation du pli (0° ou90 °) *)



Begin
ElL:=El/ (1 - (EVED*(Nult * Nult)) ;
Etl ;= Et/ (1 - (EVED*(Nult * Nult)) ;
Q[1,1] := EI/ (1 - (EVEN*(Nult*Nult) );
Ql2,2] .= (Et/El)*Q[1,1];
Q[3,3] := Glt;

Q[L.2] := Nult* Q[2,2];
Q[2,1] :== Q[1,2];

Q[13]:=0; Q[2,3]:=0;
Q[31]:=0; Q[32]:=0;

th := CalculTeta(k ) * Pi/180; (* Then radian *)

S1:=Sin(Th); S2:=S1*S1;S3:=S1*S52;S4:=S2* S2;
Cl:=Cos(th); C2:=C1*C1;C3:=C1*C2;C4:=C2*C2;

Qb[1,1] := Q[1,1] * C4 + Q[2,2] * S4 + 2*( Q[1,2] + 2*Q[3,3] )* S2 * C2;
Qb[1,2] := ( Q[L,1] + Q[2,2] - 4 * Q[3,3] ) * S2 * C2 + Q[1,2]*( C4 + S4 ):

Qb[1,3]:=( Q[1,1]-Q[1,2]-2*Q[3,3] ) *S1*C3 +
( QI1,2]1-Q[2,2]+2*Q[3,3])*S3*C1;

Qb[2,2] := Q[L,1] * S4 + 2% (Q[L,2] + 2 * Q[3,3]) * S2 * C2 + Q[2,2] * C4;

Qb[2,3] := ( Q[1,1] - Q[1,2] -2 * Q[3,3] ) * S3 * C1 +
( Q[1,2]-Q[2,2] +2 * Q[3,3] ) *S1* C3;

Qb[3,3] := ( Q[L,1] + Q[2,2] - 2 * ( Q[3,3] + Q[L,2]) ) * S2 * C2 +
Q[3,3] * (S4 + C4) ;

Qb[2,1] := Qb[1,2];

Qb[3,1] := Qb[1,3];

Qb[3,2] :=Qb[2,3];  (* Symétrie *)
End;

Procedure Calcul_ A B D;
Varl,J : Integer,;

K :Integer;
Wa , Wb, Wd : Double;
Begin

FillChar(A, SizeOf(A), #0);
FillChar(B, SizeOf(B), #0);
FillChar(D, SizeOf(D), #0); (* Inirtitialiser A, B, D a Zéro *)

FillChar(DD, SizeOf(DD), #0);



Calcul_Zi;

Fork:=1To Npdo
Begin
Calcul_Q(K);
Fori:=1to3do
Forj:=1to3do
Begin
Wa :
Wh :

(Z[K]
1/2 * ( Z[K]*Z[K]

- Z[k-1]) ;

- Z[k-1]*Z[k-1] ) ;

Wd := 1/3 * ( Z[K]*Z[K]* Z[K] - Z[K-1]*Z[k-1]*Z[k-1]) ;
Ali,j] = Ali,j] + Wa* Qb[i,jJ;
B[i.j] := B[i,j] + Wb > Qblij];
D[i,j] := D[i,j] + Wd * Qbl[ij];

End;
End;
DDJ[1,1] := A[1,1];
DDI[2,1] := A[2,1];
DDI[3,1] := A[3,1];

DD[1,4] :=B[1,1];
DD[2,4] := B[2,1];
DDI[3,4] := B[3,1];

DDJ[4,1] :=B[1,1];
DDI5,1] := B[2,1];
DDI[6,1] := B[3,1];

DD[4,4] :=D[1,1];
DD[5,4] := D[2,1];
DDI[6,4] := D[3,1];

DDI[1,2] := A[1,2];
DDJ[2,2] := A[2,2];
DDI[3,2] := A[3,2];

DDI[1,5] :=BJ1,2];
DDI[2,5] := B[2,2];
DDI[3,5] :=BJ[3,2];

DDI[4,2] :=BJ[1,2];
DDI[5,2] :=B[2,2];
DDI[6,2] := B[3,2];

DDI[4,5] := D[1,2];
DDJ5,5] := D[2,2];
DDI[6,5] := D[3,2];

End;

Numeérotation des Elements

Procedure Numerotation_Element;

Varl,J ,N : Integer,
Begin
NElement := NBx * NBy;
N :=0;
1:=0;
J:=0;
while (N < NElement ) do
Begin
N:=N+1;
If I < Nbx

DD[1,3] := A[1,3];
DD[2,3] := A[2,3];
DDI[3,3] := A[3,3];

DD[1,6] := B[1,3];
DD[2,6] := B[2,3];
DDI[3,6] := B[3,3];

DD[4,3] := B[1,3];
DD[5,3] := B[2,3];
DDI[6,3] := B[3,3];

DD[4,6] := D[1,3];
DD[5,6] := D[2,3];
DDI[6,6] := D[3,3];



Theni:=i+l
else begin

Ji=J+1;

1:=1;

end;
LElement[N].a:= (Nbx + 1) *J +1;
LElement[N].b := LElement[N].a +1;
LElement[N].c := LElement[N].a + Nbx + 1,
LElement[N].d := LElement[N].c +1;

End;
End;

Procedure Calcul_Coordonne_Element;
var dx , dy : real;

ox , oy : real;
N,i,j :integer,;
Begin

dx := Largeur / NBX;
dy := Longeur / NBy;
Ox := Largeur / 2;
Oy := Longeur / 2;

N :=0;

For J:=0To NBy do
Fori:=0To NBx do

Begin
N:=N+1;
LPoint[N] . Numero := N;
LPoint[N] . X  :=i*dx - Ox;

LPoint[N] .Y  :=J*dy - Oy;
LPoint[N] . bloque :=0;
LPoint[N] .si  :=0;

If1=0 Then LPoInt[N].si :=+1;
If | = NBx Then LPoint[N].si :=-1,

End;
NPoint := N;

end;

Procedure Calcul_Jacobien ;

Begin
FillChar(Jac, sizeof(Jac), #0);
Jac[1,1]:=da; Jac[2,2] := db;
DetJac := da * db;

end;

Procedure Calcul_FunctionInterpolation( xi
var i : Integer;

, eta : double);



Begin
FillChar(NN, Sizeof(NN), #0);
FillChar(dNNXi, Sizeof(dNNXi), #0);
FillChar(dNNEta, Sizeof(dNNEta), #0);
FillChar(dNNdx, Sizeof(dNNdx), #0);
FillChar(dNNdy, Sizeof(dNNdy), #0);

NN[1] :=21/4*(1- xi)*(1-eta);

NN[2] :=1/4 * (1 + xi) * (1 - eta);
NN[3] :=1/4* (1 + xi) * (1 + eta);
NN[4] ;= 1/4 * (1 - xi) * (1 + eta);

dNNXi [1] := 1/4 *( -1 + eta);
dNNXi [2] :=1/4 *( 1 - eta);

dNNXi [3] := 1/4 *( 1 + eta);
dNNXi [4] := 1/4 *( -1 - eta);

dNNEta[1] :=1/4 * (-1 + xi);
dNNEta[2] :=1/4 * (-1 - xi);
dNNEta[3] :=1/4* (1 + xi);
dNNEta[4] := 1/4 * (1 - xi) ;

Fori:=1to4 do
Begin
dNNdx [i] := da * dNNXi [i];
dNNdy [i] := db * dNNEta[i];
end;

end;

Procedure Calcul _BB;
var I, J, h : Integer;
Begin
FillChar(BB, sizeof(BB), #0);
1:=1; J:=1,
Calcul_Functioninterpolation(PGS [i], PGS]j] );
H:=0;
Calcul_Functioninterpolation(PGS [i], PGS][j] );
BB[1,H + 1] := dNNdx[1]; BB[2,H + 2] := dNNdy[1]; BB[3,H + 1] := dNNdy[1];
BB[3,H + 2] := dNNdx[1]; BB[4,H + 4] := dNNdx[1]; BB[5,H + 5] := dNNdy[1];
BB[6,H + 5] := dNNdy[1]; BB[6,H + 6] := dNNdx[1];

1:=2; J:=1,

H:=5;

Calcul_Functioninterpolation(PGS [i], PGS[j] );

BB[1,H + 1] := dNNdx[1]; BB[2,H + 2] := dNNdy[1]; BB[3,H + 1] := dNNdy[1];
BB[3,H + 2] := dNNdx[1]; BB[4,H + 4] := dNNdx[1]; BB[5,H + 5] := dNNdy[1];
BB[6,H + 5] := dNNdy[1]; BB[6,H + 6] := dNNdx[1];



1:=2; J:=2;H :=10;
Calcul_Functioninterpolation(PGS [i], PGS][j] );

BB[1,H + 1] := dNNdx[1]; BB[2,H + 2] := dNNdy[1];
BB[3,H + 2] := dNNdx[1]; BB[4,H + 4] := dNNdx[1];
BB[6,H + 5] := dNNdy[1]; BB[6,H + 6] := dNNdx[1];

1:=1; J:=2;H:=15;
Calcul_Functioninterpolation(PGS [i], PGS][j] );

BB[1,H + 1] := dNNdx[1]; BB[2,H + 2] := dNNdy[1];
BB[3,H + 2] := dNNdx[1]; BB[4,H + 4] := dNNdx[1];
BB[6,H + 5] := dNNdy[1]; BB[6,H + 6] := dNNdx[1];

end;

BB[3,H + 1] := dNNdy[1];
BB[5,H + 5] := dNNdy[1];

BB[3,H + 1] := dNNdy[1];
BB[5,H + 5] := dNNdy[1];

Procedure Construire_Ke Fe (E : TElement);

var l,J, I, h : Integer;

K1, K2: Array [1..20,1..20] of Double;
V : Double;

Begin

FillChar(Ke, sizeof(Ke), #0);
FillChar(Fe, sizeof(Fe), #0);

Calcul_BB;
FillChar(K1, sizeof(K1), #0);
Fori:=1to 20 do
Forj:=1to6 do
Forl:=1to6do
K1[i,j] := K1[i,j] + BBJl,i] * DD [l,j];

FillChar(K2, sizeof(K2), #0);
Fori:=1to20do
Forj:=1to20do
Forl:=1to6 do
K2[i,j] := K2[i,j] + K1[i,I] * BB [l,j]*DetJac;

Fori:=1to20do
Forj:=1to20do
Keli,j] :=4* K2Ji,jl;

Fe[1] := Vfe * LPoint[ E.a ].si;
Fe[6 ] := Vfe * LPoint[ E.b ].si;
Fe[11] := Vfe * LPoint[ E.d ].si;
Fe[16] := Vfe * LPoint[ E.c ].si;

End;
Procedure Construire KG_FG;

var N : Integer;
E : TElement;



id : Array [1..4] of Integer;

ij, Lp,iel,ie2 :integer;
Begin

FillChar(KG, sizeof(KG), #0);

FillChar(FG, sizeof(FG), #0);

For N:=1 to NElement do

Begin
E := LElement[N];
Construire_Ke _Fe( E);
id[1] :==E.a; id[2] :=E.b;
id[3] :=E.d; id[4] :=E.c;

Fori:=1to4do
ForJ:=1to4do
begin
Forl:=1to5do
Forp:=1to5do
Begin
iel:=(id[i]-1)*5+1;
ie2:=(id[j]-1) *5+p;
KGiel,ie2] :=KG[iel,ie2] + Ke [(i-1)*5 +I , (J-1)*5 +p ];
end;
end;

Fori:=1to4do
begin
Forl:=1to5do
Begin
iel:=(id[i]-1)*5+1;
FG[iel] :=FG [iel] + Fe [(i-1)*5 +];
end;
end;
end;
End;

Procedure Remplissage;
var i, j : integer;
begin
randomize;
FillChar(KG , Sizeof(KG), #0);
FillChar(FG , Sizeof(FG), #0);
FillChar(XU , Sizeof(XU), #0);
forl1:=1toNdo
Begin
Forj :=1toNdo
KGJi,j] := 1000 * (1-2*random);
FG[i] := 1000 * (1-2*random);
End,;



end;

Procedure Verifier_solution;
var i, j : integer;
V : Real;
Begin
Max_Erreur :=0;
Fori:=1to N do
Begin
V=0
ForJ:=1ToNdo
V =V + KG[i,j] * XU[jl;
V :=FGI[l] - V;
V = abs(V);
If V > Max_Erreur Then Max_Erreur := V;
end;
End;

Procedure Methode_Gauss;
vari,j,k ,ii :integer;
Pivot : Real;
V : Real;
Begin
for 1 :=1to N do
Begin
/l determiner le pivot max de la colonne
i =i
ForK:=i+1toNdo
If ABS(KG [K, i]) > ABS(KG [K, ii])
Then ii =K;

// permutation des lignes

If (ii<>i)

Then Begin
forJ:=1toNdo
Begin

V.  =KGi,]];
KG[i,j] = KG[ii,j];
KG[ii,j] .=V,
End;

V.  =FG[i];
FG[i] :=Fqlii];
FGlii] =V;

end;

Pivot := KG[i,i] ;

if Pivot=0

then Begin

CodeErreur :=1; // Det( KG) =0
exit ;



end;
ForJ:=1toNdo
KGIi,j] :=KG[i,j] / Pivot;
FGIi] := FGJi]/ Pivot;

For K:= I+1to N do
Begin
Pivot := KG[K ,i] ;

Forj:=1toNdo

KGIK,j] := KG[k,j] - KG[i,j]*Pivot;

FG[K] := FGIK] - FG[i]*Pivot;
end;
end;

for I :=N downto 1 do

Begin
V:=0;
ForJ:=1+1toNdo
V=V +KG[I,J] * XU[J];
XU[i] :=FG[I] - V;

end;

End;

Procedure affiche;
Vari,J: Integer;
Begin
writeln;
Fori:=1toNdo
Begin
forj:=1to N do
Write(KG[i,j]:10:5 " ');
writeln(" : ', FG[i]:10:5);
end;
writeln('----------------

Verifier_solution;

Writeln(* Max erreur : ', Max_Erreur : 20:10);

end;

Procedure Affiche_ABD;
Vari,J: Integer;
Begin
writeln;
Fori:=1to6do
Begin
forj:=1to6do
Write(DD[i,j]:10:5 " *);
writeln;
end;



end;

Procedure Affecation;

Var I. Integer;

begin
El := Random*1000;
Et := Random*1000;

Nult := Random*1000;
Glt := Random*1000;

t =6

np := 28;

e =t/np;
nbTeta :=4;

LTeta[1]:=0; LTeta[2]:=90; LTeta[3]:=90; LTeta[4]:=0;

end;
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