Mohammed Hazi

De mes cahiers d’analyse...

Tout sur R

ENSEMBLE DES NOMBRES REELS
STRUCTURES ALGEBRIQUE
ET TOPOLOGIQUE

(At )7 - .nvlj »
= n -

Cours détaillé
et Exercices résolus

Pour le premier cycle
des Universités et Grandes
Ecoles Scientifiques

Traduction M. Hazi

I of fice pes PUBLICATIONS UNIVERSITRIRES




Sommaire

0.0 Avel de reCONNAISSANCE  ....cceueeenreenreenrernresssensrnnssnsssnsesdbesste 5
QP VNGBS IITOOUCTIVES  uioiioiiiicnmiissiinssis misists iz Ty 6
CRLEET ok ST R B 1 e IR 9

Chapitre 1: Relations d’équivalence et relations d’ordre

T.T GENEralites ..ooooooiviiiiiiiiiiiiiiiieeeieeeeeeeeee et e e e e e e e eeeeeeeaaais ol
L2 ronctions et applitations suscnisminnmnaaiaiing 18
1.3 APPHCAtIONS  .ovovieieiieeeeeeceee e F -2
T4 GENETAIIES .....overeernsnnneresarsenamasasssanssssbassnsnsanssssomsmssmensiusuess 36
1.5 Relations @' Cuivelente «uvnansambimnninus i tds 39
1.6 Relations d’ordre ........ooovveeviiiirieee et 46
1.7 Exercices RESOIUS ...ooooviiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 57
Lo SOIMONS o uitenelndh utinnmmeniia sl el 62
19 EXEICICES TESE inensnirersotessuenssssinsssrassunssnsyassbsibonbebssnssssmens 78

Chapitre 2: Ensemble des entiers naturels — Dénombrabilité

2:) RAPPEIS| siossrvmmnisssinsminismssnsiies s s i e 85
2.2 L’ordre dans TN cveeeiiiiiiiiccciieiieeeees s ssesesssseeeesessesenns 86
23" DENOMDBIabilite oo aitenensnmnitaiiusibishaes 03
2.4 EXercices RESOIUS .......iiiiiiiiieeiaeeeseeeae s 100
2D SOMMONS .oiverserrressssrnrmasssassrsnmnennssssassuneifonnstinbunsasssnessses 103
2.0 BExercices Tesl canmmisasmmmnssismminisisng 113

Chapitre 3: Introduction a I’Analyse Combinatoire

3:] GEIETAlIIES conviiniiiimiiiiit e fonssessensnsns onnmmsansasascrrrnssnsssns 115

3.2: Propriétés tondamentales ouunsmswsanisivm il 117
3.3 EXercices RESOIUS  ....oueeeeeiieiiiiiieireeeeieeeeeseessssssssssssssssnsnns 130
34t SOIMONS. e s s i s e aboma SN 133
3.5 EXEICICES TSt oot eeeeeee e e et eesreseeeeseesensens 145



Chapitre 4: Ensemble des nombres entiers relatifs et
Ensemble des nombres rationnels

4.1 Construction de I’'ensemble Z ..ooooveeeeeeeeeeoeoo 147
4.2 Propri€t€s fondamentales .......c...iviiiissrmmermsonsssesesnssnsnns 149
4.3 L’0rdre dans Z ........ocoooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 157
44 GEneralites sUr 0D st e sommmncesasrsonssssssmies 159
4.5 Multiplication dans Q .......cccoveevieirreeeeeeeee e, 160
4.6 Addition dans Q ....ooeeeeeeeieeeeeeeeeeee e, 164
4.7 Ordre usuel dans Q .....cooovvieeiiieeeeeeeeeeeeee e, 166
4.8 Autres propriétés de Q .....cooiveiieiieieeeeeeee e e e 168
4.9 Exercices RESOIUS .....ocoiveeveeereeeeeeeeeeee oo 174
4.10 SOIULIONS oo e, 176
.11 EXErcices TeSE ..ocuuicuiieeeeeeeeeeeeeeeee oo 182

Chapitre 5: Construction axiomatique de I’ensemble des
nombres réels

5.1 Retour sur quelques insuffisances de Q .........c..cooovonvnn.. 185
5.2 Construction axiomatique de de R ........occoovvrververrerennn, 187
5.3 Axiome troisieme : Axiome de la borne supérieure ....... 192
3.4 Valent absolUe i mcmemimmcssessrssassonshosestosions 200
5.5 INtErvalles ...ooooiiiiiiieeeee e 203
5.6 Autres propriétés ...............ccooeceieieeeeeeeeeeeenenn,. 209
5.7 EXercices RESOIUS ...occvivivieeeeeeeeeeee oo, 212
5.8 SOIULIONS  eeeeniiiiiicce e e e 221
L S (0 | e—————— 250

Chapitre 6: Structure topologique de I’ensemble des réels

Ol Préambile .ot st 255
0.2 OUVEIS ...ocveeeeeeeieinireerenetesseeise et s ssee e eeseseteenesenns 257
63" FRHIES -uoiommmmisninissssisnierimiimmmmsonssensomnonsrommmsnnsossssonsns 261
6.4 VOISINAZES  ..voveceeieeeeeeeeeeeeeee oo 263



6.5 Systemes fondamentaux de voisinages .........................
6.6 Points intérieurs-Intérieur d’un ensemble ...............
6.7 Points adhérents-Adhérence d’un ensemble ...
6.8 Points frontieres-Frontiére d’un ensemble

Points extérieurs-Extérieur d’un ensemble ...................
LM BT S ————— .
6.10 Topologie induite—Sous-espace topologique ...cociciois
6.11 Sous-ensembles bornés ...
6.12 Sous-ensembles Compacts ......
6.13 Sous-ensembles connexes .
6.14 Droite réelle achevée
6.15 Exercices RESOIUS .....ooooveoveeeeeoeeeeeoooo
G100 SOIMLIONG uivimiii@stiimbomemsmmesinsmmsissesioss oo mismm it
6:17 EXEICICeS TESt .......coveecusmssssseasonsessesisssisssmtmtotose s

Index terminOlogiqUe: ...uimmsicssiiimmie sl feommsesrssssssssd 3

Portraits des mathématiciens Cités ... :

lidex BIBIOETaphiqRe \ummmmsins i ot
SOMNIBILE! 555555555 mmnr e snemmenssnssmeasssmsessyass e sss s s s

335



